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MATEMATIČKI ODSJEK

Matea Klokoč
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Uvod

U ovom diplomskom radu ćemo proučavati metričke ravnine i dati neke primjere metričkih
ravnina. U prvom poglavlju ćemo prvo uvesti pojam pravca, a zatim ćemo proučavati seg-
ment na pravcu. Nakon toga ćemo proučavati euklidske pravce i uredene euklidske pravce
te dokazati da je R2 zajedno sa skupom svih uredenih euklidskih pravaca, prostor pravaca.
Zatim ćemo definirati pojam ravnine te dokazati da je R2 zajedno sa skupom svih uredenih
euklidskih pravaca, ravnina.
Kroz drugo poglavlje ćemo definirati metriku te ćemo nastaviti s definicijom polupravca.
Nakon što definiramo metričku ravninu, proučavat ćemo euklidsku metriku na R2 te de-
finirati euklidsku metričku ravninu. Naposljetku ćemo dati primjere nekih neeuklidskih
metričkih ravnina.
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Poglavlje 1

Prostori pravaca i ravnine

1.1 Pravac
Definicija 1.1.1. Neka je M skup. Za podskup od M × M kažemo da je relacija na M. Ako
je R relacija na skupu M, dakle R ⊆ M × M, onda za x, y ∈ M pišemo x R y ako je uredeni
par (x, y) element od R.

Definicija 1.1.2. Neka je R relacija na skupu M. Kažemo da je R refleksivna relacija na M
ako za svaki x ∈ M vrijedi x R x.

Definicija 1.1.3. Za relaciju R kažemo da je antisimetrična na skupu M ako za sve x, y ∈ M
vrijedi:

x R y i y R x ⇒ x = y.

Definicija 1.1.4. Za relaciju R kažemo da je tranzitivna na skupu M ako za sve x, y, z ∈ M
vrijedi:

x R y i y R z⇒ x R z.

Definicija 1.1.5. Neka je M skup te neka je R relacija na M. Kažemo da je R uredaj na
M ako je R refleksivna, antisimetrična i tranzitivna relacija na M te ako za sve x, y ∈ M
vrijedi x R y ili y R x.

Propozicija 1.1.6. Neka je R uredaj na skupu M. Neka je S = {(x, y) | x, y ∈ M, (y, x) ∈ R}.
Tada je S uredaj na M.

Dokaz. Neka je x ∈ M.
Tada je (x, x) ∈ R jer je R refleksivna relacija na M pa slijedi da je (x, x) ∈ S . Dakle, S je
refleksivna relacija na M.
Pretpostavimo da su x, y ∈ M takvi da je x S y i y S x. Slijedi (x, y) ∈ S i (y, x) ∈ S pa iz

3



4 POGLAVLJE 1. PROSTORI PRAVACA I RAVNINE

definicije od S slijedi (y, x) ∈ R i (x, y) ∈ R, tj. y R x i x R y. Budući da je R antisimetrična
relacija vrijedi x = y. Time smo pokazali da je S antisimetrična relacija.
Pretpostavimo da su x, y, z ∈ M takvi da je x S y i y S z. Slijedi (x, y) ∈ S i (y, z) ∈ S pa je
(y, x) ∈ R i (z, y) ∈ R, tj. y R x i z R y. Budući da je R tranzitivna relacija vrijedi z R x, tj.
(z, x) ∈ R. Stoga je (x, z) ∈ S , odnosno x S z. Prema tome, S je tranzitivna relacija na M.
Neka su x, y ∈ M. Budući da je R uredaj na M vrijedi (x, y) ∈ R ili (y, x) ∈ R. Slijedi
(y, x) ∈ S ili (x, y) ∈ S , odnosno y S x ili x S y.
Time smo dokazali da je S uredaj na M. �

Neka su M,R i S kao u propoziciji 1.1.6. Tada za S kažemo da je uredaj suprotan
uredaju R i označavamo ga sa R−1. Uočimo da je (R−1)−1 = R, tj. vrijedi sljedeće:
Ako je S uredaj suprotan uredaju R, onda je R uredaj suprotan uredaju S .

Definicija 1.1.7. Neka je M skup koji ima bar dva elementa, neka je ρ uredaj na M te neka
je σ uredaj suprotan uredaju ρ. Tada za uredeni par (M, {ρ, σ}) kažemo da je pravac.

Propozicija 1.1.8. Neka je (M, {ρ, σ}) pravac te neka su a, b ∈ M takvi da je a , b. Tada
vrijedi ili a ρ b ili a σ b.

Dokaz. Budući da je ρ uredaj vrijedi a ρ b ili b ρ a.

1◦ a ρ b
Tvrdimo da ne vrijedi a σ b. Pretpostavimo suprotno. Iz a σ b slijedi b ρ a pa
iz antisimetričnosti relacije ρ slijedi a = b što je u kontradikciji s pretpostavkom
propozicije.

2◦ b ρ a
Kada bi vrijedilo b σ a, onda bismo kao u prethodnom slučaju dobili a = b što je
nemoguće. Prema tome ne vrijedi b σ a.

�

1.2 Segment na pravcu
Definicija 1.2.1. Neka je p pravac, p = (M, {ρ, σ}) te neka su a, b ∈ M. Definiramo skup
ab

p
na sljedeći način.

Ako je a , b, tada postoji jedinstveni element ≤ od {ρ, σ} takav da je a 6 b te defini-
ramo

ab
p
= {x ∈ M | a 6 x 6 b}

(pod a 6 x 6 b podrazumijevamo a 6 x i x 6 b).
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Ako je a = b, onda definiramo
aap
= {a}.

Za ab
p

kažemo da je segment (dužina) na pravcu p odreden točkama a i b.

Uočimo sljedeće:
Ako je p pravac, p = (M, {ρ, σ}) te ako su a, b ∈ M i 6 ∈ {ρ, σ} takvi da je a 6 b, onda je

ab
p
= {x ∈ M | a 6 x 6 b}.

Naime, ovo je očito ako je a , b, a ako je a = b onda imamo

{x ∈ M | a 6 x 6 b} = {x ∈ M | a 6 x 6 a} = {a}

zbog antisimetričnosti i refleksivnosti relacije 6.

Propozicija 1.2.2. Neka je p pravac, p = (M, u) te neka su a, b ∈ M. Tada je ab
p
= ba

p
.

Dokaz. Tvrdnja je očita ako je a = b. Pretpostavimo da je a , b.
Neka je ρ ∈ u takav da je a ρ b. Tada je

ab
p
= {x ∈ M | a ρ x i x ρ b}. (1.1)

Neka je σ uredaj suprotan uredaju ρ. Vrijedi σ ∈ u i b σ a. Stoga je

ba
p
= {x ∈ M | b σ x i x σ a}. (1.2)

Iz (1.1) i (1.2) očito slijedi ab
p
= ba

p
. �

Propozicija 1.2.3. Neka je p pravac, p = (M, u) te neka su a, b, c, d ∈ M takvi da je
ab

p
= cd

p
. Tada je {a, b} = {c, d}.

Dokaz. Neka je ≤ ∈ u takav da je a 6 b. Tada je

ab
p
= {x ∈ M | a 6 x 6 b}. (1.3)

Budući da je 6 uredaj, vrijedi c 6 d ili d 6 c.

1◦ c 6 d
Tada je

cd
p
= {x ∈ M | c 6 x 6 d}. (1.4)

Očito je a ∈ ab
p

pa iz ab
p
= cd

p
slijedi a ∈ cd

p
pa (1.4) povlači c 6 a. S druge

strane, iz c ∈ cd
p

slijedi c ∈ ab
p

pa (1.3) povlači a 6 c. Zbog antisimetričnosti
relacije 6, vrijedi a = c. Analogno dobivamo da je b = d. Stoga je {a, b} = {c, d}.
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2◦ d 6 c
Iz propozicije 1.2.2 slijedi cd

p
= dc

p
pa je ab

p
= dc

p
. Analogno kao u 1◦ dobivamo

a = d i b = c pa je {a, b} = {c, d}.

�

1.3 Prostor pravaca
Definicija 1.3.1. Neka je p pravac, p = (M, u). Za skup M kažemo da je nosač pravca p i
označavamo ga sa p̂.

Uočimo, ako je p pravac i a, b ∈ p̂ onda iz definicije od ab
p

direktno slijedi ab
p
⊆ p̂.

Definicija 1.3.2. Neka je X skup te neka je P neprazan skup pravaca takav da za svaki
p ∈ P vrijedi p̂ ⊆ X. Nadalje, pretpostavimo da vrijedi sljedeće:

1. Za sve a, b ∈ X, a , b postoji jedinstveni p ∈ P takav da su a, b ∈ p̂.

2. Postoje a, b, c ∈ X takvi da {a, b, c} * p̂, za svaki p ∈ P.

Tada za uredeni par (X,P) kažemo da je prostor pravaca.

Definicija 1.3.3. Neka je (X,P) te neka su a, b ∈ X. Definiramo skup ab na sljedeći način.

Ako je a = b, neka je ab = {a}.

Ako je a , b, onda postoji jedinstveni p ∈ P takav da su a, b ∈ p̂ pa definiramo
ab = ab

p
.

Za ab kažemo da je segment (dužina) odredena točkama a, b u (X,P).

Uočimo sljedeće: Ako je (X,P) prostor pravaca te a, b ∈ X, onda su a, b ∈ ab.

Propozicija 1.3.4. Neka je (X,P) prostor pravaca.

1. Neka su a, b ∈ X. Tada je ab = ba.

2. Neka su a, b, c, d ∈ X takvi da je ab = cd. Tada je {a, b} = {c, d}.

Dokaz. 1. Tvrdnja slijedi iz propozicije 1.2.2.
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2. Pretpostavimo da je a = b.
Tada je ab = {a}. Iz c, d ∈ cd i ab = cd slijedi c, d ∈ ab, tj. c, d ∈ {a}.
Dakle, c = d = a. Stoga vrijedi {a, b} = {c, d}.

Pretpostavimo da je a , b.
Kada bi vrijedilo c = d, onda bi iz a, b ∈ ab = cd = {c} slijedilo a = b što je u
kontradikciji sa pretpostavkom pa zaključujemo da je c , d.
Neka je p ∈ P takav da su a, b ∈ p̂. Vrijedi c, d ∈ cd = ab = ab

p
⊆ p̂, dakle c, d ∈ p̂.

Stoga zaključujemo cd = cd
p
.

Iz ab = cd slijedi ab
p
= cd

p
pa propozicija 1.2.3 povlači {a, b} = {c, d}.

�

Primjer 1.3.5. Neka je M = {1, 2, 3}. Neka je ρ = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)} i
neka je σ = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 1), (3, 1), (3, 2)}.
Tada je ρ uredaj na M, a σ uredaj suprotan uredaju ρ. Neka je p = (M, {ρ, σ}). Tada je p
pravac.
Nadalje, neka je ρ′ = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (1, 3), (3, 2)} i neka je
σ′ = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 1), (3, 1), (2, 3)}.
Tada je ρ′ uredaj na M, a σ′ uredaj suprotan uredaju ρ′. Neka je p′ = (M, {ρ′, σ′}). Vrijedi
da je p′ pravac.
Uočimo da je p̂ = p̂′, ali p , p′. Naime, očito je ρ , ρ′ i σ , σ′, pa je {ρ, σ} , {ρ′, σ′}.
Vrijedi 1 ρ 2 pa prema definiciji dužine dobivamo da je

12
p
= {x ∈ M | 1 ρ x i x ρ 2},

dakle 12
p
= {1, 2}. S druge strane, zbog 1 ρ′ 2 vrijedi

12
p′
= {x ∈ M | 1 ρ′ x i x ρ′ 2}

pa je 12
p′
= {1, 2, 3}.

Propozicija 1.3.6. Neka je (X,P) prostor pravaca i neka su p1, p2 ∈ P takvi da p̂1 = p̂2.
Tada je p1 = p2.

Dokaz. Prema definiciji pravca skup p̂1 ima bar dva elementa. Odaberimo a, b ∈ p̂1 takve
da je a , b.
Po definiciji prostora pravaca vrijedi p̂1 ⊆ X. Dakle, a, b ∈ X pa prema definiciji prostora
pravaca postoji jedinstveni p ∈ P takav da su a, b ∈ p̂. Iz p̂1 = p̂2 slijedi a, b ∈ p̂2 pa
zaključujemo p1 = p2. �
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1.4 Euklidski pravci
Definicija 1.4.1. Neka su T0, v ∈ R, v , (0, 0). Za skup {T0 + λ · v | λ ∈ R} kažemo da je
pravac kroz T0 vektora smjera v.

Napomena 1.4.2. Prethodni pojam ne treba miješati sa pojmom pravca koji je ranije defi-
niran.

Propozicija 1.4.3. Neka je p pravac kroz T0 vektora smjera v. Neka je T1 ∈ p. Tada je p
pravac kroz T1 vektora smjera v.

Dokaz. Budući da je T1 ∈ p, postoji λ′ ∈ R takva da je

T1 = T0 + λ
′ · v. (1.5)

Neka je T ∈ p. Tada postoji λ ∈ R takva da je

T = T0 + λ · v. (1.6)

Neka je q pravac kroz T1 vektora smjera v. Treba dokazati da je p = q. Iz (1.5) slijedi da je

T0 = T1 − λ
′ · v

pa koristeći (1.6) slijedi

T = T1 − λ
′ · v + λ · v = T1 + (λ − λ′) · v.

Stoga je T ∈ q.
Obratno, pretpostavimo da je T ∈ q. Tada postoji λ ∈ R takva da je T = T1+λ ·v. Koristeći
(1.5) dobivamo

T = (T0 + λ
′ · v) + λ · v = T0 + (λ′ + λ) · v,

dakle T ∈ p. Time smo dokazali da je p = q. �

Uočimo sljedeće: Ako je p pravac kroz T0 vektora smjera v onda je T0 ∈ p.

Propozicija 1.4.4. Neka je p pravac kroz T0 vektora smjera v i neka je q pravac kroz T1

vektora smjera w. Pretpostavimo da je p = q. Tada postoji µ ∈ R\{0} takav da w = µ · v.

Dokaz. Iz T0 ∈ p slijedi T0 ∈ q. Sada iz propozicije 1.4.3 slijedi da je q pravac kroz T0

vektora smjera w, odnosno
q = {T0 + λ · w | λ ∈ R}.

Posebno, za λ = 1 dobivamo da je T0 + w ∈ q. Budući da smo pretpostavili da je p = q
slijedi da je T0 + w ∈ p pa postoji µ ∈ R takav da je

T0 + w = T0 + µ · v.

Dakle, w = µ · v. �
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Neka je p pravac kroz T0 vektora smjera v. Definiramo binarnu relaciju � na sljedeći
način.
Neka su x, y ∈ p. Tada postoje jedinstveni λ1, λ2 ∈ R takvi da je

x = T0 + λ1 · v,

y = T0 + λ2 · v.

Kažemo da je x � y ako je λ1 6 λ2.
Lako se pokaže da je ovako definirana relacija � uredaj na p. Za ovaj uredaj kažemo da je
uredaj na p odreden točkom T0 i vektorom smjera v i označavamo ga sa �T0,v.

Propozicija 1.4.5. Neka je p pravac kroz T0 vektora smjera v. Neka je T1 ∈ p. Tada je
�T0,v = �T1,v.

Dokaz. Budući da je T1 ∈ p postoji λ′ ∈ R takva da je T1 = T0+λ
′ ·v. Slijedi T0 = T1−λ

′ ·v.
Neka su x, y ∈ p takvi da je x �T0,v y. Tada postoje λ1, λ2 ∈ R takve da je λ1 6 λ2,

x = T0 + λ1 · v,

y = T0 + λ2 · v.

Slijedi
x = T1 + (λ1 − λ

′) · v,

y = T1 + (λ2 − λ
′) · v,

a očito je λ1 − λ
′ 6 λ2 − λ

′. Prema tome x �T1,v y.
Obratno, pretpostavimo da su x, y ∈ p takvi da je x �T1,v y. Tada postoje λ1, λ2 ∈ R takve
da je λ1 6 λ2,

x = T1 + λ1 · v,

y = T1 + λ2 · v.

Slijedi
x = T0 + (λ1 + λ

′) · v,

y = T0 + (λ2 + λ
′) · v

i očito je λ1 + λ
′ 6 λ2 + λ

′. Stoga je x �T0,v y.
Dokazali smo da za sve x, y ∈ p vrijedi ekvivalencija

(x, y) ∈ �T0,v ⇔ (x, y) ∈ �T1,v .

Dakle, �T0,v = �T1,v. �
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Propozicija 1.4.6. Neka su T0, v,w ∈ R2. Pretpostavimo da je p pravac kroz T0 vektora
smjera v te da je p ujedno pravac krot T0 vektora smjera w. Tada su uredaji �T0,v i �T0,w

jednaki ili medusobno suprotni.

Dokaz. Imamo T0 + v ∈ p pa postoji r ∈ R takav da je

T0 + v = T0 + rw.

Slijedi
v = rw. (1.7)

Budući da je v , (0, 0) vrijedi da je r , 0.

1◦ r > 0
Tvrdimo da je

�T0,v = �T0,w . (1.8)

Neka je (x, y) ∈ �T0,v .
Tada postoje λ1, λ2 ∈ R takve da λ1 6 λ2 te

x = T0 + λ1 · v

y = T0 + λ2 · v.

Iz (1.7) slijedi
x = T0 + (λ1 · r) · w

y = T0 + (λ2 · r) · w,

a vrijedi λ1 · r 6 λ2 · r (što je posljedica činjenica da je λ1 6 λ2 i r > 0.)
Dakle, x �T0,w y, tj. (x, y) ∈ �T0,w . Time smo dokazali da je

�T0,v ⊆ �T0,w .

Iz (1.7) slijedi w = 1
r · v i očito je 1

r > 0. Sada na analogan način dobivamo da je

�T0,w ⊆ �T0,v .

Time smo dokazali da vrijedi (1.8).

2◦ r < 0
Tvrdimo da su uredaji �T0,v i �T0,w medusobno suprotni, tj. da je relacija �T0,w su-
protna relaciji �T0,v. Dakle, treba dokazati da je

�T0,w= {(x, y) | x, y ∈ p, (y, x) ∈ �T0,v}. (1.9)
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Neka je (x, y) ∈ �T0,w. Tada postoje λ1, λ2 ∈ R takve da je λ1 6 λ2 te

x = T0 + λ1 · w,

y = T0 + λ2 · w.

Prema (1.7) vrijedi w = 1
r · v pa je

x = T0 +

(
λ1 ·

1
r

)
· v, y = T0 +

(
λ2 ·

1
r

)
· v. (1.10)

Budući da je r < 0, očito je
1
r
< 0. Iz λ1 6 λ2 slijedi

λ2 ·
1
r
6 λ1 ·

1
r

pa (1.10) povlači (y, x) ∈�T0,v . Time smo dokazali da je

�T0,w ⊆ {(x, y) | x, y ∈ p, (y, x) ∈ �T0,v}.

Neka su x, y ∈ p takvi da (y, x) ∈ �T0,v. Onda postoje λ1, λ2 ∈ R takve da je λ1 6 λ2 i

y = T0 + λ1 · v,

x = T0 + λ2 · v.

Prema (1.7) vrijedi v = r · w pa je

y = T0 + (λ1 · r) · w,

x = T0 + (λ2 · r) · w.

Iz λ1 6 λ2 slijedi λ2 · r 6 λ1 · r pa je (x, y) ∈ �T0,w . Time smo dokazali da je

{(x, y) | x, y ∈ p, (y, x) ∈ �T0,v} ⊆ �T0,w .

Dakle, vrijedi (1.9) i time je tvrdnja propozicije dokazana.

�

Definicija 1.4.7. Neka je p ⊆ R2. Kažemo da je p euklidski pravac ako postoje T0, v ∈ R2

takvi da je p pravac kroz T0 vektora smjera v.
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1.5 Uredeni euklidski pravci
Definicija 1.5.1. Neka je p euklidski pravac te neka je ≤ uredaj na p. Kažemo da je ≤
euklidski uredaj na p ako postoje T0, v ∈ R takvi da je p pravac krot T0 vektora smjera v
te takvi da je ≤ = �T0,v.

Napomena 1.5.2. Neka je S skup koji ima bar 2 različita elementa. Neka je 6 uredaj na
S . Tada su uredaji 6 i 6−1 medusobno različiti (pri čemu je 6−1 uredaj suprotan uredaju
6.)
Prema pretpostavci postoje x, y ∈ S takvi da je x , y. Budući da je 6 uredaj, vrijedi x 6 y
ili y 6 x. Dakle, postoje a, b ∈ S takvi da je a , b i a 6 b.
Po definiciji od 6−1 vrijedi (b, a) ∈ 6−1. Kada bi vrijedilo 6 = 6−1, onda bismo imali
(b, a) ∈ 6, što bi zajedno s činjenicom da je (a, b) ∈ 6 i antisimetričnosću relacije 6
povlačilo da je a = b. Prema tome 6 , 6−1 .

Propozicija 1.5.3. Neka je p euklidski pravac. Tada postoje točno dva euklidska uredaja
R1 i R2 na p. Nadalje R1 i R2 su medusobno suprotni uredaji.

Dokaz. Odaberimo T0, v ∈ R2 takve da je p pravac kroz T0 vektora smjera v. Tvrdimo da
je p pravac kroz T0 vektora smjera −v, tj. da je

p = {T0 + µ · (−v) | µ ∈ R}. (1.11)

Neka je x ∈ p. Tada postoji λ ∈ R takva da je

x = T0 + λ · v.

Slijedi
x = T0 + (−λ) · (−v) .

Stoga je
x ∈ {T0 + µ · (−v) | µ ∈ R}. (1.12)

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (1.12). Tada postoji µ ∈ R takav da je

x = T0 + µ · (−v).

Dakle,
x = T0 + (−µ) · v.

Prema tome x ∈ p. Time smo dokazali da vrijedi (1.11).

Dakle, p je pravac kroz T0 vektora smjera v i p je ujedno pravac kroz T0 vektora smjera
−v. Iz dokaza propozicije 1.4.6 slijedi da su uredaji �T0,v i �T0,−v medusobno suprotni.
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Budući da p ima bar dva elementa (očito su T0 i T0 + v dva različita elementa od p) iz
napomene 1.5.2 slijedi da su uredaji �T0,v i �T0,−v medusobno različiti.

Preostaje nam dokazati da postoje točno dva euklidska uredaja na p.
Neka je 6 euklidski uredaj na p. Tada po definiciji euklidskog uredaja znamo da postoje
T1,w takvi da je p pravac kroz T1 vektora smjera w i 6 = �T1,w .
Iz T0 ∈ p i propozicije 1.4.5 slijedi da je

�T1,w = �T0,w .

Prema propoziciji 1.4.6 vrijedi �T0,w = �T0,v ili �T0,w =
(
�T0,v

)−1 , tj. �T0,w = �T0,−v .
Time smo dokazali da su �T1,v i �T0,−v svi euklidski uredaji na p. �

Propozicija 1.5.4. Neka su a, b ∈ R2 takvi da je a , b. Tada postoji jedinstveni euklidski
pravac p takav da su a, b ∈ p.

Dokaz. Neka je v = b − a. Iz a , b slijedi da je v , (0, 0).
Neka je p pravac kroz a vektora smjera v. Očito je a ∈ p. Vrijedi

b = a + 1 · v,

tj. b ∈ p. Pretpostavimo da je q euklidski pravac takav da su a, b ∈ q. Neka su T0 i w takvi
da je q pravac kroz T0 vektora smjera w.
Iz a ∈ q i propozicije 1.4.3 slijedi da je q pravac kroz a vektora smjera w.
Iz b ∈ q slijedi da postoji λ ∈ R takva da je

b = a + λ · w.

Slijedi
b − a = λ · w

odnosno
v = λ · w.

Dokažimo da je p ⊆ q. Neka je T ∈ p.Tada je, za neki µ ∈ R,

T = a + µ · v.

Budući da je v = λ · w slijedi
T = a + µ · (λ · w),

odnosno
T = a + (µ · λ) · w,

tj. T ∈ q. Time smo dokazali da je p ⊆ q.
Iz v = λ · w slijedi w = 1

λ
· v pa se na analogan način dokaže da je q ⊆ p.

Zaključujemo da je p = q što smo i trebali dokazati. �
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Propozicija 1.5.5. Neka je a = (0, 0), b = (0, 1) i c = (1, 0). Tada ne postoji euklidski
pravac p takav da su a, b, c ∈ p.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji euklidski pravac p takav da su a, b, c ∈ p.
Prema propoziciji 1.4.3 slijedi da je pravac p kroz a vektora smjera v. Budući da je b ∈ p,
slijedi

b = a + λ · v

za neki λ ∈ R, tj.

v =
1
λ
· (b − a),

odnosno
v =

1
λ
· b.

Iz c ∈ p slijedi da postoji µ ∈ R takav da je

c = a + µ · v,

odnosno
c = µ · v = µ ·

1
λ
=

(
0,
µ

λ

)
što je u kontradikciji sa c = (1, 0). �

Definicija 1.5.6. Neka je p euklidski pravac te neka su ρ, τ medusobno suprotni euklidski
uredaji na p. Tada za (p, {ρ, τ}) kažemo da je uredeni euklidski pravac.

Uočimo da je svaki euklidski pravac i pravac u smislu definicije 1.1.7. Nadalje, uočimo
da za svaki euklidski pravac p postoji jedinstveni S takav da je (p, S ) uredeni euklidski
pravac. To slijedi iz propozicije 1.5.3.

Korolar 1.5.7. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Tada je uredeni par(
R2,P

)
prostor pravaca.

Dokaz. Neka je p ∈ P. Tada je p uredeni euklidski pravac pa je p = (p′, {ρ, τ}), gdje je p′

euklidski pravac. Slijedi p̂ = p′ pa je očito p̂ ⊆ R2.
Neka su a, b ∈ R2 takvi da je a , b. Prema propoziciji 1.5.4, postoji jedinstveni euklidski
pravac p′ takav da su a, b ∈ p′.
Nadalje, znamo da postoji jedinstveni S takav da je uredeni par (p′, S ) uredeni euklidski
pravac.
Označimo p = (p′, S ). Tada je p ∈ P te su a, b ∈ p̂.
Pretpostavimo da je q ∈ P takav da su a, b ∈ q̂. Vrijedi q = (q′,T ) gdje je q′ euklidski
pravac.
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Imamo a, b ∈ q′ pa zbog jedinstvenosti od p′ slijedi p′ = q′. Sada imamo da su (p′, S ) i
(p′,T ) uredeni euklidski pravci pa zbog jedinstvenosti od S slijedi T = S .
Dakle, q = (q′,T ) = (p′, S ) = p, tj. q = p.
Zaključak: Za sve a, b ∈ R2, a , b postoji jedinstveni p ∈ P takav da su a, b ∈ p̂.
Neka su a, b, c kao u propoziciji 1.5.5. Neka je p ∈ P. Kada bi vrijedilo {a, b, c} ⊆ p̂, to
bi značilo da a, b, c pripadaju istom euklidskom pravcu što je nemoguće prema propoziciji
1.5.5.
Stoga {a, b, c} * p̂.
Zaključujemo da je

(
R2,P

)
prostor pravaca. �

1.6 Ravnine
Definicija 1.6.1. Neka je (X,P) prostor pravaca. Kažemo da je (X,P) ravnina ako za sve
a, b, c ∈ X i p ∈ P takve da je p̂ ∩ ab , ∅ vrijedi p̂ ∩ bc , ∅ ili p̂ ∩ ac , ∅.

Propozicija 1.6.2. Neka je
(
R2,P

)
prostor pravaca iz Korolara 1.1.29. Neka su a, b ∈ R2.

Tada vrijedi
ab = {a + λ · (b − a) | λ ∈ [0, 1]}

pri čemu je ab dužina odredena točkama a, b u
(
R2,P

)
.

Dokaz. Ako je a = b, onda je ab = {a} pa tvrdnja očito vrijedi.
Pretpostavimo da je a , b. Neka je v = b − a. Očito je v , (0, 0). Neka je p pravac kroz a
vektora smjera v. Dakle,

p = {a + λ · (b − a) | λ ∈ R}.

Očito su a, b ∈ p.
Imamo da je p euklidski pravac. Nadalje, �a,v je euklidski uredaj na p. Neka je 6′ euklidski
uredaj na p suprotan uredaju �a,v. Neka je

q =
(
p, {�a,v,6

′}
)
.

Tada je q uredeni euklidski pravac, dakle q ∈ P.
Imamo a, b ∈ q̂. Stoga vrijedi ab = ab

q
. Uočimo da je a �a,v b (naime a = a + 0 · v i

b = a + 1 · v, a 0 < 1). Dakle,

ab
q
= {x ∈ p | a �a,v x �a,v b}.

Neka je x ∈ ab
q
. Tada je x ∈ p i a �a,v x �a,v b pa postoji λ ∈ R takva da je x = a + λ · v i

slijedi da je 0 6 λ 6 1. Time smo dokazali da je

ab
q
⊆ {a + λ · v | λ ∈ [0, 1] } .
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Obratno, neka je λ ∈ [0, 1] te neka je x = a + λ · v. Tada je x ∈ p i vrijedi a �a,v x �a,v b.
Dakle, x ∈ ab

q
. Prema tome,

ab
q
= {a + λ · v | λ ∈ [0, 1] } .

Budući da je ab = ab
q
, tvrdnja propozicije je dokazana. �

Definicija 1.6.3. Neka je (X,P) prostor pravaca te neka je S ⊆ X. Kažemo da je S
konveksan skup u (X,P) ako za sve a, b ∈ S vrijedi ab ⊆ S .

Propozicija 1.6.4. Neka je (X,P) prostor pravaca. Pretpostavimo da za svaki p ∈ P
postoje konveksni skupovi K i L u (X,P) takvi da je

X \ p̂ = K ∪ L

te takvi da je
ab ∩ p̂ , ∅

za svaki a ∈ K i svaki b ∈ L. Tada je (X,P) ravnina.

Dokaz. Neka su a, b, c ∈ X te neka je p ∈ P takav da je ab ∩ p̂ , ∅. Želimo dokazati da je

p̂ ∩ ac , ∅ ili p̂ ∩ bc , ∅. (1.13)

Ako je a ∈ p̂ onda je p̂ ∩ ac , ∅ pa vrijedi (1.13). Ako je b ∈ p̂ onda je p̂ ∩ bc , ∅ pa
vrijedi (1.13). Isto tako dobivamo da vrijedi (1.13) ako je c ∈ p̂.
Pretpostavimo sada da a < p̂, b < p̂, c < p̂. Prema pretpostavci propozicije postoje skupovi
K i L koji su konveksni u (X,P), takvi da je

X \ p̂ = K ∪ L (1.14)

te takvi da za svaki x ∈ K i y ∈ L vrijedi xy ∩ p̂ , ∅.
Imamo a, b ∈ X \ p̂ pa su a, b ∈ K ∪ L. Kada bi vrijedilo a, b ∈ K onda bismo zbog
konveksnosti od K imali ab ⊆ X \ p̂, a to bi povlačilo da je ab ∩ p̂ = ∅, što nije moguće.
Isto tako vidimo da a, b ∈ L vodi na kontradikciju. Prema tome vrijedi a ∈ K i b ∈ L ili
a ∈ L i b ∈ K.

1◦ a ∈ K, b ∈ L
Imamo c ∈ X \ p̂ pa slijedi c ∈ K ∪ L.
Ako je c ∈ K onda zbog b ∈ L vrijedi bc ∩ p̂ , ∅, a ako je c ∈ L onda zbog a ∈ K
vrijedi ac ∩ p̂ , ∅.
U svakom slučaju vrijedi (1.13).
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1◦ a ∈ L, b ∈ K
Analogno kao u prethodnom slučaju dobivamo da vrijedi (1.13).

Dakle u oba slučaja vrijedi (1.13). Prema tome (X,P) je ravnina. �

Propozicija 1.6.5. Neka je M euklidski pravac. Tada postoje a, b, c ∈ R takvi da je a , 0
ili b , 0 te takvi da za sve x, y ∈ R vrijedi sljedeće:

(x, y) ∈ M ⇔ a · x + b · y + c = 0.

Dokaz. Imamo da je M pravac kroz T0 vektora smjera v, gdje je T0 ∈ R
2 i v ∈ R2 \ {(0, 0)}.

Vrijedi T0 = (t1, t2) i v = (v1, v2) za neke t1, t2, v1, v2 ∈ R.
Vrijedi M = {T0 + λ · v | λ ∈ R} = {(t1, t2) + λ · (v1, v2) | λ ∈ R}, dakle

M = {(t1 + λ · v1, t2 + λ · v2) | λ ∈ R} . (1.15)

Neka su x, y ∈ R takvi da je (x, y) ∈ M. Prema (1.15) postoji λ ∈ R takav da je

(x, y) = (t1 + λ · v1, t2 + λ · v2). (1.16)

Slijedi
x = t1 + λ · v1 i y = t2 + λ · v2. (1.17)

Množenjem prve jednakosti sa v2 i druge sa v1 dobivamo:

v2 · x = v2 · t1 − λ · v1 · v2 i v1 · y = v1 · t2 + λ · v1 · v2. (1.18)

Stoga je
λ · v1 · v2 = v2 · x − v2 · t1 i λ · v1 · v2 = v1 · y − v1 · t2 (1.19)

pa je
v2 · x − v2 · t1 = v1 · y − v1 · t2. (1.20)

Slijedi:
v2 · x − v1 · y + v1 · t2 − v2 · t1 = 0. (1.21)

Definirajmo a = v2, b = −v1, c = v1 · t2 − v2 · t1. Tada je a , 0 ili b , 0 (jer je v , (0, 0)) i
dokazali smo da vrijedi sljedeće:
Ako su x, y ∈ R takvi da je (x, y) ∈ M onda je a · x + b · y + c = 0.
Dokažimo sada da za sve x, y ∈ R takve da je a · x + b · y + c = 0 vrijedi (x, y) ∈ M.
Neka su x, y ∈ R takvi da je a · x+ b · y+ c = 0. Tada vrijedi (1.21) pa stoga vrijedi i (1.20).

1◦ Pretpostavimo da je v1 = 0.
Tada je v2 , 0 te iz (1.20) slijedi x = t1. Definirajmo λ = y−t2

v2
. Tada je y = t2 + λ · v2

pa je
(x, y) = (t1 + λ · v1, t2 + λ · v2).

Prema (1.15) (x, y) ∈ M.
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2◦ Pretpostavimo da je v2 = 0.
Tada je v1 , 0 pa iz (1.20) slijedi da je y = t2. Definirajmo λ = x−t1

v1
. Tada je

x = t1 + λ · v1 pa je
(x, y) = (t1 + λ · v1, t2 + λ · v2).

Stoga je (x, y) ∈ M.

3◦ Pretpostavimo v1, v2 , 0.
Definirajmo λ = v2·x−v2·t1

v1·v2
. Iz (1.20) slijedi da je λ = v1·y−v1·t2

v1·v2
pa iz zadnje dvije jedna-

kosti slijedi (1.19). Sada iz (1.19) slijedi (1.18) odakle dijeljenjem sa v1 odnosno sa
v2 dolazimo do (1.17). Dakle, vrijedi (1.16) te zaključujemo da je (x, y) ∈ M.

Budući da smo pokrili sve slučajeve, tvrdnja propozicije je dokazana. �

Lema 1.6.6. Neka su a, b, c ∈ R te neka je

K =
{
(x, y) ∈ R2 | a · x + b · y + c < 0

}
.

Tada je K koveksan skup u prostoru pravaca (R2,P) gdje jeP skup svih uredenih euklidskih
pravaca.

Dokaz. Neka su p, q ∈ K. Želimo dokazati da je pq ⊆ K. Prema propoziciji 1.6.2 vrijedi

pq = {p + λ · (q − p) | λ ∈ [0, 1]} ,

tj.
pq = {(1 − λ) · p + λ · q | λ ∈ [0, 1]} .

Neka je t ∈ pq. Tada za neki λ ∈ [0, 1] vrijedi

t = (1 − λ) · p + λ · q. (1.22)

Imamo p = (p1, p2), q = (q1, q2) i t = (t1, t2) za neke p1, p2, q1, q2, t1, t2 ∈ R.
Iz p ∈ K slijedi

a · p1 + b · p2 + c < 0. (1.23)

Iz q ∈ K slijedi
a · q1 + b · q2 + c < 0. (1.24)

Iz (1.22) slijedi

(t1, t2) = ((1 − λ) · p1 + λ · q1, (1 − λ) · p2 + λ · q2) . (1.25)

Želimo dokazati da je t ∈ K.
Koristeći (1.25) dobivamo da vrijedi sljedeći niz ekvivalencija:

t ∈ K ⇔ a · t1 + b · t2 + c < 0⇔
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⇔ a · ((1 − λ) · p1 + λ · q1) + (b · (1 − λ) · p2 + λ · q2) + c < 0⇔

⇔ (1 − λ) · a · p1 + λ · a · q1 + (1 − λ) · b · p2 + λ · b · q2 + (1 − λ) · c + λ · c < 0⇔

⇔ (1 − λ) · (a · p1 + b · p2 + c) + λ · (a · q1 + b · q2 + c) < 0.

Zadnja nejednakost vrijedi što slijedi iz (1.23) i (1.24) te činjenice da je 1 − λ > 0 i λ > 0
te da je 1 − λ > 0 ili λ > 0. Stoga je t ∈ K.
Time smo dokazali da je pq ⊆ K. Prema tome K je konveksan skup. �

Propozicija 1.6.7. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka su a, b, c ∈ R
te neka je

M =
{
(x, y) ∈ R2 | a · x + b · y + c = 0

}
,

K =
{
(x, y) ∈ R2 | a · x + b · y + c < 0

}
,

L =
{
(x, y) ∈ R2 | a · x + b · y + c > 0

}
.

Neka je P ∈ K i Q ∈ L. Tada je PQ ∩ M , ∅, gdje je PQ dužina odredena točkama P i Q
u (R2,P).

Dokaz. Znamo da je
PQ = {(1 − λ) · P + λ · Q | λ ∈ [0, 1]} . (1.26)

Imamo P = (p1, p2) i Q = (q1, q2) gdje su p1, p2, q1, q2 ∈ R.
Iz P ∈ K slijedi

a · p1 + b · p2 + c < 0,

a iz Q ∈ L slijedi
a · q1 + b · q2 + c > 0.

Definirajmo
u = a · p1 + b · p2 + c,

v = a · q1 + b · q2 + c.

Dakle u < 0 i v > 0. Definirajmo sada λ = −u
v−u . Tada je 0 < λ < 1. Vrijedi λ = u

u−v pa je

u + λ · (v − u) = 0.

No
u + λ · (v − u) = (1 − λ) · u + λ · v

pa je
(1 − λ) · u + λ · v = 0.

Slijedi
(1 − λ) · (a · p1 + b · p2 + c) + λ · (a · q1 + b · q2 + c) = 0,
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pa sredivanjem dobivamo

a · ((1 − λ) · p1 + λ · q1) + b · ((1 − λ) · p2 + λ · q2) + c = 0. (1.27)

Označimo
t1 = (1 − λ) · p1 + λ · q1,

t2 = (1 − λ) · p2 + λ · q2.

Neka je T = (t1, t2). Iz (1.27) slijedi a · t1 + b · t2 + c = 0 pa je T ∈ M. Nadalje, imamo

T = ((1−λ) · p1+λ ·q1, (1−λ) · p2+λ ·q2) = (1−λ) · (p1, p2)+λ · (q1, q2) = (1−λ) ·P+λ ·Q.

Dakle T = (1 − λ) · P + λ · Q i λ ∈ [0, 1] pa iz (1.26) slijedi da je T ∈ PQ. Ovo zajedno sa
T ∈ M povlači da je PQ ∩ M , ∅ što je i trebalo dokazati.

�

Teorem 1.6.8. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Tada je uredeni par
(R2,P) ravnina.

Dokaz. Iz korolara 1.5.7 znamo da je (R2,P) prostor pravaca. Neka je p ∈ P. Tada je
p = (M, u) gdje je M euklidski pravac. Iz propozicije 1.6.5 slijedi da postoje a, b, c ∈ R
takvi da za sve x, y ∈ R vrijedi

(x, y) ∈ M ⇔ a · x + b · y + c = 0.

Slijedi
M =

{
(x, y) ∈ R2 | a · x + b · y + c = 0

}
.

Definirajmo
K =

{
(x, y) ∈ R2 | a · x + b · y + c < 0

}
,

L =
{
(x, y) ∈ R2 | a · x + b · y + c > 0

}
.

Očito je K ∪ L = R2 \ M, tj. K ∪ L = R2 \ p̂. Iz leme 1.6.6 slijedi da je K konveksan skup
u (R2,P). Vrijedi

L =
{
(x, y) ∈ R2 | (−a) · x + (−b) · y + (−c) < 0

}
pa takoder iz leme 1.6.6 slijedi da je L konveksan skup u (R2,P).
Nadalje, neka je P ∈ K i Q ∈ L. Prema propoziciji 1.6.7 vrijedi PQ∩M , ∅, tj. PQ∩ p̂ , ∅.
Konačno, iz propozicije 1.6.4 slijedi da je (R2,P) ravnina. �



Poglavlje 2

Metričke ravnine

2.1 Metrika i polupravci
Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija koja zadovo-
ljava sljedeća svojstva:

1. d(x, y) ≥ 0 za sve x, y ∈ X

2. Za sve x, y ∈ X d(x, y) = 0⇔ x = y

3. d(x, y) = d(y, x) za sve x, y ∈ X

4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) za sve x, y, z ∈ X.

Tada za d kažemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kažemo da je metrički
prostor.

Definicija 2.1.2. Neka je p pravac te neka je a ∈ p̂. Imamo p = (M, {ρ, σ}). Za skupove

{x ∈ M | a ρ x} i {x ∈ M | a σ x}

kažemo da su polupravci u p odredeni točkom a.

Napomena 2.1.3. Uočimo da je {x ∈ M | a σ x} = {x ∈ M | x ρ a} jer su uredaji ρ i σ
medusobno suprotni. Jasno je da skupovi {x ∈ M | a ρ x} i {x ∈ M | x ρ a} u uniji daju M
te da je a jedini zajednički element ovih skupova. Prema tome, ako su t1 i t2 svi polupravci
u p odredeni točkom a, onda je p = t1 ∪ t2 i t1 ∩ t2 = {a}.

Propozicija 2.1.4. Neka je p = (M, {ρ, σ}) pravac te neka je a ∈ M. Neka je l polupravac
u p odreden točkom a. Neka su x, y ∈ l. Tada je xyp

⊆ l.

21
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Dokaz. Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je

l = {z ∈ M | a σ z} .

Iz x, y ∈ l slijedi a σ x i a σ y. Vrijedi x σ y ili y σ x.
Pretpostavimo da je x σ y. Znamo da je

xyp
= {z ∈ M | x σ z i z σ y} .

Neka je z ∈ xyp. Tada je x σ z pa iz a σ x slijedi a σ z. Slijedi z ∈ l. Dakle, xyp
⊆ l.

Ako je y σ x onda na isti način dobivamo da je xyp
⊆ l. �

Definicija 2.1.5. Neka je (X,P) prostor pravaca. Neka je a ∈ X te neka je l ⊆ X. Ako
postoji p ∈ P takav da je l polupravac u p odreden točkom a, kažemo da je l polupravac u
(X,P) s vrhom a.

Propozicija 2.1.6. Neka je p pravac takav da svaki polupravac u p ima bar dva elementa.
Neka su a, b ∈ p̂ te neka je l ⊆ p̂. Pretpostavimo da je l polupravac u p odreden sa a te da
je ujedno l polupravac u p odreden sa b. Tada je a = b.

Dokaz. Imamo p = (M, {ρ, σ}) i

l = {x ∈ M | a ρ x} . (2.1)

Budući da je l polupravac u p odreden sa b vrijedi

l = {x ∈ M | b ρ x} (2.2)

ili l = {x ∈ M | b σ x}. Pretpostavimo da vrijedi (2.2). Iz (2.1) slijedi da je a ∈ l pa (2.2)
povlači da je b ρ a.
S druge strane, iz (2.2) slijedi da je b ∈ l pa (2.1) povlači da je a ρ b. Stoga je a = b što je
posljedica antisimetričnosti relacije ρ.
Sada pretpostavimo da je l = {x ∈ M | b σ x}. Tada je

l = {x ∈ M | x ρ b} . (2.3)

Iz a ∈ l i (2.3) slijedi a ρ b. Neka je

l′ = {x ∈ M | b ρ x} .

Tada je l′ polupravac u p pa po pretpostavci l′ ima bar dva elementa. Stoga postoji x ∈ l′

takav da je x , b. Vrijedi b ρ x pa iz a ρ b slijedi a ρ x. Iz (2.1) slijedi da je x ∈ l. Sada iz
(2.3) slijedi da je x ρ b. To zajedno sa b ρ x povlači da je x = b što je kontradikcija. Prema
tome, ne vrijedi da je l = {x ∈ M | b σ x}. Time je tvrdnja propozicije dokazana. �
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Propozicija 2.1.7. Neka je (X,P) prostor pravaca u kojem svaki polupravac ima bar dvije
točke. Neka je l ⊆ X te neka su p, q ∈ P i a, b ∈ X takvi da vrijedi sljedeće:

1. l je polupravac u p odreden sa a,

2. l je polupravac u q odreden sa b.

Tada je p = q i a = b.

Dokaz. Odaberimo x, y ∈ l takve da je x , y. Iz l ⊆ p̂ i l ⊆ q̂ slijedi x, y ∈ p̂ i x, y ∈ q̂.
Iz definicije prostora pravaca slijedi da je p = q. Sada iz propozicije 2.1.6 slijedi da je
a = b. �

Definicija 2.1.8. Neka je (X,P) ravnina te neka je d metrika na X. Pretpostavimo da
vrijedi sljedeće:

1. ako su a, b, c ∈ X onda je

d(a, b) = d(a, c) + d(c, b)⇔ c ∈ ab

2. ako je l polupravac u (X,P) s vrhom a i r ∈ R, r > 0, onda postoji x ∈ l takav da je
d(a, x) = r.

Tada za uredenu trojku (X,P, d) kažemo da je metrička ravnina.

Lema 2.1.9. Neka je (X,P) prostor pravaca te neka je l polupravac u (X,P) s vrhom a.
Pretpostavimo da su x, y ∈ l. Tada je x ∈ ay ili y ∈ ax.

Dokaz. Prema definiciji postoji p ∈ P takav da je l polupravac u p odreden točkom a.
Imamo p = (p̂, {ρ, σ}) te l = {z ∈ p̂ | a ≤ z} pri čemu je ≤ ∈ {ρ, σ}.
Iz x, y ∈ l slijedi da je x, y ∈ p̂ te a ≤ x i a ≤ y. Vrijedi x ≤ y ili y ≤ x.

1◦ Pretpostavimo da je x ≤ y.
Dakle, a ≤ x i x ≤ y pa je x ∈ ayp, tj. x ∈ ay.

2◦ Pretpostavimo da je y ≤ x.
Dakle, a ≤ y i y ≤ x pa je y ∈ axp, tj. y ∈ ax.

�

Propozicija 2.1.10. Neka je (X,P, d) metrička ravnina. Neka je l polupravac u (X,P) s
vrhom a te neka je r ∈ R, r > 0. Tada postoji jedinstveni x ∈ l takav da je d(a, x) = r.
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Dokaz. Prema definiciji metričke ravnine postoji x ∈ l takav da je d(a, x) = r. Dokažimo
sada da je takav x jedinstven.
Pretpostavimo da je y ∈ l takav da je d(a, y) = r. Iz leme 2.1.9 slijedi da je x ∈ ay ili y ∈ ax.

1◦ Pretpostavimo da je x ∈ ay.
Iz definicije metričke ravnine slijedi da je

d(a, x) + d(x, y) = d(a, y).

Stoga je r + d(x, y) = r pa slijedi da je d(x, y) = 0 što povlači da je x = y.

2◦ Pretpostavimo da je y ∈ ax.
Tada je

d(a, y) + d(y, x) = d(a, x)

pa slijedi da je d(x, y) = 0 tj. x = y.

Time smo dokazali da postoji jedinstveni x ∈ l takav da je d(a, x) = r. �

2.2 Euklidska metrika
Propozicija 2.2.1. Neka su a1, a2, b1, b2 ∈ R. Tada je

(a1 · a2 + b1 · b2)2 ≤ (a2
1 + b2

1) · (a2
2 + b2

2). (2.4)

Dokaz. Nejednakost (2.4) je ekvivalentna sljedećoj nejednakosti:

a2
1 · a

2
2 + 2 · a1 · a2 · b1 · b2 + b2

1 · b
2
2 ≤ a2

1 · a
2
2 + a2

1 · b
2
2 + b2

1 · a
2
2 + b2

1 · b
2
2,

što je, nakon skraćivanja, ekvivalentno sa

2 · a1 · a2 · b1 · b2 ≤ a2
1 · b

2
2 + b2

1 · a
2
2.

Zadnja nejednakost je ekvivalentna sa

0 ≤ b2
1 · a

2
2 − 2 · a1 · a2 · b1 · b2 + a2

1 · b
2
2,

što je ekvivalentno sa
0 ≤ (b1 · a2 − a1 · b2)2.

Zadnja nejednakost očito vrijedi pa zaključujemo da vrijedi (2.4). �

Lema 2.2.2. Neka su a1, a2, b1, b2 ∈ R. Tada je√
(a1 + a2)2 + (b1 + b2)2 ≤

√
a2

1 + b2
1 +

√
a2

2 + b2
2. (2.5)



2.2. EUKLIDSKA METRIKA 25

Dokaz. Nejednakost (2.5) je ekvivalentna sa

(a1 + a2)2 + (b1 + b2)2 ≤ a2
1 + b2

1 + 2 ·
√

a2
1 + b2

1 ·

√
a2

2 + b2
2 + a2

2 + b2
2,

tj. sa

a2
1 + 2 · a1 · a2 + a2

2 + b2
1 + 2 · b1 · b2 + b2

2 ≤ a2
1 + b2

1 + 2 ·
√

a2
1 + b2

1 ·

√
a2

2 + b2
2 + a2

2 + b2
2.

Nakon skraćivanja dobivamo da je posljednja nejednakost ekvivalentna sa

a1 · a2 + b1 · b2 ≤

√
a2

1 + b2
1 ·

√
a2

2 + b2
2. (2.6)

Iz propozicije 2.2.1 slijedi da je

|a1 · a2 + b1 · b2| ≤

√
a2

1 + b2
1 ·

√
a2

2 + b2
2.

Očito je
a1 · a2 + b1 · b2 ≤ |a1 · a2 + b1 · b2|

pa slijedi (2.6). Prema tome, vrijedi (2.5). �

Propozicija 2.2.3. Neka je d : R2 × R2 → R funkcija definirana sa

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Tada je d metrika na R2.

Dokaz. Očito je d(x, y) ≥ 0 za sve x, y ∈ R2.
Neka su x1, x2, y1, y2 ∈ R. Ako je (x1, y1) = (x2, y2) onda je očito d((x1, y1), (x2, y2)) = 0.
Obratno, ako je d((x1, y1), (x2, y2)) = 0 onda (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = 0 pa je x1 − x2 = 0 i
y1 − y2 = 0. Stoga je x1 = x2 i y1 = y2 pa je (x1, y1) = (x2, y2).
Nadalje, očito je d((x1, y1), (x2, y2)) = d((x2, y2), (x1, y1)).
Neka su x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R. Želimo dokazati da je

d ((x1, y1), (x2, y2)) 6 d ((x1, y1), (x3, y3)) + d ((x3, y3), (x2, y2)) , (2.7)

tj. da je√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2) 6

√
(x1 − x3)2 + (y1 − y3)2 +

√
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2. (2.8)

Definirajmo a1 = x1 − x3, a2 = x3 − x2, b1 = y1 − y3 i b2 = y3 − y2. Tada je a1 + a2 = x1 − x2

i b1 + b2 = y1 − y2. Prema lemi 2.2.2 vrijedi:√
(a1 + a2)2 + (b1 + b2)2 6

√
a2

1 + b2
1 +

√
a2

2 + b2
2,

a to je točno nejednakost (2.8). Prema tome, vrijedi (2.7).
Zaključak: d je metrika na R2. �

Definicija 2.2.4. Za funkciju d iz prethodne propozicije kažemo da je euklidska metrika
na R2.
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2.3 Euklidske metričke ravnine
Primjer 2.3.1. Neka je p uredeni euklidski pravac. Tada je p = (M, {ρ, τ}) gdje je M
euklidski pravac, a ρ i τ medusobno suprotni euklidski uredaji na M. Pretpostavimo da je
l polupravac od p odreden točkom a. Tada je

l = {x ∈ M | a 6 x} , (2.9)

gdje je 6 = ρ ili 6 = τ. U svakom slučaju 6 je euklidski uredaj na M. Stoga postoje
T0, v ∈ R2 takvi da je M pravac kroz T0 vektora smjera v i 6 =�T0,v.
Imamo a ∈ M pa znamo da je M pravac kroz a vektora smjera v te da je 6 =�a,v (po
propoziciji 1.4.5).
Tvrdimo da je

l = {a + λ · v | λ ∈ [0,∞〉} . (2.10)

Neka je x ∈ l. Prema (2.9) imamo a 6 x. Stoga je

a �a,v x. (2.11)

Očito je a = a + 0 · v, a imamo x = a + λ · v za neki λ ∈ R (jer je x ∈ M i M je pravac kroz
a vektora smjera v). Iz (2.11) slijedi 0 6 λ. Prema tome,

x ∈ {a + λ · v | λ ∈ [0,∞〉} .

Obratno, neka je λ ∈ [0,∞〉 te neka je x = a + λ · v. Očito je tada a �a,v x, tj. a 6 x pa je
x ∈ l prema (2.9). Time smo dokazali da vrijedi (2.10).

Propozicija 2.3.2. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska
metrika na R2. Neka je c ∈ ab gdje je ab dužina odredena točkama a i b u (R2,P). Tada je

d(a, b) = d(a, c) + d(c, b).

Dokaz. Prema propoziciji 1.6.2 vrijedi

ab = {a + λ · (b − a) | λ ∈ [0, 1]} .

Stoga postoji λ ∈ [0, 1] takav da je c = a + λ · (b − a). Imamo a = (x1, y1) i b = (x2, y2) za
neke x1, x2, y1, y2 ∈ R. Vrijedi:

c = a + λ · (b − a) = (x1, y1) + λ · (x2 − x1, y2 − y1) = (x1 + λ · (x2 − x1), y1 + λ · (y2 − y1)).

Dakle,
c = (x1 + λ · (x2 − x1), y1 + λ · (y2 − y1)). (2.12)
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Koristeći (2.12) dobivamo:
d(a, c) + d(c, b) =

=

√
(x1 − x1 − λ(x2 − x1))2 + (y1 − y1 − λ(y2 − y1))2+

+

√
(x1 + λ(x2 − x1) − x2)2 + (y1 + λ (y2 − y1) − y2)2

=

√
λ2 (x2 − x1)2 + λ2(y2 − y1)2 +

√
(λ(x2 − x1) − (x2 − x1))2 +

(
λ(y2 − y1) − (y2 − y1)2)

= λ

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 +

√
(λ − 1)2 (x2 − x1)2 + (λ − 1)2(y2 − y1)2

= λ

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (1 − λ)

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

= λd(a, b) + (1 − λ) d(a, b)

= d(a, b) (λ + 1 − λ)

= d(a, b).

Prema tome, d(a, c) + d(c, b) = d(a, b). �

Lema 2.3.3. Neka je p pravac te neka su a, b, c ∈ p̂. Pretpostavimo da c < ab
p
. Tada je

a ∈ cb
p

ili b ∈ acp.

Dokaz. Imamo p = ( p̂, {ρ, σ}) i 6 ∈ {ρ, σ} takav da je a 6 b.
Tada je

ab
p
= {x ∈ p̂ | a 6 x 6 b} .

Imamo c < ab
p

pa je a 
 c ili c 
 b (pri čemu za x, y ∈ p̂ pišemo x 
 y ako ne vrijedi
x 6 y).

1◦ Pretpostavimo da je a 
 c.
Stoga je c 6 a (jer je 6 uredaj). Dakle, c 6 a 6 b pa je a ∈ cb

p
.

2◦ Pretpostavimo da je c 
 b.
Tada je b 6 c, dakle a 6 b 6 c pa je b ∈ acp.

�

Lema 2.3.4. Neka jeP skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska metrika
na R2 i a, b, c ∈ R2. Pretpostavimo da postoji p ∈ P takav da su a, b, c ∈ p̂. Nadalje,
pretpostavimo da c < ab. Tada je

d(a, b) < d(a, c) + d(c, b). (2.13)
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Dokaz. Imamo da c < ab
p

pa prema lemi 2.3.3 vrijedi a ∈ cb
p

ili b ∈ acp, tj. a ∈ cb ili
b ∈ ac.

1◦ Pretpostavimo da je a ∈ cb.
Iz propozicije 2.3.2 slijedi

d(c, b) = d(c, a) + d(a, b). (2.14)

Uočimo da je c , a (jer c < ab) pa je d(c, a) > 0.
Stoga, iz (2.14) slijedi d(a, b) < d(c, b). Očito je da to povlači (2.13).

2◦ Pretpostavimo da je b ∈ ac.
Iz propozicije 2.3.2 slijedi

d(a, c) = d(a, b) + d(b, c).

Imamo d(b, c) > 0 (jer je b , c) pa je d(a, b) < d(a, c). Stoga vrijedi (2.13).

Time je lema dokazana. �

Propozicija 2.3.5. Neka je M euklidski pravac u R2. Neka je d euklidska metrika na R2 i
b ∈ R2 \ M. Tada postoji b′ ∈ M takav da za svaki T ∈ M vrijedi d(T, b′) < d(T, b).

Dokaz. Prema definiciji euklidskog pravca postoje a, v ∈ R2 takvi da je M pravac kroz a
vektora smjera v.
Imamo a = (a1, a2), v = (v1, v2) i b = (b1, b2). Iz v , (0, 0) slijedi v1 , 0 ili v2 , 0 pa je
v2

1 + v2
2 > 0.

Definirajmo

λ =
(b1 − a1) · v1 + (b2 − a2) · v2

v2
1 + v2

2

. (2.15)

Neka je b′ = a + λ · v. Tvrdimo da je b′ tražena točka.
Imamo

b′ = (a1 + λ · v1, a2 + λ · v2).

Neka je T ∈ M. Tada postoji µ ∈ R takav da je T = a + µ · v. Dakle,

T = (a1 + µ · v1, a2 + µ · v2).

Vrijedi

d(T, b′) =
√

((λ − µ) · v1)2 + ((λ − µ) · v2)2 =

=

√
(λ − µ)2

· (v2
1 + v2

2)
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= |λ − µ| ·
√

v2
1 + v2

2.

Dakle,

d(T, b′) = |λ − µ| ·
√

v2
1 + v2

2.

Imamo sljedeće ekvivalencije:

d(T, b′) < d(T, b)⇔ |λ − µ|
√

v2
1 + v2

2 <

√
(a1 − b1 + µv1)2 + (a2 − b2 + µv2)2

⇔ (λ − µ)2(v2
1 + v2

2) < (a1 − b1 + µv1)2 + (a2 − b2 + µv2)2

⇔ λ2(v2
1 + v2

2) − 2λµ(v2
1 + v2

2) + µ2(v2
1 + v2

2) < (a1 − b1)2 + 2(a1 − b1)µv1 + µ
2v2

1+

+(a2 − b2)2 + 2 (a2 − b2)µv2 + µ
2v2

2

⇔ λ2(v2
1 + v2

2) − 2λµ(v2
1 + v2

2) < (a1 − b1)2 + 2(a1 − b1)µv1 + (a2 − b2)2 + 2(a2 − b2)µv2

Koristeći (2.15), imamo sljedeće ekvivalencije:

((b1 − a1)v1 + (b2 − a2)v2)2

v2
1 + v2

2

− 2 ((b1 − a1)v1 + (b2 − a2)v2) µ < (a1 − b1)2 + (a2 − b2)2+

+2 ((a1 − b1)v1 + (a2 − b2)v2) µ

⇔
((b1 − a1)v1 + (b2 − a2)v2)2

v2
1 + v2

2

< (a1 − b1)2 + (a2 + b2)2

⇔ ((b1 − a1)v1 + (b2 − a2)v2)2 < (v2
1 + v2

2)
(
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2

)
(2.16)

Neka su x = b1 − a1 i y = b2 − a2. Tada je (2.16) ekvivalentno sa

(xv1 + yv2)2 < (v2
1 + v2

2)(x2 + y2).

Nova nejednakost je ekvivalentna sa

x2v2
1 + 2xv1yv2 + y2v2

2 < v2
1x2 + v2

1y2 + v2
2x2 + v2

2y2,

tj. sa
2xv1yv2 < v2

1y2 + v2
2x2

⇔ 0 < v2
2x2 − 2xv1yv2 + v2

1y2.

Posljednja nejednakost je ekvivalantna sa

0 < (v2x − v1y)2.
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Stoga je d(T, b′) < d(T, b) ako i samo ako je v2 · x , v1 · y.
Pretpostavimo da je v2 · x = v1 · y. Dakle,

v2(b1 − a1) = v1(b2 − a2). (2.17)

Pretpostavimo da je v1 , 0. Tada iz (2.17) slijedi

b2 − a2 =
b1 − a1

v1
· v2, (2.18)

a očito je

b1 − a1 =
b1 − a1

v1
· v1. (2.19)

Neka je k =
b1 − a1

v1
. Iz (2.18) i (2.19) slijedi b2 = a2+k ·v2 i b1 = a1+k ·v1, tj. b = a+k ·v

što znači da je b ∈ M što je u kontradikciji sa pretpostavkom. Stoga je v1 = 0 pa slijedi da
je v2 , 0. Iz (2.17) slijedi

b1 − a1 =
b2 − a2

v2
· v1,

a očito je

b2 − a2 =
b2 − a2

v2
· v2.

Slijedi da je b = a + k′ · v gdje je k′ =
b2 − a2

v2
. To znači da je b ∈ M što je nemoguće.

Zaključak: v2 · x , v1 · y. Stoga je d(T, b′) < d(T, b). Time je tvrdnja propozicije dokazana.
�

Teorem 2.3.6. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska
metrika na R2. Tada je

(
R2,P, d

)
metrička ravnina.

Dokaz. Prema teoremu 1.6.8 imamo da je
(
R2,P

)
ravnina, a prema propoziciji 2.2.3 znamo

da je d metrika na R2.
Neka su a, b, c ∈ R2. Tvrdimo da je

d(a, b) = d(a, c) + d(c, b)⇔ c ∈ ab. (2.20)

Ako je c ∈ ab, onda je d(a, b) = d(a, c) + d(c, b) prema propoziciji 2.3.2.
Obratno, pretpostavimo da je

d(a, b) = d(a, c) + d(c, b). (2.21)

Želimo dokazati da je c ∈ ab. Pretpostavimo suprotno, tj. c < ab. Odaberimo p ∈ P takav
da su a, b ∈ p̂ (takav p je jedinstven ako je a , b, a ako je a = b onda sigurno možemo
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naći jedan takav pravac).
Ako je c ∈ p̂, onda iz leme 2.3.4 slijedi da je d(a, b) < d(a, c)+d(c, b), što je u kontradikciji
sa (2.21). Stoga, c < p̂.
Imamo da je p̂ euklidski pravac pa iz propozicije 2.3.5 slijedi da postoji c′ ∈ p̂ takav da je
d(T, c′) < d(T, c) za svaki T ∈ p̂. Posebno d(a, c′) < d(a, c) i d(b, c′) < d(b, c). Stoga je

d(a, b) 6 d(a, c′) + d(c′, b) < d(a, c) + d(c, b).

Dakle, d(a, b) < d(a, c) + d(c, b) što je u kontradikciji sa (2.21).
Zaključak: c ∈ ab. Prema tome, vrijedi (2.20).

Nadalje, neka je l polupravac u
(
R2,P

)
s vrhom a te neka je r ∈ R, r > 0. Tada pos-

toji p ∈ P takav da je l polupravac u p odreden točkom a. Imamo da je p uredeni euklidski
pravac pa iz primjera 2.3.1 slijedi da postoji v ∈ R2, v , (0, 0) takav da je

l = {a + λ · v | λ ∈ [0,∞〉} . (2.22)

Imamo a = (a1, a2) i v = (v1, v2). Uočimo da je v2
1 + v2

2 > 0. Definirajmo

λ =
r√

v2
1 + v2

2

.

Očito je λ > 0. Definirajmo x = a + λ · v. Prema (2.22) vrijedi x ∈ l. Uočimo da je

x = (a1 + λ · v1, a2 + λ · v2).

Imamo

d(x, a) =
√

(λ · v1)2 + (λ · v2)2 = λ ·
√

v2
1 + v2

2 =
r√

v2
1 + v2

2

·

√
v2

1 + v2
2 = r.

Dakle, d(x, a) = r. Prema tome, postoji x ∈ l takav da je d(x, a) = r.
Zaključak:

(
R2,P, d

)
je metrička ravnina. �

Definicija 2.3.7. Za uredenu trojku
(
R2,P, d

)
iz prethodnog teorema kažemo da je euklid-

ska metrička ravnina.

2.4 Neeuklidske metričke ravnine
Propozicija 2.4.1. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska
metrika na R2 te neka je M ∈ R,M > 0. Definirajmo funkciju d′ : R2 × R2 → R sa

d′(x, y) = M · d(x, y).

Tada je
(
R2,P, d′

)
metrička ravnina.
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Dokaz. Dokažimo prvo da je d′ metrika na R2.
Neka su x, y ∈ R2. Očito je d′(x, y) > 0. Nadalje, imamo

d′(x, y) = 0⇔ M · d(x, y) = 0⇔ d(x, y) = 0⇔ x = y.

Dakle, d′(x, y) = 0⇔ x = y.
Očito je d′(x, y) = d′(y, x). Neka su x, y, z ∈ R2. Imamo

d′(x, y) = M · d(x, y) 6 M (d(x, z) + d(z, y)) = M · d(x, z) + M · d(z, y) = d′(x, z) + d′(z, y).

Dakle, d′(x, y) 6 d′(x, z) + d′(z, y).
Prema tome, d′ je metrika na R2.
Neka su a, b, c ∈ R2. Koristeći činjenicu da je

(
R2,P, d

)
metrička ravnina, dobivamo

d′(a, b) = d′(a, c) + d′(c, b)⇔ M · d(a, b) = M · d(a, c) + M · d(c, b)⇔

⇔ d(a, b) = d(a, c) + d(c, b)⇔ c ∈ ab.

Neka je l polupravac u
(
R2,P

)
s vrhom a. Neka je r ∈ R, r > 0. Želimo dokazati da postoji

x ∈ l takav da je d′(x, a) = r.
Očito je r

M > 0 pa budući da je
(
R2,P, d

)
metrička ravnina, postoji x ∈ l takav da je

d(x, a) = r
M . Slijedi M · d(x, a) = r, tj. d′(x, a) = r. Time je tvrdnja propozicije dokazana.

�

Teorem 2.4.2. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je D : R2×R2 → R
funkcija definirana sa

D ((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + |x1 − x2|.

Tada je
(
R2,P,D

)
metrička ravnina.

Dokaz. Neka je d euklidska metrika na R2. Uočimo da je

D ((x1, y1), (x2, y2)) = d ((x1, y1), (x2, y2)) + |x1 − x2|.

Dokažimo da je D metrika.
Neka su a, b, c ∈ R2, a = (x1, y1), b = (x2, y2) i c = (x3, y3).
Očito je D(a, b) > 0. Nadalje, ako je a = b, onda je D(a, b) = 0. Obratno, pretpostavimo
da je D(a, b) = 0. Tada je d(a, b) + |x1 − x2| = 0 pa je (zbog d(a, b) > 0) d(a, b) = 0, što
povlači a = b.
Očito je i D(a, b) = D(b, a).
Koristeći činjenicu da za sve u, v ∈ R vrijedi |u + v| ≤ |u| + |v| dobivamo

D(a, b) = d(a, b) + |x1 − x2| 6



2.4. NEEUKLIDSKE METRIČKE RAVNINE 33

6 d(a, c) + d(c, b) + |x1 − x3 + x3 − x2| 6

6 d(a, c) + d(c, b) + |x1 − x3| + |x3 − x2| =

= d(a, c) + |x1 − x3| + d(c, b) + |x3 − x2| =

= D(a, c) + D(c, b).

Dakle, D(a, b) 6 D(a, c) + D(c, b).
Prema tome, D je metrika na R2.
Dokažimo da je

D(a, b) = D(a, c) + D(c, b)⇔ c ∈ ab. (2.23)

Pretpostavimo da je D(a, b) = D(a, c) + D(c, b). Tada je

d(a, b) + |x1 − x2| = d(a, c) + |x1 − x3| + d(c, b) + |x3 − x2|. (2.24)

Kao maloprije, vrijedi
|x1 − x2| 6 |x1 − x3| + |x3 − x2|. (2.25)

Znamo da je d(a, b) 6 d(a, c) + d(c, b).
Kada bi vrijedilo d(a, b) < d(a, c) + d(c, b), onda bismo zbrajanjem sa (2.25) dobili

d(a, b) + |x1 − x2| < d(a, c) + d(c, b) + |x1 − x3| + |x3 − x2|,

što je nemoguće prema (2.24). Stoga je d(a, b) = d(a, c) + d(c, b) pa je c ∈ ab ( jer je(
R2,P, d

)
metrička ravnina.)

Dakle, D(a, b) = D(a, c) + D(c, b) povlači c ∈ ab.
Obratno, pretpostavimo da je c ∈ ab. Prema propoziciji 1.6.2 vrijedi

ab = {a + λ · (b − a) | λ ∈ [0, 1]} .

Stoga postoji λ ∈ [0, 1] takav da je c = a + λ · (b − a).
Slijedi

(x3, y3) = (x1 + λ · (x2 − x1), y1 + λ · (y2 − y1))

pa je x3 = x1 + λ · (x2 − x1) i y3 = y1 + λ · (y2 − y1).
Imamo

|x1 − x3| + |x3 − x2| = |λ · (x2 − x1)| + |x1 + λ · (x2 − x1) − x2| =

= λ · |x2 − x1| + |(1 − λ) · (x1 − x2)| =

= λ · |x1 − x2| + (1 − λ) · |x1 − x2| =

= (λ + 1 − λ) · |x1 − x2| =

= |x1 − x2|.
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Dakle,
|x1 − x3| + |x3 − x2| = |x1 − x2| (2.26)

Iz c ∈ ab i činjenice da je
(
R2,P, d

)
metrička ravnina, slijedi

d(a, c) + d(c, b) = d(a, b). (2.27)

Zbrajanjem jednakosti (2.26) i (2.27) dobivamo

d(a, c) + |x1 − x3| + d(c, b) + |x3 − x2| = d(a, b) + |x1 − x2|,

tj. D(a, c) + D(c, b) = D(a, b). Time smo dokazali da vrijedi (2.23).
Neka je l polupravac u

(
R2,P

)
s vrhom a. Neka je r ∈ R, r > 0.

Kao u dokazu teorema 2.3.6, zaključujemo da postoji v ∈ R2 \ (0, 0) takav da je

l = {a + λ · v | λ ∈ [0,∞〉} . (2.28)

Imamo a = (a1, a2) i v = (v1, v2).
Definirajmo

λ =
r√

v2
1 + v2

2 + |v1|

.

Očito je λ > 0.
Definirajmo

x = a + λ · v.

Prema 2.28 slijedi x ∈ l.
Uočimo da je

x = (a1 + λ · v1, a2 + λ · v2).

Imamo
D(x, a) = d(x, a) + |λ · v1| =

=

√
λ2 · v2

1 + λ
2 · v2

2 + λ · |v1| =

= λ ·
(√

v2
1 + v2

2 + |v1|

)
=

=
r√

v2
1 + v2

2 + |v1|

·

(√
v2

1 + v2
2 + |v1|

)
=

= r.

Dakle, D(x, a) = r.
Zaključak:

(
R2,P,D

)
je metrička ravnina. �
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Primjer 2.4.3. Neka je d∞ : R2 × R2 → R funkcija definirana sa

d∞ ((x1, y1), (x2, y2)) = max {|x1 − x2|, |y1 − y2|} .

Tvrdimo da je d∞ metrika na R2.
Neka su a, b, c ∈ R2, a = (x1, y1), b = (x2, y2) i c = (x3, y3).
Očito je d∞(a, b) > 0. Imamo

d∞(a, b) = 0⇔ max {|x1 − x2|, |y1 − y2|} = 0⇔ |x1 − x2| = |y1 − y2| = 0⇔

⇔ x1 = x2 i y1 = y2 ⇔ (x1, y1) = (x2, y2)⇔ a = b.

Dakle, d∞(a, b) = 0⇔ a = b.
Očito je d∞(a, b) = d∞(b, a). Vrijedi

|x1 − x2| = |x1 − x3 + x3 − x2| 6 |x1 − x3| + |x3 − x2| 6

6 max {|x1 − x3|, |y1 − y3|} +max {|x3 − x2|, |y3 − y2|} = d∞(a, c) + d∞(c, b).

Dakle, |x1−x2| 6 d∞(a, c)+d∞(c, b). Analogno dobivamo da je |y1−y2| 6 d∞(a, c)+d∞(c, b).
Stoga je

max {|x1 − x2|, |y1 − y2|} 6 d∞(a, c) + d∞(c, b),

tj. d∞(a, b) 6 d∞(a, c) + d∞(c, b).
Prema tome, d∞ je metrika na R2.

Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Tvrdimo da
(
R2,P, d∞

)
nije metrička

ravnina.
Neka je a = (0, 0), b = (1, 0) i c =

(
1
2 ,

1
2

)
. Prema propoziciji 1.6.2 imamo

ab = {a + λ · (b − a) | λ ∈ [0, 1]} .

Slijedi c < ab.
Imamo d∞(a, b) = 1, d∞(a, c) = 1

2 i d∞(c, b) = 1
2 .

Stoga je d∞(a, b) = d∞(a, c) + d∞(c, b). No, kao što smo pokazali, c < ab.
Prema tome,

(
R2,P, d∞

)
nije metrička ravnina.
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Sažetak

U ovom diplomskom radu smo proučavali metričke prostore na kojima su zadane odredene
geometrijske strukture. Točnije, promatrali smo metričke ravnine i dali neke primjere me-
tričkih ravnina.
U prvom poglavlju smo uveli pojam pravca i segmenta na pravcu. Zatim smo definirali
prostor pravaca i proučavali euklidske i uredene euklidske pravce. Dokazali smo da je R2

zajedno sa skupom svih uredenih euklidskih pravaca, prostor pravaca. Nakon toga smo
definirali ravninu i dokazali da je R2 zajedno sa skupom svih uredenih euklidskih pravaca
takoder i ravnina.
U drugom poglavlju smo definirali metriku i polupravac. Nakon definicije metričke rav-
nine, proučavali smo euklidsku metriku na R2 i definirali euklidsku metričku ravninu. Na
samome kraju smo naveli primjere neeuklidskih metričkih ravnina.





Summary

In this thesis we studied metric spaces in which certain geometric structures are given.
Specifically, we observed metric planes and gave some examples of metric planes.
In the first chapter, we introduced term of line and segment on a line. Then we defined
the space of lines and studied Euclidean and ordered Euclidean lines. We have proved that
R2 together with the set of all ordered Euclidean lines is a space of lines. Afterwards we
defined the plane and proved that R2 together with the set of all ordered Euclidean lines is
also a plane.
In the second chapter, we defined metrics and half-lines. After defining the metric plane,
we studied the Euclidean metric on R2 and defined the Euclidean metric plane. At the very
end, we have given examples of non-Euclidean metric planes.
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