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Uvod

U ovom diplomskom radu ¢emo proucavati metricke ravnine i dati neke primjere metrickih
ravnina. U prvom poglavlju éemo prvo uvesti pojam pravca, a zatim ¢emo proucavati seg-
ment na pravcu. Nakon toga ¢emo proucavati euklidske pravce 1 uredene euklidske pravce
te dokazati da je R? zajedno sa skupom svih uredenih euklidskih pravaca, prostor pravaca.
Zatim éemo definirati pojam ravnine te dokazati da je R? zajedno sa skupom svih uredenih
euklidskih pravaca, ravnina.

Kroz drugo poglavlje ¢emo definirati metriku te ¢emo nastaviti s definicijom polupravca.
Nakon Sto definiramo metricku ravninu, proucavat ¢emo euklidsku metriku na R? te de-
finirati euklidsku metri¢ku ravninu. Naposljetku ¢emo dati primjere nekih neeuklidskih
metrickih ravnina.






Poglavlje 1

Prostori pravaca i ravnine

1.1 Pravac

Definicija 1.1.1. Neka je M skup. Za podskup od M x M kaZemo da je relacija na M. Ako
je R relacija na skupu M, dakle R C M X M, onda za x,y € M pisemo x R y ako je uredeni
par (x,y) element od R.

Definicija 1.1.2. Neka je R relacija na skupu M. KaZemo da je R refleksivna relacija na M
ako za svaki x € M vrijedi x R x.

Definicija 1.1.3. Za relaciju R kaZemo da je antisimetricna na skupu M ako za sve x,y € M
vrijedi:
XRyiyRx = x=y.

Definicija 1.1.4. Za relaciju R kaZemo da je tranzitivna na skupu M ako za sve x,y,z € M
vrijedi:
xRyiyRz= xRz

Definicija 1.1.5. Neka je M skup te neka je R relacija na M. KaZemo da je R uredaj na
M ako je R refleksivna, antisimetricna i tranzitivna relacija na M te ako za sve x,y € M
vrijedi x Ry ili y R x.

Propozicija 1.1.6. Neka je R uredaj na skupu M. Nekaje S = {(x,y) | x,y € M, (y,x) € R}.
Tada je S uredaj na M.

Dokaz. Nekaje x € M.

Tada je (x, x) € R jer je R refleksivna relacija na M pa slijedi da je (x, x) € §. Dakle, S je
refleksivna relacija na M.

Pretpostavimo da su x,y € M takvidaje xS yi1y S x. Slijedi (x,y) € S1(y,x) € S paiz

3



4 POGLAVLIJE 1. PROSTORI PRAVACA I RAVNINE

definicije od S slijedi (v, x) € Ri(x,y) € R, tj. y R x1x Ry. Buduci da je R antisimetri¢na
relacija vrijedi x = y. Time smo pokazali da je S antisimetri¢na relacija.

Pretpostavimo da su x,y,z € M takvidaje xS yiyS z. Slijedi (x,y) € S i(y,z) € S paje
(v,x) € Ri(z,y) € R, tj. y R xiz Ry. Bududi da je R tranzitivna relacija vrijedi z R x, tj.
(z,x) € R. Stoga je (x,z) € S, odnosno x S z. Prema tome, S je tranzitivna relacija na M.
Neka su x,y € M. Buduci da je R uredaj na M vrijedi (x,y) € R ili (y,x) € R. Slijedi
(v,x)e Sili(x,y)€S,odnosnoy S xilix S y.

Time smo dokazali da je S uredaj na M. O

Neka su M,R i S kao u propoziciji [I.I.6 Tada za S kaZemo da je uredaj suprotan
uredaju R i oznadavamo ga sa R~'. Uo¢imo da je (R™!)™! = R, tj. vrijedi sljedeée:
Ako je § uredaj suprotan uredaju R, onda je R uredaj suprotan uredaju S .

Definicija 1.1.7. Neka je M skup koji ima bar dva elementa, neka je p uredaj na M te neka
je o uredaj suprotan uredaju p. Tada za uredeni par (M, {p, o}) kaZemo da je pravac.

Propozicija 1.1.8. Neka je (M, {p, o}) pravac te neka su a,b € M takvi da je a # b. Tada
vrijediiliap bilia o b.
Dokaz. Buduci da je p uredaj vrijedia p bili b p a.
1°apb
Tvrdimo da ne vrijedi a o b. Pretpostavimo suprotno. 1z a o b slijedi b p a pa

iz antisimetri¢nosti relacije p slijedi a = b §to je u kontradikciji s pretpostavkom
propozicije.

2°bpa
Kada bi vrijedilo b o a, onda bismo kao u prethodnom slucaju dobili a = b Sto je
nemoguce. Prema tome ne vrijedi b o a.

1.2 Segment na pravcu

Definicija 1.2.1. Neka je p pravac, p = (M, {p, 0}) te neka su a,b € M. Definiramo skup
ab’ na sljedeci nacin.

Ako je a # b, tada postoji jedinstveni element < od {p, o} takav da je a < b te defini-
ramo

ab’ ={xeM|a<x<bhb

(pod a < x < b podrazumijevamo a < xi x < b).
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Ako je a = b, onda definiramo
aa’ = {a).

Za ab kazemo da Jje segment (duZina) na pravcu p odreden tockama a i b.

Uocimo sljedece:
Ako je p pravac, p = (M, {p,0}) te akosua,b € M 1< € {p,o} takvida je a < b, onda je

%p:{x€M|a<x<b}.
Naime, ovo je ocito ako je a # b, a ako je a = b onda imamo
{(xeM|a<x<bl={xeM|a<x<a}={a}
zbog antisimetri¢nosti i refleksivnosti relacije <
Propozicija 1.2.2. Neka je p pravac, p = (M, u) te neka su a,b € M. Tada je ab’ =bd .

Dokaz. Tvrdnja je ocita ako je a = b. Pretpostavimo da je a # b.
Neka je p € u takav da je a p b. Tada je

%p:{xeMlapxipr}. (1.1)

Neka je o uredaj suprotan uredaju p. Vrijedi o € u 1 b o a. Stoga je

EP:{xEMlbO'xixO'a}. (1.2)

Iz (1) i (T2) otito slijedi ab’ = ba' . O
Propozmlja 1.2.3. Neka je p pravac, p = (M, u) te neka su a,b,c,d € M takvi da je
ab’ =cd . Tada je {a, b} = {c,d}.

Dokaz. Neka je < € u takav da je a < b. Tada je
ab’ ={xeM|a<x<b (1.3)
Bududi da je < uredaj, vrijedi c < d ilid <

1° ¢ <d
Tada je
cd ={xeM|c<x<d) (1.4)

Ocito je a € ab’ pa izab’ = cd slijedia € cd pa (T.4) povlaci ¢ < a. S druge
strane, iz ¢ € cd slijedi ¢ € ab’ pa (L.3) povlati a < c¢. Zbog antisimetri¢nosti
relacije <, vrijedi a = ¢. Analogno dobivamo da je b = d. Stoga je {a, b} = {c, d}.
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2°d<c
1z propozicije slijedi cd =dc paje ab’ =dc’. Analogno kao u 1° dobivamo
a=dib=cpajela,b}={cd}.

1.3 Prostor pravaca

Definicija 1.3.1. Neka je p pravac, p = (M, u). Za skup M kaZemo da je nosac pravca p i
oznacavamo ga sa p.

Uocimo, ako je p pravac i a, b € p onda iz definicije od ab’ direktno slijedi ab’ ¢ p.

Definicija 1.3.2. Neka je X skup te neka je P neprazan skup pravaca takav da za svaki
p € Prijedi p C X. Nadalje, pretpostavimo da vrijedi sljedece:

1. Za sve a,b € X, a # b postoji jedinstveni p € P takav da su a,b € p.
2. Postoje a,b,c € X takvi da {a,b,c} L p, za svaki p € P.
Tada za uredeni par (X, P) kaZemo da je prostor pravaca.
Definicija 1.3.3. Neka je (X, P) te neka su a, b € X. Definiramo skup ab na sljedeci nacin.
Ako je a = b, neka je ab = {a}.

Ako je a # b, onda postoji jedinstveni p € P takav da su a,b € p pa definiramo
ab = ab’ .

Za ab kaZemo da je segment (dufina) odredena tockama a,b u (X, P).

Uotimo sljedece: Ako je (X, P) prostor pravaca te a, b € X, onda su a, b € ab.
Propozicija 1.3.4. Neka je (X, P) prostor pravaca.

1. Neka sua,b € X. Taa’aje% = ba.

2. Neka su a,b,c,d € X takvi da je ab = cd. Tada je {a, b} = {c, d}.

Dokaz. 1. Tvrdnja slijedi iz propozicije [I.2.2]
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2. Pretpostavimodajea=b. o
Tada je ab = {a}. 1z c,d € cd i1 ab = cd slijedi ¢, d € ab, {j. c,d € {a}.
Dakle, ¢ = d = a. Stoga vrijedi {a, b} = {c, d}.

Pretpostavimo da je a # b.
Kada bi vrijedilo ¢ = d, onda bi iz a,b € ab = cd = {c} slijedilo a = b §to je u
kontradikciji sa pretpostavkom pa zaklju¢ujemo da j la je c # d.
Nekajepef"takavdasua bep Vrijedi c, decd=ab=ab C p,dakle c,d € p.
Stoga zakljucujemo. cd = cd
Iz ab = cd slijedi ab’ =cd pa propozwlja_povlam {a, b} = {c,d}.

O

Primjer 1.3.5. Neka je M = {1,2,3}. Neka je p ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)} i
neka je o ={(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(3,1),(3,2)}.

Tada je p uredaj na M, a o uredaj suprotan uredaju p. Neka je p = (M, {p,c}). Tada je p
pravac.

Nadalje, neka je p’ = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(3,2)} i neka je

o’ ={(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),3,1),(2,3)}.

Tada je p’ uredaj na M, a o’ uredaj suprotan uredaju p’. Neka je p’ = (M, {p’,0”'}). Vrijedi
da je p’ pravac.

Uocimo da je p = p’, ali p # p'. Naime, ocito je p # p' i o # 0, pa je {p, o} # {p’,0")}.
Vrijedi 1 p 2 pa prema definiciji duZine dobivamo da je

={xeM|lpxi xp?2}

dakle 12" = {1,2}. S druge strane, zbog 1 p’ 2 vrijedi

p/

12 ={xeM|1lp xixp 2

paje12 =1{1,2,3).

Propozicija 1.3.6. Neka je (X, P) prostor pravaca i neka su pi, p» € P takvi da p, = p.
Tada je p; = p».

Dokaz. Prema definiciji pravca skup p; ima bar dva elementa. Odaberimo a, b € p; takve
dajea # b.

Po definiciji prostora pravaca vrijedi p; C X. Dakle, a,b € X pa prema definiciji prostora
pravaca postoji jedinstveni p € P takav da su a,b € p. Iz p, = p, slijedi a,b € p, pa
zaklju¢ujemo p; = p;. m|
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1.4 Euklidski pravci

Definicija 1.4.1. Neka su Ty,v € R, v # (0,0). Za skup {Ty + 1 -v | 1 € R} kazemo da je
pravac kroz T vektora smjera v.

Napomena 1.4.2. Prethodni pojam ne treba mijesati sa pojmom pravca koji je ranije defi-
niran.

Propozicija 1.4.3. Neka je p pravac kroz T, vektora smjera v. Neka je T\ € p. Tada je p
pravac kroz T vektora smjera v.

Dokaz. Buducidaje T, € p, postoji A’ € R takva da je

T)=Ty+ A -v. (1.5)
Neka je T € p. Tada postoji 4 € R takva da je

T=Ty+A-v. (1.6)
Neka je g pravac kroz T, vektora smjera v. Treba dokazati daje p = q. 1z slijedi da je

To=T,—-A-v
pa koriste¢i slijedi

T=T-A2-v+A-v=T1+A=-2)-v.

Stogaje T €q.
Obratno, pretpostavimo da je T € g. Tada postoji 4 € Rtakvadaje T = T +A-v. Koristeci
(T.3)) dobivamo

T=Tg+A - vV)+A-v=Tyg+A" +2)-v,

dakle T € p. Time smo dokazali da je p = q. O
Uocimo sljedece: Ako je p pravac kroz T, vektora smjera v onda je T € p.

Propozicija 1.4.4. Neka je p pravac kroz T, vektora smjera v i neka je q pravac kroz T,
vektora smjera w. Pretpostavimo da je p = q. Tada postoji u € R\{0} takav daw = u - v.

Dokaz. 1z T, € p slijedi Ty € ¢g. Sada iz propozicije [1.4.3] slijedi da je g pravac kroz T,
vektora smjera w, odnosno
q=1{To+A-w|A1eR}.

Posebno, za 4 = 1 dobivamo da je Ty + w € ¢. Budu¢i da smo pretpostavili da je p = ¢
slijedi da je Ty + w € p pa postoji u € R takav da je

T0+W:To+ﬂ'v.

Dakle, w = - v. O
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Neka je p pravac kroz T, vektora smjera v. Definiramo binarnu relaciju < na sljedeci
nacin.
Neka su x,y € p. Tada postoje jedinstveni A, 4, € R takvi da je

x=Tyg+ A -,

y:To+/lz'V.

KaZemo da je x <y akoje 4; < As.
Lako se pokaze da je ovako definirana relacija < uredaj na p. Za ovaj uredaj kazemo da je
uredaj na p odreden tockom 7 i vektorom smjera v i oznacavamo ga sa <r ,.

Propozicija 1.4.5. Neka je p pravac kroz T, vektora smjera v. Neka je T\ € p. Tada je
STO,v = $Tl,v-

Dokaz. Buducidaje T € p postojid’ € Rtakvadaje T = To+A"-v. Slijedi Ty = T, —A"-v.
Neka su x,y € p takvi da je x <7,, y. Tada postoje 4, A, € R takve da je 1; < A,

x=Tyg+ A -,

y:To-l-/lz'V.
Slijedi
X:T1+(/11—/1’)'V,
y=Ti+ =),

aocitoje 4 — A" < A, — A'. Prema tome x <7, , y.
Obratno, pretpostavimo da su x,y € p takvi da je x <7, , y. Tada postoje 1;, 1, € R takve
daje /11 < /12,

x=T;+ v,

y=T1+ ;v
Slijedi
x=To+ A +2) v,
y=To+ (L +2) v
1oCito je 41 + ' < A, + A'. Stoga je x <7, y.

Dokazali smo da za sve x,y € p vrijedi ekvivalencija

(x,y) €20 © (x,y) €=21,,.

Dakle, <Tow = 2Ty v- O
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Propozicija 1.4.6. Neka su Ty,v,w € R2. Pretpostavimo da je p pravac kroz T, vektora
smjera v te da je p ujedno pravac krot T, vektora smjera w. Tada su uredaji <7, i <7,
Jednaki ili medusobno suprotni.

Dokaz. ITmamo Ty + v € p pa postoji r € R takav da je

To+v="Ty+ rw.

Slijedi
vV =rw. (L.7)
Buduc¢idaje v # (0,0) vrijedi da je r # 0.
1°r>0
Tvrdimo da je
<Tow = ZTpw - (1.8)

Neka je (x,y) € <7, .
Tada postoje 41,4, € Rtakve da 4y < 4, te

x=Tog+ A v

y:T()+/12'V.

Iz (T77) slijedi
x:To+(/11'r)'W

y=To+2-1)-w,
avrijedi A, - r < A, - r (Sto je posljedica Cinjenicada je 4; < A, ir > 0.)

Dakle, x <7, ¥, §j. (x,y) € <7, . Time smo dokazali da je

5T(),v c ﬁTo,w .

5 1 0,W _: ﬁ 1 0,V *

Time smo dokazali da vrijedi (I.8).

2°r<0
Tvrdimo da su uredaji <7,, 1 <r,,, medusobno suprotni, tj. da je relacija <7,,, su-
protna relaciji <, ,. Dakle, treba dokazati da je

Srow=1(6Y) | X,y € p, (v, X) € =g, (1.9)



1.4. EUKLIDSKI PRAVCI 11

Neka je (x,y) € <7, Tada postoje 1;, 4, € Rtakve da je 1; < A, te
x=Tyg+ A -w,

y:T0+/12'W.

Prema (I.7) vrijediw = % - v pa je

1 1
x:T0+(/11-—)-v, y:T0+(/12'—)'V. (1.10)
r r

1
Bududida je r < 0, ocito je — < 0. Iz 4; < A, slijedi
r

pa (L.I0) povlaci (y, x) €<r,, . Time smo dokazali da je

<row S1,Y) | X,y €p, (0, %) € <7,,}.

Neka su x,y € p takvi da (y, x) € <7, ,. Onda postoje 4;, 1, € Rtakvedaje 4; < A, 1
y=To+ 4 -V,
x=To+ A -v.
Prema (1.7) vrijediv = r-wpaje
y=To+ i -r)-w,
x=To+ A1) -w.
Iz A; < Apslijedi A, - r < Ay - rpaje (x,y) € <r,, . Time smo dokazali da je
{y) | xyep, (%) € =n,} S <rw -
Dakle, vrijedi (1.9) i time je tvrdnja propozicije dokazana.
]

Definicija 1.4.7. Neka je p C R%. KaZemo da je p euklidski pravac ako postoje Ty, v € R?
takvi da je p pravac kroz T, vektora smjera v.
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1.5 Uredeni euklidski pravci

Definicija 1.5.1. Neka je p euklidski pravac te neka je < uredaj na p. KaZemo da je <
euklidski uredaj na p ako postoje Ty, v € R takvi da je p pravac krot T,y vektora smjera v
te takvi da je < = <, ,.

Napomena 1.5.2. Neka je S skup koji ima bar 2 razlic¢ita elementa. Neka je < uredaj na
S. Tada su uredaji < i <™ medusobno razliciti (pri emu je <™' uredaj suprotan uredaju
<)

Prema pretpostavci postoje x,y € S takvi da je x # y. Buduci da je < uredaj, vrijedi x <y
ili y < x. Dakle, postoje a,b € S takvidajea + bia<b.

Po definiciji od <! vrijedi (b,a) € <™'. Kada bi vrijedilo < = <!, onda bismo imali
(b,a) € <, Sto bi zajedno s cinjenicom da je (a,b) € < i antisimetricnoséu relacije <
povlacilo da je a = b. Prema tome < # <! .

Propozicija 1.5.3. Neka je p euklidski pravac. Tada postoje tocno dva euklidska uredaja
Ry i R, na p. Nadalje R, i R, su medusobno suprotni uredaji.

Dokaz. Odaberimo Ty, v € R? takve da je p pravac kroz T, vektora smjera v. Tvrdimo da
je p pravac kroz T, vektora smjera —v, tj. da je

p={To+pu-(=v)|peR}. (1.11)
Neka je x € p. Tada postoji A € R takva da je
x=Tyg+A-v.
Slijedi
x=To+ (=) (-v).

Stoga je
xe {To+u-(—v)|ueR}) (1.12)

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (1.12)). Tada postoji 1 € R takav da je
x=Tog+pu-(-v).

Dakle,
x=Ty+ () -v.

Prema tome x € p. Time smo dokazali da vrijedi (I.TT).

Dakle, p je pravac kroz T vektora smjera v i p je ujedno pravac kroz T, vektora smjera
—v. Iz dokaza propozicije[I.4.6]slijedi da su uredaji <7, i <z, -, medusobno suprotni.
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Budu¢i da p ima bar dva elementa (ocito su Ty i Ty + v dva razli¢ita elementa od p) iz
napomene [1.5.2]slijedi da su uredaji <, i <r, -, medusobno razliciti.

Preostaje nam dokazati da postoje to¢no dva euklidska uredaja na p.
Neka je < euklidski uredaj na p. Tada po definiciji euklidskog uredaja znamo da postoje
T,,w takvi da je p pravac kroz T'; vektora smjerawi < = =r,,, .

Iz Ty € p i propozicije[1.4.5|slijedi da je
5T1,w = 5T0,w .

.o ve g e -1 ..
Prema propoziciji vrijedi <7, = <7y 1l S7000 = (Z100) " 5 Y. S0 = Sy -
Time smo dokazali da su <7, , 1 <r, -, svi euklidski uredaji na p. |

Propozicija 1.5.4. Neka su a,b € R? takvi da je a # b. Tada postoji jedinstveni euklidski
pravac p takav da su a,b € p.

Dokaz. Nekajev=>0—a.lza # bslijedidajev # (0,0).
Neka je p pravac kroz a vektora smjera v. OCito je a € p. Vrijedi

b=a+1-v,

tj. b € p. Pretpostavimo da je g euklidski pravac takav da su a,b € q. Neka su T 1 w takvi
da je g pravac kroz T, vektora smjera w.

Iz a € g i propozicije [I.4.3]slijedi da je g pravac kroz a vektora smjera w.

Iz b € g slijedi da postoji 4 € R takva da je

b=a+A1-w.
Slijedi
b—a=A1-w
odnosno
v=Ad-w.

Dokazimo da je p C g. Neka je T € p.Tada je, za neki u € R,
T=a+pu-v.
Budu¢idajev = 4 - wslijedi
T=a+pu-(1-w),

odnosno
T=a+Wu-A1)-w,
tj. T € g. Time smo dokazali da je p C q.
[zv=A-wslijediw = % - v pa se na analogan nacin dokaze da je g C p.
ZakljuCujemo da je p = ¢ Sto smo 1 trebali dokazati. m|
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Propozicija 1.5.5. Neka je a = (0,0), b = (0,1) i ¢ = (1,0). Tada ne postoji euklidski
pravac p takav da su a, b, c € p.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji euklidski pravac p takav da su a,b,c € p.
Prema propoziciji[I.4.3]slijedi da je pravac p kroz a vektora smjera v. Buduci da je b € p,
slijedi

b=a+A1-v
zaneki 1 € R, tj.
1
==.(b-a),
v /1( a)
odnosno |
=—.h.
"=

Iz ¢ € p slijedi da postoji u € R takav da je
c=a+pu-v,

odnosno |
= . = . — = 0’
cwven
Sto je u kontradikciji sa ¢ = (1,0). O

Definicija 1.5.6. Neka je p euklidski pravac te neka su p, T medusobno suprotni euklidski
uredaji na p. Tada za (p,{p, t}) kaZemo da je uredeni euklidski pravac.

Uocimo da je svaki euklidski pravac i pravac u smislu definicije Nadalje, uocimo
da za svaki euklidski pravac p postoji jedinstveni S takav da je (p,S) uredeni euklidski
pravac. To slijedi iz propozicije[I.5.3]

Korolar 1.5.7. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Tada je uredeni par
(Rz, ?’) prostor pravaca.

Dokaz. Neka je p € P. Tada je p uredeni euklidski pravac pa je p = (p’,{p, 7}), gdje je p’
euklidski pravac. Slijedi p = p’ pa je ocito p C R2.

Neka su a, b € R? takvi da je a # b. Prema propoziciji postoji jedinstveni euklidski
pravac p’ takav dasua,b € p’.

Nadalje, znamo da postoji jedinstveni S takav da je uredeni par (p’, S) uredeni euklidski
pravac.

Oznac¢imo p = (p’,S). Tadaje p e Ptesua,b € p.

Pretpostavimo da je g € P takav da su a,b € g. Vrijedi ¢ = (¢’,T) gdje je ¢’ euklidski
pravac.
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Imamo a,b € g’ pa zbog jedinstvenosti od p’ slijedi p” = ¢’. Sada imamo da su (p’,5) 1
(p’, T) uredeni euklidski pravci pa zbog jedinstvenosti od S slijedi 7 = S.

Dakle, ¢ = (¢',T) = (p’,S) = p, 4. ¢ = p.

Zakljucak: Za sve a, b € R?, a # b postoji jedinstveni p € P takav da su a,b € p.

Neka su a, b, ¢ kao u propoziciji Neka je p € P. Kada bi vrijedilo {a, b, c} C p, to
bi znacilo da a, b, ¢ pripadaju istom euklidskom pravcu S$to je nemoguce prema propoziciji
1.5.5]

Stoga {a, b, c} € p.

ZakljuCujemo da je (RZ, SD) prostor pravaca. O

1.6 Ravnine

Definicija 1.6.1. Neka je (X,P) prostor pravaca. KaZemo da je (X, P) ravnina ako za sve
a,b,c € Xi p € P takve da je p N ab # O vrijedi p N bc # 0 ili p N ac # 0.

Propozicija 1.6.2. Neka je (R2, P) prostor pravaca iz Korolara 1.1.29. Neka su a,b € R,
Tada vrijedi o
ab={a+A1-(b—a)|1€][0,1]}

pri Cemu je ab duzina odredena tockama a, b u (Rz, 7)).

Dokaz. Ako je a = b, onda je ab = {a} pa tvrdnja oéito vrijedi.
Pretpostavimo da je a # b. Neka je v = b — a. OCito je v # (0,0). Neka je p pravac kroz a
vektora smjera v. Dakle,

p={la+A1-(b—a)|A1eR}

Ocitosu a, b € p.
Imamo da je p euklidski pravac. Nadalje, <, , je euklidski uredaj na p. Neka je <’ euklidski
uredaj na p suprotan uredaju <,,. Neka je

_(p’ av’\})'

Tada je g uredeni euklidski pravac, dakle q €P.

Imamo a,b € ¢g. Stoga vrijedi ab = ab’. Uotimo da j jea <,, b (maimea =a+0-vi
b=a+1-v,a0<1). Dakle,

ab’ = {x € p|a =4y x <4, b).

Neka je x € ab’. Tadajex € pia <,, x <,, bpapostojid € Rtakvadajex=a+1-vi
slijedi da je 0 < A < 1. Time smo dokazali da je

ab' Cla+A-v|A1e[0,1]}).
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Obratno, nekaje 4 € [0, 1] tenekaje x =a+ A -v. Tadaje x € pivrijedia <,, x <,, b.
Dakle, x € ab’. Prema tome,

ab' ={a+A-v[1€[0,1]}.
Buduéi da je ab = ab’, tvrdnja propozicije je dokazana. O

Definicija 1.6.3. Neka je (X,P) prostor pravaca te neka je S C X. KaZemo da je S
konveksan skup u (X, P) ako za sve a,b € S vrijediab C S.

Propozicija 1.6.4. Neka je (X,P) prostor pravaca. Pretpostavimo da za svaki p € P
postoje konveksni skupovi K i L u (X, P) takvi da je

X\p=KUL

te takvi da je
abNnp+0

za svaki a € K i svaki b € L. Tada je (X, P) ravnina.

Dokaz. Neka su a, b, ¢ € X te neka je p € P takav da je ab N p # 0. Zelimo dokazati da je
pnac+0ili pnbc +0. (1.13)

Ako je a € p onda je p Nnac # O pa vrijedi (T.13). Ako je b € p ondaje p Nbc # O pa
vrijedi (T.13)). Isto tako dobivamo da vrijedi (I.13)) ako je ¢ € p.

Pretpostavimo sadadaa ¢ p, b ¢ p, c ¢ p. Prema pretpostavci propozicije postoje skupovi
K 1 L koji su konveksni u (X, P), takvi da je

X\p=KUL (1.14)

te takvi da za svaki x € Kiy € Lvrijedixy N p # 0.

Imamo a,b € X \ p pasua,b € KU L. Kada bi vrijedilo a,b € K onda bismo zbog
konveksnosti od K imali ab € X \ p, a to bi povlagilo da je ab N p = 0, §to nije mogude.
Isto tako vidimo da a,b € L vodi na kontradikciju. Prema tome vrijedia € K1 b € L ili
aclLibeKk.

1°aeK,bel
Imamo c € X'\ p paslijedic € KU L.
Ako je ¢ € K onda zbog b € L vrijedi bc N p # 0, a ako je ¢ € L onda zbog a € K
vrijediac N p # 0.
U svakom slucaju vrijedi (I.13).
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1°aelL,bekK
Analogno kao u prethodnom slu¢aju dobivamo da vrijedi (T.13).

Dakle u oba slucaja vrijedi (I.13). Prema tome (X, #) je ravnina. i

Propozicija 1.6.5. Neka je M euklidski pravac. Tada postoje a, b, c € R takvi da je a # 0
ili b # 0 te takvi da za sve x,y € R vrijedi sljedece:

(x,y)eM & a-x+b-y+c=0.

Dokaz. ITmamo da je M pravac kroz T, vektora smjera v, gdje je Tp € R?iv € R?\ {(0,0)}.
Vrljedl To=(t1,)1v = (v1,vp) zaneke 11,6, v, v2 € R.
Vrijedi M ={To+A1-v| AR} ={(t1,tr) + 1- (vi,v2) | 4 € R}, dakle

M={t+A-vi,b+A1-vy)| 1 eR]}. (1.15)
Neka su x,y € R takvi da je (x,y) € M. Prema (I.13) postoji A € R takav da je
)=+ vi,tp +A-). (1.16)
Slijedi
x=H+Ad-viiy=tb+4d-v,. (1.17)

MnoZenjem prve jednakosti sa v, 1 druge sa v; dobivamo:

Vo X=Vy -1 —A- ViV i Vi-y=vi-Lh+Ad-v; . (1.18)
Stoga je
AV Vy=Vy-X—V-H l./l'Vl'szvl‘y—Vl'l‘z (1.19)
pa je
Vo X—Va i =Vvy-y—Vvy-h. (1.20)
Slijedi:
VyrX—Vi-y+vi-tp—vy-t; =0. (1.21)

Definirajmo a = v,,b = —vi,c =v; -t — v, - t;. Tadajea # 0ili b # 0 (jerje v # (0,0)) 1
dokazali smo da vrijedi sljedece:

Akosu x,y e Rtakvidaje (x,y) e Mondajea-x+b-y+c=0.

Dokazimo sada da za sve x,y € Rtakvedajea-x+b-y+ c =0 vrijedi (x,y) € M.

Neka su x,y € Rtakvidajea-x+b-y+c = 0. Tada vrijedi (I.21) pa stoga vrijedi i (T.20).

1° Pretpostavimo da je v; = 0.
Tada je v, # 0 te iz (1.20) slijedi x = #,. Definirajmo A = y;—f Tadajey=t,+1-v,
paje
(X,y) = (l’l +A4- Vi, lh + A- Vz).

Prema (I.13) (x,y) € M.
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2° Pretpostavimo da je v, = 0.
Tada je vi # 0 pa iz (I1.20) slijedi da je y = 1,. Definirajmo A = % Tada je
x=t+Ad-vypaje
e, y)=@+A-vi,ta+ ).
Stoga je (x,y) € M.
3° Pretpostavimo vy, v, # 0.
Definirajmo A = ==21. Iz (1.20) slijedi da je A = % pa iz zadnje dvije jedna-
kosti slijedi (I.19). Sada iz (1.19) slijedi (I.18) odakle dijeljenjem sa v; odnosno sa
v, dolazimo do (I.17). Dakle, vrijedi (I.16) te zaklju¢ujemo da je (x,y) € M.
Bududi da smo pokrili sve slu€ajeve, tvrdnja propozicije je dokazana. O

Lema 1.6.6. Neka su a,b, c € R te neka je

K:{(x,y)€R2|a~x+b~y+c<0}.

Tada je K koveksan skup u prostoru pravaca (R?, P) gdje je P skup svih uredenih euklidskih
pravaca.

Dokaz. Neka su p,q € K. Zelimo dokazati da je pg C K. Prema propoziciji vrijedi

t.

pqg={0-2)-p+a-q[1€][0,1]}.

Neka je ¢ € pg. Tada za neki A € [0, 1] vrijedi

t=(1-2)-p+d-q. (1.22)

Imamo p = (p1, p2), g9 = (q1,q2) 1t = (11, 1,) zaneke py, p2,q1, g2, 1,1 € R.
Iz p € K slijedi

a-p1+b-p,+c<0. (1.23)

Iz g € K slijedi
a-q +b-q,+c<0. (1.24)

Iz (1.22) slijedi
(t,) == -pr+A-q1,(1 =) -p2+ - q). (1.25)

Zelimo dokazati da je € K.
Koriste¢i ((1.25)) dobivamo da vrijedi sljedeci niz ekvivalencija:

teKoa-t1j+b-H+c<0o
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Sa-((1-) - pr+Ad-g)+b-1-2) -pr+Ad-q2)+c<0&
cs(l-VD-a-pr+d-a-qgqg+(1-)-b-pp+A-b-g2+(1-2)-c+1-c<0&
cs(l-A-@p+b-py+c)y+Ad-(a-qu+b-qg,+c¢)<0.

Zadnja nejednakost vrijedi Sto slijedi iz (I.23) i (T.24) te Cinjenice daje 1 —21>0i1> 0
tedajel —1>0ilid>0. Stogajet e K.
Time smo dokazali da je pg € K. Prema tome K je konveksan skup. O

Propozicija 1.6.7. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka su a,b,c € R
te neka je
M = {(x,y)€R2|a-x+b-y+c:0},

K:{(x,y)eRz|a-x+b-y+c<0},
L={(xy) eR|a-x+b-y+c>0}.

Neka je P € K i Q € L. Tada je PQ N M # 0, gdje je PQ duZina odredena tockama P i Q
u (R, P).

Dokaz. Znamo da je L
PO={1-2)-P+a-Q|A€]0,1]}. (1.26)

Imamo P = (py, p2) i Q = (q1,42) gdje su py, p2,q1,q2 € R.
Iz P € K slijedi

a-py+b-p,+c<0,

aiz Q € L slijedi
a-q+b-q,+c>0.

Definirajmo
u=a-pr+b-py+ec,

v=a-q+b-q +c.

Dakle u < 0iv > 0. Definirajmo sada A = —-. Tada je 0 < A < 1. Vrijedi 4 = -* pa je

v—u’

u+A-(v—u)=0.

No
u+d-v-uw)=0-AD) -u+a-v
pa je
1-D-u+a2-v=0.
Slijedi

A1-D-(@apr+b-pp+co)y+Ad-(a-q1+b-q+c¢)=0,
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pa sredivanjem dobivamo
a- (1= -pr+1-q)+b-(1-2)-pr+1-q)+c=0. (1.27)

Oznac¢imo
h=10-2)-p+a1-qi,
Hh=1=-2) pr+1-q.
Nekaje T = (t1,1,). Iz (I.27) slijedia - t; + b - t, + ¢ = O paje T € M. Nadalje, imamo

T=(A-Dp1+A2-q,(1=A)-pr+A-q2) = (1 =) (p1, p2)+A-(q1,92) = (1-2)-P+1- 0.

Dakle T = (1 -A)- P+ 1-Qiae[0,1] paiz (T.26) slijedi da je T € PQ. Ovo zajedno sa
T € M povlaci da je PO N M # 0 Sto je i trebalo dokazati.
m]

Teorem 1.6.8. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Tada je uredeni par
(R2, P) ravnina.

Dokaz. 1z korolara znamo da je (R?,P) prostor pravaca. Neka je p € P. Tada je
p = (M,u) gdje je M euklidski pravac. Iz propozicije slijedi da postoje a,b,c € R
takvi da za sve x,y € R vrijedi

x,yyeMsa-x+b-y+c=0.
Slijedi
Mz{(x,y)éRz|a-x+b-y+c:O}.

Definirajmo
K:{(x,y)ERzla-x+b-y+c<0},

L= {(x,y)eRzla-x+b-y+c>0}.
Octitoje KUL=R>*\ M, tj. KUL =R?\ p. Iz leme slijedi da je K konveksan skup
u (R, ). Vrijedi
L={(xy) €R*|(-a)-x+(=b) y+(~c) <0}

pa takoder iz leme m slijedi da je L konveksan skup u (R, P). L
Nadalje, nekaje P € KiQ € L. Prema propozicijivrijedi PONM #0,t. PONp # 0.
Kona¢no, iz propozicije slijedi da je (R?, ) ravnina. |



Poglavlje 2

Metricke ravnine

2.1 Metrika i polupravci

Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija koja zadovo-
ljava sljedeca svojstva:

1. d(x,y) >0 zasvex,yeX

2. Zasvex,ye X dx,y)=0ex=y

3. d(x,y)=d(y,x) zasvex,yeX

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) zasvex,y,z€X.

Tada za d kazemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki
prostor.

Definicija 2.1.2. Neka je p pravac te neka je a € p. Imamo p = (M,{p, o}). Za skupove
{(xeMl|apx} i {(xeM|ao x}
kazemo da su polupravci u p odredeni tockom a.

Napomena 2.1.3. Uoc¢imo da je {(xe M |ao x} = {xe M| xp a} jer su uredaji p i o
medusobno suprotni. Jasno je da skupovi {x € M |ap x}i{x € M | x p a} u uniji daju M
te da je a jedini zajednicki element ovih skupova. Prema tome, ako su t i t, svi polupravci
u p odredeni tockom a, ondaje p=t,Ut, ity Nt, = {a}.

Propozicija 2.1.4. Neka je p = (M, {p, 0}) pravac te neka je a € M. Neka je | polupravac
u p odreden tockom a. Neka su x,y € l. Tada je xy" C L.

21
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Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je
I={zeM|aoz}.

Izx,yelslijediaoc xiaoy. Vrijedixo yiliy o x.
Pretpostavimo da je x o y. Znamo da je

W={zeM|xoczizoy}.

Neka je z € xy”. Tada je x 0 z paiz a o x slijedi a o z. Slijedi z € . Dakle, xy” C L.
Ako je y o x onda na isti na¢in dobivamo da je xy” C L. O

Definicija 2.1.5. Neka je (X,P) prostor pravaca. Neka je a € X te neka je | C X. Ako

postoji p € P takav da je | polupravac u p odreden tockom a, kaZemo da je | polupravac u
(X, P) s vrhom a.

Propozicija 2.1.6. Neka je p pravac takav da svaki polupravac u p ima bar dva elementa.
Neka su a,b € p te neka je | C p. Pretpostavimo da je | polupravac u p odreden sa a te da
Jje ujedno [ polupravac u p odreden sa b. Tada je a = b.

Dokaz. ITmamo p = (M, {p,0})1

l={xeM|ap x}. 2.1
Bududi da je ! polupravac u p odreden sa b vrijedi

l={xeM|bpx} (2.2)

ili/ = {x € M | b o x}. Pretpostavimo da vrijedi (2.2). Iz (2.1)) slijedi da je a € [ pa (2.2)
povlac¢idaje b p a.

S druge strane, iz (2.2)) slijedi da je b € [ pa (2.1) povladi da je a p b. Stoga je a = b §to je
posljedica antisimetri¢nosti relacije p.

Sada pretpostavimo da je [ = {x € M | b o x}. Tada je

l={xeM|xpb}. (2.3)
Iza €li(2.3) slijedi a p b. Neka je
I'={xeM|bpx}.

Tada je I’ polupravac u p pa po pretpostavci /” ima bar dva elementa. Stoga postoji x € /'
takav da je x # b. Vrijedi b p x paiz a p b slijedi a p x. 1z (2.1) slijedi da je x € . Sada iz
(2.3) slijedi da je x p b. To zajedno sa b p x povlaci da je x = b $to je kontradikcija. Prema
tome, ne vrijedi daje [ = {x € M | b o x}. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Propozicija 2.1.7. Neka je (X, P) prostor pravaca u kojem svaki polupravac ima bar dvije
tocke. Neka je | C X te neka su p,q € P ia,b € X takvi da vrijedi sljedece:

1. [je polupravac u p odreden sa a,

2. lje polupravac u q odreden sa b.
Tadaje p=qia=D>b.
Dokaz. Odaberimo x,y € [takvedajex # y. [z/ C pil C gslijedi x,y € pix,y € q.
Iz definicije prostora pravaca slijedi da je p = ¢. Sada iz propozicije slijedi da je
a=b. O

Definicija 2.1.8. Neka je (X,P) ravnina te neka je d metrika na X. Pretpostavimo da
vrijedi sljedece:

1. ako su a,b,c € X onda je
d(a,b) = d(a,c) + d(c,b) & c € ab
2. ako je L polupravac u (X,P) s vchomair € R, r > 0, onda postoji x € [ takav da je
d(a,x) =r.
Tada za uredenu trojku (X, P, d) kazemo da je metricka ravnina.

Lema 2.1.9. Neka je (X,P) prostor pravaca te neka je | polupravac u (X, P) s vrhom a.
Pretpostavimo da su x,y € l. Tada je x € ay ili y € ax.

Dokaz. Prema definiciji postoji p € P takav da je [ polupravac u p odreden tockom a.
Imamo p = (p,{p, o} tel={z€ p|a<z}pricemuje <€ {p,0}.
Iz x,y elslijedidajex,ye ptea<xia<y. Vrijedix <yiliy < x.

1° Pretpostavimo da je x < y.
Dakle,a < xix <ypaje x € ay’, tj. x € ay.

2° Pretpostavimo da je y < x.
Dakle,a <yiy<xpajeye€ax’,tj.y€ax.

O

Propozicija 2.1.10. Neka je (X,P,d) metricka ravnina. Neka je | polupravac u (X, P) s
vrhom a te neka je r € R, r > 0. Tada postoji jedinstveni x € [ takav da je d(a, x) = r.
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Dokaz. Prema definiciji metricke ravnine postoji x € [ takav da je d(a, x) = r. Dokazimo
sada da je takav x jedinstven.
Pretpostavimo da je y € [ takav da je d(a,y) = r. Iz leme slijedidaje x € ayiliy € ax.

1° Pretpostavimo da je x € ay.
Iz definicije metricke ravnine slijedi da je

d(a,x)+d(x,y) =d(a,y).
Stoga je r + d(x,y) = r pa slijedi da je d(x,y) = 0 Sto povlaci da je x = y.

2° Pretpostavimo da je y € ax.
Tada je
d(a,y) +d(y, x) = d(a, x)

paslijedidaje d(x,y) =0t. x = y.

Time smo dokazali da postoji jedinstveni x € [ takav da je d(a, x) = r. O

2.2 Euklidska metrika

Propozicija 2.2.1. Neka su ay,a,, b1, b, € R. Tada je
(ai - ay + by - by)* < (a7 + b}) - (a3 + b3). (2.4)
Dokaz. Nejednakost (2.4)) je ekvivalentna sljedecoj nejednakosti:
a-as+2-ay-ay-by-by+b}-b3<a-a;+aj-by+bi-a;+bi- b,
Sto je, nakon skracivanja, ekvivalentno sa
2-a;-ay-by-by<ai-b;+bi-ay
Zadnja nejednakost je ekvivalentna sa

0<bji-a3-2-a;-a b -by+a - b3,

Sto je ekvivalentno sa
0< (bl cdy —daj - bz)z.

Zadnja nejednakost ocito vrijedi pa zakljucujemo da vrijedi (2.4)). O

Lema 2.2.2. Neka su ay,a,,b,,b, € R. Tada je

Vi@ + @l + by + b2 < \Ja@ + 62+ \Jad + b2, (2.5)
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Dokaz. Nejednakost (2.5) je ekvivalentna sa

(a1 +a)” + (b1 + by)* < aj + by + 2+ \Ja> + b?- \/a§+b§+a§+b§,

tj. sa

GA2ara+ G+ 2 b byt B <l + b 42 a4 b \Jad+ bl + b

Nakon skracivanja dobivamo da je posljednja nejednakost ekvivalentna sa

a1y + by by < a4 b2 \Jad + b (2.6)
Iz propozicije [2.2.1] slijedi da je

a1y + by ol < \Jad + b7 Jad + B
Ocito je
ay-ax+by-by<lay-ax+b; - b
pa slijedi (2.6). Prema tome, vrijedi (2.3). O

Propozicija 2.2.3. Neka je d : R*> x R? — R funkcija definirana sa

d((x1,y1), (2,32)) = V(x1 — x2)2 + (1 — )2
Tada je d metrika na R>.

Dokaz. OCito je d(x,y) > 0 za sve x,y € R%.

Neka su x1, x2,y1,y, € R. Ako je (x1,y;) = (x2,¥2) onda je ocito d((xy,y1), (x2,y2)) = 0.
Obratno, ako je d((x1,y1), (x2,¥2)) = 0 onda (x; — x3)> + (y; —y2)> = Opaje x; —x, = 01
y1—y2 =0. Stogaje x; = xp 1y = y2 paje (x1,y1) = (x2,y2).

Nadalje, ocito je d((x1, y1), (x2,¥2)) = d((x2,y2), (x1,y1))-

Neka su xy, x2, X3, 1, y2, y3 € R. Zelimo dokazati da je

d ((x1,y1), (x2,y2)) < d((x1,¥1), (x3,y3) + d ((x3,¥3), (X2, ¥2)) (2.7)
tj. da je
V=102 + (31 = 22 < V(1 =132+ (31— 32 + V(3 — 12 + (3 =22 (2.8)

Deﬁnirajmo ap = Xy —X3,d) = X3 — Xp, bl =yY1—)3 1b2 =y3— 2. Tadaje ap+a; = x|y —xp
iby + by =y, — y,. Prema lemi [2.2.2) vrijedi:

\/(a1 +a)? + (by + by)? < \/a% + b% + \/ag + b%,

a to je to¢no nejednakost (2.8). Prema tome, vrijedi (2.7).
Zakljucak: d je metrika na R O

Definicija 2.2.4. Za funkciju d iz prethodne propozicije kazemo da je euklidska metrika
na R>.
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2.3 Euklidske metricke ravnine

Primjer 2.3.1. Neka je p uredeni euklidski pravac. Tada je p = (M,{p,7}) gdje je M
euklidski pravac, a p i T medusobno suprotni euklidski uredaji na M. Pretpostavimo da je
[ polupravac od p odreden tockom a. Tada je

I={xeM]|a<x}, (2.9)

gdje je < = pili < = 1. U svakom slucaju < je euklidski uredaj na M. Stoga postoje
To,v € R? takvi da je M pravac kroz T, vektora smjera v i < ==<r,,.
Imamo a € M pa znamo da je M pravac kroz a vektora smjera v te da je < ==<,, (po

propoziciji[l.4.5).
Tvrdimo da je
I={a+1-v|A€[0,c0)}. (2.10)

Neka je x € I. Prema (2.9) imamo a < x. Stoga je
a =g X. 2.11)

Ocitojea=a+0-v,aimamox=a+ A-vzaneki A €R (jerje x € M i M je pravac kroz
a vektora smjera v). Iz (2.11)) slijedi 0 < A. Prema tome,

xefa+Ad-v]|A1€][0,0)}.

Obratno, neka je A € [0, o) te neka je x = a+ A -v. OCcito je tada a <,, x, tj. a < x pa je
x € I prema [2.9). Time smo dokazali da vrijedi (2.10).

Propozicija 2.3.2. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska
metrika na R%. Neka je ¢ € ab gdje je ab duZina odredena tockama a i b u (R?,P). Tada je

d(a,b) = d(a,c) +d(c,b).

Dokaz. Prema propoziciji|l.6.2| vrijedi

ab={a+A-(b-a)|A€][0,1]}.

Stoga postoji 4 € [0, 1] takavdajec =a+ A- (b —a). Imamo a = (x1,y1)1 b = (x2,y) za
neke xy, x5, y1,y, € R. Vrijedi:

c=a+A-b—a)=x,y)+A-C2—x1,y2—=y1) =(x1 +A-(x2 = x1),y1 + - (2 = y1)).

Dakle,
c=x+A-(x2—x1),y1 +4- 2 —y1)). (2.12)
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Koriste¢i (2.12)) dobivamo:
d(a,c) +d(c,b) =

= \/(X1 —x1 = A = x))> + (1 —y1 — A2 — Y1)+

3G+ Ak — 1) = 52 4 (31 + A (32 = ¥1) = 32)?

= \//12 (6 — x1)* + 222 — 1) + \/(/l(xz —x1) = (2 = X)) + (A2 = y1) = (2 = »1)?)

= A0 =3+ 02 =) + A= D2 (2 = x)2 + (A= 12 — 1)

= A0 = 1 4 (=¥ (1= D)y = X2+ (32 = 1)
= Ad(a,b) + (1 — ) d(a,b)
=d(a,b)(1+1-2)
=d(a,b).
Prema tome, d(a, ¢) + d(c, b) = d(a, b). O

Lema 2.3.3. Neka je p pravac te neka su a,b,c € p. Pretpostavimo da ¢ ¢ ab’ . Tada je
aech ilibead.

Dokaz. Tmamo p = (p,{p,0})i< € {p,o0}takavdajea < b.
Tada je
ab’ ={xep | a<x<b}.

Imamo ¢ ¢ ab’ pajea £ cilic £ b (pri Cemu za x,y € p piSemo x £ y ako ne vrijedi
x<y).

1° Pretpostavimo da je a £ c.
Stoga je ¢ < a (jer je < uredaj). Dakle,c <a<bpajeac b’

2° Pretpostavimo da je ¢ £ b.
Tada je b < ¢, daklea < b < cpaje b € ac”.

O

Lema 2.3.4. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska metrika
na R?ia,b,c € R Pretpostavimo da postoji p € P takav da su a,b,c € p. Nadalje,
pretpostavimo da ¢ ¢ ab. Tada je

d(a,b) < d(a,c) +d(c,b). (2.13)
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Dokaz. Tmamo da ¢ ¢ ab’ pa prema lemi vrijedi a € b’ ili b € ac” Jtj. a € chili
b € ac.

1° Pretpostavimo da je a € cb.
Iz propozicije [2.3.2] slijedi

d(c,b) =d(c,a) +d(a,b). (2.14)

Uotimo da je ¢ # a (jer ¢ ¢ ab) pa je d(c,a) > 0.
Stoga, iz (2.14)) slijedi d(a, b) < d(c, b). OCito je da to povlaci (2.13).

2° Pretpostavimo da je b € ac.
Iz propozicije slijedi

d(a,c) = d(a,b) +d(b,c).
Imamo d(b, c) > 0 (jer je b # ¢) pa je d(a, b) < d(a, c). Stoga vrijedi (2.13).
Time je lema dokazana. O

Propozicija 2.3.5. Neka je M euklidski pravac u R?. Neka je d euklidska metrika na R? i
b € R*>\ M. Tada postoji b’ € M takav da za svaki T € M vrijedi d(T,b") < d(T, b).

Dokaz. Prema definiciji euklidskog pravca postoje a,v € R? takvi da je M pravac kroz a
vektora smjera v.

Imamo a = (a,a;), v = (vi,v2) 1 b = (b1, by). 1z v # (0,0) slijedi v; # 01li v, # 0 pa je
vi+vs >0,

Definirajmo

1= by —ay)-vi+(by—ax) v,

(2.15)

v+ V3
Nekaje b’ =a+ A-v. Tvrdimo da je b’ trazena tocka.

Imamo
b,:(al +A-v, ay+A-vy).

Neka je T € M. Tada postoji u € R takavdaje T = a+ u - v. Dakle,
T=(a+pu-vy, ay+p-v).

Vrijedi

AT, b)) = (A=) v+ (A=) - v2)? =

= - 02 +92)
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=[A—pl- v+ 3.
d(T,b") =|1—ul- w/vf + vg.

Imamo sljedece ekvivalencije:

Dakle,

d(T,b") < d(T,b) & |A—p|\Jvi+v; < \/(a1 — by + uvi)* + (ar — by + puvy)?

& (A=’ (Vi +v3) < (a1 — by +uv1)* + (a2 — by + uv2)’
= /lz(vf + v%) - 2/1/1(\/% + v%) + uz(v% + v%) < (a) = by)* +2(a; — bpuv; + ,uzv%+
+(ay — by)’ + 2 (ay — byuvy + p7v;
& L] +v3) = 2u(vi +v3) < (a1 — by)* +2(a; — b)pvy + (a2 — br)* + 2(ar — by)uvy
Koristedi (2.13)), imamo sljedece ekvivalencije:

(b1 — a))vy + (by — ax)vy)*
vi+ 3

—2((by —a)vi + (by — ax)va) p < (a1 — by)* + (a2 — by)*+

+2 (a1 = b)vi + (ar — br))vo)

o ((by —apvy + (by - az)V2)2 <

—— (@) = b1)* + (az + by)’
v+ v

& (b1 — v + (by — a)v)’ < (v +3) (a1 = b1)* + (a2 — bo)’) (2.16)
Nekasux =50, —a;iy = b, —a,. Tada je ekvivalentno sa
(xv) +ym)? < (v% + v%)(x2 +y9).
Nova nejednakost je ekvivalentna sa
X2V + 2xv1yvy + Y1V < VvixE + vyt +vsxt + v3)7,

tj. sa

22, .22
2xviyva < vy~ + vox

2.2 2.2
© 0 <vyx™ = 2xviyvy + vy~

Posljednja nejednakost je ekvivalantna sa

0< (vpx— vly)z.
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Stoga je d(T,b") < d(T, b) ako i samo ako je v, - x # vy - y.
Pretpostavimo da je v, - x = v; - y. Dakle,

va(by — ap) = vi(by — a2). (2.17)

Pretpostavimo da je v, # 0. Tada iz (2.17) slijedi

b, —
by—ay= 29, (2.18)
Vi
a oCito je
b —
by—a; = 29y (2.19)
V1
b, —
Neka je k = ——L 17 @I8) i @-19) slijedi by = ar+k-v2iby = a1 +k-vi, tj. b = a+k-v

Sto znaci da je b € M §to je u kontradikciji sa pretpostavkom. Stoga je v; = 0 pa slijedi da
je vy # 0. Iz 2.17) slijedi

by —a
by—a = Vi,
V2
a oCito je
by —ap
b2 —ay = * V).
V2

b
Slijedidajeb=a+ k" -vgdjejek’ = . To znaci da je b € M §to je nemoguce.
V2
Zakljucak: v, - x # v -y. Stogaje d(T,b") < d(T, b). Time je tvrdnja propozicije dokazana.

O

Teorem 2.3.6. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska
metrika na R*. Tada je (Rz, P, d) metricka ravnina.

Dokaz. Prema teoremu|l.6.8/imamo da je (RZ, P) ravnina, a prema propoziciji|2.2.3|znamo

da je d metrika na R?.
Neka su a, b, ¢ € R%. Tvrdimo da je

d(a,b) = d(a,c) + d(c,b) & c € ab. (2.20)

Ako je ¢ € ab, onda je d(a, b) = d(a, ¢) + d(c, b) prema propoziciji
Obratno, pretpostavimo da je

d(a,b) =d(a,c) +d(c,b). (2.21)

Zelimo dokazati da je ¢ € ab. Pretpostavimo suprotno, j. ¢ ¢ ab. Odaberimo p € P takav
da su a,b € p (takav p je jedinstven ako je a # b, a ako je a = b onda sigurno mozemo
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naci jedan takav pravac).

Ako je ¢ € p, onda iz leme[2.3.4]slijedi da je d(a, b) < d(a, c)+d(c, b), §to je u kontradikciji

sa (2.21). Stoga, ¢ ¢ p.

Imamo da je p euklidski pravac pa iz propozicije 2.3.5]slijedi da postoji ¢’ € p takav da je

d(T,c’) <d(T,c)zasvaki T € p. Posebno d(a,c’) < d(a,c)1d(b,c") < d(b,c). Stoga je
d(a,b) < d(a,c") +d(c',b) < d(a,c)+ d(c,b).

Dakle, d(a, b) < d(a, ¢) + d(c, b) §to je u kontradikciji sa (2.21).
ZakljuCak: ¢ € ab. Prema tome, vrijedi (2.20).

Nadalje, neka je [ polupravac u (RZ,P) s vthom a te neka je r € R,r > 0. Tada pos-
toji p € P takav da je [ polupravac u p odreden tockom a. Imamo da je p uredeni euklidski
pravac pa iz primjera slijedi da postoji v € R?, v # (0, 0) takav da je
I={a+A-v | 1€][0,00)}. (2.22)
Imamo a = (aj,a;) i v = (vi, ;). Uoimo da je vi + v > 0. Definirajmo
r

[1,2 2
V1+V2

Ocito je A > 0. Definirajmo x = a + A - v. Prema (2.22)) vrijedi x € I. Uo¢imo da je

A=

x=(a1+A-vi,a, +Ad-v).

Imamo

d(x,a) = \/(/l-vl)2+(/l-v2)2 = \Vi+v; = . VIV =T
Vi + V)

Dakle, d(x,a) = r. Prema tome, postoji x € [ takav da je d(x,a) = r.
Zakljucak: (Rz, P, d) je metricka ravnina. O

Definicija 2.3.7. Za uredenu trojku (Rz, P, d) iz prethodnog teorema kaZemo da je euklid-
ska metricka ravnina.

2.4 Neeuklidske metricke ravnine

Propozicija 2.4.1. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je d euklidska
metrika na R?* te neka je M € R, M > 0. Definirajmo funkciju d’ : R* xR?> — R sa

d(x,y) =M -d(x,y).
Tada je (RZ, P, d’) metricka ravnina.
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Dokaz. Dokazimo prvo da je d’ metrika na R,
Neka su x,y € R%. O¢ito je d’(x,y) > 0. Nadalje, imamo

dx,y)=0M-dx,y)=0sdkx,y) =0 x=y.

Dakle, d’'(x,y) =0 & x =y.
Ocito je d'(x,y) = d'(y, x). Neka su x, y, z € R%. Imamo

d(x,y) =M -d(x,y) < M(d(x,2) +d(z,y)) = M -d(x,2) + M - d(z,y) = d'(x,2) + d'(2, ).

Dakle, d'(x,y) < d'(x,2) + d'(z, ).
Prema tome, d’ je metrika na R
Neka su a, b, ¢ € R?. Koristeéi ¢injenicu da je (Rz, P, d) metricka ravnina, dobivamo

d(a,b) =d'(a,c)+d'(c,b) © M -d(a,b) =M -d(a,c) + M -d(c,b) &
& d(a,b) = d(a,c) + d(c,b) & c € ab.

Neka je [ polupravac u (RZ, SD) s vchom a. Neka je r € R, r > 0. Zelimo dokazati da postoji

x € ltakavdaje d'(x,a) =r.

Ocito je — > 0 pa bududi da je (RZ,P, d) metricka ravnina, postoji x € [ takav da je

d(x,a) = 5;. Slijedi M - d(x,a) = r, tj. d'(x,a) = r. Time je tvrdnja propozicije dokazana.
]

S

Teorem 2.4.2. Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Neka je D : R> xR?> —» R
funkcija definirana sa

D ((x1,31), (x2,32)) = V(x1 = x2)% + (1 = y2)? + |x1 — 12
Tada je (Rz, P, D) metricka ravnina.
Dokaz. Neka je d euklidska metrika na R?. Uo¢imo da je

D((xbyl)a (XZ,YZ)) = d((xl’y1)7 (-xZ’yZ)) + |x1 — X2f.

DokaZimo da je D metrika.

Neka su a,b,c € R?, a = (x1,y1),b = (x2,y2) i ¢ = (x3,y3).

Ocito je D(a,b) > 0. Nadalje, ako je a = b, onda je D(a,b) = 0. Obratno, pretpostavimo
da je D(a,b) = 0. Tada je d(a, b) + |x; — x»| = 0 pa je (zbog d(a,b) > 0) d(a,b) = 0, §to
povlacia = b.

Ocito je i D(a,b) = D(b, a).

Koristeci ¢injenicu da za sve u, v € R vrijedi |u + v| < |u| + |v| dobivamo

D(a,b) =d(a,b) + |x; — x| <
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<d(a,c)+d(c,b) + |x; — x3 + x3 — x| <

<d(a,c)+d(c,b) + |x; — x3| + |x3 — x| =

=d(a,c)+ |x; —x3| +d(c,b) + x5 — x| =
= D(a,c) + D(c, b).

Dakle, D(a, b) < D(a,c) + D(c, b).
Prema tome, D je metrika na R?.
Dokazimo da je
D(a,b) = D(a,c) + D(c,b) © ¢ € ab. (2.23)

Pretpostavimo da je D(a, b) = D(a,c) + D(c, b). Tada je

d(a,b) + |x1 — x| = d(a,c) + |x; — x3] +d(c,b) + |x3 — x3|. (2.24)
Kao maloprije, vrijedi

lxr = xo| < fxp — x| + [x3 — xa. (2.25)

Znamo da je d(a,b) < d(a,c) + d(c, b).
Kada bi vrijedilo d(a, b) < d(a,c) + d(c, b), onda bismo zbrajanjem sa (2.25]) dobili

d(a,b) + |x1 — x2| < d(a,c) +d(c,b) + |x1 — x3] + [x3 — x2,
$to je nemogucée prema (2.24). Stoga je d(a,b) = d(a,c) + d(c,b) pa je ¢ € ab (jer je
(R2, P, a’) metricka ravnina.)

Dakle, D(a,b) = D(a, ¢) + D(c, b) povlaci ¢ € ab.
Obratno, pretpostavimo da je ¢ € ab. Prema propoziciji vrijedi

ab={a+A1-(b—a) | 1€[0,1]}.
Stoga postoji 4 € [0, 1] takavdajec =a+ A- (b — a).
Slijedi
(x3,y3) = (x1 + A (2 = x1), y1 + 4+ (02 — y1)

pajexs=x1+Ad-(p—x)iys=y; +4- 2 —y1)-
Imamo
lx; — x5l + 3 =Xl = |A- O —x)I+ | + - (2 —x1) — x2| =

=A-x=-x+ (1= -(x1—x)| =
=A-xi—x+A =D |x—x|=
=A+1-2)|x1 — x| =

= |x1 — xo.
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Dakle,
lx1 = x3] + |x3 — x2| = |x; — X2 (2.26)

Iz ¢ € ab i &injenice da je (R2, 9, d) metricka ravnina, slijedi
d(a,c) +d(c,b) = d(a,b). (2.27)
Zbrajanjem jednakosti 1 dobivamo
d(a,c) + |x; — x3| +d(c,b) + |x3 — x2| =d(a,b) + |x1 — x3],

tj. D(a, c) + D(c,b) = D(a, b). Time smo dokazali da vrijedi (2.23).
Neka je [ polupravac u (R, ‘P) s vchom a. Nekajer e R,r > 0.
Kao u dokazu teorema [2.3.6, zakljuujemo da postoji v € R? \ (0, 0) takav da je

I={a+A1-v | A€[0,00)}. (2.28)

Imamo a = (aj,ax)1v = (vi, v2).
Definirajmo

Ocitoje 1 > 0.
Definirajmo
x=a+A4-v.

Prema[2.2§]slijedi x € L.
Uocimo da je

x=(@a +A-vi,a, +1-w).
Imamo

D(x,a) = d(x,a) + |- vi| =

= 2V + A2 v+ Ay =

:

:/l-( +v§+|v1|):

w/v% + vg + |v1|) =

=r.

r

Vi + v+ vl

—_

Dakle, D(x,a) = r.
Zakljucak: (RZ, P, D) je metri¢ka ravnina. O
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Primjer 2.4.3. Neka je d., : R*> x R? — R funkcija definirana sa

do ((x1,¥1), (x2,¥2)) = max {[x; — xa|, [y1 — y2l}.

Tvrdimo da je d., metrika na R?.
Neka su a,b,c € R?, a = (x1,y1),b = (x2,y2) i ¢ = (x3,y3).
Ocito je d(a, b) > 0. Imamo

do(a,b) =0 & max{|x; — x|, [y1 =} =0 |x —x| =y —»nl=0s

S X=X 1y =y (x,y1) = (X2, ) ®a=b.

Dakle, d..(a,b) =0 © a =b.
Ocito je d(a,b) = d(b, a). Vrijedi

lx1 — x| = |x1 — x3 + x3 — x| < |1 — x3] + X3 — x| <

< max {lx; —x3l, [yr = ysl} + max {lx3 — x2|, [y3 = y2l} = deo(a, ©) + duo(c, D).

Dakle, | x| —x;| < dw(a, c)+d(c,b). Analogno dobivamo da je |y, —y,| < d(a, c)+d.(c,b).
Stoga je
max {|x; — x|, [y1 = y2l} < dwo(a, ©) + dw(c, b),

tj. do(a,b) < do(a,c) + dw(c,b).

Prema tome, d., je metrika na R2,

Neka je P skup svih uredenih euklidskih pravaca. Tvrdimo da (Rz,SD, doo) nije metricka
ravnina.

Neka je a = (0,0),b=(1,0)ic = (%, %) Prema propoziciji|l.6.2|imamo

ab={a+A1-(b—a) | 1€[0,1]}.
Slijedi ¢ ¢ ab.
Imamo d..(a,b) = 1,d(a,c) = % id(c,b) = %

Stoga je d(a,b) = d-(a,c) + d-(c,b). No, kao sto smo pokazali, c ¢ ab.
Prema tome, (RZ, P, doo) nije metricka ravnina.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo proucavali metricke prostore na kojima su zadane odredene
geometrijske strukture. ToCnije, promatrali smo metricke ravnine i dali neke primjere me-
trickih ravnina.

U prvom poglavlju smo uveli pojam pravca i segmenta na pravcu. Zatim smo definirali
prostor pravaca i prou¢avali euklidske i uredene euklidske pravce. Dokazali smo da je R?
zajedno sa skupom svih uredenih euklidskih pravaca, prostor pravaca. Nakon toga smo
definirali ravninu i dokazali da je R? zajedno sa skupom svih uredenih euklidskih pravaca
takoder 1 ravnina.

U drugom poglavlju smo definirali metriku 1 polupravac. Nakon definicije metricke rav-
nine, proucavali smo euklidsku metriku na R? i definirali euklidsku metri¢ku ravninu. Na
samome kraju smo naveli primjere neeuklidskih metrickih ravnina.






Summary

In this thesis we studied metric spaces in which certain geometric structures are given.
Specifically, we observed metric planes and gave some examples of metric planes.

In the first chapter, we introduced term of line and segment on a line. Then we defined
the space of lines and studied Euclidean and ordered Euclidean lines. We have proved that
R? together with the set of all ordered Euclidean lines is a space of lines. Afterwards we
defined the plane and proved that R? together with the set of all ordered Euclidean lines is
also a plane.

In the second chapter, we defined metrics and half-lines. After defining the metric plane,
we studied the Euclidean metric on R? and defined the Euclidean metric plane. At the very
end, we have given examples of non-Euclidean metric planes.
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