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Poglavlje 1
Uvod

Statistika je grana matematike koja se bavi prikupljanjem, analizom i obradom podataka
te njihovom interpretacijom. Upravo ovi postupci omogucavaju nam izradu predvidanja te
donoSenje zakljucaka o svakodnevnom Zivotu na temelju promatranih podataka pa mozemo
re¢i kako nam statistika omogucava donoSenje zaklju¢aka o buducnosti na temelju pos-
tojecih podataka. Danas, zbog velikog razvoja tehnologije, dostupnost podataka je sve
veca te su vjestine analize 1 obrade podataka sve vaznije. DonoSenje pouzdanih 1 ispravnih
zaklju€aka na temelju promatranih podataka nije trivijalno te je u tu svrhu podatke vazno
opisati pomocu odgovarajuéeg matematickog modela.

U ovom diplomskom radu promatrat ¢emo model jednostavne linearne regresije i model
polinomijalne regresije te ¢emo im pristupiti nesto drugacije, koriste¢i geometrijski pristup.
U nastavku ovog poglavlja navesti ¢emo motivaciju za koriStenje geometrijskog pristupa u
statistici, re¢i neSto o regresijskoj analizi te ukratko opisati ideju kako geometrijski pristup
funkcionira. U drugom i tre¢em poglavlju ¢emo primijeniti alate iz geometrije 1 statistike te
ilustrirati kako ovaj pristup funkcionira na modelu jednostavne linearne regresije i modelu
polinomiijalne regresije, redom. Kao osnova za pisanje ovog rada posluzit ¢e nam knjiga
Statistical Methods: The Geometric Approach.

1.1 Motivacija za koriStenje geometrije u statistici

Geometrija je jedna od najstarijih grana matematike koja se bavi razmatranjem prostora,
odnosno njegovih svojstava koja su povezana s udaljenosScu, oblikom, veli¢inom te rela-
tivnim poloZajem likova. Na prvu pomisao €ini se kako spajanje dviju ovako kompleks-
nih matematickih grana, geometrije i statistike, moZe samo dodatno oteZati. No, ne mora
biti tako. Geometrija nam omogucava sagledavanje problema kroz slike koje predstav-
ljaju snazan i lako shvatljiv sazetak problema pa posljedi¢no, nakon malo analiziranja,
dolazimo do rjeSenja problema. Upravo na taj nacin geometrija pomaze u razjaSnjavanju
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osnova statistike. Naime, geometrija pomaze premostiti jaz izmedu problema i rjeSenja jer
vizualizacija omogucuje bolje shvacanje problema i njegovog rjeSenja nego koriStenje niza
algebarskih izraza. U ovom diplomskom radu ¢emo se posluZiti vektorima koji ¢e nam
omoguditi da proces jednostavne linearne regresije i polinomijalne regresije sagledamo na
nesto drugaciji nacin.

1.2 Regresijska analiza

Pojam regresije uveo je, u devetnaestom stoljecu, engleski znanstvenik Sir Francis Gal-
ton. Naime, on je istraZivao kako visina djece ovisi o visini njihovih roditelja te zakljucke
napisao u svom djelu Regression towards Mediocrity in Hereditary Stature. Konkretno,
zakljucio je kako ¢e djeca Ciji su roditelji iznadprosjecno visoki takoder biti iznadprojecno
visoka, no u usporedbi s generacijom, njihova visina nece toliko odstupati od prosjeka.
Drugim rijeCima, opisao je kako visine potomaka visokih predaka imaju tendenciju pri-
blizavanja prema prosjecnoj visini te se rije€ regresija od tada zadrzala. Danas, u statistici,
pojam regresije koristi se kao mjera povezanosti varijable koju Zelimo opisati i varijabli
koje koristimo u svrhu njenog opisivanja. Dakle, regresija je metoda koja proucava ovis-
nost izmedu varijabli te predstavlja naj¢esce koriStenu statisticku metodu. Kako ovisnost
medu varijablama moze biti linearna i nelinearna, u skladu s time imamo i model linerane
regresije, odnosno nelinearne regresije. Kada god je to moguce, nelinerne zavisnosti nas-
toje se linearizirati transformiranjem podataka kako bi se koristio model linearne regresije.
Ukoliko nakon provodenja transformacija veza izmedu transformiranih varijabli i dalje nije
linearna, koriste se nelinearni modeli.

Kao $to smo rekli, model linearne regresije pretpostavlja linearnu vezu medu promatra-
nim podacima te ¢emo se u nastavku fokusirati upravo na takve modele. Varijable Cije
ponasanje Zelimo opisati modelom nazivamo zavisnim varijablama ili varijablama odziva.
S druge strane, varijable koju koristimo kako bismo opisali ponasSanje drugih varijabli nazi-
vamo nezavisnim, eksplanatornim ili prediktorskim varijablama. U ovisnosti o tome koliko
eksplanatornih varijabli koristimo prilikom opisivanja varijable odziva imamo sljede¢u po-
djelu linearne regresije:

¢ jedna eksplanatorna varijabla

— Jednostavna linearna regresija

— Polinomijalna linearna regresija

e viSe eksplanatornih varijabli

— ViSestruka linearna regresija
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Uoc¢imo kako smo ovdje promatrali slu¢aj kada imamo samo jednu varijablu odziva. Spo-
menimo kako je moguc i slucaj kada imamo viSe varijabli odziva te tada govorimo o mul-
tivarijantnoj regresiji, no taj slu¢aj u ovom diplomskom radu ne¢emo razmatrati.

1.3 Kako geometrijski pristup funkcionira?

Prilikom koriStenja geometrijskog pristupa vrijednosti zavisnih, odnosno nezavisnih vari-
jabli zapisujemo u vektorskom obliku. Ukljucivanje vektora u proces modeliranja otvara
nove mogucénosti pristupa predvidanju ponasanja nezavisne varijable na temelju opazanja
zavisnih varijabli. Naime, koriStenje vektora omogucava nam da iskoristimo alate 1 zako-
nitosti iz linearne algebre te koristeci njih na nesSto neuobicajeniji nacin pristupimo procesu
modeliranja. Vodeni time, kada se opredijelimo za model koji ¢emo koristiti kako bismo
modelirali ponaSanje varijable odziva, moZemo definirati vektorski prostor kojeg ¢emo u
nastavku nazivati prostor modela te koristiti oznaku M.

Definicija 1.3.1. Neka je V neprazan skup i F polje. Uredena trojka (V,+, ) gdje je
e + binarna operacija na 'V takva da je (V,+) Abelova grupa

o - FXV — V preslikavanje sa svojstvima

L a-B-a)=(a-p)-a,
2. (@+PB)-a=a-a+pB-a
. a-(a+b)=a-a+a-b

4 1l-a=a, za sve a,B€F,a,beV,

naziva se vektorski prostor nad poljem F . Elementi skupa V nazivaju se vektori, a elementi
polja F skalari. Tradicionalno, operaciju + zovemo zbrajanje vektora, a preslikavanje
- zovemo mnoZenje vektora skalarom.

Dakle, prostor modela je prostor koji sadrzi sve vektore modela, odnosno vektore Cije su
komponentne ocekivane vrijednosti zavisne varijable za danu vrijednost nezavisne varija-
ble. Dodatno, prostor M je i unitaran prostor.

Definicija 1.3.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, pri ¢emu je F polje R ili C.
Preslikavanje s : 'V XV — F koje svakom uredenom paru vektora pridruzuje skalar
s(a,b) = (alb) € F naziva se skalarno mnoZenje na prostoru V ako su ispunjena sljedeca
svojstva:
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1. {ala) >0, za svea € V, pri cemu je {(ala) = 0 akko je a = Oy
2. {alb) = mza svea,beV

3. {Adalb) = Aal|b) za svea,be V,1 € F

4. {a+ b|c) = {a|c) + {b|c) za sve a,b,c € V

Skalar {a|b) se zove skalarni produkt ili umnoZak vektora a i b. Uredeni par (V,:|-)) nazi-
vamo unitarni prostor nad poljem F.

U naSem slucaju biti ¢e F = R pa tada govorimo o realnom vektorskom prostoru te za
x=(x....,x)1y=01,...,y,) 1z R" definiramo

n

Xly) = xiy1 + ... Xy = Z XiYi
i=1

Moze se pokazati da su za tako definirano preslikavanje zadovoljena svojstva skalarnog
mnozenja iz gornje definicije pa slijedi da je R” realan unitaran prostor. U nastavku ¢emo
koristiti 1 pojam norme pa navodimo sljedecu propoziciju.

Propozicija 1.3.3. Neka je (V,(-|-)) unitarni prostor. Preslikavanje

a — +/{ala)

s prostora V u polje R je norma na prostoru V.

Za ovako definirano preslikavanje u nastavku ¢emo koristiti oznaku || -|| . Nakon navedenih
definicija prirodno se namece pitanje kako odrediti dimenziju prostora M te njegovu bazu,
odnosno skup linearno nezavisnih vektora koji ga razapinju. U tu svrhu pretpostavimo da
imamo 7 opaZanja zavisne varijable te da je odgovarajuéi vektor opazanjay = [y1,...,y,].
Tada mozemo zakljuciti da je M zasigurno potprostor n— dimennzionalnog prostora. Nada-
lje, u ovisnosti o promatranom modelu i1 broju parametara dolazimo i do dimenzije prostora
M. Pretpostavimo sada da je M k— dimenzionalan potprostor ¢ija je baza skup {U}, . .., Ui}
sacinjen od jedini¢nih i medusobno ortogonalnih vektora. Jasno, navedenu bazu moZemo
dopuniti do baze Citavog prostora pa slijedi da je skup {Ui,1, ..., U,} ortonormirana baza
prostora kojeg ¢emo nazivati prostor greske.

Prilikom provodenja statisticke analize od krucijalne vaznosti biti ¢e moguénost projicira-
nja vektora opazanja y na definirani prostor modela M te ¢emo upravo na taj nacin odrediti
vektor modelom prilagodenih vrijednosti § pa u tu svrhu navodimo sljedecu propoziciju.
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Propozicija 1.3.4. Neka je L potprostor koncanodimenzionalnog unitarnog prostora V i
neka je {ey, ..., e} ortonormirana baza tog potprostora L. Ako je x bilo koji vektor prostora
V, njegova ortogonalna projekcija x; na potprostor L odredena je s

[
X = ) (dlede;
i=1

Odabir modelom prilagodenog vektora $ kao ortogonalne projekcije vektora y na prostor
M je smislen zato Sto je u tom slucaju y takav vektor iz M za koji vrijedi da je njegova uda-
ljenost od vektora y minimalna. Spomenimo ovdje kako ¢emo u nastavku rada za skalarno
mnoZenje umjesto oznake (:|-) koristiti oznaku - kojom smo na pocetku definirali mnoZenje
vektora skalarom, no naglasimo kako su mnoZenje vektora skalarom i skalarno mnoZenje
operacije koje su sli¢ne jedino imenom.

(y-Uh)Uy

M

Slika 1.1: Prilagodba modela projiciranjem vektora y na prostor M

Dodatno, mozZe se pokazati da je duljina vektora y tada jednaka korijenu sume kvadrata
projekcija vektora y na vektore Uy, ..., Uy, Sto je ekvivalentno sljedecoj jednakosti:

I3IP =@ -U)*+...+ (- U)*

Navedenu zakonitnost nazivamo Pitagorin teorem te ¢emo ju, izmedu ostalog, koristiti pri-
likom izracuna testne statistike. Upravo to dovodi nas do pitanja kako ¢emo, koristeci ovaj
pristup, testirati hipoteze koje ¢e nam biti od interesa. U regresijskoj analizi, kojom ¢emo
se u nastavku baviti, hipoteze koje ¢emo testirati pretpostavljati ¢e Cinjenicu da je neki pa-
rametar iz modela jedank nuli. U tu svrhu biti ¢e potrebno odrediti vektor smjera hipoteze
1 testnu statistiku. Testna statistika biti ¢e omjer kvadrata duljine projekcije vektora y na
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smjer hipoteze i prosjeka kvadrata duljina projekcija na prostor greSke. Preostaje objas-
niti kako ¢emo odrediti vektor smjera hipoteze. Odgovarajuéi vektor smjera odreden je
¢injenicom da se nalazi u bazi prostora M te da ocekivana vrijednost projekcije vektora y
na taj vektor mora biti jednaka testiranom parametru pomnoZenom nekim skalarom.
Prije prelaska na sljedece poglavlje, dotaknimo se ukratko 1 statisticke strane cijelog pro-
cesa. Prije svega, navedimo dvije pretpostavke koje ¢emo i u nastavku rada koristiti.

o Yi~Nu,o%,i=1,...,n
e Y;iY; sunezavisne sluCajne varijable Vi, j

Ponovno kao i ranije, neka je na$ vektor opazanja y = [yy,...,y,]” te neka je

U = [uy,...,u,]" jedini¢ni vektor u &jem smjeru Zelimo projicirati vektor y. Svaku
vrijednost y;, i, . . ., n dozZivljavamo kao jednu realizaciju slucajne varijable Y;. Kako u ge-
ometrijskom pristupu promatramo ortogonalne projekcije, duljinu ortogonalne projekcije

y-U=uy +...+uy,
dozivljavamo kao jednu realizaciju slucajne varijable
Y- U=uY1+...+u,Y,

Napomenimo kako bi preciznije bilo rec¢i da je | y - U | duljina ortogonalne projekcije jer
gornji izraz moZe biti negativan. Koriste¢i da je Uy, ..., U, ortonormirana baza n— dimen-
zionalnog prostora, moZemo reci kako originalni set nezavisnih varijabli Y; transformiramo
u novi set normalnih, nezavisnih slucajnih varijabli Y - U; te je samo upitno s kojim para-
metrima distribucije. U tu svrhu, koriste¢i svojstva ocekivanja i1 varijance te nezavisnost
slu¢ajnih varijabli raunamo:

E[Y - U] = w,B[Y;] + ... + u,E[Y,]

Var[Y - U] = Var(u, Y, + ...+ u,Y,)

= u%Var(Yl) +...+ uiVar(Yn)

=0 + ...+ ulo?

=Wl +...+ud)
Zaklju¢ujemo kako ¢e varijanca “novih” varijabli uvijek biti o> dok ée o&ekivanje varirati.
Uzimanjem u obzir pretpostavke da je skup {Uy,..., U;} ortonormirana baza za prostor
modela slijedi da slucajne varijable Y - U;,i = 1,...,n mozemo podijeliti u sljedece dvije
kategorije.
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o Y-U,...,Y U = povezane s prostorom modela
o Y- -Uy,..., Y- U, = povezane s prostorom greske

Varijable povezane s prostorom modela ¢e ve¢inom imati oCekivanje razli¢ito od nule,
dok e varijable povezane s prostorom greske imati oCekivanje nula. Varijable povezane
s prostorom greske biti ée koristene u procjeni varijance o ¢ija je procjena od velike
vaznosti u provodenju statisticke analize. Nepristrani procjenitelj nekog parametra, u ovom
slu€aju varijance, je slucajna varijabla Cija je oCekivana vrijednost jednaka upravo tom
parametru. Na temelju toga moZemo zakljuciti kako postoji puno izbora za nepristranog
procjenitelja varijance. Naime, po definiciji varijance za varijable povezane s prostorom
greske slijedi

Var[Y - U;] = B[(Y - U; - B[Y - U;])*]
=E[(Y - U))’]

gdje drugi redak slijedi zbog E[Y - U;]) = 0,i = k + 1,...,n. Iz navedenoga slijedi
E[(Y - U))*] = o pa iz toga zaklju¢ujemo da je (Y - U;)* nepristrani procjenitelj varijance.
Ovu ¢injenicu koristimo kako bismo dosli do najbolje procjene, odnosno do nepristranog
procjenitelja varijance s najmanjom varijancom koji glasi

, (Y Ug)+...+ (YU,
sT =
n—k

Ovakva procjena varijance posluzit ¢e nam i pri konstrukciji trazenih pouzdanih intervala
Sto ¢emo kroz primjere u narednim poglavljima pokazati.



Poglavlje 2

Geometrijski pristup jednostavnoj
linearnoj regresiji

2.1 Jednostavna linearna regresija

Jednostavna linearna regresija statisticka je metoda koja se koristi kada Zelimo modeli-
rati odnos izmedu dvije varijable, odnosno donjeti zakljucke o ponaSanju jedne, na te-
melju ponasanja druge varijable. Pridjev jednostavna u nazivu ove Siroko primjenjivane
statisticke metode dolazi upravo od Cinjenice kako koristimo samo jednu varijablu kojom
Zelimo opisati drugu. Konkretno, jednostavna linearna regresija daje nam informaciju ko-
liko varijacije varijable odziva Y je opisano eksplanatornom varijablom X. Linearna veza
izmedu varijable odziva Y i eksplanatorne varijable X znaci da vrijedi

Y=By+p1-X

Kako u praksi ne¢emo nai¢i na podatke koje je moguce savrSeno opisati pravcem, odnosno
medu podacima ¢e neizostavno postojati Sum, javljat ¢e se greSka prilikom aproksimacije
te stoga model jednostavne linearne regresije glasi

yi=Bo+pi-xi+e€,Vi
gdje je
e y; vrijednost varijable odziva za i-ti podatak
e x; vrijednost eksplanatorne varijable za i-ti podatak
e ¢ vrijednost greske (koju ne mozemo opaziti) za i-ti podatak
e [, nepoznati parametar, parametar presjeka

e [3; nepoznati parametar, parametar nagiba

8
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Pretpostavke modela

Ono §to u modelu zasad pretpostavljamo jest kako je linearna veza izmedu odzivne i ekspla-
natorne varijable razumna. Kako bismo mogli donjeti statisticke zakljucke moramo uvesti
pretpostavke na greSku koja predstavlja odstupanja odzivne varijable od prilagodenog pravca.
Dakle, za gresku e pretpostavljamo da je slu¢ajna varijabla sa sljede¢im svojstvima:

o E[e] =0

e Var[e] = o?

® ¢ su nezavisne slucajne varijable, Cov(e;, €;) =0, Vi, j
e Greska € je normalno distribuirana, € ~ N 0,02)

Sada iz ovih pretpostavki slijedi

EYIX = x]=Bo+pB1-x

Dodatno pretpostavljamo da je za ¥ normalno distriubirana s konstatntom varijancom o
za poznate vrijednosti. Dakle, za dano x vrijedi

Y~N(ﬂ0 +ﬂ1 'X,O'Z)

pri cemu parametre S i 81 procjenjujemo iz podataka metododom najmanjih kvadrata.

2.2 Tlustracija geometrijskog pristupa

Krenimo sada s jednostavnim primjerom koji ¢e nam dati zorniji uvid u metodu jednos-
tavne linearne regresije koriste¢i geometrijski pristup.

Podaci

Za pocetak, promatramo dvije biljke, poljoprivredni korov stolisnik, Achillea millefolium i
bijelu djetelinu, Trifolium repens. Zanima nas na koji naCin rasprostranjenost stolisnika na
nekom usjevu djeteline utjeCe na urod djeteline. Intuitivno, ono $to ocekujemo jest kako ce
veca gustoca korova utjecati na manji prinos zasadene bijele djeteline. Prvo, potrebno je
prikupiti podatke. U ovom slucaju, podaci su prikupljeni tako da su na ve¢em usjevu djete-
line na slu€ajan naCin odabrana tri razlicita dijela povrSine 0.1 kvadratnih metara te potom
na svakom od njih ubrana i izvagana koli¢ina sjemena djeteline te izbrojen broj stabljiki
stolisnika. Od tako prikupljenih nekoliko uzoraka biramo jedan s jednakom vjerojatnoscu.
Sada navodimo podatke s kojima ¢emo raditi u nastavku, poredane od onih s najmanjom
prema onima s najve¢om gustoéom korova.
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’ |

Broj stabljika cvijeta stolisnika po m? | Prinos sjemena djeteline u g/m

10 38.8
20 76.7
40 25.1
60 89.9
70 45.3
120 32.2
220 19.0
290 39.7
300 19.5
510 114

Kako bismo stekli uvid u podatke prvo ¢emo ih graficki prikazati na dvodimenzionalnom
grafu.

(o]
C] p—
=
®
o |
B ¥
Li4]
=
- (o]
L @
_CIJ
=
1)) x
(o]
2 = 7 x X
o *
®
[ ]
[ = X
*
D —

| | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600

Gustoca stolisnika

Slika 2.1: Graf rasipanja prinosa bijele djeteline u odnosu na gustocu stolisnika

Podatke o broju stabljiki cvijeta stolisnika koje koristimo za predvidanje prinosa sje-
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mena djeteline ¢emo centralizirati, odnosno oduzeti im srednju vrijednost kako bismo pos-
tigli da oCekivanje prediktorske varijable bude nula. Uo¢imo, centraliziranje nece dovesti
do promjene vrijednosti parametra nagiba, ali ¢e olakSati interpretaciju parametra presjeka.
Naime, iz izraza

ElYIX =x]=Bo+pB1-x

slijedi da je parametar presjeka oCekivana vrijednost varijable odziva kada je vrijednost pre-
diktora jednaka nula. Ukoliko prediktorska varijabla ne poprima vrijednost nula, primjerice
nosi podatke o visini ili tezini, interpretacija nema smisla. Centraliziranjem postizemo

E[Y|IX = x] =Bo+pB1-(x—1%)

gdje je X srednja vrijednost, pa parametar presjeka postaje ocekivana vrijednost varijable
odziva kada je prediktor jednak svojoj srednjoj vrijednosti.

Model jednostavne linearne regresije

Kako bismo krenuli s primjenom modela jednostavne linearne regresije za pocetak ¢emo
pretpostaviti da su sve pretpostavke modela zadovoljene. Kako ¢emo koristiti geometrijski
pristup, naSe podatke zapisujemo u vektorskom obliku, odnosno

38.8 10 — 164
76.7 | 20- 164
y= . sy X=X = .
11.4 510 - 164
gdje je
-)_C:X]+X2+"'+)C]() — 164

10
Slijedi da je vektor ocekivanih vrijednosti E[Y|X = x] jednak

1 10 — 164

1 20 - 164
Bo|.|+hB

1 510 - 164
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Dakle, linearna ljuska prostora M razapetog nasim modelom je

1 -154
1 —-144
1 346

Uoc¢imo, centraliziranje prediktora osiguralo nam je ortogonalnost navedenih vektora. Prije
nego projiciramo vektor y na potprostor M u svrhu pronalska njemu najblizeg prilagodenog
vektora preostaje joS svesti ih na jedincne. Provodenjem navedenog dobivamo da je na$
prostor M razapet vektorima

—154
S o |-144

Ui = Vio[:]” U, = V238640 |
1 346

gdje je V238640 = || (x — D)|| = /21 (x; — D).

Odredivanje smjera hipoteze od interesa

Prisjetimo se, ono §to Zelimo testirati koriste¢i model jest utjece li gustoca korova na urod
djeteline. Upravo parametar nagiba otkriva nam kakva je, pozitivna ili negativna, te postoji
li uopée veza medu promatranim podacima pa Zelimo testirati je li on jednak ili razlicit
od nule. Kako bismo proveli testiranje, pritom koristeéi geometrijski pristup, potrebno je
odrediti smjer nulte hipoteze, odnosno odrediti jedini¢ni vektor U koji se moZe zapisati
kao linearna kombinacija vektora U, i U, te za koji vrijedi E[y-U]= k -Gy, pri ¢emu je k
konstanta. U tu svrhu raCunamo

i X1 —X

Y2 1 Xy — X
y-U; = "
I (x = %)

Yio Xi0— X

1
= ————— [yi(x; = X) + y2(02 = X) + ... + yio(x10 — X)]

Il (x =Xl
Uzimanjem ocekivanih vrijednosti dobivamo
1

10
ITx =Bl ; [Bo + B1(xi — X)] (x; — X)
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pa slijedi

1 10
E[Y-Uz]=m[ﬁom—x+xz—x+...+xlo—x>+ﬁ1;m—xﬂ =Bl (x - D)

=0
Iz dobivenog izraza zaklju¢ujemo da vektor U, zadovoljava ranije navedene pretpostavke
uz k = || (x — X)|| te je on vektor smjera nulte hipoteze.

Odredivanje modelom prilagodene vrijednosti

Nakon $to smo odredili prostor M koji sadrZi sve mogucnosti za prilagodeni vektor § te
odredili smjer hipoteze, prelazimo na klju¢ne dijelove u analizi podataka. Prvo, prilagodeni
vektor dobiven modelom je vektor

y=0-U)U + (- Uy)U,

Sto slijedi iz svojstava ortogonalne projekcije vektora. U promatranom primjeru uvrStavanjem
dolazimo do

1] —-154
= (U 1 |1 b Uy 1 —-144
y = . — . + * _
Tk Y-l
1] 364
odnosno )
1 —154
| L |-144
=50 : + 51 :
1 364
Sada jasno slijedi
1 10
R/ DY =R 397.6
ﬁO:y l:m :5):—:3976
Vn V10 10
sy Uy TR ®  BRiynn—X)  -224944

= = —-0.0943

P TG0l TG-DIlG-D 5P g—m 238640

gdje su B, i B, procjene parametara B, i 8; metodom najmanjih kvadrata. Uvrstavanjem
dobivamo da je prilagodeni vektor dobiven modelom

54.3
1533
y=1 .

7.1
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Iskoristimo sada prednost ovog modela te podatke prikaZimo na dvodimenzionalnom grafu
zajedno s dobivenim pravcem y = 39.76 — 0.0943 - (x — 164).

80 B0 100

Prinos djeteline
40

20

Gustoca stolisnika

Slika 2.2: Regresijski pravac s prilagodenim vrijednostima (e) te podacima (X)

Sljedece Sto ¢emo udiniti jest odrediti vektor reziduala, odnosno vektor greske. Kako je
vektor greske jednak razlici izmedu stvarnih podataka i prilagodenih vrijednosti imamo

A

e=y—y
e=y—Q-UDU, - (y-Ux)U,
38.8 1 —154 -15.5

76.7 1 —-144 23.4
-39.76|.1+0.0943| . |= )

11.4 1 346 4.3
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Konac¢no, prilagoden model zapisan u cjelosti glasi

y=Fo+fi(x—%) +e

38.8 1 ~154] [-155

76.7 1 —144| | 234
=39.76| | -0.0943|  |+]|

11.4 1 364 43

Ortogonalna dekompozicija

{38.81
et
y=1:

11.4

—154
—144

Bz — ) = —0.0943 [
346

Slika 2.3: Ortogonalna dekompozicija vektora y
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Y

§ = By + By(z — 1)

e e
Y314, (s - ol

Yy |L‘:L = ?f:ﬁ

U3 x
7]

Ty T T

Slika 2.4: Ortogonalna dekompozicija prikazana u (x,y) ravnini za jedno opaZanje
(x3,y3) = (40,25.1)

Cesée se promatra nesto jednostavnija ortogonalna dekompozicija, dekompozicija vektora
y — 9, koja direktno slijedi pa ¢emo 1 nju graficki prikazati.

Slika 2.5: Pojednostavljena ortogonalna dekompozicija vektora y — y

Iz Slike[2.5]jasno je da primjenom Pitagorinog teorema dobivamo
A2 _ ~ _
Bl = DI + Iy = $IF = Il y =3I
Sto je, kako smo pokazali, ekvivalentno

- U2 =1y =3I =1y =3I
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odnosno vrijedi
10 10
G- UD = Gi=97 = ) i =9 2.1)
i=1 i=1

S obzirom kako je prostor naSeg modela dvodimenzionalan potprostor prostora dimenzije
deset slijedi da je prostor greSke dimenzije osam. Vektore koji ¢ine bazu prostora greske
radi jednostavnosti ne¢emo navoditi, no njihova egzistencija je neupitna. Kako od svake
baze moZemo do¢i do jediniCne i ortogonalne, u nastavku ¢e nam Us, ..., U, predstavljati
upravo takve vektore koji razapinju prostor greske. U skladu s time imamo da zapis vektora
greske u toj ortonormiranoj bazi glasi

10
el = > i =$)° = (v Us)’ + ...+ (v Us)? (2.2)
i=1
Vektore Us, ... ,Uo koristimo za procjenu varijance
| el

§? = = - 463.458

Testiranje hipoteze

Kako bismo donjeli zakljucke o podacima potrebno je provesti odgovarajuci statisticki test.
Mi Zelimo provjeriti je li paramater §8; jednak ili razli¢it od nule, odnosno zakljuciti je li
model jednostavne linearne regresije znacajan. Ukoliko je 8; = 0 model nije znacajan
Sto znaci da linearna veza nije dobar nacin za opisati vezu izmedu podataka. Da bismo to
provjerili koristit éemo test prihvatljivosti koji usporeduje nas model s modelom u kojem
preostaje samo parametar presjeka te nema prediktora. Dakle, testiramo sljedece:

e Hy:5,=0
e H :5,#0
Testna statistika je
S0 = - B0 =97 BE0i =)
n-2)—-(n-1) n—-2

gdje sun — 2 1in— 1 stupnjevi slobode potpunog i reduciranog modela, redom. Intuitivno,
od n podataka imamo n stupnjeva slobode, no u ovisnosti o tome koliko parametara pro-
cjenjujemo toliko stupnjeva slobode gubimo. Konkretno, u modelu jednostavne linearne
regresije procjenjujemo dva parametra pa imamo n — 2 stupnjeva slobode. Koristeci 1
2.2te n = 10 slijedi

F= L Fra,n-2)

Fe (- Us)?
[((-Us)?+...+ (- Up)?l/8
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Time smo dobili da je testna statistika koju mi koristimo u geometrijskom pristupu zaista
ekvivalentna klasi¢nom izrazu. UvrStavanjem odgovarajucih vrijednosti imamo

(- Uy)? 21203
lel? /8 ~ 4635

=4.57

Kako je 0.95 - kvantil F;g distribucije jednak 5.32, ne moZemo odbaciti nultu hipotezu
na razini znacajnosti 5%. Vrijednost F'; g kvantila iS¢itavamo iz Tablice u prilogu i to
na nacin da se spomenuti kvantil nalazi na presjeku prvog retka i osmog stupca te ¢emo
odgovarajuée kvantile i u nastavku uzimati iz spomenute tablice.

Provjera pretpostavki modela

Pretpostavke koje smo ranije naveli sada moramo provijeriti. Kako bismo ispitali pret-
postavku linearnosti podatke prikazemo na dvodimenzionalnom grafu te pogledamo je li
razumno koristiti regresijski pravac za opis veze medu njima. Sa Slike 2.2l moZemo vidjeti
kako su nasi podaci slucajno rasporedeni te ne primje¢ujemo nikakav uzorak po kojem se
ponasaju. S obzirom da ne uocavamo niSta neobi¢no, zakljucujemo kako je ova pretpos-
tavka ispunjena. Napomenimo ovdje da ukoliko je pretpostavka linearnosti neispunjena
u daljnjem racunu to nece predstavljati problem, no zakljucci koje donesemo nece imati
smisla.

Zatim, ukoliko su ranije navedene pretpostavke na greske € istinite, u tom bi se slucaju
dobivena procijenjena greSka e trebala ponasati slicno. Dakle, za provjeru normalnosti
prikazat ¢emo histogram ranije dobivenih reziduala.
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Frekvencija

Slika 2.6: Histogram opazenih reziduala

Kao ni kod linearnosti, ni ovdje ne uoavamo nista neobi¢no, odnosno ne uoavamo narusavanje
normalnosti, pa uzimamo i ovu pretpostavku kao razumnu. Nezavisnost ne mozZemo pro-
vjeriti jer nemamo dovoljno podataka, no ¢ak i ukoliko ona nije ispunjena, to nece imati
znacajan utjecaj. Preostaje provjeriti homoskedasti¢nost greSaka te ¢emo u tu svrhu prika-

zati reziduale u odnosu na procjenjene vrijednosti.
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Slika 2.7: Graf reziduala u odnosu na procjenjene vrijednosti y

Sa Slike [2.7|se ¢ini kako se varijanca reziduala povecava kako raste ¥ i to narusava pretpos-
tavku konstantne varijance greSaka pa ta pretpostavka u ovom slucaju nije razumna. Postoji
nekoliko nacina kako moZemo pristupiti rjeSavanju ovog problema. Jedan od nacina, kojeg
¢emo mi sada iskoristiti, jest transformacija modela.

Transformacija modela

U pocetnom modelu originalnim podacima smo prilagodavali pravac, a u transformiranom
modelu ¢emo umjesto y korisiti logaritimirane podatke logy te njima prilagodavati regre-
sijski pravac. Analogno kao ranije procijenimo parametre.

.~ logy- U,
=———— =3504
0 \/E
~ 1 -U
B=2BY 2 0029
| (x = DI

Sada imamo
logy = 3.504 — 0.0029 - (x — 164)
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Sto je ekvivalentno s

j\) — e3.504—0‘0029(x—164)

odnosno, prilagodba regresijskog pravca podacima (x, log y) ekvivalenta je prilagodbi eks-
ponencijalne krivulje podacima (x, y).

100
|

Prinos djeteline
40

Gustaca stolisnika

Slika 2.8: Procijenjena eksponencijalna krivulja veze prinosa djeteline i gustoée korova

Ponovno provodimo test:
e Hy: 5, =0
e H :8,#0

Testna statistika je sada

1 . 2
Fo (logy - U>) _ 971

[dogy- Us)? + ...+ (logy- Ujp)*1/8

pa moZemo odbaciti nultu hipotezu na razini znacajnosti 5%. Sada je joS samo potrebno
ponovno provjeriti pretpostavke. Sa Slike [2.9] vidimo da je linearnost zadovoljena.
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log (prinos djeteling)
3
L

T T T | T |
0 100 200 300 400 500

Gustaca stolisnika

Slika 2.9: Prikaz logarimiranih podataka o prinosu djeteline u ovisnosti o gusto¢i korova

Zatim, pogledom na graf reziduala u odnosu na procjenjene vrijednosti, kao i ranije, ne
uocavamo niSta problemati¢no.
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Frekvencija

0.5 0.0 0.5

Slika 2.10: Histogram reziduala

Posljednje provjeravamo ranije narusenu pretpostavku homoskedasti¢nosti. Sa Slike[2.T1]
je jasno da to sada nije slucaj te je i ova pretpostavka sada zadovoljena.
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Slika 2.11: Graf reziduala u odnosu na procjenjene vrijednosti logy

Napomenimo ovdje kako ¢emo u nastavku poglavlja raditi s ovim modelom te cemo umjesto
logy i logy, radi jednostavnosti, koristiti oznake y i y.

Pouzdani intervali

Pouzdani interval za parametar nagiba (5,

Cilj nam je odrediti (1 — @)% pouzdani interval za parametar nagiba ;. Kako smo ranije
pokazali
E[Y - Us] =Bl (x = |

Var[Y - U,] = o

Takoder, vrijedi da y - U, = ,él || (x — X)|| dolazi iz normalne distribucije s oCekivanjem
Bl x — X|| i varijancom o pa imamo

B B0l x = 3| ~ N,
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S obzirom da je varijanca nepoznata, slijedi

B =Bl x =
Vs

odnosno promatrani izraz ima ¢-distribuciju s n — 2 stupnjeva slobode $to nas dovodi do

tn—Z(%) < @ _ﬁl)s” x— X < tn_z(l ~ %)

)

Nadalje, vrijedi 1

. o?
Ao Mo

pa standardnu gresku nepristranog procjenitelja za §; mozemo procijeniti s

s

[l x = X]|

te ona u nasem konkretnom primjeru iznosi -0.0009. Iz svega navedenog slijedi da je
(1 = @)% pouzdani interval za parametar nagiba 3, oblika

1 —0.0009 - £, 5 (%) < By < fi1 +0.0009 - £, 5 (1 - %)
Na razini znacajnosti @ = 5% iz naSeg primjera uvrStavanjem dobivamo
—-0.0029 - 0.0009 - #3(0.975) < B; < =0.0029 + 0.0009 - £3(0.025)
iz Cega slijedi da je 95% pouzdani interval za 3,

[-0.0051, -0.0008]

Konacno, ukoliko promotrimo dobiveni pouzdani interval mozemo vidjeti kako se nula ne
nalazi u njemu te je ta ¢injenica u skladu s ranije dobivenim rezultatom testiranja. Kako
bismo mogli donjeti znacajnije zaklju¢ke o odnosu promatranih podataka trebali bismo
ovakav postupak ponoviti puno puta na razli¢itim podacima prikupljenim u razli¢itim tre-
nucima te na razli¢itim mjestima. Takoder, spomenimo kako nam procjenjena standardna
greSka ne otkriva informaciju kako bi se parametar nagiba ponaSao u tim mjerenjima vec
se u njoj samo krije podatak za na$ konkretan slucaj.
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Pouzdani interval za ocekivanu vrijednost E[Y|x = x¢]

Za neku poznatu vrijednost od x, primjerice x,, modelom procjenjena ocekivana vrijednost
E[Y]x = xp] jednaka je ,éo +,§1 - (x — x¢). Njena varijanca je

Var[By + f1 - (x — x0)] = Var(By) + (xo — x)*Var(§))
2 2
==+ (g — )
n

| x— x| 2
L1 (o - x)?
= - —
no|lx-x|?2

gdje drugi redak slijedi iz nezavisnosti nepristranih procjenitelja 8, i 81 za parametre S, i
B1, redom. Uocimo, varijanca Ce biti najmanja za vrijednosti najblize srednjoj vrijednosti
X. 1z gornjeg izraza direktno slijedi da je procjenjena standardna greska za

1 (xo— x)?
Jﬁ[ﬁ+nx—xn4

95% pouzdani intervala za procjenjenu vrijednost u x = x, je

Po + b1 (x0 = %) £ 1,-5(0.975) \/S2 [1 + M]
n o |lx—x|?2

UvrStavanjem promatranih podataka slijedi

1 (xp— 164)
3.504 — 0.0029 (xy — 164) + 2.306 \/0.2068 [10 + 233640

Naglasimo na kraju kako ne moZemo tvrditi da (I — @)100% pouzdani intervali sadrze
nepoznati parametar s vjerojatnoscu da (1 — @) ve€ jedino mozemo reci da kada bismo
za puno uzoraka izraunali pouzdani interval tada bi (1 — @)100% pouzdanih intervala
sadrZavalo taj nepoznati parametar.

Koeficijent korelacije

U statistici, kako bismo odredili koliko je snazna veza medu varijablama koristimo koefi-
cijent korelacije. Postoji nekoliko razliCitih koeficijenata korelacije no najcesée koriSten je
Pearsonov koeficijent determinacije, oznaka r. Pearsonov koeficijent mjeri smjer te ja¢inu
linearne veze medu varijablama te ¢emo u nastavku njega koristiti. Intuitivno, u jednostav-
noj linearnoj regresiji on je zapravo pokazatelj koliko su promatrani podaci blizu regresij-
skog pravca, odnosno kolika je greska e. Koeficijent korelacije moze poprimiti vrijednosti
u rasponu od —1 do 1 pri ¢emu:
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e —1 ukazuje na snaznu negativnu povezanost Sto znaci da s poveCanjem jedne varija-
ble dolazi do smanjenja druge varijable

e ( predstavlja slucaj kad linearna veze medu podacima ne postoji

e 1 ukazuje na savrSenu pozitivnu povezanost, odnosno povecanje jedne varijable vodi
povecanju druge varijable

Napomenimo da se u prvom i treCem slucaju podaci nalaze upravo na regresijskom pravcu.
U svrhu daljnjeg raCunanja koeficijenta r, prisjetimo se pojednostavljene ortogonalne de-
kompozicije vektora y — y.

y—-y

Slika 2.12: Ortogonalna dekompozicija vektora y-y

Sa Slike je jasno da ukoliko je duljina vektora greSke manja da ¢e kut 6 biti ma-
nji. Dakle, manji kut 6 sugerira veci koeficijent korelacije koji moZe poprimiti vrijednosti
izmedu -1 i 1. Ovi zakljuéci navode nas na uspostavljanje veze izmedu koeficijenta ko-
relacije medu podacima te kosinusa kuta 6. Naime, koeficijent r upravo je definiran kao
kosinus kuta izmedu vektora (y — ¥) i (x — %) pri ¢emu f; izostavljamo jer on naravno ne
utjeCe na iznos kuta. Iz izraza za skalarni produkt imamo

x=X)-O0=y=lx=xll -lly=7Jll -cos(®)
iz Cega slijedi

_x-® G-
Ix— Ty—3l
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U naSem primjeru koeficijent korelacije izmedu logaritmiranih podataka o prinosu djeteline
1 gustoce korova je

cos () = ~692.3 = —0.740
V238640 - V3.6627
Dobivena vrijednost ukazuje na negativnu, no ne pretjerano snaznu vezu medu podacima
te odgovara kosinusu kuta 8 = 138°. MoZemo reci kako podaci o gusto¢i korova pomazu
u procjeni prinosa djeteline, no prinos djeteline nije u potpunosti odreden gusto¢om ko-
rova. Koeficijent korelacije r je ustvari procjenitelj za stvarni koeficijent korelacije p koji
je jednak

Cov(X,Y)
pP=—T—"—""

Oy Oy

Koeficijent determinacije

Nakon Sto su sve pretpostavke modela ispunjene uobicajeno je pitanje koliko je model
uopce dobar. Odgovor na to pitanje krije se u koeficijentu determinacije. Naime, upravo
on pokazuje koliko je varijabilnosti varijable odziva opisano modelom te ga racunamo
koriste¢i izraz
»_I3=3I°2
Iy =3Il 2
Sa Slike jasno je da vrijedi

) I e e i I

=9Il 2 Iy =3Il 2
gdje je brojnik izraza jednak razlici ukupne varijabilnosti i varijabilnosti koja nije opisana
modelom. Dakle, 7> je omjer varijabilnosti od y opisane modelom i ukupne varijabil-
nosti te je jednak kvadratu ranije raCunatog koeficijenta determinacije. U naSem primjeru
izraCunom dobivamo

cos’ (0) =

r? = (=0.740)* = 0.548

Iz svega navedenog jasno je da r> moZe poprimiti vrijednosti izmedu 0 i 1, pri éemu veca
vrijednost znaci da je prilagodba modela bolja.
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2.3 Rekapitulacija modela

Kako bismo napravili kratku rekapitulaciju navedenoga, ponovimo ukratko cijeli postupak
na drugim, simuliranim podacima. Podatke ¢emo simulirati tako da za poznate vrijednosti
x generiramo y takve da vrijedi

Y ~ N(60 + 15 - x,400)

Za svaku vrijednost od x, simulirat cemo 25 vrijednosti y te na slucajan nacin za svaku vri-
jednost od x odabrati jednu vrijednost y gdje ¢e nam x predstavljati koli¢inu proizvedenih
proizvoda u tvornici, a y ukupan prihod od proizvodnje. Za simuliranje podataka koristimo
statistiCki paket R te dobivene podatke navodimo u tablici.

Ukupni troskovi proizvodnje y za koli¢inu proizvodnje x
‘sz‘leO‘leS‘x:20‘x=25‘x=30‘x:35‘x=40‘x=45‘szS‘x=60‘

128 195 274 344 430 538 592 642 727 810 826
154 214 276 333 474 515 568 655 749 804 766
170 211 297 351 450 544 587 673 717 798 810
149 199 275 395 441 537 583 662 732 798 816
144 200 269 363 393 493 570 692 722 823 793
129 175 266 388 430 530 606 640 751 799 788
139 222 295 349 440 521 590 665 734 811 847
158 221 261 322 473 499 583 666 738 837 783
175 208 253 370 419 527 573 656 746 828 824
159 217 288 348 454 532 586 662 744 800 815
179 193 270 336 422 479 606 656 707 848 831
117 232 236 382 444 505 578 685 742 793 824
117 239 306 333 426 538 543 661 727 816 791
Tl 200 298 363 430 528 620 647 726 872 820
160 231 312 344 401 492 571 667 761 77 797
149 218 298 371 442 482 617 631 742 789 835
118 189 284 359 428 516 621 670 714 787 797
146 218 275 382 414 516 600 653 729 775 786
144 205 284 360 436 517 563 631 749 804 772
164 181 286 324 446 503 582 649 749 793 814
117 206 290 357 381 512 549 659 736 817 803
135 190 296 384 436 535 575 653 708 822 824
111 232 272 380 430 510 604 655 726 832 790
138 200 286 337 446 508 592 672 770 832 846
134 197 279 343 430 499 603 679 717 824 824

Tablica 2.1: Uzorci 25 normalno distribuiranih vrijednosti s ocekivanjem E[Y] = 60+15-x
i varijancom o2 = 400 za svaku vrijednost x

Sada u svakom stupcu Tablice [2.1]izaberemo po jedan podatak na sluc¢ajan nacin, odnosno

tako da za svaku vrijednost u stupcu postoji vjerojatnost 15 da bas$ nju izaberemo. Na taj

25
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nacin dolazimo do sljedecih podataka s kojima ¢emo raditi u nastavku koje odmah graficki
prikazujemo na Slici[2.13].

Slika 2.13:

‘ Koli¢ina proizvodnje ‘ Ukupni prihod ‘

5 179
10 218
15 269
20 380
25 441
30 449
35 617
40 656
45 717
50 837
55 824
o >
C:I —
oo
] >
®
g 8- "
a
= _ .
O
2 o x
2 F 7 x
N e
% T = .
T T T T T
10 20 30 40 50
Kali¢ina proizvodnje

Graf rasipanja ukupnog prihoda u odnosu na koli¢inu proizvodnje
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Kako je model jednostavne linearne regresije u ortogonalnom zapisu
y=Bo+pBi-(x—X)+e

uvrStavanjem opazenih podataka slijedi

1 5-30

1 10 - 30
y =Bo . + B :

1 55 -30

Prostor M u kojem ¢e se modelom prilagodena vrijednost nalaziti razapet je ortogonalnim
1 jedin¢nim vektorima

1 =25
. | =20
Ui = Vi1 : » Ua = V2750 :
1 25

Procijenimo parametre 5, i 5}
s y-Up  1699.619

o = — 512.4545
T V11

. U 741.1265

=222 - = 14.1327

| (x— Dl 52.44044
Napravimo kratki osvrt na zasad dobivene procjene. Sjetimo se, za podatke koje smo
simulirali vrijedi E[Y] = 60+15x. Uzimanjem u obzir ¢injenice da u promatranom primjeru
vrijedi X = 30, iz jednakosti

60+ 15 - x=06p+p - (x—X%)
slijedi

E[Y] =510+ 15 (x — %)

Dakle, moZemo zakljuciti kako ¢e nakon puno ponavljanja na razli¢itim, slu¢ajno izabra-
nim podacima iz Tablice 2.1] prosjek svih procjena parametara S, i B teZiti u 510 i 15,
redom. UvrStavanjem procjenjenih vrijednosti dobivamo sljedeéi vektor prilagodenih vri-

jednosti
1 =25 159.1364

1 ~20 229.8
$=5124545| [+ 14.1327| _ | = ,

1 25 865.7727
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Model zapisan u cjelosti glasi

Vi 1 X — X yi—3
y2 ~ 1 ~ -x2 - X y2 - j\]
| =B B |

yil 1 xu =X -39

179 1 =25 19.8636
g : 0| | -118
=512.4545| |+ 14.1327| . |+ .

284 1 25 | |-41.7727

Kada nam je poznat vektor greSke moZemo procijeniti varijancu

2 NO=DIF _ 6492282
T on=2 9
Kao i1 kod procjene parametara, nakon puno ponavljanja, prosjek procjena svih varijanci ¢e

teziti u 400, iako individualne procjene imaju nesto veca odstupanja.
Racunamo testnu statistku kako bismo testrali je li 8 jednak ili razli¢it od nule te dobivamo

~ (v - Uy)? _549268.4
U+ ...+ (- U)?1/9  721.3646

=721.3646

F =761.4297

Kako 0.95 - kvantil F; ¢ distribucije iznosi 5.12, moZemo odbaciti nultu hipotezu na razini
znacajnosti 5%

Navedimo sada pouzdane intervale za 8; 1 E[Y|x = x] .
e 95% pouzdani interval za 3,

14.1327 — 1.4767 - 15(0.975) < 51 < 14.1327 4+ 1.4767 - t9(0.975)

12.9517 < B, < 15.3138

® 95% pouzdani interval za E[Y|x = xo]

1 —30)2
512.4545 + 14.1327 (xp — 30) £ 19(0.975) 4|721.3646 | - + (o = 30
9 |lx-30| 2

Koeficijent korelacije jednak je 0.9941, a koeficijent determinacije 0.9883.
Svi dobiveni rezultati u skladu su sa ¢injenicom da su podaci simulirani upravo tako da
medu njima postoji linearna zavisnost.



Poglavlje 3

Geometrijski pristup polinomijalnoj
regresiji

3.1 Polinomijalna regresija

Jednostavna linearna regresija, kojom smo se bavili u proslom poglavlju, temelj je za
razumijevanje ostalih, kompliciranijih modela. Medutim, pretpostavljanje linearne veze
izmedu zavisne i nezavisne varijable, Sto odgovara pronalasku pravca koji najbolje opisuje
podatke, dosta je strogo te vrlo Cesto nije dovoljno jer ukoliko veza izmedu varijabli i pos-
toji ona ne mora biti linearna. Kao 1 kod jednostavne linearne regresije, u polinomijalnoj
regresiji takoder promatramo jednu nezavisnu i jednu zavisnu varijablu. No, za razliku
od jednostavne linearne regresije, vezu izmedu varijabli ne opisujemo iskljucivo pravcem,
ve¢ u obzir dolaze i krivulje viSeg reda. Dakle, polinomijalna linearna regresija je regre-
sijska analiza u kojoj je veza izmedu nezavisne varijable Y i zavisne varijable X opisana
polinomom n-tog stupnja pa stoga model glasi

Yi=PBo+PBr Xi+Bo-X;+ -+ By X + 6, Vi
gdje je

e y; vrijednost varijable odziva za i-ti podatak

x; vrijednost eksplanatorne varijable za i-ti podatak

€ vrijednost greske (koju ne moZemo opaziti) za i-ti podatak

Bo, P15 - - ., B, nepoznati parametri

n € Ny, stupanj polinomijalne regresije

33
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Pitanje koje se moZe javiti jest zaSto se javlja rijeC linearna u nazivu ovog regresijskog
modela s obzirom da se u njemu javljaju potencije. Medutim, odgovor na to pitanje krije se
u tome Sto kada kazemo linearna ustvari mislimo na linearnost u parametarima te ¢injenicu
da nezavisnu varijablu prikazujemo kao linearnu kombinaciju potencija zavisne varijable.
Sljedece Sto se mozemo zapitati jest kako odrediti optimalan stupanj polinoma n. Naime,
potrebno je odabrati n takav da u modelu ne nedostaje parametara, odnosno da su podaci
adekvatno opisani, a opet s druge strane, da ne dode do koriStenja previSe parametara,
Sto dovodi do toga da model jako dobro opisuje odredeni skup podataka pa mozda nece
odgovarati drugom setu podataka ili nece pouzdano predvijeti buduca opazanja. Za takav
n, koji nam govori koliko potencija zavisne varijable ¢emo ukljuciti, imamo ogranicenje
da ne moze biti ve¢i od broja opaZzanja s kojima radimo. Osim toga, ne postoji drugo
ogranicenje te razliCiti statistiari zagovaraju razliite metode njegova odredivanja.

Pretpostavke modela

U modelu polinomijalne regresije reda n zasad pretpostavljamo kako je veza izmedu od-
zivne 1 eksplanatorne varijable opisana polinomom stupnja n, odnosno podatke opisujemo
krivuljom n-tog reda. Primjerice, u slucaju n = 2 dobivamo kvadratnu jednadzbu te vezu
medu podacima opisujemo parabolom. Kao i u prvom poglavlju, uvodimo sljedece pret-
postavke na greSku € koja predstavlja razliku procijenjene vrijednosti odzivne varijable od
njene ocekivane vrijednosti:

e Ele] =0
e Var[e] = 0
® ¢ su nezavisne slucajne varijable, Cov(e;, €;) =0, Vi, j
e ¢ je normalno distribuirana, € ~ N(0,0?)
Iz navedenoga slijedi

E[Y|X:x]:ﬂo+ﬁ1.x+ﬁ2.x2+...+ﬁn.x”

Dodatno pretpostavljamo da za poznate vrijednosti x vrijedi

Y~ NBo+ By x+foex et - 40
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3.2 [Ilustracija geometrijskog pristupa
Model polinomijalne linearne regresije alternativno moZemo zapisati u obliku
Yi=Bo+ B (i =)+ (i = X+ By (= X + 6, Vi

odnosno u vektorskom zapisu

Vi 1 X —x (x; — X)* (x; —%)" €
2 1 Xy — X (x, — X)* (x — )" 153
=L : + 51 : + 5> : +...+6, +
Vi 1 Xy — X (x, — %) (x, - 0" &

Prilagodavanjem modela podacima opredjeljujemo se za n € N takav da dobiveni polinom
najbolje opisuje promatrani set podataka pa tako imamo sljedee moguénosti za vektor
ocekivanih vrijednosti E[Y|X = x] u ovisnosti o odabranom stupnju polinoma n:

Ol’l:O=>ﬁ0
en=1=B+pB - (x—X)
0n:2:>ﬁ0+181'(.X—)_C)+,82‘(x_)_c)2

n=3=LBo+Pi-(x-D+p (x—%)*+p;5- (x— %)’

neN=By+B81 - (x—X)+B- (x—3)*+B3 - (x - +- - +8,- (x— 3"

Procijenjeni parametri ;i = 1,...,n, mijenjaju se s odabirom razli¢itog n. Uo&imo,
ovako zapisan model polinomijalne regresije u vektorskom obliku i dalje nije ortogona-
lan, odnosno vektori koji se nalaze uz parametre nisu medusobno ortogonalni. Prilikom
koriStenja geometrijskog pristupa zahtijevamo da model bude ortogonalan, Sto postiZemo
ortogonalizacijom spomenutih vektora te u konac¢nici dolazimo do ortogonalnog zapisa
modela polinomijalne regresije koji glasi

y = Bo - po(X) + 1 - pi(X) + B - pa(X) + -+ By - pa(X) + €

gdje pi(x),i = 1,...,n predstavljaju polinome i-tog stupnja. Napomenimo ovdje kako je
model polinomijalne regresije hijerarhijski, odnosno ukoliko se u modelu pojavljuje n-ta
polinomijalna komponenta, tada se moraju pojavljivati i sve polinomijalne komponentne
do tog stupnja.

Nakon kratkog upoznavanja s modelom, vrijeme je da kroz primjere pokaZzemo kako kon-
kretno geometrijski pristup funkcionira u sluc¢aju polinomijalne linearne regresije.
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Podaci

Podaci koje ¢emo koristiti prikupljeni su na pet velikih skupina starijih ovaca bez zubiju.
Svaka od promatranih pet skupina ovaca ponudena je s razli¢itim povrSinama pasnjaka, $to
se iskazuje u kilogramima ponudene suhe tvari u ispasi po ovci na dan, a prikupljeni podaci
nose informaciju o prosjecnom povecanju teZine ovaca u gramima u svakoj od skupina s
obzirom na to. Dobivene podatke navodimo te ¢emo ih odmabh i graficki prikazati.

Ponudena koli¢ina suhe tvari u ispasi (x) \ Povecanje teZine (y) \

1.05 -65
1.20 -42
1.35 -19
1.50 -8
2 20

2 ®

D —

>
= g| ] .

O

¥ 7 ®

2 4

! »

1.2 14 16 1.8 2.0

Slika 3.1: Graf rasipanja povecanja teZine u odnosu na ponudenu koli¢inu suhe tvari u
ispasi



POGLAVLIJE 3. GEOMETRIJSKI PRISTUP POLINOMIJALNOJ REGRESIJ1 37

Modeli polinomijalne linearne regresije

Prije nego krenemo s analizom, pretpostavit ¢emo da su ranije navedene pretpostavke za-
dovoljene. S obzirom da promatrani podaci sadrze opaZanja za pet razliCitih vrijednosti ne-
zavisne varijable, mozemo zakljuciti kako zasigurno podatke neemo opisivati polinomom
stupnja veceg od Cetiri jer nemamo dovoljno podataka za to. Dakle, sljedeci polinomijalni
modeli dolaze u obzir za vektor ocekivanih vrijednosti:

° [
® Bo+pi-(x—1%)
o Bo+Pi-(x—%)+pB - (x— %)’
® Bo+Bi-(x=X) +Br- (x =37+ (x— %)’
e Bo+Pi (x=D+B (x=%+B- (x—% + B4 (x—®)*
Uvedimo sljedece oznake vektora:
Xi=LXo=(x-3%,X=x-3" X =(x-3",Xs = (x - ®*

Posljednji gore navedeni model nazivamo potpunim modelom te koristeéi ovu notaciju
vektor ocekivanja glasi

Bo-Xi+B1-Xo+B-Xz+B3- X4 +B4-Xs

Kako vrijedi X = 1.42 uvrStavanjem dobivamo

1 ~0.37 0.1369 ~0.0507 0.01874
1 ~0.22 0.0484 ~0.0107 0.00234
Bo| 1]+ B1]=0.07|+ B,]0.0049| + g5 |-0.0003 | + B |0.00002
1 0.08 0.0064 0.0005 0.00004
1 0.58 0.3364 0.1951 0.11316

Uoc¢imo, ovo je neortogonalni zapis polinomijalnog modela te je baza prostora M razape-
tog potpunim modelom sacinjena od vektora X, X5, X3, X4, X5. Kako bismo dosli do orto-
gonalnog zapisa modela, bazu prostora M ¢emo dovesti do ortonormirane baze koristeci
Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije. U narednom postupku ortogonalne vektore
oznacavati ¢emo s T1,...,Ts, a njima odgovarajuce jedinicne vektore s Uy,...,Us. 1z
prethodnog poglavlja znamo da su vektori X; 1 X, veC ortogonalni pa ih je potrebno samo
normirati.
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0.1369 ~0.37 1 ~0.37
0.0484 ~0.22 1 —0.22
T, =10.0049( , T, = |-0.07| = U, = L|1|, U= —/—=|-0.07
NG o
0.0064 0.08 * 11 300,
0.3364 0.58 1 0.58

Sada uzimamo treci vektor Xj te trazimo U; takav da prostor razapet vektorima U, U,, U;
bude jednak prostoru razapetom vektorima X, X,, X5. Sa Slike jasno je da, kako bi-
smo to postigli, od vektora X3 moramo oduzeti njegovu projekciju na vektore U; 1 U, te
normiranjem dobivenog vektora dobivamo trazeni Us;.

Ty = X3 — (X3 U)U1 — (X3 Us)Us

M;Z =X>
(X3 - Us)Us
U,

U, (X3-U)U T =X

Slika 3.2: Ilustracija pronalska vektora U; koriste¢i Gram - Schmidt ortogonalizaciju

Dakle, imamo

T3=X-(X3-U)U, —(X3-Uy) U,

0.1369 1 -0.37 0.1233
0.0484 1 -0.22 -0.0029
=10.0049( - 0.1066 [1| - 0.2514 |-0.07| = | -0.0841
0.0064 1 0.08 -0.1203

0.3364 1 0.58 0.084
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pa slijedi
0.5891
-0.0139
Uz =[-0.4018
-0.5747
0.4013
Sli¢no, iz
Th=X4 =Xy -UDU; =Xy - Up) Uy = (X4 - U3) U3
Ts=Xs—Xs-UDU; = (X5 - Ux)) Uy = (X5 - U3) Uz = (X5 - Uy) Uy
dobivamo
-0.0128 0.0005 -0.4108 0.1655
0.0187 -0.0019 0.6013 —0.5894
T,=| 001 |, T5=]0.0023 |= Uy=|0.3212 |, Us=| 0.7254
-0.0186 -0.001 -0.599 -0.3144
0.0027 0.00004 0.0874 0.0129
Sada, nakon $to smo odredili ortonomormiranu bazu za M sacinjenu od vektora Uy, ..., Us

moZemo potpuni polinomijalni model zapisati u ortogonalnom obliku. Kako je prostor
M dimenzije pet u slucaju potpunog polinomijalnog modela, prostor greske je dimenzije
nula te ju zato neemo navoditi. Dakle, ortogonalni zapis potpunog polinomijalnog modela
glasi

Y =Bo - po(x) + B1 - pi(x) + B2 - pa(x) + B3 - p3(x) + B4 - pa(x)
Uvrstavajuéi dobivene rezultate slijedi
Y =Bo+pr- (x=142) + By - |(x = 1.42)* = 0.2514 - (x - 1.42) - 0.1066 |
+ B3 - p3(X) + Ba - pa(x)

Dakle, ranije izraCunati vektor 7' je vektor vrijednosti koje poprima polinom py(x) te se ko-
risti za procjenu visine na kojoj se nalazi krivulja za koju pretpostavljamo da opisuje vezu
medu podacima. Vektor T, sadrZi vrijednosti linearnog polinoma p,(x) koje se koriste u
procjeni nagiba krivulje, dok su vrijednosti kvadratnog polinoma, koje sluZe u aproksi-
maciji zakrivljenosti krivulje, sadrZzane u vektoru 75. Kako jo§ nismo proveli analizu i ne
znamo koji stupanj polinomijalne regresije e biti optimalan, radi jednostavnosti, polinome
p3(x) 1 p4(x) neCemo egzaktno navoditi nego ¢emo ih ostaviti u ovakvom obliku te ukoliko
e biti potrebno, naknadno ¢emo ih odrediti.
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y=1 y=z—1.42 y = pa()

Slika 3.3: Konstantna, linearna i kvadratna ortogonalna komponentna u polinomijalnom
modelu

Prilagodba potpunog modela polinomijalne regresije

U slucaju potpunog modela, kako smo ranije rekli, prostor M je petodimenzionalan, pa
je posljedi¢no, prostor greske dimenzije nula. Zapisan u ortonormiranoj bazi prostora M,
model glasi

y=0-UpU+ (- U)Us+ (y-Us)Us + (y - U)Us + (y - Us)Us
Uvrstavanjem odgovarajucih izraCunatih vrijednosti slijedi
y=-22.8+62.4325-U, —17.4494 - U5 + 1.8866 - Uy + 2.9905 - Us
Sto je ekvivalentno izrazu

y—y=0624325-U, +-17.4494 - U5 + 1.8866 - Uy + 2.9905 - Us
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(y-Us)Us

y=(y-U)U

Slika 3.4: Ortogonalna dekompozicija vektora y i vektora y —

Primjenom Pitagorinog teorema slijedi

P =@- U+ - U + (- Us) + (- Us)* + (y - Us)
[zra¢unom dobivamo

6814 =2599.2 + 3897.817 + 304.4809 + 3.5593 + 8.9429

Koji stupanj polinomijalne regresije odabrati?

Nakon Sto smo zapisali ukupnu varijancu koristeéi Pitagorin teorem, vidimo kako je ukupna
koli¢ina varijance u podacima najve¢im dijelom opisana s prve tri komponente u modelu.
Upravo ta Cinjenica olakSava nam donoSenje odluke koji stupanj polinomijalne regresije
odabrati te je u ovom konkretnom primjeru podosta jasno kako ¢e stupanj dva biti optima-
lan. Medutim, to nije uvijek slucaj te cemo mi provesti analizu koju bismo u tom slucaju
proveli.

Za utvrdivanje optimalnog stupnja polinomijalne regresije potrebno je ustanoviti je li do-
davanje odredene polinomijalne komponentne statisticki znacajno. Kako bismo provjerili
dodavanje koje kompontetne je, odnosno nije, statisticki znacajno koristit ¢emo testnu sta-
tistiku F te ¢emo, u tu svrhu, vektor greSke procijenjivati na dva nacina. Za pocetak,
kre¢emo od konstantnog polinoma te povecavamo stupanj sve dok za odredenu polinomi-
jalnu komponentu ne procijenimo da nije statisti¢ki znacajna. Dakle, prvo testiramo je li
dodavanje linearne komponente statistcki znacajno, odnosno testiramo:

.H()Zﬂ]:O
e H :5,#0
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Vektor greske procjenjujemo na sljedeca dva nacina:
o - UUs+ (y-U)Us+ (y- Us)Us
o (y-U)Us+ (y-Us)Us

Dakle, u prvom slu€aju gresku procjenjujemo koristeci sve moguce preostale polinomijalne
komponente, odnosno izostavljamo konstantnu 1 linearnu komponentu. U drugoj procjeni
greSke osim konstantne i linearne, izostavljamo i1 prvu sljedecu komponentu nakon line-
arne, kvadratnu. Kako vrijedi

yi pi(x1)
2 1 |pi(x2)
y: =
? I Tl
s pi(xs)

uzimanjem ocekivanih vrijednosti imamo
5
1
ElY - Uy] = —— Z [Bo - po(xi) + B1 - pi1(xi) + B2 - pa(xi)] - p1(x:)
IToll &

5

1

=—— B ) pix)
I T2 1;1

1
= Bl Tall?
|7y M2

=1 I T>||

gdje drugi redak slijedi iz ortogonalnosti polinomijalnih komponenata. Iz navedenoga sli-
jedi da je U, vektor smjera nulte hipoteze pa sada raCunamo testnu statistiku F za oba
slucaja.

(- Un)? " 3897.817
F = ~ F(1,5-2 F=—//=736.8808
G U2+ U+ 0 O3 L2722 F =666
2
. 81
o F O a) HF1,5-3) = F = 38T8IT _ 135381

"0 U + (- Us)l)2 6.2511

Kako je 0.95 - kvantil F', 5 distribucije jednak 10.13, a 0.95 - kvantil F, , distribucije iznosi
18.51 zaklju¢ujemo kako moZemo odbaciti nultu hipotezu koja pretpostavlja kako linearna
komponenta nije statisticki znaajna u modelu. Za linearnu komponentu zakljucili bismo
da nije statisticki znacajna kada bismo iz obje testne statistike zakljucilli da nultu hipo-
tezu ne mozemo odbaciti na promatranom nivou znacajnosti. Pitanje koje se intuitivno
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javlja jest zasto greSku procjenjujemo na dva nacina, odnosno zasto prva procjena nije do-
voljna. Naime, prilikom testiranja znacajnosti linearne komponente moZze se dogoditi da
su vrijednosti (y - U,)? i (y - Uz)? podjenake pa bi se vrlo lako moglo dogoditi da zbog
toga zaklju¢imo kako linearna komponenta nije statisticki znacajna. Upravo druga pro-
cjena greSke osigurava nas da se ne dogodi taj propust, pa analogno, prilikom testiranja
znacajnosti ostalih komponenata radimo dvije procjene greSke. S obzirom da je linearna
komponenta statisticki znacajna, nastavljamo s testiranjem znacajnosti kvadratne polino-
mijalne komponente, odnosno testiramo:

® HO:,82:0
[ ] H]I,B2¢0

Sli¢no kao ranije moze se pokazati da vrijedi E[y - Us] = B, || T5|| pa je vektor smjera nulte
hipoteze u ovom slucaju U;. Ponovno racunamo odgovarajuce testne statistike.

(y- Us)? Ho 304.4809
F= hE1,2) = F= 2200 _ 487081
‘o oo - L2 6.2511
TRy
0 Uy gy o g2 38 o
(v-Us)? 8.9429

Na razini znacajnosti 5% odbacujemo nultu hipotezu koja pretpostavlja da kvadratna kom-
ponenta nije statistiCki znacajna pa testiramo dalje.

e Hy:B5=0
e H:B3#0
Procjena greske, u ovom slu¢aju samo jedna, je
* (y-Us)Us
Uz Cinjenicu da je vektor smjera nulte hipoteze U; raCunamo testnu statistiku.

- U 3.5593
~ (y-Us)? ©8.9429

S obzirom da je 0.95 - kvantil F ; distribucije jednak 161.45 jasno je da za kubi¢nu kom-
ponentu zakljuCujemo kako nije statisticki znac¢ajna. Navedenom analizom dosli smo do
rezultata da je optimalan stupanj polinomijalne regresija zaista jednak dva te odgovarajuéi
model glasi

Y =Bo - po(x) + B1 - p1(x) + B2 - pa(x) + €
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Kvadratni model polinomijalne regresije

Nakon §to smo odabrali optimalan stupanj polinomijalne regresije, potrebno je procijeniti
nepoznate parametre. Za pocetak, prilagoden vektor dobiven optimalnim modelom glasi

Y= -UpU + (- -U)Uy, +(y-U3)U;

Uvrstavanjem ranije uvedenih ortogonalnih vektora 7', T» i T3 slijedi

T,
9= (- Uiz + (0 Uo)
y y 1||T1|| y- Uz

T, T3

|| Tl YN Tl

Koristeci Cinjenicu da su vrijednosti koje polinomi py(x), pi(x) i p»(x) mogu poprimiti
sadrzane u vektorima 7, T, i T3 redom, moZemo pisati
(y-Uy) (v-U) (y-Us)

po(x) + pr(x) +
T I Tl * Il 75|l

y= p2(x)

Dakle, nepoznate parametre Sy, 51 1 3», procjenjuemo na sljedeci nacin:

s _ YUl
= =-228
Po =37
s~ y-U
= = 85.516
=T
5 y-Us
= = —83.3594
P =T

Konacno, dolazimo do sljedece kvadratne aproksimacije veze izmedu promatranih poda-
taka

§=-228+85516-(x—1.42) — 83.3594 - [(x —1.42)* = 0.2514 - (x — 1.42) — 0.1066]

Slijedi da je vektor prilagodenih vrijednosti jednak

§=[-647197, -413719, -21.7752, —5.9298, 19.7966]T
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Ponudena koli¢ina suhe tvari uispasi

Slika 3.5: Regresijska krivulja drugog reda s prilagodenim vrijednostima (e) te podacima

(X)

Preostaje odrediti vektor greSke pa posljedicno i procijeniti varijancu.

—0.2803
0.6281 )

e=y—9=|27152 | = s* = el =6.2511
20702 2

0.2034
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(y - Un)U; ' (y-Un)Us

Slika 3.6: Ortogonalna dekompozicija vektora y i y — ¥ u kvadratnom modelu

Provjera pretpostavki

Nakon provodenja analize u kojoj smo pretpostavili istinitost pretpostavki, potrebno je
provjeriti jesu li ranije navedene pretpostavke ispunjene za slucaj n = 2.
Za pocetak, zadovoljenost pretpostavke nezavisnosti slijedi iz nacina prikupljanja podataka
u istraZzivanju. Unato¢ malom broju podataka, pretpostavku normalnosti éemo svejedno
provjeriti prikazujuéi histogram gresaka dobivenih kvadratnim modelom. Iz prikazanog
histograma na Slici [3.7| vidimo da je pretpostavka normalnosti razumna.
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15

Frekvencija
1.0

Slika 3.7: Histogram reziduala

S obzirom na Sliku (3.8| zaklju€ujemo da ni pretpostavka konstantne varijance greSaka,
odnosno pretpostavka homoskedasti¢nosti nije naruSena.
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Slika 3.8: Graf reziduala u odnosu na procijenjene vrijednosti y

Pouzdani intervali

Nakon $to smo se uvjerili u razumnost pretpostavki u modelu, prelazimo na odredivanje
pouzdanih intervala.

Pouzdani interval za parametre S, 5, i 5,

Prilikom odredivanja pouzdanog intervala za navedene parametre koristimo:
Y U =Boll Till ~ N (Bo - Il Tull o) = I Thll Bo — Bo) ~ N (0, 07)

Y Uy =il Tall ~ N (Br - | Tall.0?) = | T2ll B1 = B1) ~ N (0.07)
Y- Us =Bl T3l ~ N (B2 | Tall. o) = | T3l (B2 = B2) ~ N (0.07)

Slijedi da su odgovaraju¢i 95% pouzdani intervali:

S
I Tl

Bo £ 1(0.975) = —27.611 < B, < —17.9891
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s
| Tl

Bi £ 1,(0.975) = 70.7809 < B, < 100.251

s
| 7]

B> £ 1,(0.975) = —134.7508 < 3, < —31.9681

Pouzdani interval za ocekivanu vrijednost E[Y|x = x¢]

Odredimo sada pouzdani interval za modelom procijenjenu oéekivanu vrijednost 5y po(x)+
B1 - p1(x) + B> - p2(x) za neku poznatu vrijednost x = xj.
Racunamo varijancu procjenitelja u svrhu procjene standardne devijacije

Var[fopo(xo0) + B1p1(x0) + Bapa(x0)] = Var(Bo) + pi(x0)*Var(B)) + pa(xo)* Var(Bs)

Trazeni 95% pouzdani interval za E[Y|x = x] je

1 P1(x0)?  paxp)?
T2 Tl 2 |75l 2

ﬁAo +[3A1P1(x0) +,ézp2(xo) +1,.,(0.975) \/s2 [

Koeficijent korelacije i koeficijent determinacije

Sa Slike slijedi da je u kvadratnom modelu izraz za koeficijent korelacije upravo

cos () = (X_{) : (y_f)
1y =3 [y=Jl
4202.298 .
COS(Q) = m =0.9985=0=3

Jasno je kako iz dobivenog slijedi da je prisutna snazna korelacija medu podacima.
Kvadriranjem dobivenog koeficijenta korelacije dobivamo da koeficijent determinacije > u
kvadratnom modelu iznosi 0.997. Dakle, mozemo zakljuciti kako je koliCina varijabilnosti
kriterijske varijable opisane modelom vrlo visoka. Medutim, napomenimo ovdje kako
s koeficijentom determinacije moramo biti oprezni. Naime, u slu€aju viSeg odabranog
stupnja polinomijalne regresije 7 ée biti samo vec¢i, odnosno 72 raste kako se broj stupnjeva
slobode, preostalih za gresku, smanjuje, a znamo da tada raste rizik pretjerane prilagodbe
modela podacima, engl. overfitting.
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3.3 Rekapitulacija modela

Sada ¢emo ukratko ponoviti ranije navedene korake koje koristimo prilikom geometrijskog
pristupa polinomijalnoj regresiji te pritom obuhvatiti i neSto drugaciji slucaj, slucaj kada
sve vrijednosti, koje nezavisna varijabla poprima, nisu medusobno razli¢ite. Podatke s
kojima ¢emo raditi ¢emo simulirati, na nacin da za svaku poznatu vrijednost x vrijedi

Y ~ N(1.3 +0.08x — 0.002x?, 0.0004)

Postupak biranja simuliranih vrijednosti y je sluajan te analogan kao i u prethodnom po-
glavlju gdje smo ga detaljnije opisali pa u ovom sluc¢aju dobivene simulirane podatke samo
navodimo.

x| 7 | 7 | 7 |10 |13 ] 15| 15|21 |2 | 26 |
|y | 1.78 | 1.75 | 1.73 | 1.94 | 2.01 | 2.08 | 2.07 | 2.09 | 2.00 | 2.02 |

X %
o p:
[ Q-
o %
_ * x
[Ty}
G')l_
- x
}‘ —
[Ty]
{D_
| x
[Ty}
%
~ | %
T T T T
10 15 20 25

Slika 3.9: Graf rasipanja za promatrane podatke

Uocimo, unato¢ tome Sto je duljina promatranih podataka 10, maksimalan stupanj polino-
mijalne regresije za promatrane podatke je 6, zato $to imamo samo 6 razlicitih vrijednosti
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zavisne varijable. Upravo zato, za razliku od prethodnog primjera i u potpunom modelu
javljat Ce se greska te on zapisan u ortogonalnom obliku u ovom slucaju glasi

Y=o po(x) + L1 pi(x) + B2 pa(x) + B3 - p3(x) + B4 - pa(x)
+B5 - ps(x) + Bs - pe(x) + €

Nakon izracuna vektora 7;,i = 1,..., 6 koriste¢i Gram-Schmidtovu ortogonalizaciju vek-
toraX; = (x—X),i=1,...,6dolazimo do

¥ =Bo+Br - (x— 148)+ B - [(x— 148 — 48.96 = 3.1941 - (x = 14.8)]
+ B3 - p3(x) + B4 - pa(x) + Bs - ps(x) + Bs * pe(x) + €

Vektore Uj, ..., Us koji Cine ortonormiranu bazu za M dobijemo normiranjem vektora
T,...,Te, analogno kao i u prethodnom primjeru te ih takoder, radi jednostavnosti, neCemo
egzaktno navoditi. Jednadzba procijenjenje krivulje u potpunom modelu glasi

V=0 -UnUi + (@ -U)Us+ (y-Us)Us + (y- UDUs + (y - Us)Us + (y - Ug)Us
odnosno

y=1947 +0.3071 - U, — 0.288 - U3 + 0.0071 - U4 + 0.0189 - Us + 0.0071 - U,
Odmah moZemo izraCunati i vektor greSke te procijeniti varijancu pa to i ¢inimo.

10.0267 ]
~0.0033
~0.0233
0 2
e=y-9= 0_805 = @ = 0.0004
-0.005
0
~0.01

0.01

Sljedece Sto je potrebno napraviti jest odrediti optimalan stupanj polinomijalne regresije.
Za razliku od prethodnog primjera, imamo poznatu gresku te cemo, u ovom slucaju, nju ko-
ristiti prilikom raCunanja testne statistike. Kao i ranije, kreCemo od konstantnog polinoma
1 dodajemo polinomijalne komponente sve dok za neku ne procijenimo da nije statistcki
znacajna. Dakle, prvo testiramo:
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L] H() 2,81 =0
o H :ﬁl #0
Testna statistika 1znosi 5
U
F=b j):m&wm
s

Na temelju dobivenog zaklju¢ujemo kako moZemo odbaciti nultu hipotezu na razini znacajnosti
5% pa nastavljamo dalje testirati.

L] HO . ,82 =0
o H,: ,82 0
Racunamo testnu statistiku 5
U
F=Y j):2m7%6
s

Analogno slijedi da i u ovom slu¢aju mozemo odbaciti nultu hipotezu. Provjeravamo sada
statisticku znacajnost kubi¢ne polinomijalne komponente.

.H():ﬁg,zo
.H1:ﬂ3¢0

(v - Us)?

F = 2

=0.1335

S obziromm da 0.95 - kvantil F, ¢ distribucije iznosi 5.99 ne moZemo, kao ranije, odbaciti
nultu hipotezu na razini znacajnosti 5%. Prisjetimo se, u prethodnom primjeru koristili
smo dvije testne statistike te tek ukoliko obje pokazu kako ne moZemo zakljuciti da je
komponenta statisticki znacajna, komponentu ne bismo dodavali u model. Sli¢no ¢inimo
1 ovdje. Naime, joS raCunamo je li koli¢ina varijabilnosti koja nece biti opisana modelom
zbog izostavljanja komponenata viSeg reda znacajna u odnosu na ranije odredenu greSku.

_ (v Us)* + (y - Us)*

F 2

= 1.0054

Iz dobivenog zaklju¢ujemo kako ne moZemo odbaciti nultu hipotezu na razini znacajnosti
5% te slijedi da je optimalan stupanj polinomijalne regresije dva. Sada procijenimo para-
metre analogno kao u prethodnom primjeru te dolazimo do

2 =1.947 +0.0139 - (x — 14.8) — 0.0023 - [(x — 14.8)* —3.1941 - (x — 14.8) — 48.96]
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Greska koja se javlja u prilikom koriStenja polinomijalne regresije reda dva je

[ 0.0254
—-0.0046
—-0.0246
-0.0077
—-0.0063
0.0137
0.0037
-0.0145
—-0.0083

| 0.0117 |

2
[l el

NS

= 0.0002

Spomenimo kako vrijedi

leal? = el + 1| v - Us)Us + (v - Us)Us + (v - Us)Usll®

21

18

1.7

10 15 20 25

Slika 3.10: Regresijska krivulja drugog reda s prilagodenim vrijednostima (e) te podacima

(X)
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Naposljetku navedimo joS pouzdane intervale za nepoznate parametre te za E[Y|x = xo].

e 1.9347 < By < 1.9593
e 0.0121 < <0.0156
e —0.0026 < S, < —0.002

e 1.306 < E[Y|x = 1.5] < 1.4254

Koeficijent korelacije iznosi 0.9944, a koeficijent determinacije jednak je 0.9889.



Dodatak A

Prilog

] 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 20|
I [ 16145 1851 10.13 7.71 661 599 559 532 5.02 496 435

2 {19950 19.00 955 694 579 514 474 446 426 4.10 3.49
3 || 21571 19.16 928 6.59 541 476 435 4.07 386 3.71 3.10
4 | 22458 1925 9.12 639 5.19 453 4.12 3.84 3.63 3.48 2.87
5 [ 230.16 1930 9.01 6.26 5.05 439 397 3.69 348 333 271
6 || 23399 1933 894 6.16 495 428 3.87 3.58 337 322 2.60
7 123677 1935 8.89 6.09 488 421 379 350 329 3.14 251
8 || 238.88 1937 885 6.04 482 415 3.73 344 323 3.07 245
9 || 240.54 1938 8.81 6.00 477 4.10 3.68 3.39 3.18 3.02 2.39

10 || 241.88 1940 879 596 4.74 4.06 3.64 335 3.14 298 2.35
11 ] 24298 1940 876 594 470 4.03 3.60 331 3.10 294 231
12 |/ 24391 1941 874 591 4.68 4.00 3.57 329 3.07 291 2.28
13 || 244.69 1942 873 589 4.66 398 355 326 3.05 2.89 225
14 || 24536 1942 871 587 4.64 396 353 324 3.03 286 222
15 ]| 24595 1943 870 586 4.62 394 351 322 3.01 285 220
16 || 24646 1943 8.69 584 4.60 392 349 320 299 283 2.18
17 || 24691 1944 868 583 459 391 348 3.19 297 281 2.17
18 || 247.32 1944 867 582 458 39 347 317 296 280 2.15
19 || 247.69 1944 8.67 581 457 388 345 3.16 295 279 2.14
20 || 248.01 19.45 8.66 580 456 3.87 344 3.15 294 277 212

Tablica A.1: Tablica kvantila F— razdiobe (@ = 0.05)
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Sazetak

U ovom radu dan je jedan drugi aspekt provodenja regresijske analize. Konkretno, li-
nearnoj i polinomijalnoj regresiji pristupili smo na neSto slikovitiji nacin, koristeéi ge-
ometrijski pristup. Kako bismo to izveli, od krucijalne vaznosti bili su nam vektori koji
su nam omogucili povezivanje znanja iz podrucja linearne algebre i podrucja statistike.
Naime, podatke s kojima radimo, kao 1 sam model zapisivali smo u vektorskom obliku.
Prilikom provodenja statisticke analize, klasi¢an izracun modelom prilagodene vrijednosti
zamijenili smo izraCunom ortogonalne projekcije vektora opaZanja na prostor razapet sa-
mim modelom. Svojstva ortogonalne projekcije posluzila su nam i prilikom provodenja
statistiCkih testova te raCunanja testne statistike. Dakle, uobi€ajenim izrazima koje u re-
gresijskoj analizi inale koristimo dodali smo jednu novu interpretaciju te pokazali da je
to zaista ekvivalentno. Upravo ta moguénost sagledavanja problema te pristupa njegovu
rjeSavanju s vise tocaka glediSta koje vode istom rjeSenju jedna je od ljepota matematike
koja nam omogucuje povezivanje znanja iz razlicitih podrucja te pomaze razjasniti eventu-
alne nedoumice.



Summary

In this thesis, another aspect of conducting regression analysis is given. In particular, we
approached linear and polynomial regression in a somewhat more illustrative way, using
a geometric approach. To achieve this, the vectors that enablee us to connect knowledge
from the field of linear algebra and the field of statistics were of crucial importance to us.
Namely, the data we work with, as well as the model itself, were written in vector form.
When performing statistical analysis, we replaced the classical calculation of model fitted
values by calculating the orthogonal projection of the observation vector on the model
space. The properties of orthogonal projection also served us when conducting statistical
tests and calculating test statistics. So, we added a new interpretation to the common
expressions we usually use in regression analysis and showed that it is really equivalent.
It is this possibility of perceiving the problem and approaching its solution from several
points of view that leads to the same solution which is one of the beauties of mathematics
that enables us to connect knowledge from different fields and helps to clarify possible
doubts.



Zivotopis

Rodena sam 25. kolovoza 1996. godine u Zagrebu. ZavrSila sam osnovnu $kolu Klinc¢a Sela
2011. godine te potom upisala XI. gimnaziju u Zagrebu koju zavrSavam 2015. godine. Tada
nastavljam svoje obrazovanje na Prirodoslovno - matematickom fakultetu u Zagrebu gdje
upisujem Matematiku, smjer nastavni¢ki. Godine 2018. postajem sveuciliSna prvostupnica
edukacije matematike te zatim, na istom fakultetu, upisujem diplomski studij Financijske i
poslovne matematike.



	Sadržaj
	Uvod
	Motivacija za korištenje geometrije u statistici
	Regresijska analiza
	Kako geometrijski pristup funkcionira?

	Geometrijski pristup jednostavnoj linearnoj regresiji
	Jednostavna linearna regresija
	Ilustracija geometrijskog pristupa
	Rekapitulacija modela

	Geometrijski pristup polinomijalnoj regresiji
	Polinomijalna regresija
	Ilustracija geometrijskog pristupa
	Rekapitulacija modela

	Prilog
	Bibliografija

