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Sazetak

Cilj ovog rada je modelirati financijske sustave kompleksnim mrezama te raz-
motriti nekoliko mjera sistemskog rizika koje kao ulaznu informaciju imaju jedino
iznos medubankarskih investicija. Kao mehanizam Sirenja i amplifikacije inicijalnog
financijskog Soka na mrezi koristen je DebtRank algoritam, a mreza banaka mode-
lirana je Erd6s-Rényi nasumi¢nim grafom. Razvijenim mjerama procjenjujemo rizik
od triju kategorija inicijalnih financijskih sokova: uniformnog, lokaliziranog i opceg
viSeparametarskog Soka te je za svaku od njih ispitana ovisnost iznosa mjere o po-
jedinom parametru mreZe, Sto je postignuto usrednjivanjem veliCine na ansamblu

mnostva mreza.

Kljucne rijeci: kompleksni sustavi, kompleksne mreze, sistemski rizik, Erdés-Rényi

graf, DebtRank algoritam, makroekonomski Sok



Measures of systemic risk on complex networks
Abstract

The goal of this thesis is to model financial systems using complex networks fra-
mework and consider several measures of systemic risk that would use only inter-
bank investments as input information. Dynamics of financial shock spreading and
amplification was determined by the DebtRank algorithm which was applied to the
Erd6s-Rényi random graph model. The developed measures tackle three types of ini-
tial financial shocks: uniform, localised and general multiparameter shocks and each
of them was further analysed in dependence on network parameters by averaging

over an ensemble of many networks.

Keywords: complex systems, complex networks, systemic risk, Erdés-Rényi graph,

DebtRank algorithm, macroeconomic shock
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1 Uvod

Promatraju¢i mnoge naizgled sasvim razliCite realne sustave, kao $to su primjerice
plin, ljudsko tijelo ili atmosfera, potaknuti smo na razmisljanje o tome $to mozemo
univerzalno redi o tim sustavima. Drugim rijeCima, pitamo se koje zakljucke mozemo
izvesti analizirajuci sam sustav i interakcije unutar njega, u odnosu na promatranje
isklju¢ivo njegovih sastavnica. Tim podru¢jem bavi se znanost o kompleksnim susta-
vima.

Opcenito, kompleksni sustavi su sustavi Cije je ponasanje tesko opisati zbog broj-
nosti njihovih sastavnica, razlic¢itih ovisnosti te kompleksnosti interakcija medu njima.
Iz tih odnosa, medutim, proizlaze temeljna svojstva kompleksnih sustava kao $to su
nelinearnost, izranjajuce pojave (engl. emergent phenomena), povratne veze te prila-
godba sustava okolini.

Pogledamo li kompleksni sustav, specificno njegove podsustave i medudjelovanja
medu njima, kao mrezu vrhova i bridova izmedu njih, govorimo o kompleksnoj
mrezi. Podru¢je kompleksnih mreza podskup je znanosti o kompleksnim sustava i
nosti.

Razvijene unutar formalizma statisticke fizike, kompleksne mreZze nalaze primjenu
u brojnim podrucjima van fizike, primjerice u ekonomiji, racunarstvu, transportu, so-
ciologiji, epidemiologiji itd. Osim Sto je primjenjiva na veoma razli¢itim realnim
sustavima, znanost o kompleksnim mrezama objedinjuje i mnogobrojne znanstvene
discipline, najistaknutije od kojih su teorija grafova iz matematike, statisticka fizika
i fizika neuredenih sustava iz fizike, strojno ucenje i znanost o podacima (engl. data
science) iz rac¢unarstva i sl.

Radi ilustracije, navedimo nekoliko primjera realnih sustava koje mozemo mode-
lirati kompleksnim mrezama. Bankarski sustav drzave mozemo pojednostavljeno gle-
dati kao mrezu financijskih sastavnica koje medudjeluju investicijama i posudivanjem
kapitala izmedu njih. U takvom sustavu financijske ustanove predstavljaju vrhove, a
protok novca izmedu pojedinih banaka bridove medu njima. Ovakve sustave ¢emo
poblize proucavati i pokusati opisati u nastavku ovog rada.

Jos jedan klasican primjer kompleksne mreze su neuroni i sinapse koji ¢ine zivcani

sustav organizma. Ova mreza izrazito velike kompleksnosti daje inteligentnim orga-



nizmima mogu¢nost zaklju¢ivanja i donosenja odluka te je sluzila kao inspiracija kako
razvoju mrezne znanosti, tako i razvoju umjetnih neuronskih mreza, grane strojnog
ucenja usko povezane s kompleksnim mrezama.

Takoder, aktualni razvoj pandemije COVID-19, kao i ostale epidemijske procese,
moguce je modelirati kao proces Sirenja na mrezi sastavljenoj od drustvenih jedinica
povezanim kontaktima izmedu njih te analizom strukture odrediti svojstva mreze
koja pogoduju Sirenju zaraze [2].

Dinamika Sirenja neke pojave, ¢iji je posebni slucaj epidemijski proces, samo
je jedno od svojstava kompleksnih mreza koje je moguce odrediti proucavajuci is-
klju¢ivo svojstva vrhova i povezanosti medu njima. Svojstva kao grupiranje (engl.
clustering), distribucija stupnjeva povezanosti i skalarna asortativnost, kao i pojave
poput fenomena malog svijeta (engl. small world phenomenon) od velike su vaznosti
za razumijevanje i interpretaciju procesa na mrezi.

Proucavajudi procese Sirenja na kompleksnoj mrezi primijeceno je da oni ne ovise
samo o globalnoj strukturi mreze, nego mogu i znacajno ovisiti o pojedinom vrhu
na kojemu proces pocinje. Takve vrhove nazivamo sistemski vaznim vrhovima, a
vjerojatnost da neka pojava (npr. financijske poteskoce) izvorno na jednom vrhu
uzrokuje Sirenje i amplifikaciju iste (npr. financijski kolaps) na cijeloj mrezi nazivamo
sistemskim rizikom.

Predmet istrazvanja ovog rada bit ¢e upravo to, poblize proucavati procese Sirenja
na kompleksnim mrezama s ciljem identifikacije sistemski vaznih sastavnica te spe-
cifitnom primjenom na mreZze financijskih institucija. Upotrijebit ¢emo DebtRank
algoritam u svrhu modeliranja evolucije gubitka kapitala te ¢emo pokusati na zada-
noj mrezi financijskih sastavnica pronadi uvjete na inicijalne financijske poteskoce
prilikom kojih ne dolazi do konac¢ne propasti niti jedne od financijskih sastavnica u

mrezi.



2 Kompleksni sustavi

Zelimo li definirati kompleksne sustave, mozemo reéi da su to sustavi s velikim
brojem sastavnica koje medudjeluju na netrivijalne nacine [3]. Takvoj definiciji ne
mozemo pripisati preveliku preciznost, a jo§ manje formalnost, medutim, definirajuci
ih na ovaj nacin sezemo u srz znanosti o kompleksnim sustavima, a to je univerzal-
nost.

Princip univerzalnosti preuzet je iz rjecnika statisticke fizike, a nalaze da ¢emo u
kompleksnom sustavu opazati makroskopske pojave koje nece ovisiti o specificnom
mikroskopskom ponasanju njegovih komponenti [4]. Drugim rije¢ima, jedinstvenu
makroskopsku pojavu moze uzrokovati cijeli razred mikroskopskih sustava.

Univerzalnost koju primje¢ujemo u kompleksnim sustavima povlaci i pogled na
svijet iz drugacijeg kuta nego u znanostima s ve¢com dozom specificnosti. Dok unutar
specifi¢nih disciplina u fokus stavljamo saznanja koja mozemo ste¢i o pojedinoj kom-
ponenti sustava, znanost o kompleksnim sustavima intrinzi¢no je interdisciplinarna i
glavni joj je cilj ste¢i neke spoznaje o sustavima samima u cjelini te zakljuciti sto od

tih spoznaja opcenito vrijedi za sve sustave.

2.1 Kompleksnost

Studiju kompleksnih sustava zapocet ¢emo pitanjem - Sto je uopée kompleksnost i
kako je opisati?

Kompleksnost sustava mozemo definirati kao koli¢inu informacija potrebnu da
bismo taj sustav opisali. Ona je nadalje proporcionalna broju stanja koja sustav moze
poprimiti. Uzmimo za primjer sustav Zarulja koje mogu biti upaljene ili ugasene.

Znamo li broj stanja (2 tog sustava, njegova kompleksnost iznosit ¢e
C' = log, 2, (2.1)

odnosno sustav mozemo u potpunosti opisati s C' bitova. [5]. Nadalje, moZemo pro-
matrati i fizikalni sustav u kojem specificiramo koordinate i kolicine gibanja pojedine

cestice. U tom slucaju mozemo definirati entropiju sustava

S=klnQ=CkIn2 (2.2)



kojoj je proporcionalna ranije definirana kompleksnost sustava [6]. Kvantitativan
opis kompleksnosti sustava ovisit ¢e o prirodi samog sustava, no vazno je primjetiti
kako generalno vrijedi da kompleksnost sustava raste s brojem mikrostanja njegovih
sastavnica.

Veza izmedu entropije i kompleksnosti ocigledno postoji te je bila predmet in-
tenzivnog istrazivanja od sredine 20. st. [7], medutim, promotrimo li je pobliZe,
dolazimo do prividnog paradoksa.

Naime, sustav u kojem je entropija maksimalna nalazi se u ravnotezi, odnosno
maksimalno je neureden i ne mijenja se u vremenu. Kada bi maksimalna entropija
povlacila maksimalnu kompleksnost sustava (2.2), to bi znacilo da su sustavi visoke
kompleksnosti sustavi blizu ravnoteze te posljedicno nemaju prostornu strukturu i
ne ovise o vremenu. To se kosi s nasim poimanjem kompleksnih sustava, buduci da
kompleksni sustav prepoznajemo upravo po tim znacajkama.

Ovu prividnu kontradikciju razrjeSujemo uvodeci pojam skale. Problem nastaje jer
smo kompleksnost tj. informacije potrebne da opiSemo sustav promatrali na mikro-
skopskoj skali. U tom smislu paradoks naveden u prethodnom odlomku ne postoji -
na mikroskali je najviSe informacije potrebno da opiSemo sustav u ravnotezi, u kojem
je svaka sastavnica maksimalno nekorelirana s ostalima. Medutim, kompleksnost na
makroskopskoj razini, o kojoj govorimo kad opisujemo kompleksne sustave, nuzno
zahtijeva odredene korelacije i koherentnosti na mikroskali koje odvode sustav od
ravnoteznog stanja i snizuju njegovu entropiju. Stoga kad je rije¢ o kompleksnosti
sustava moramo voditi racuna o skali na kojoj sustav promatramo [3].

U svrhu razumijevanja kompleksnosti sustava na razli¢itim skalama klju¢no nam
je uvesti profil kompleksnosti sustava. Njime prikazujemo koli¢inu informacija po-
trebnu za opis sustava kao funkciju skale na kojoj sustav promatramo. Mozemo
razluditi tri tipicna ponasanja sustava razli¢itih profila kompleksnosti: nasumicno,
koherentno i korelirano. Nasumican sustav (npr. idealni plin) ima veliku komplek-
snost na najmanjim skalama, no ona drasti¢no pada sa skalom na kojem ga proma-
tramo (nakon prelaska termodinamicke granice idealni plin moZemo opisati s ma-
lim brojem termodinamickih funkcija). Koherentni sustav karakterizira zajednicko
ponasanje svih elemenata sustava te mu je kompleksnost konstantna na svima ska-
lama (npr. topovska kugla - u principu je jednaka informacija potrebna za opisati

pozicije i brzine svih njenih ¢estica kao i ukupnu poziciju i brzinu kugle). Tredi tip



je korelirani sustav koji se sastoji od mnostva koherentnih podsustava i karakterizira
ga profil kompleksnosti koji postepeno opada s povecanjem skale na kojoj ga proma-
tramo (npr. pahulja snijega) [1]. Primjer profila kompleksnosti za ova tri tipa sustava

prikazan je na Slici 2.1.

nasumicno

kompleksnost

korelirano

koherentno

skala

Slika 2.1: Profili kompleksnosti za nasumicne, koherentne i korelirane sustave. Slika
je dana na koristenje pod CC BY 4.0 licencom [1].

Valja spomenuti i kako je inherentno svojstvo kompleksnosti to da monotono pada
s porastom skale. Razlog tome je Cinjenica da je informacija potrebna da se opise

sustav na vecoj skali podskup informacija potrebnih da se isti sustav opiSe na manjoj.

2.2 Izranjajude pojave

Jedno od definirajuc¢ih svojstava kompleksnih sustava, koje proizlazi iz promjene
kompleksnosti pri variranju skale, opazanje je izranjaju¢ih pojava (engl. emergent
phenomena). Izranjaju¢im pojavama nazivamo ponasanja sustava uzrokovana inte-
rakcijama na mnogo manjoj skali od one na kojoj pojave opazamo. Pritom je vazno
naglasiti da su interakcije na mikroskali uzrok pojave, ali da je na toj skali “izra-
njajuca” pojava o kojoj govorimo neopaziva.

Priroda je prepuna primjera izranjajuc¢ih pojava, stoga ¢emo u svrhu jasnoce te-
matike navesti nekolicinu. Pogledamo li primjerice gibanje fluida, zvu¢ni valovi pro-
izlaze iz gibanja mnostva mikroskopskih Cestica zraka, medutim na razini nekolicine
Cestica, pojam zvuka ostaje nedefiniran. Nadalje, fenomen trenja koji je na razinama

ljudskog poimanja toliko intuitivan, “izranja” iz elektromagnetskih interakcija Cestica

5



na kontaktnoj povrsini.

Izranjajuée pojave, naravno, nisu ogranicene na sustave koji uklju¢uju samo fun-
damentalne interakcije. Stvaranje drustvenih krugova i zajednica “izranja” iz socijal-
nih interakcija na skali pojedinaca, dok protok novca izmedu zasebnih financijskih
sastavnica (banaka, kompanija, osoba) kao posljedicu ima formiranje burzi i finan-
cijskih trzista na globalnoj razini.

U potrazi za izranjaju¢im pojavama moguce je oti¢i i dublje. Gledaju¢i na hijerar-
hiju znanosti prema skali na kojoj se manifestiraju pojave kojima se bavi, svako po-
drugje istrazivanja sadrzi fenomene koji su neovisni o detaljima mikroskopske slike,
Sto je nobelovac P.W. Anderson argumentirao u svom ¢uvenom ¢lanku iz 1972. go-
dine. [9] U ¢lanku je naveo nedostatke redukcionistickog pristupa znanosti!, zalazud¢i
se za to da se vecina prirodnih fenomena ne moze opisati konstrukcijom iz temeljnih
zakonitosti (koriste¢i dosadasnju terminologiju, oni “izranjaju” iz temeljnih zakona),
Sto pojam fundamentalnosti prosiruje s nekoliko temeljnih interakcija na sve prirodne
zakone koji opisuju pojavu na nekoj skali, na kojoj “temeljniji” zakoni to ne mogu.

Pojava “izranjanja” stoga je usko vezana uz pojmove skale i kompleksnosti te je
univerzalna u smislu da se javlja u naizgled svim podruéjima istrazivanja i na svim

skalama, Sto je ¢ini temeljnom za razmatranje kompleksnih sustava.

2.3 Razumijevanje kompleksnih sustava

Nakon $to smo naveli principe kompleksnosti i izranjanja na kojima se temelji znanost
o kompleksnim sustavima, dolazimo do pitanja - kako mozemo razumjeti kompleksne
sustave i zakljuciti neSto o njima?

Kako bismo pokusali odgovoriti na to pitanje, po¢nimo s opcenitim pogledom na
bilo kakav sustav. Ono $§to nam omogucuje da mozemo reéi iSta o npr. sustavu 10%*
Cestica jest Cinjenica da na razli¢itim skalama sustav mozemo tretirati na odvojene
nacine, o ¢emu je bilo rije¢i u prethodnom tekstu. Tako moZemo mnostvo molekula
koje medudjeluju na odreden nacin direktno opisati Newtonovom mehanikom na
najvecoj skali, dok njihovo kolektivho mikroskopsko ponasanje opisujemo zakonima
termodinamike. Vazno je spomenuti da u oba slucaja medudjelovanje izmedu mo-

lekula mora biti takvo da njihov utjecaj mozemo usrednjiti, a fluktuacije od srednje

IDrugim rije¢ima, filozofskoj doktrini prema kojoj se redukcijom teorije na dijelove, sustav moze
razumjeti kao cjelina.



vrijednosti mozemo smatrati statisticki nezavisnima i nasumic¢nima. Ovaj princip, po-
jednostavljen u prethodnom primjeru, opcenito se naziva aproksimacijom ili teorijom
srednjeg polja [10].

Aproksimacija srednjeg polja Cesto je koriStena u fizici te je dovoljna cak i za
opisivanje nekih kompleksnijih ponasanja, najistaknutije u Isingovom modelu fero-
magnetizma [6]. Medutim, uvjet da srednje polje uop¢e mozemo dobiti te da su
fluktuacije od njega nasumicne i nezavisne u vecini kompleksnih sustava nije ispu-
njen. U kompleksnim sustavima Cest je slucaj da su medudjelovanja izmedu jedne
sastavnice i skupa drugih sastavnica mnogo jaca nego medudjelovanja s ostatkom
sustava, iz Cega proizlaze makroskopske fluktuacije koje ne bi bile predvidene te-
orijom srednjeg polja (npr. formacija oluja u atmosferi, ekstremistickih skupina u

drustvu ili ekonomski kolapsi).
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Slika 2.2: Distribucije tankog repa i debelog repa. Slika je dana na koristenje pod CC
BY 4.0 licencom [1].

Vjerojatnost javljanja fluktuacija od ravnoteznog stanja u ovisnosti o skali na kojoj
se javljaju ilustrirana je na Slici 2.2. Centralni grani¢ni teorem nalaze da Ce se za do-
voljno velik broj nezavisnih slucajnih varijabli njihova aritmeticka sredina priblizavati
normalnoj raspodjeli, neovisno o raspodjelama pojedinih slucajnih varijabli [11]. Iz
toga proizlazi da ¢e u sustavima u kojima su fluktuacije nezavisne iznad odredene
skale njihova magnituda pratiti Gaussovu raspodjelu te ¢e na skalama iznad nekoliko
standardnih devijacija odstupanja biti jako malo vjerojatna. Medutim, jake interak-

cije unutar sustava prestaju garantirati nezavisnost fluktuacija te mogu dovesti do



raspodjele njihove magnitude u kojoj je vjerojatnost na ve¢im skalama i dalje mala,
ali viSe nije zanemariva. Takva raspodjela naziva se raspodjelom debelog repa (engl.
fat-tailed distribution) i karakteristika je velikog broja kompleksnih sustava.

“Debljina repa” odnosno vjerojatnost fluktuacija na velikoj skali bitan je ¢imbenik
koji dovodi do sistemskih rizika unutar kompleksnih sustava. Cest je slu¢aj da se
u realnim sustavima tezi uklanjanju mikroskopskih fluktuacija koje naizgled Cine
sustav stabilnijim, ali u konacnici se dobiva suprotan uc¢inak, odnosno sustav pos-
taje manje prilagodljiv i vjerojatnost kolapsa sustava se povecava. Nadalje, kad
se kolaps i dogodi, prevencija ponavljanja takvog dogadaja cesce se svodi na sp-
rjeCavanje specificnih okolnosti i nizova dogadaja koji su doveli do njega, umjesto
analize medudjelovanja unutar sustava koja su dovela do prevelike povezanosti i po-
sljedi¢no povecanja sistemskog rizika [12].

Zato je od klju¢ne vaznosti za razumijevanje uvjeta koji dovode do takvih katas-
trofalnih pojava unutar kompleksnih sustava mogucnost njihove kvantitativne ana-
lize matemati¢kim, numeric¢kim i ra¢unalnim metodama, Sto je predmet rada zna-

nosti o kompleksnim mrezama.



3 Kompleksne mreZe

Mreze su posvuda oko nas i mi sami neizbjezno ¢inimo dio nekih mreznih struk-
tura, bilo drustvenih, ekonomskih, transportnih i sl. Takoder, i mi kao bi¢a rezultat
smo delikatne mreZe bioloskih procesa i fizioloskih sustava. Stoga je prirodno da je
s razvitkom tehnologije i sve ve¢om globalnom umrezenosti u suvremenom dobu,
predmet istrazivanja mrezne znanosti postao od velikog interesa.

Mrezna znanost, u matematici poznata kao teorija grafova, svoje korijene nalazi
1736. godine Eulerovim rjeSavanjem Cuvenog problema “sedam mostova Konig-
sberga” [13]. Leonhard Euler dokazao je kako je setnja kojom se prelazi preko svakog
mosta jednom i samo jednom nemoguca, a pritom je uveo neke paradigme koje se
koriste i danas, primjerice uvodenje apstraktnog prostora vrhova i bridova umjesto
razmatranja kopnenih masa i mostova.

Dva stoljeca kasnije, Kénig [14] i Harary [15] postavili su temelje teorije gra-
fova na kojima se izgradilo opsSirno podruce mrezne znanosti i teorije grafova koje

strelovito napreduje i danas.

3.1 Osnovni pojmovi i definicije

Kompleksna mreza je graf koji posjeduje neka netrivijalna svojstva - svojstva koja ne
nalazimo u jednostavnim mrezama, ali su Cesto prisutna u prikazu realnih sustava.
Bududi da se znanost o kompleksnim mrezama temelji na teoriji grafova i statistickoj
analizi, u ovom poglavlju dat ¢emo sazetak osnova tog podru¢ja i formalno definirati

bitne pojmove te ¢emo se pretezno Koristiti terminologijom teorije grafova.

Vrste grafova

(Neusmjereni) Graf G je uredeni par (V, E), gdje je V = V(G), |V| = n neprazan
skup cije elemente nazivamo vrhovima (¢vorovima), a £ = F(G), |E| = m je familija
dvoclanih podskupova od V' koje nazivamo bridovima (vezama). Graf 7" nazivamo
podgrafom grafa G ako vrijedi Vi C Vg i Er C Eg, gdje su Vi Vg skupovi vrhova, a
Er i Eg skupovi bridova grafova G i T, slijedom te piSemo 7' C G.

Graf G moZzemo prikazati matricom susjedstva (engl. adjacency matrix) A € M™*"

¢iji elementi iznose a;; = 1 ako su vrhovi v; i v; povezani bridom, a a;; = 0 inace.



Prema vrsti bridova koji povezuju vrhove u grafu te njihovim svojstvima i konfi-
guraciji, grafove mozemo podijeliti u nekoliko osnovnih skupina. U daljnjem tekstu

dat ¢emo formalne definicije i opise vrsta grafova.

* Teginski graf definiramo kao uredenu trojku G = (V, F,w) gdjejew : E — R
funkcija koja pridruzuje realne vrijednosti (tezine) bridovima. Elementi ma-
trice susjedstva teZinskog grafa a;; jednake su tezinama w;; bridova izmedu

povezanih vrhova.

* Usmjereni graf ili digraf je takav da vrijedi (v;,v;) # (v;,v;) ¥V (vi,v;) € E, od-
nosno u usmjerenom grafu bridovi posjeduju i orijentaciju. Matrica susjedstva

neusmjerenog grafa simetri¢na je, Sto nije slucaj za usmjereni graf.

* Multigrafom nazivamo graf u kojem dva brida mogu biti povezana s vise od
jednog brida. Iako se mnoge realne kompleksne mreze mogu prikazati mul-
tigrafovima, Cest je slucaj da je prikladnije multigraf transformirati u tezinski
graf na nacin da se broj bridova koji povezuje dva vrha u multigrafu odrazava
na tezini tog brida u tezinskoj reprezentaciji. Zelimo li pak naglasiti da se ne

radi o multigrafu, graf nazivamo jednostavnim grafom.

» Za graf G kaZemo da je potpun ako za svaki par vrhova v;,v; € V vrijedi (v; #
v;) = (v;,v;) € E, odnosno postoji brid izmedu svaka dva vrha u grafu. Potpuni
grafovi se u literaturi obi¢no oznacavaju sa K,,, gdje je n broj vrhova, a ukupni
broj bridova iznosi |E| = @ ako je rije¢ o neusmjerenom grafu, a n(n — 1)

inace.

Na Slici 3.1 graficki su prikazani gore navedene vrste grafova.

jednostavni usmjereni multi tezinski potpuni

Slika 3.1: Graficki prikaz vrsta grafova. S a, b i ¢ oznaceni su vrhovi grafa, a linije i
strelice oznacavaju razlicite vrste i konfiguracije bridova izmedu njih. Prilagodeno s
dozvolom autora [16].
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Putevi i povezanost

Putevi unutar grafa i povezanost vrhova temeljni su koncepti teorije grafova te se
na njih nadograduje velik dio statistickih svojstava grafova koja ¢e nam biti klju¢na
za razumijevanje kompleksnih mreza i vrSenje istrazivanja. Stoga ¢emo nastaviti u
formalnijem tonu te navesti osnovne pojmove i veli¢ine koje se odnose na povezanost
grafa.

Setnjom u grafu nazivamo niz (vo, €1, v1, €2, Vs, - . . , €5, vy) gdje je e; brid koji pove-
zuje vrhove v;_; i v;. Put je Setnja u kojoj su svi vrhovi (osim eventualno pocetnog i
zavrsnog) razli¢iti. Broj bridova unutar puta odreduje duljinu puta te se put duljine
k oznacava s P*.

Za dva vrha kazemo da su povezana ako postoji put izmedu njih, a za graf G
kazemo da je povezan graf ako su svi njegovi vrhovi povezani. Maksimalni povezani

podgraf grafa nazivamo komponentom povezanosti grafa.

Slika 3.2: Shematski prikaz puteva u grafu. Crvenom bojom oznacen je najkraci put
izmedu vrhova a i g. Prilagodeno s dozvolom autora, Martina Thome, pod licencom
CC BY 3.0.

Vazno svojstvo grafa je najkradi put izmedu dva vrha d,;, koji se naziva i geodet-
skim putem. U jednostavnom grafu najkraci put jednak je najmanjem broju bridova
koje je potrebno prije¢i izmedu dva vrha. Primjer najkraceg puta u grafu mozemo
vidjeti na Slici 3.2. U slu€aju da vrhovi ¢ i j nisu povezani kazemo da je d;; = oc.
U tezinskim grafovima takoder definiramo duljinu najkraceg puta, medutim, tada je
potrebno uzeti u obzir i tezine bridova na pojedinom putu. Tada ¢e najkradi put biti
put kojim minimiziramo sumu tezina bridova izmedu dva vrha. Kao karakteristiku

“veli¢ine” grafa uvodimo promjer grafa D kao maksimum svih geodetskih puteva u
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grafu, odnosno

D = max dz’,j . (31)

2¥)

Osim duljine puta, jos jedno obiljeZje koje je od centralne vaznosti u teoriji grafova
je stupanj vrha. Stupanj vrha deg(v) ili k, definiramo kao broj bridova kojima je vrh
v jedan od krajeva. Za vrh stupnja k, = 0 kazemo da je izoliran. Srednji stupanj vrha
(k) oznacava aritmeticku sredinu stupnjeva svih vrhova u grafu.

U slu¢aju usmjerenog grafa obicaj je podijeliti stupanj vrha v na ulagni k™ i izlagni
stupanj vrha k°“ tj. brojeve bridova koji zavrSavaju odnosno pocinju u v, slijedom,
S$to takoder vrijedi i za raspodjelu stupnja vrhova P(k) (vjerojatnost da je pojedini

vrh stupnja k) koju ¢emo viSe spominjati u idu¢em dijelu.

3.2 Statisticka svojstva i bitne veliCine

Dvije osnovne velic¢ine koje je potrebno poznavati kako bismo mogli razumjeti i mo-
delirati strukturu kompleksne mreze su karakteristicna duljina puta i koeficijent klas-
teriranja (eng. clustering coefficient) [18].

Karakteristicnu duljinu puta L u grafu definiramo kao prosje¢ni najkraci put izmedu
svih parova vrhova grafa. Primjerice ova mjera oznacava prosjec¢ni broj potrebnih kli-
kova izmedu dvije web stranice ili popularnih “6 stupnjeva odvojenosti” iz Milgramo-
vog eksperimenta iz 1967. [19]. Formalno, karakteristi¢cnu duljinu puta ra¢unamo

kao

1

i#jeV
gdje sumu najkracih puteva izmedu svih parova vrhova normaliziramo s najveéim
moguc¢im brojem bridova u grafu. Valja spomenuti da ova formula divergira ako
se graf sastoji od viSe komponenti povezanosti. Tada je najces¢a praksa limitirati
jednadzbu (3.2) na parove vrhova unutar najve¢e komponente, vodec¢i racuna o tome
da je komponenta dovoljno velika da bi dobivena veli¢ina bila signifikantna.

Na primjeru mnogih realnih mreza primijec¢eno je da povezanost vrhova A i B te
B i C s povetanom vjerojatnos¢u implicira povezanost vrhova A i C. Laicki receno,
u tim slucajevima “prijatelj mog prijatelja vjerojatno je i moj prijatelj”. Kao mjeru

gustoce takvih snazno povezanih struktura ili klastera u nekom vrhu grafa uvodimo
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koeficijent klasteriranja (grupiranja) C' [20] koji se definira kao

€;

—kl(kz 12 (3.3)

1
C(G)ZEZQ’? C; =
C; nazivamo lokalnim koeficijentom klasteriranja i on oznacava omjer broja bridova
e; ostvarenih izmedu vrhova susjednih vrhu i s ukupnim moguéim brojem bridova
izmedu njegovih susjeda. Koeficijent klasteriranja grafa tada je aritmeticka sredina

lokalnih koeficijenata klasteriranja izvrjednjena po svim vrhovima grafa.

Slika 3.3: Ilustracija jednostavnog grafa kao primjer klasteriranja. Koriste¢i jed-

nadzbu 3.3, lokalni koeficijenti klasteriranja iznose 1,1, ¢,0 i 0 slijeva nadesno, dok

njihova srednja vrijednost iznosi C' = % Preuzeto uz dozvolu autora [17].

Cesto nam je u interesu odrediti vaznost odredenog vrha te istaknuti najutjecajnije
vrhove. U tu svrhu uvodimo niz veli¢ina pod nazivom centralnosti [21], medu kojima
¢emo istaknuti centralnost blizine, centralnost svojstvenog vektora i centralnost izmedu
vrhova.

Zelimo 1i opisati koliko su ostali vrhovi blizu vrhu ¢ definiramo centralnost blizine
(engl. closeness centrality) kao recipro¢nu vrijednost zbroja najkra¢ih puteva koji

povezuju vrh i s ostalim vrhovima, odnosno

(3.4)

Bududi da ovako definirana centralnost blizine znatno ovisi o veli¢ini grafa, ako
zelimo usporediti centralnosti vrhova u razli¢itim grafovima, obi¢no se (3.4) normira

mnoZenjem s maksimalnim brojem susjednih vrhova n — 1.
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Centralnost izmedu vrhova (eng. betweenness centrality) vrha i predstavlja broj

najkracih puteva izmedu svih vrhova koji prolaze kroz i te je racunamo kao

= n(1) (3.5)
writi | IE

gdje je n;i(i) broj najkrac¢ih puteva izmedu vrhova j i k koji prolaze kroz i, a njj
ukupni broj najkra¢ih puteva izmedu j i k. Visoku centralnost izmedu vrhova imaju
vrhovi koji se s velikom vjerojatnos¢u nalaze na nasumi¢no odabranom najkrac¢em
putu izmedu arbitrarnih vrhova u grafu. Ova veli¢ina moZe se gledati i kao mjera
otpornosti (engl. resilience) grafa - govori nam koliko ¢e se najkracih puteva u grafu
produljiti nakon uklanjanja jednog vrha [22].

Posljednja mjera centralnosti koju ¢emo navesti je centralnost svojstvenog vektora
(engl. eigenvector centrality). Ovom mjerom ne uzimamo u obzir samo brojnost veza
izmedu vrhova, nego prepoznajemo i to da nisu svi vrhovi ravnopravni te u skladu
s tim ocjenjujemo vrh utjecajnijim ako je povezan s velikim brojem vrhova koji su i
sami utjecajni. Oznacimo li centralnost pojedinog vrha s z;, spomenuti efekt moZemo

zapisati kao rekurzivnu relaciju

1
eV
gdje je A > 0 neka konstanta, a centralnosti z; u sumi mnozimo s elementima matrice
susjedstva a,; jer su nam znacajni samo vrhovi susjedni vrhu i. Sustav jednadzbi (3.3)

mozemo zapisati kao matri¢nu jednadzbu
Ax = Mz (3.7)

u kojoj prepoznajemo A kao svojstvene vrijednosti, a = kao svojstvene vektore ma-
trice susjedstva A. Pod uvjetom da su sve vrijednosti x nenegativne, moze se poka-
zati [23] da rjesenju jednadzbe (3.7) odgovara samo najveca svojstvena vrijednost i
pripadajudi svojstveni vektor. Tada komponente dobivenog svojstvenog vektora nazi-
vamo centralnostima svojstvenog vektora.

Ova mjera centralnosti korisna je koliko i elegantna, Sto je najistaknutije u ¢injenici
da se PageRank, donedavno glavni Googleov algoritam za rangiranje rezultata pre-

trazivanja, zasniva upravo na racunanju centralnosti svojstvenog vektora na mrezi
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web-mjesta [24]. Ono S$to je nama relevantnije, algoritam DebtRank na kojem se ba-
zira veéina nasSeg istrazivanja i kojem ¢emo posvetiti jedno od kasnijih poglavlja, u
svojoj osnovi takoder koristi ovu mjeru. Graficki prikaz triju navedenih mjera cen-

tralnosti nalazi se na Slici 3.4.
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Slika 3.4: Vizualizacija mjera centralnosti na grafu. Crvenom bojom oznaceni su naj-
centralniji vrhovi, dok su vrhovi najmanje centralnosti oznaceni plavom. Slika (a)
predstavlja centralnost blizine, (b) centralnst medu vrhovima, a (c¢) centralnost svoj-
stvenog vektora. Prilagodeno s dozvolom autora, Claudia Rocchinija, pod licencom
CC BY 4.0.

Mjera s kojom ¢emo zakljuciti pregled bitnih pojmova u mreznoj znanosti naziva
se asortativnost (engl. assortativity) i predstavlja preferenciju vrhova da se povezuju
s ostalima koji su s njima po ne¢emu sli¢ni. Iako mjere slicnosti mogu biti razlicite,
najcesdi je slucaj promatranja asortativnosti prema stupnju vrha. Prema tome u asor-
tativnim mrezama vecina bridova povezuje vrhove slicnog stupnja, dok su u disasor-
tativnoj mrezi vrhovi visokog stupnja ve¢inom povezani s vrhovima niskog stupnja.

Matematickim rje¢nikom, mjereéi asortativhost promatramo korelaciju izmedu

stupnjeva vrhova koju racunamo kao
Fon(k) = K P(K|k) (3.8)
kl

gdje je P(K'|k) uvjetna vjerojatnost da je vrh stupnja k povezan s vrhom stupnja
k'. U slucaju da stupnjevi vrha nisu korelirani, veli¢ina (3.8) ne ovisi o & i iznosi
knn = (k?)/(k). U koreliranim mrezama, asortativne su one u kojima je k,, (k) rastu¢a
funkcija od k, a disasortativne ako je k,,(k) padaju¢ [18]. Zelimo 1i kvantificirati
asortativnost u nekom vrhu, Cesto koriStena mjera je Pearsonov koeficijent korelacije

stupnjeva vrha izvrjednjen na krajevima brida [25].
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3.3 Erdds-Rényi model

Modeliranje kompleksnih mreza temeljni je alat koji se podjednako koristi i u svrhu
formalnog opisivanja sustava i njegovih svojstava, i s prakti¢nim ciljem opisa realnih
sustava i predikcije njihovog ponasanja. Nase istrazivanje velikim dijelom ukljucuje
analizu procesa i ponasanja na modelu kompleksne mreze te ¢emo se stoga ovdje
osvrnuti na osnovni model nasumicne mreze - Erdds-Rényijev model.

Podru¢je studije nasumi¢nih mreza zapoceli su 1959. godine madarski mate-
maticari Paul Erdés i Alfréd Rényi [26] koriste¢i probabilisticke metode u svrhu
proucavanja svojstava grafova u ovisnosti o broju nasumi¢nih bridova u mrezi. Ra-
zvili su jednu od metoda generiranja nasumicne mreZe te iscrpno i rigorozno istrazili
distribuciju stupnja vrha, formaciju komponenti povezanosti i ponasanje mreze za
broj vrhova n — oco. Osim toga, u daljnjem tekstu ¢emo se dotaknuti i faznih prije-

laza u nasumi¢noj mrezi te ponasanju najkracih puteva i koeficijenta klasteriranja.

Generiranje mreze

Generirati nasumi¢nu mrezu moguce je na dva nacina, prvi originalno formuliran
u radu Erdosa i Rényija [26], dok je alternativha metoda iste godine razvijena od
strane Gilberta [27]. Oba nacina su u granici velikog broja vrhova ekvivalentna te se

definiraju na sljedece nacine:

* Mrezu G, ,, konstruiramo na nacin da za svaki od m bridova na nasumican

nacin odaberemo krajeve iz skupa od n vrhova.

* Ako je p € [0,1] vjerojatnost povezivanja dvaju vrhova, mrezu G, , konstru-

5

iramo tako da svaki od "(% mogucih bridova generiramo s vjerojatnosc¢u p, to

jest ne generiramo s vjerojatnos¢u 1 — p.

Na ova dva nacina zapravo smo definirali ansamble mreza, odnosno skupove svih
mreza (C¢lanova ansambla) koje zadovoljavaju navedena ogranicenja. Ovdje dola-
zimo do zanimljive analogije sa statistickom fizikom. Naime, usporedimo li broj
bridova u mreZi m s ukupnom energijom konfiguracije Cestica, vidimo da G,, ,,, od-
govara mikrokanonskom ansamblu budu¢i da svaki ¢lan G, ,, ansambla mora zado-
voljavati uvjet m bridova te je svaka realizacija takve mreZe jednako vjerojatna. Ako

s druge strane opustimo ogranicenja tako da kazemo da ansambl mora imati samo
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ocekivanu vrijednost (m) bridova, moZemo uvesti vjerojatnost javljanja brida kao
p = (m)/ @ Na ovaj nacin smo ponovno definirali ansambl mreza koje se jav-
ljaju jednakom vjerojatnos¢u, no ovaj puta su to mreze s jednakim p, umjesto m kao
prije. Konstanta p igra ulogu analognu inverznoj temperaturi u fizikalnom sustavu
te ansambl G,,, odgovara kanonskom ansamblu. Podrobnijom analizom moguce je
definirati i particijsku funkciju, entropiju te ostale analoge termodinamickim varija-
blama za nasumi¢nu mrezu. Za izvod formalizma i generalizaciju na ostale tipove

mreza preporu¢amo Newmanov i Parkov detaljan pregled iz 2004. [28].

Distribucija stupnja vrha

Zbog jednostavnosti racuna, u daljnjem razmatranju bavit ¢emo se G,, , modelom, no
dobiveni zakljucci vrijedit ¢e za oba tipa mreze. Kao $to smo ranije naveli, prosjecni

broj bridova u G, , mreZi iznosi
(m) = ———p. (3.9)

Promotrimo sada distribuciju stupnja vrha u Erd6s-Rényi mrezi. 1z definicije na-
sumicne mreze znamo da je javljanje jednog brida neovisno o javljanju ostalih bri-
dova. Takoder, vjerojatnost da je odredeni vrh povezan s k drugih iznosi p* odnosno

n—1—k

da nije povezan s preostalima odgovara (1 — p) . To nas navodi na opisivanje

distribucije stupnja vrha binomnom raspodjelom

P(k) = (" L 1)p’“(1 - (3.10)

n—1

gdje umnozak vjerojatnosti mnozimo faktorom (",

) koji odgovara broju kombina-
cija k bridova medu n — 1 dostupnih vrhova. Poznavanje distribucije stupnja vrha

omogucava nam racunanje ocekivane vrijednosti stupnja vrha u Erdés-Rényi mrezi

(k) = zn:k‘P(k) =n—1p=np. (3.11)
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Poznato je da za velike n, pod uvjetom da np = (k) drzimo fiksnim, binomnu
raspodjelu moZemo aproksimirati Poissonovom raspodjelom s parametrom (k). TeZi
li broj vrhova u beskonacnost, aproksimacija postaje egzaktna te distribuciju stupnja

vrha Erd6s-Rényi mreze opisujemo s
k k
Py = 0 (3.12)

te iz tog razloga Erdés-Rényi mrezu ponekad nazivamo i Poissonovom nasumicnom

mregom.

Statisticka svojstva i veli¢ine

Promotrimo sada neka osnovna statisticka svojstva ovog modela. Jedno od obi-
ljezja kompleksnih mreza je pojava povezanih klastera, stoga nas zanima javlja li
se taj fenomen i u Erdés-Rényi mrezi. Prosjec¢ni koeficijent klasteriranja definiran

jednadzbom (3.3) za nasumicni graf iznosi
n k
<C>=—p=p=<7>. (3.13)

Vidimo da (C') opada s povecanjem broja vrhova, posljedica ¢ega je zanemariva po-
java klastera u nasumi¢nim mrezama znacajne veliCine.
Moze se pokazati [30] da karakteristicna duljina puta u Erdés-Rényi mrezi ima

logaritamsku ovisnost o broju vrhova

(3.14)

te se takvo svojstvo naziva “svojstvom malog svijeta” (engl. small world phenomenon).
Ono naznacava da se Setnja izmedu bilo koja dva vrha ve¢inom sastoji od malog broja
koraka, a osim u Erdés-Rényi modelu nalazimo ga i u mnogim realnim mrezama.
Svojstvo malog svijeta povlaci i logaritamsku ovisnost promjera mreze o broju
vrhova. Zanimljivo obiljeZje promjera nasumicne mreze je da za vecinu vrijednosti

parametra p promjer mreze vrlo malo varira oko vrijednosti

Inn
(D) = k) (3.15)
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Medutim, kako smo spomenuli u jednom od prijasnjih razmatranja, promjer mreze
koja se sastoji od vise komponenti povezanosti divergira. Stoga nas dalje zanima,
postoje li uvjeti na parametre mreze prilikom kojih se mreza sastoji samo od jedne

komponente?

Fazni prijelazi

Prema mnogima, najvece otkri¢e Erddsa i Rényija bilo je to da mnoga svojstva na-
sumicne mreze nisu kontinuirana tijekom evolucije mreze, nego se javljaju naglo, na
to¢no odredenim vrijednostima pojedinih parametara. Inspirirano rje¢nikom fizike,
takav fenomen naziva se faznim prijelazom.

U svom radu iz 1960. godine [32], Erd6s i Rényi bavili su se pitanjem kako
evolucija mreze utjeCe na njenu strukturu i povezanost. Specificno, mi ¢emo se usre-
dotociti na pojavu i razvoj najvece komponente tj. komponente povezanosti koja
sadrzi najveci broj vrhova u mrezi. Nadalje ¢emo broj vrhova u najve¢oj komponenti
oznacavati s n,. Unato€ intuitivnoj pretpostavci da se udio vrhova najve¢e kompo-
nente “¢ glatko mijenja u intervalu p € [0,1], Erd6s i Rényi su dokazali da postoji
kriti¢na vjerojatnost p, = % koja odgovara srednjem stupnju vrha (k). = 1, pri kojima

dolazi do drasti¢ne promjene omjera “£. Preciznije, dokazano je da:

* Ako p < p,, tada gotovo sigurno (s vjerojatno$¢u 1 kad n — oo) ne postoji
komponenta mreZe s n, koji raste brze od O(Inn). Ovaj rezim naziva se i pod-

kriticnom fazom.

* Ako p = p., tada gotovo sigurno postoji najveca komponenta koja raste s
O(n?/?). U tom slutaju najveéu komponentu nazivamo divovskom komponen-

tom (engl. giant component).

e Ako p 2 p., veli¢ina divovske komponente n, raste linearno s n, a sve ostale
komponente ne rastu brze od O(lnn) te ovaj reZim nazivamo i nadkriticnom

fazom.

* Akop > 1“7”, dolazi do prijelaza u povezanu fazu u kojoj preostaje samo divovska

komponenta.

Na Slici 3.5 graficki su prikazani fazni prijelazi i nastanak divovske komponente

u Erd6s-Rényi mrezi.
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Slika 3.5: Udio broja vrhova divovske komponente u ovisnosti o srednjem stupnju
vrha (a). Na slici su oznaceni podkriti¢ni (b), kriti¢ni (c), nadkriti¢ni (d) i povezani
(e) rezimi. Preuzeto s dozvolom autora [33].

3.4 Procesi Sirenja

Jedan od izvornih razloga proucavanja kompleksnih mreza je razumijevanje meha-
nizama kojima se neko svojstvo propagira izmedu njenih vrhova. Prema njihovoj
originalnoj primjeni procesi Sirenja nazivaju se i epidemijskim procesima, no danas nji-
hovo proucavanje obuhva¢a mnogo $ire podrucje koje osim epidemiologije ukljucuje

i Sirenje glasina, racunalnih virusa, politickog utjecaja, financijskih Sokova i sl.

Osnovna pretpostavka epidemijskih modela je podjela sastavnica u jednu od ne-
koliko kategorija, ovisno o njihovom stadiju unutar epidemijskog procesa. U vecini
modela te kategorije odgovaraju podloznim S (engl. susceptible), zarazenim I (engl.

infected) i oporavljenim ili uklonjenim jedinkama R (engl. recovered, removed).

U jednostavnim modelima nadalje je pretpostavljeno da su sve jedinke jednake i
da se zaraza populacijom Siri homogeno. Uzevsi to u obzir, ukratko ¢emo opisati naj-

koriStenije epidemijske modele [17] na kompleksnim mrezama - SI, SIR i SIS modele.
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SI model

Najjednostavniji model procesa Sirenja svakako je SI (susceptible-infected) model.
Unutar tog modela jedinke mogu biti samo u dva stanja - podlozne zarazi i zarazene.
Jednom kada se jedinka zarazi, ona nema moguénost oporavka nego ostaje zarazena
i zarazna. Na SI modelu, zbog njegove jednostavnosti, razvijen je formalizam epide-
mijskog Sirenja, koji je zatim lako poopc¢iti na sustave vece kompleksnosti.

Jedini parametar u SI modelu je stopa Sirenja zaraze §. On odgovara vremenskoj
gustodi vjerojatnosti prenoSenja zaraze izmedu dvije susjedne jedinke koje reprezen-
tiramo susjednim vrhovima mreze. Uz pretpostavku uniformne distribucije stupnja
vrha & = (k), lako se moze pokazati da Sirenje zaraze unutar sustava opisujemo

jednadzbom

= B(E)i(t)s(t), (3.16)

gdje je i(t) = I(t)/N udio zarazenih, a s(t) = 1 —i(t) preostali udio podloznih vrhova

u mrezi.

SIR model

Vjerojatno najpopularniji model epidemijskog Sirenja je SIR model. Za razliku od jed-
nostavnog SI modela, ovdje uvodimo i udio jedinki koji nakon odredenog vremena
nisu viSe susceptibilne zarazi te ga ozna¢avamo s r(t). U skladu s time uvodimo i
stopu oporavka ~ koji, analogno parametru (3, odgovara gustoci vjerojatnosti stjeca-

nja trajnog imuniteta jedinke. Proces Sirenja u ovom modelu opisujemo sustavom

jednadzbi
PO _ aikyice)sco
dil(f) — i) + BRYI(D)s(0) 3.17)
T _ i,

gdje vrijedi ocuvanje broja vrhova u mrezi s(t) +i(t) + r(t) = 1.

SIR procesi idealni su za opisivanje Sirenja bolesti koje rezultiraju ili trajnim imu-
nitetom ili smréu (npr. vodenih kozica), medutim, pod odredenim uvjetima moguce

ga je primijeniti i na financijski sustav [34]. Uzmemo li za primjer mrezu banaka, u
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S kategoriju pripadaju sve banke koje su podlozne rizicnom poslovanju, dok banke I
kategorije investicijama ili kreditiranjem preuzimaju rizik na sebe i postaju zarazene.
R kategorija ukljuCuje institucije koje nisu viSe podlozne zarazi, bilo zbog stjecanja

“imuniteta” (npr. zastita centralne banke) ili bankrota.

SIS model

Jos jedna cCesto koriStena generalizacija SI modela, pogodna primjerice za opis ra-
zvoja zaraza koje ne uzrokuju trajni imunitet (gripa, ebola, COVID-19), je SIS model.
Unutar modela je uklju¢ena opcija da se nakon zaraze jedinka s gustoom vjerojat-
nosti v moze vratiti u skup podloznih jedinki. SIS je stoga, kao i SIR, dvoparametarski
model i opisujemo ga slicnom jednadzbom

di(t)
dt

= —ilt) + Blk)i(t)s(1) (3.18)

gdje takoder vrijedi s(t) +i(t) = 1.

Bududi da u SIS modelu nemamo trajnog oporavka jedinki, od velikog je interesa
promotriti pod kojim uvjetima ¢e do¢i do guSenja zaraze u odnosu na beskonacno
ustrajanje na mrezi. Analizom jednadzbe (3.18) pokazalo se da klju¢nu ulogu ov-
dje ima omjer 0 = (/v [18], odnosno pronalazak kriti¢ne vrijednosti o, koja dijeli
dva spomenuta rezima epidemijskog Sirenja. SIS model je takoder pogodan za pri-
mjenu na realne ekonomske procese, no za razliku od SIR-a, ovdje banke koje uspiju
smanjiti udio rizi¢ne imovine nisu zasticene od ponovne zaraze daljnjim ulaganjem.

U duhu opisivanja ekonomskih procesa, zanimljivo proSirenje SIS-a je SIIS mo-
del [35], koji kako mu ime govori, I kategoriju dijeli na dvije vrste zaraze. Motivacija
za to je Cinjenica da se osim sa sistemskim (/), financijske institucije suocavaju i
s idiosinkratskim rizikom (I), rizikom koji je specifican za pojedinu instituciju koja
je Cesto pocetak Sirenja sistemskog rizika. Nadalje, metode koriStene za smanjenje
idiosinkratskog rizika poput diversifikacije imovine mogu dovesti do povecanja sis-
temskog rizika, Sto uvodi moguc¢nosti direktnog prelaska banke iz kategorije I; u I,

shematski prikazano na Slici 3.6.
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—| ZaraZeni sistemskim rizikom (/1)

e

PodloZni (S)

I

ZaraZeni idiosinkratskim rizikom ()

L J

Slika 3.6: Dijagram Sirenja rizika za SIIS model. Pravokutnici oznacavaju kategorije
zaraze kreditnim rizikom, a strelice moguce prijelaze izmedu kategorija.

Sli¢no kao i kod ostalih modela, SIIS procese opisujemo sustavom diferencijalnih

jednadzbi

O psiat) — (ys(0)n (1) + (a1 + (1)
(3.19)

dzclz? = (k)s(t)ir(t) — yia(t) + Bir (1)ia (1)

B20)  ps(t)inlt) —vin(t) — Bin(0)inte).

gdje takoder pretpostavljamo homogenost mreze, a osim stope zaraze 3 koja je radi
jednostavnosti za oba rizika jednaka i stope oporavka -, uvodimo i stupanj korelacije

rizika 0 < p < 1 koji oznacava udio sistemskog rizika u ukupnom riziku.
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4 Sistemski rizik

Nakon $to smo u prethodnim poglavljima opisali podrué¢ja na kojima se temelji ovaj
rad - kompleksne sustave i kompleksne mreze, u daljnjem tekstu slijedit ¢e pregled
konkretne primjene teorijskih modela te metoda koje smo razvili s ciljem vrednovanja
i predvidanja sistemskog rizika na kompleksnoj mrezi financijskih institucija.

Svjetska ekonomija sustav je izrazite kompleksnosti, a njena dinamika je odraz
svojstava i karaktera velikog broja poveznica izmedu komponenti od kojih je sastav-
ljena. Aktivno proucavano svojstvo kompleksnih mreza je rizik od Sirenja Sokova koji
imaju izvoriSte u malom podsustavu ili ¢ak jednom vrhu mreze, a imaju znacajne
posljedice na cjelokupni sustav. Rizik tog tipa poznat je pod imenom sistemski rizik i
povijesno je bio uzrok financijskim krizama i kolapsima koji su utjecali na ogroman
udio svjetskog stanovnistva.

U najsvjezijem sjecanju je velika financijska kriza s poc¢etkom u 2007. godini koja
je imala paraliziraju¢i u¢inak na svjetsko gospodarstvo te je u retrospektivi sasvim
ocito sto je dovelo do nje, medutim konvencionalni pristup procjene rizika u njenom
je predvidanju u cijelosti podbacio. To je potvrdio i tadasnji predsjednik Europske
srediSnje banke Jean-Claude Trichet u svom govoru iz 2010. godine [36] rekavsi da
su se “suocCeni s krizom osjecali napusteno od strane konvencionalnih alata” te da
“trebamo razviti komplementarne alate kako bismo unaprijedili robustnost cjelokup-
nog sistema”. Nadovezao se i na to da je “dovodenje znanstvenika iz tih polja [fizike,
inZenjerstva, psihologije, biologije] potencijalno vrlo kreativno i vrijedno”.

Posljedi¢no, financijske krize imaju poguban ucinak na mnoge grane gospodar-
stva, ali kao i svi ekstremni dogadaji, otvaraju vrata inovativnim rjeSenjima i pogle-
dima na problematiku. Nas rad nastavlja tim stopama te nam je cilj pronaci metrike
sistemskog rizika koje su znacajne i precizne, ali i dovoljno jednostavne i intuitivne
kako bi potencijalno bile korisne financijskim regulatorima u sprjecavanju daljnjih

kriza.
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4.1 Osnovni ekonomski pojmovi

Kako bismo modelirali bankarski sektor kompleksnom mrezom, nuzno je poznavati
principe protoka sredstava izmedu financijskih institucija. U tu svrhu pocet ¢emo s
jednim od tri temeljna financijska izraza - jednadzbom bilance [37].

Bilancom se naziva sustav pra¢enja imovine i zaduzenja poduzeca unutar odredenog
vremenskog perioda. Bilanca je okosnica modernog financijskog upravljanja te iz nje
iS¢itavamo ukupnu imovinu institucije te na koji nacin se ta imovina financira. U
svrhu pracenja bilance potrebno nam je poznavati tri iznosa - imovinu, obveze i kapi-

tal tvrtke.

* Imovina (engl. assets) A se prema medunarodnim standardima financijskog
izvjeStanja (MSFI) definira kao “svaki resurs pod kontrolom poduzeca od ko-
jeg se u buducnosti ocekuje financijska dobit”. Pod imovinu pripada gotovina,

inventar tvrtke, investicije, patenti itd.

* Obveze (engl. liabilities) L podrazumijevaju sva dugovanja koja u danom tre-
nutku poduzece ima prema drugom poduzecu ili osobi. Neki od primjera obveza

su krediti, izdane dionice i nepla¢ene fakture.

* Kapital (engl. equity) E odgovara iznosu novca koji bi pripao vlasnicima tvrtke
kad bi se sva njena imovina likvidirala i sva dugovanja otplatila. Kapital se
obi¢no spominje kada je rije¢ o “vrijednosti” kompanije i Cest je indikator za

financijsko zdravlje poduzeca.

Sustav bilance nalaze da imovina tvrtke mora biti uravnotezena s njenim kapita-

lom i dugovanjem $to nas dovodi do jednadZzbe bilance (engl. balance sheet equation)

A=L+FE. (4.1)

Jednadzba (4.1) govori nam o tome da u svakom trenutku ukupna vrijednost imovine
odgovara zbroju novca dobivenog zaduzivanjem i postojeceg kapitala tvrtke.

Nama ¢e ovaj identitet i pojmovi vezani uz njega biti bitni u istrazivanju bududi
da ¢emo bankrot institucije definirati kao slucaj kad kapital F pojedine banke padne
na nulu. Takoder, modelirajuéi sustav banaka kao tezinski graf, tezinama bridova ¢e
odgovarati imovina A; banke ¢ uloZena u sve ostale, odnosno gledano s druge strane,

iznos novca L; koji banka i duguje ostalima.
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4.2 DebtRank algoritam

Kao sto je spomenuto u prijasnjim poglavljima, u nasem istrazivanju modelirat ¢emo
sustav financijskih institucija kompleksnom mrezom te analizirati rizik od katastrofal-
nih posljedica Sirenja malih financijskih Sokova. Kako bismo modelirali samo Sirenje
Soka i evaluirali utjecaj pojedinih ¢vorova koristit ¢emo algoritam uveden u radu iz
2012. [38] i nadograden 2015. godine od strane Bardoscie, Battistona, Cacciolija i
Caldarellija pod nazivom DebtRank [39].

DebtRank se temelji na osnovnim ekonomskim principima i rac¢unanju central-
nosti vrha u svrhu formulacije mikroskopske teorije stabilnosti financijske mreze te
pruzanju kvantitativne mjere utjecaja pojedine banke na proSirenje nestabilnosti. U
daljnjem tekstu dat ¢emo kompletan izvod algoritma pocevsi s osnovnim pretpostav-

kama.

Teorijska pozadina i izvod

Sustav n banaka moZemo prikazati kao usmjerenu tezinsku mrezu koja se sastoji
od n vrhova. Najzastupljeniji oblik interakcije medu bankama je posudivanje novca,
tako da bridovima mreZe pridajemo teZine A;; koji odgovaraju iznosu novca kojim je
banka i kreditirala banku j. U tom slucaju A;; su elementi matrice susjedstva mreZze.
Imovina banke : unutar sustava odgovara sumi uloZenog novca u sve ostale banke

A; =) A;;, dok ostatak imovine banke (dio koji se ne odnosi na kreditiranje ostatka
J
sustava) oznacavamo S Af . Svakom iznosu uloZene imovine A;; banke ¢ odgovara

iznos obveze L;; banke j koji je u nekom budu¢em trenutku duzna otplatiti. Analogno
imovini, banke posjeduju i obveze van sustava koje ozna¢avamo s LF. Kapital banke
i racunamo Kkoriste¢i jednadzbu bilance (4.1) te odgovara F; = A; — L;, gdje je L; =
Z L;; ukupna obveza banke ¢ prema svim ostalim bankama. Ovdje moZemo definirati
b]ankrot kao slucaj u kojemu obveze banke i premase njenu imovinu, odnosno £; < 0.

Nadalje zelimo pronaci evoluciju kapitala banaka u vremenu. U tu svrhu defi-

niramo skup aktivnih banaka, odnosno banaka koje u trenutku ¢ nisu u bankrotu

A(t) = {j: E;(t) > 0} (4.2)
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Kako bismo dosli do izraza za vremensku ovisnost kapitala, pretpostavit ¢emo da
s bankrotom banke j imovina uloZena u nju iS¢ezne iz sustava tj. A;; = 0, no obveze
L;; ostaju konstantne. Pretpostavka je razumna jer u realnim sustavima bankrotom
institucije ona gubi moguc¢nost otplad¢ivanja dugova prema svim svojim kreditorima
gotovo trenutno, iako obveza otplac¢ivanja i dalje postoji. Kao posljedicu pretpostavke

dobivamo vremenski ovisnu jednadzbu bilance

n
Ei(t) = AP(t) = LE(t) + D Ay(t) = > Ly(t), (4.3)
JEA(t—1) J=1

gdje suma imovina unutar sustava ukljucuje samo banke koje su aktivne u vremenu

t—1, bududi da sustav moZze “saznati” o bankrotu pojedine banke tek u sljedecoj tocki
vremena.

Saznavsi ovisnost kapitala o vremenu, predlozen je jednostavan mehanizam pro-

pagacije financijskog soka izmedu ¢vorova mreze. Pretpostavka ovdje je da se imo-

vina kreditora unutar sustava mijenja razmjerno s kapitalom duznika u prijaSnjem

vremenskom trenutku, odnosno

E; .

Ay(t+1) = 4.4)

A (t) =0, JEA(t-1).

Vremensku evoluciju imovine unutar sustava (4.4) sada mozemo uvrstiti u jednadzbu
bilance kako bismo izra¢unali promjenu kapitala banke 7 izmedu vremena ¢ i ¢ + 1,
uzevsi u obzir pretpostavke da su imovine i obveze van sustava, te obveze unutar

sustava konstantne. 1z toga slijedi izraz

E(t+1)=Ei(t)= > Ayt+1)— Y Ay(t)

JEA(t) JEA(t—1) (4.5)
= Y (Aylt+1D)—Ay) - > Aylt+1),
JEA(t—1) JEA(t—1)\A(t)

gdje smo u drugom retku izdvojili ¢lanove sume koji odgovaraju bankama aktivnim u

vremenu ¢ — 1 koje su bankrotirale u ¢. Iz jednadzbe (4.4) vidimo da taj ¢lan iScezava.
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Nakon sredivanja izraza dobivamo promjenu kapitala

Ei(t+1) — Ei(t) é]ég)) (B;(t) — Byt — 1)) . (4.6)
jeA(t-1) 7

gdje smo na izlu¢enom faktoru rekurzivno primijenili jednadzbu (4.4) i iskoristili
¢injenicu da se u prvom trenutku mijenjaju samo kapitali, a ne i imovina tj. A4;;(1) =
A;;(0).

Uvedemo li kao pokratu matricu

A;;(0) .
L je At —1)
i(0) . 4.7)

Aty =4 "
0, JE At —-1)

vremensku evoluciju kapitala mozemo zapisati kao
Ei(t+1) =max |0, E;(t) + > Ay(t)(E;(t) — E;(t = 1)) |, (4.8)
j=1

gdje se maksimumom osiguravamo da nakon bankrota kapital banke i ne poprimi
negativnu vrijednost. Naposljetku definiramo kumulativni gubitak kapitala ili finan-

cijski Sok h;(t) kao
Ei(0) — Ei(t)

hi(t) = .
te moZemo zapisati jednadzbu (4.8) u terminima financijskog Soka
j=1

Ovime smo dobili jednadZzbu koja opisuje vremensku evoluciju financijskog Soka na
pojedinom ¢voru mreZe u kojoj uvodimo novu pokratu A;;(¢) koja se definira kao

“‘E’j((oo)) , JEAl—-1)
0,  jEAl-1)

Aij(t) = _ (4.11)

Matricu A(t) moZemo gledati kao reduciranu matricu susjedstva mreze banaka te

¢emo nju primarno koristiti u nasem istrazivanju.
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Stabilnost i amplifikacija Soka

Kljucna znacajka DebtRank dinamike je Cinjenica da su stabilnost sustava te pos-
ljedicno amplifikacija i guSenje Sirenja Soka odredeni svojstvima matrice A(t). Po-
kazat ¢emo da ovisno o spektralnom radijusu, iznosu apsolutne vrijednosti najvece
svojstvene vrijednosti | \,,...| reducirane matice susjedstva, financijski Sok moze ili ko-
nvergirati k stabilnoj vrijednosti ili biti amplificiran dok ne dode do bankrota jedne
ili viSe institucija.

Promotrimo vremenski period izmedu dva bankrota, odnosno period u kojem je
matrica A(t) = A konstantna. Definiramo li promjenu financijskog Soka kao Ah(t) =

h(t) — h(t — 1), jednadzbu (4.10) mozemo zapisati u matri¢nom obliku

Ah(t +1) = AAA(t)
(4.12)
= A'Ah(1) = A'h(1),
gdje smo u drugom retku rekurzivno koristili jednadzbu (4.10) i iskoristili ¢injenicu

da je h(0) = 0. Zanima li nas iznos Soka u vremenu ¢ + 1, potrebno je sumirati

promjene Sokova u svim ranijim vremenima

t+1 t+1

h(t+1) =) Ah(t) =Y A'h(1). (4.13)
t'=0 t'=0

Kako bi asimptotska vrijednosti h> = tlim h(t) postojala, mora biti ispunjen uvjet
—00
na normu matrice ||[A]] < 1. Ovdje koristimo Gelfandov teorem koji nalaze da za

spektralni radijus bilo koje matrice vrijedi
p(A) = lim [|A|* . (4.14)
k—o0

Iz (4.14) i tinjenice da ||A*||'/* < ||A|| < 1 direktno slijedi da je nuZan i dovoljan
uvjet za konvergenciju h* spektralni radijus manji od 1, odnosno |\,,..| < 1. U tom

slucaju (4.13) konvergira prema
> = (I —A)"'h(1). (4.15)

U suprotnom slucaju, tj. |A\nq:| > 1, ne dolazimo do rjeSenja u zatvorenoj formi nego

dolazi do neomedenog rasta financijskog Soka.
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Dinamika opisana s (4.13) vrijedi uz pretpostavku konstantne A-matrice, tj. do
prvog bankrota, no metodu je lako generalizirati na kompletni vremenski tijek ako u
periodima izmedu pojedinih bankrota korigiramo imovine i kapitale banaka odgova-
raju¢im vrijednostima.

Takvim pristupom mozemo modelirati kompleksnu dinamiku Sirenja i amplifika-
cije financijskog Soka buduci da u trenutku u kojem spektralni radijus postane ve¢im
od 1 i dode do bankrota sastavnice, tu instituciju u sljede¢em koraku izbacujemo
iz sustava te se Sok nastavlja povecavati ako je spektralni radijus i dalje vedi od 1.
Medutim, to ne nalaze kaskadu propadanja svih banaka jer nakon odredenog broja
bankrota, reducirani sustav moze ponovno do¢i u stabilno stanje |\,...| < 1 gdje Sok

konvergira prema nekoj konacnoj vrijednosti.
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5 Istrazivanje parametarskog prostora inicijalnog
financijskog pogorsanja

U sljedecem poglavlju iskoristit ¢emo znanje o kompleksnim sustavima, infrastruk-
turu kompleksnih mreza i mehanizam DebtRank algoritma kako bismo razvili neko-
liko potencijalno efikasnih mjera za procjenu sistemskog rizika unutar sustava finan-
cijskih institucija. Tijekom istrazivanja referirali smo se na ¢lanak [40] u kojem je
pronadena povezanost izmedu amplifikacije financijskog Soka i asortativnosti mreze
unutar DebtRank scenarija. Autori navedenog ¢lanka naslutili su kako bi se iz mrezne
strukture, tj. izmjene imovine medu bankama na elegantan nacin moglo do¢i do in-
tervala dopustenog inicijalnog makroekonomskog Soka posljedicom kojeg nec¢e doci
do bankrota nijedne financijske sastavnice te ovim istrazivanjem nastavljamo tim sto-
pama.

Analizu smo poceli na najmanjim netrivijalnim mreznim problemima, odnosno
mrezama sastavljenim od dva tj. tri ¢vora na kojima smo razvili modele koje smo
kasnije generalizirali na arbitraran broj ¢vorova i testirali na ansamblu Erdés-Rényi
mreza. U skladu s kompleksnosti problema, jednostavnije slucajeve pokusali smo
rijesiti analiticki, medutim, za nase proracune u glavnini rada koristili smo Monte

Carlo simulacije i numericke pakete unutar jezika Python.

5.1 Mjere sistemskog rizika

Mjere sistemskog rizika koje smo razvili podijelili smo na tri Cesta slucaja nastanka
financijskih poteskoca u realnim sustavima. Prva od njih odnosi se na Sok koji pri-
blizno jednako pogada sve sastavnice u mrezi i nazvali smo ga uniformnim sokom.
Drugi scenarij je nastanak potesko¢a unutar samo jedne od sastavnica (idiosinkratski
rizik) koji dovodi do prosirenja rizika na ostatak mreze, odnosno lokalizirani Sok. Na-
posljetku uvodimo generalnu mjeru koja ukljucuje viSeparametarski Sok koji pogada

sve sastavnice razliCitim intenzitetom, koju nazivamo mjerom hipervolumena.
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Uniformni financijski Sok

Prvi slucaj koji smo proucavali je ujedno i najcesci oblik makroekonomskog Soka, koji
moze imati i najveci spektar potencijalnih uzroka. Faktori koji dovode do uniformnih
Sokova mogu biti nagli padovi u ponudi i potraznji koji dovode do porasta cijena,
promjene u zakonodavstvu koje utjecu na fiskalnu politiku, nagli tehnoloski napreci,
inflacija i sl. Primjerice sukobi na Bliskom istoku prouzrocili su smanjenje proizvod-
nje nafte posljedica koje je porast cijene naftnih derivata koji je jednoliko utjecao na
cijeli sektor. Ili s druge strane, rast tecaja svicarskog franka u odnosu na kunu uslijed
transfera kapitala tijekom gospodarske krize imao je uniforman utjecaj na banke (a
posebno na njihove klijente) koje s tom valutom posluju.

Financijski sustavi su po svojoj prirodi osjetljivi na vanjske okolnosti pa tako ne-
prestane i nepredvidive promjene u svjetskim dogadanjima uzrokuju priblizno ho-
mogene promjene u likvidnosti svih financijskih sastavnica. Takve promjene cesto
su benigne i financijska infrastruktura je gradena na nacin da ih prezivi, medutim,
ako je Sok dovoljno jak i mreza previSe povezana, uniformni Sokovi mogu dovesti do
znacajnih poteskoca.

Kako bismo modelirali financijske Sokove, u ovom slu¢aju uniformni Sok, sluzit
¢emo se matri¢nim oblikom vremenske evolucije kumulativnog gubitka kapitala, u
rezimu u kojem ne dolazi niti do jednog bankrota, ranije opisanom jednadzbom
(4.15)

> = (I —A)"'h(1).

Ponovimo da je h(1) vektor inicijalnih Sokova unutar pojedine sastavnice, h> Sok
asimptotska vrijednost financijskog Soka, a A reducirana matrica susjedstva mreZze.
Uniformni Sok modeliramo pretpostavivsi da svi elementi vektor-stupca i (1) imaju

jednaku vrijednost ¢, € [0,1)

h(1) =t |, | = vuh(). (5.1)
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Uvrstimo li pretpostavku o uniformnom Soku u jednadzbu (4.15) dobivamo ma-
tricnu jednadzbu

7 = (I — A)*h(1). (5.2)

Cilj nam je pronac¢i maksimalni uniformni Sok ), koji ne prouzrokuje bankrot

niti jedne sastavnice. Matematicki, rubni slu¢aj netom prije bankrota reprezentiran

je slucajem u kojem neki od elemenata vektor-stupca h> dosegne iznos 1. Iz tog

razloga, da bismo dobili maksimalni dozvoljeni uniformni Sok, potrebno nam je mak-

simizirati jednadzbu (5.2)

1
ma (1= 4)-1400)) |

J J

v, = (5.3)

Primijetimo da ¥, ovisi jedino o mreznoj strukturi, odnosno o iznosu medubankarske
imovine i kapitalima banaka. Bududi da ¥, modelira najveci Sok koji sustav moze
podnijeti, visoke vrijednosti ¥, odgovaraju velikoj stabilnosti i rezilijentnosti sus-
tava, dok vrijednosti ¥, bliske nuli naznacuju propast neke od sastavnica i za vrlo

male vanjske Sokove.

Lokalizirani financijski Sok

U odnosu na uniformni, lokalizirani makroekonomski Sok druga je krajnost koja do-
vodi do sistemskog rizika. Do lokaliziranog Soka dovode financijske poteskoce unutar
malog broja sastavnica financijskog sustava koje nadalje mogu dovesti do nestabil-
nosti unutar cijelog sektora. Lokalizirani Sokovi imali su velik utjecaj na razvoj kriza u
modernoj povijesti. Primjerice, propast investicijske banke Lehman Brothers u 2008.,
dotad Cetvrte po velicini investicijske banke u SAD-u, uzrokovala je Sokove unutar ve-
likog broja ostalih banaka i fondova, sto je nadalje prouzrocilo najveci pad burzovnog
indeksa Dow Jones u sedam godina prethodnih tom dogadaju [41].

Razina opasnosti takvih Sokova, kao i kod uniformnih, uvelike ovisi o povezanosti
mreze banaka, a ovdje posebice o povezanosti pogodenog ¢vora s ostatkom mreze.
Institucije kao banka Lehman Brothers zbog svog utjecaja na sustav nazivale su se
”too big to fail”, medutim, “veli¢ina” odnosno amplituda Soka nije jedini ¢cimbenik
utjecajan na sistemski rizik, ve¢ se sve popularniji izraz “too connected to fail” kojim

se naglasava vaznost povezanosti u evaluaciji stabilnosti sustava.
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Mjeru sistemskog rizika uslijed lokaliziranog financijskog Soka razvili smo na
slican nacin kao i mjeru uniformnog soka, dakle koristenjem jednadzbe (4.15). Raz-
lika je ovdje u tome Sto je vektor inicijalnog Soka h(1),; koji odgovara Soku unutar i-te

sastavnice ovaj puta i-ti vektor kanonske baze e; mnoZen skalarom ;"

A1) =/ [ 1] =vle. (5.4)

Ako promatramo mrezu n banaka, vidimo da sada imamo n parametara lokali-
ziranog Soka, svaki od kojih predstavlja slucaj financijskih poteskoc¢a unutar jedne
od banaka. Kao i u prethodnom sluéaju, traZimo maksimalni v’ za koji jedan od
elemenata (h™)’ doseze maksimalnu vrijednost 1, ovaj puta za pojedini ¢vor mreze

()5 = ' (I = A)"es),

& j | (5.5)
=y (=M 0 =i (L =071,

Ji
k=1

gdje je d;; Kroneckerova delta. Maksimiziranjem jednadzbe (5.5) dobivamo maksi-

malni dozvoljeni lokalizirani Sok

U= 1 . (5.6)

max [((I —A)) }

J Jr

¥, takoder je odreden isklju¢ivo reduciranom matricom susjedstva A, a posjeduje
i zanimljivo svojstvo da ovisi samo o jednom elementu inverza (I — A)~!, $to bi
mogla biti korisna znacajka u proracunima na velikim mrezama, na kojima ra¢unalna
efikasnost postaje bitnim faktorom.

Korisnost mjere maksimalnog dozvoljenog lokaliziranog soka dvojaka je - moze
se koristiti generalno ili u uzem smislu. Opcenito je moguce komponente vektora
VU, prikazati histogramom s vrijednosti Soka na apscisi. Tada umjesto jedinstvene

kvantitativhe mjere dobivamo pregled o raspodjeli broja rizi¢nih sastavnica u mrezi.
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Specifi¢nije, mozemo izdvojiti minimalnu komponentu maksimalnog lokalizira-
nog Soka

U™ = min U] (5.7)

te oznacava najveci dozvoljeni lokalizirani Sok koji moze podnijeti i najmanje otporna

sastavnica u mrezi.

Heterogeni financijski Sok

Uniformni i lokalizirani financijski Sokovi dva su rubna slucaja koja dovode do sistem-
skog rizika unutar sustava banaka. Oba su karakterizirana jednim parametrom ¢ koji
determinira ukupni Sok na jednoj ili svim financijskim sastavnicama. Iako su jednopa-
rametarski modeli Cesto prikladni zbog svoje jednostavnosti i priblizno dobrog opisa
realne situacije, generalno na mrezi n banaka postoji n parametara financijskog Soka
te nas zanima koje kombinacije tih parametara dovode do stabilnog stanja sustava, a
koje ne. U tu svrhu predlazemo mjeru koja uklju¢uje moguénost viSeparametarskog
Soka, ali je opisana jedinstvenim skalarom.

Ovu mjeru takoder izvodimo iz vremenske evolucije kumulativhog gubitka kapi-
tala, no ovaj puta ¢emo promotriti invertirani oblik jednadzbe (4.15) kao linearnu

transformaciju dozvoljenog potprostora h™>

h(1) = (I — A)h*. (5.8)

Bududi da bankrotu financijske sastavnice sastavnice i odgovara vrijednost h° = 1,
ukupan potprostor vrijednosti za koje ne dolazi do bankrota (0 < h$° < 1) odgovara
jedini¢noj n-kocki (hiperkocki) smjestenoj u ishodistu koordinatnog sustava definira-
nog osima h{°. Dakle, unutar hiperkocke smjeSteni su svi dozvoljeni slucajevi prili-
kom kojih ne dolazi do propasti nijedne od banaka. Na Slici 5.1a graficki je prikazan
dozvoljeni potprostor u dvodimenzionalnom prostoru Ah°°.

Nadalje Zelimo saznati koji potprostor parametara prostora inicijalnog Soka h(1)
odgovara dozvoljenim vrijednostima u hA* prostoru. U tu svrhu transformiramo hi-
perkocku iz prostora asimptotskog soka u prostor inicijalnog Soka koriste¢i DebtRank

evoluciju (5.8).
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Ovdje moramo uzeti u obzir jedno dodatno ogranicenje. Znamo da su elementi
matrice A nenegativni s tim da su elementi na dijagonali uvijek jednaki O buduci da
pretpostavljamo da banke ne ulazu imovinu same u sebe. To povla¢i da najopcenitiji
oblik matrice I — A ima jedinice na dijagonali, a svi nedijagonalni ¢lanovi su manji ili

jednaki 0, odnosno

1 _A12 _Aln
Ay 1 :
[—a=| " _ . (5.9)
~Am 1

Za linearnu transformaciju hiperkocke to znaci da ¢e dobiveni potprostor u i(1) pros-
toru nuzno ukljucivati vrijednosti van pozitivnog n-oktanta (hiperoktanta), odnosno
vrijednosti h(1); koje odgovaraju stanju u kojem nema bankrota, izlazit ¢e iz inter-
vala [0, 1). Te vrijednosti potrebno je izuzeti iz analize bududi da ~(1); < 0 oznacava
pozitivan inicijalni Sok, tj. rast kapitala, Sto je realan slucaj, ali prilikom procjene
sistemskog rizika nam nije od interesa. Stoga u nasoj analizi promatramo presjek
V' dozvoljenog h(1) potprostora i pozitivhog hiperoktanta, ¢iji je dvodimenzionalni

slu¢aj prikazan na Slici 5.1b.

ng | h(1),

_

(@ (b)

h(1),

Slika 5.1: Potprostor dozvoljenih vrijednosti u 4> prostoru (a) i transformirani pot-
prostor dozvoljenih vrijednosti inicijalnog Soka u h(1) prostoru (b) za n = 2.

Poanta ove analize je u tome da ovisno o matrici A moZemo imati ve¢i ili manji
potprostor inicijalnih Sokova koji odgovaraju stanju u kojem ne dolazi do bankrota.

Drugim rije¢ima, ako je mrezna struktura takva da / — A transformacijom dobivamo
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malen potprostor V, sve kombinacije vrijednosti inicijalnog soka izvan V' izazvat ¢e
bankrot barem jedne financijske institucije u mrezi, Sto znaci da je takva mrezna
struktura niske stabilnosti. Vrijedi i obratno, ako je V' “veli¢ine” sumjerljive potpros-
toru h*, vjerojatnost da ¢e neka kombinacija parametara inicijalnog Soka izazvati
bankrot mala je.

To saznanje navodi nas na uvodenje nove mjere sistemskog rizika sustava koja
odgovara hipervolumenu ¥y dozvoljenog potprostora V. Kad ne bismo imali ranije
opisano ogranicenje, racunanje ove mjere bilo bi trivijalno te bi hipervolumen izno-
sio det(I — A). Medutim, ovisno o iznosima medubankarskih investicija, geometrija
ovog problema moze biti izrazito kompleksna c¢ak i za male brojeve ¢vorova, Sto nas

motivira za koristenje numerickog pristupa problemu.

5.2 Jednostavan slucaj - mreze s n < 3 ¢vora

Primjenu mjera opisanih u prethodnom dijelu zapoceli smo na toy modelima mreza
s malim brojem ¢vorova. Razlog je tome $to je na mrezama niske dimenzionalnosti
mnogo intuitivnije ste¢i kvalitativan uvid u problem, velikim dijelom zbog malog
broja parametara i mogucnosti adekvatne vizualizacije. Takoder, proracun na malim
mrezama omogucava nam i analiticki pristup raCunanju mjera za neke specijalne

slucajeve.

Mreza s n = 2 ¢vora

Bududi da na trivijalnoj mrezi s jednim ¢vorom nema smisla definirati protok novca,
analizu ¢emo zapoceti na mrezi n = 2 financijske sastavnice koje medusobno krediti-

raju jedna drugu. Usmjereni graf s dva ¢vora prikazan je na Slici 5.2.

Slika 5.2: Mreza s n = 2 ¢vora povezana u oba smjera.
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U tom slucaju matrica transformacije ima oblik

1 —A12
—Agl 1

I—A= , (5.10)

dok njen inverz odgovara

1 1 A

I-A)'=—
( ) 1 — Aoy Aoy 1

(5.11)

Zelimo li sada izvrjedniti mjere uniformnog i lokaliziranog financijskog $oka na mrezi
dvije sastavnice, uvrStavamo inverz (5.11) u jednadzbe (5.3) i (5.6), slijedom te

dolazimo do

1- A12A21

u = , 5.12

1 + max [A127 A21:| ( )
o min [1, A%,J

U = (1 —A2Ay) _ . (5.13)
min [1, A—H}

Hipervolumen u ovom dvodimenzionalnom slu¢aju odgovara povrsini paralelograma
dobivenog transformacijom unutar prvog kvadranta te ju je moguce izracunati jed-

nostavnom geometrijskom analizom. Tada mjera rizika od heterogenog soka iznosi

1
Uy =1-— §(A12(1 —A3) +An(1 =A%) . (5.14)

Analiticki pregled mreze s dva ¢vora zakljucit ¢emo racunanjem dozvoljenih intervala
inicijalnog Soka unutar kojih ne dolazi do bankrota. U tom slucaju mora vrijediti
0 < h® < 1,4 € {1,2} te iz tog uvjeta linearnom transformacijom (5.8) dolazimo do

sustava nejednadzbi

(1)1 + Ag1h(1)y

0< <1

T 1Ay . (5.15)
0 < Aioh(1)1 + h(1)s 1

o 1 — Aoy
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Mreza s n = 3 ¢vora

U slucaju potpuno povezane mreZze triju financijskih sastavnica moguca su samo dva
nezavisna slucaja iz kojih je ciklickom zamjenom indeksa elemenata A;; moguce doci
do ostalih konfiguracija. Mogu¢ je i jednostavniji slu¢aj mreze s n = 3 ¢voraim = 2
veze, no slucaj potpuno povezanog grafa ovdje ¢e nam biti od veceg interesa. Pod
pretpostavkom da izmedu dvaju ¢vorova mreze moze postojati samo jedan brid (jed-

nosmjerna investicija), dvije moguce konfiguracije prikazane su na Slici 5.3.

OO
Az Az

(@ (b

Slika 5.3: Gornjotrokutasta (a) i ciklicka (b) konfiguracija mreze s n = 3 ¢vora.

Skup parametara koji odreduju vremensku evoluciju financijskog Soka reprezen-
tiran je matricom / — A te ¢emo konfiguracije n = 3, u skladu s oblikom matrica,
nazvati gornjotrokutastom (indeks UT) i ciklickom (indeks cyc) konfiguracijom. Ma-

trice evolucije za oba slucaja dane su s

1 —Ap —Ag
I'-Agr=10 1 —Aysl|, (5.16)
0 0 1
1 —Ap 0
I—Aye=1 0 1 —Ay |- (5.17)
—Az; 0 1

Za racunanje mjera sistemskog rizika navedenih u 5.1 potrebno nam je poznavati
inverze [ — A matrica, koje smo za gore navedene konfiguracije izracunali analitickim

putem. Inverzi matrica evolucije odgovaraju
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1 Ag ApgAgs 4+ Ags
(I—Aur) ' =10 1 Ags : (5.18)
0 O 1
1 Ao AqaAos
1
(I - Acyc)i1 A23A31 1 A23 . (519)

T 1= ApAyhs
A31 A31A12 1

Analogno n = 2 slucaju, matrice (5.18) i (5.19) uvrstavamo u jednadzbe (5.3) i (5.6)

te dobivamo maksimalne uniformne i lokalizirane Sokove za gornjotrokutastu

1
puT — , (5.20)
v 1 4+ max [Alg + Ao (1 4+ Agg), A23]
1
vt = min [1, A%J ; (5.21)

: 1 1
min [1’ Aoz’ A13+A12A23]

i ciklicku konfiguraciju

geve _ 1 — AiaMasAsy 7 (5.22)
w 1 + max [Alg(l =+ A23), A23(1 + Agl), A31(1 =+ Alg)}

min [1,

L]
A31? A23Asz1

W% = (1 — Ai2AgsAs1) | min [1, A%Q 1. (5.23)
1

7 As1Ai2

1

min [1’ Ao3”? A12A23}

Za promatrane konfiguracije mreze triju ¢vorova moguce je analitickim ra¢cunom do-
biti i intervale dozvoljenih vrijednosti inicijalnog Soka koriste¢i uvjet 0 < h° < 1,7 €
{1,2,3}. Kao i u prethodnom razmatranju, dolazimo do sustava nejednadzbi za gor-

njotrokutasti slucaj

0 < h(1); + Aah(1)s + (A1z + A12Ag3)h(1)3 < 1
, (5.29)
0< h(l)g -+ A23h(1)3 <1
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te za ciklicki slucaj

0< h(1)1 + A1ph(1)s + A1aAgzh(1)3
- 1 — ApAg3Asy
< AosAs1h(1)1 + h(1)2 + Agsh(1)s
- 1 — AaAgsAs
< Azih(1)1 + AziAioh(1)2 + h(1);
- 1 — AjaAosAs

<1

0 <1. (5.25)

0 <1

Mjera hipervolumena W, na mrezi s n = 3 ¢vora odgovara volumenu dijela pa-
ralelepipeda u h(1) prostoru dobivenog I — A transformacijom, koji se nalazi unutar
prvog oktanta. Volumen Wy mozemo raCunati geometrijski, podjelom nepravilnog
tijela na prizme i piramide ¢iji su volumeni poznati. Medutim, ve¢ u trodimenzional-
nom slucaju broj takvih tijela te broj razli¢itih geometrija ovisnih o elementima A;;
postaje vrlo velik, Sto za posljedicu ima veliku kompleksnost analitickog racunanja
opceg rjeSenja za V¥y. Kao primjer dajemo jednadzbu (5.26), koja vrijedi za jedan

specijalni slucaj gornjotrokutaste konfiguracije mreze.
ur 2 1 1
vy = A12(1 - A23) + (1 — Ags + §A23) (1 — AN — A13) + 6A13A23
(5.26)
_l’_

O = DN =

2
(A13 + A12A23) (1 - §A23) ;o Aoz <1, Ap+ Az < 1.

S povecanjem broja ¢vorova kompleksnost problema naglo raste te analiticki izracun
Uy, postaje praktitno neizvediv. Iz tog razloga ¢emo se za racunanje hipervolumena
nadalje sluziti numeri¢kim metodama, specifi¢cno Monte Carlo simulacijama. Metodu
¢emo uvesti na mreZi triju sastavnica, a od posebne koristi ¢e nam biti u kasnijem
modeliranju sistemskog rizika na Erd6s-Rényi mrezi.

Osnovni princip Monte Carlo metoda je koriStenje nasumi¢nog uzorkovanja u
svrhu dobivanja numerickog rjesenja. Monte Carlo metode uvrijezen su alat u fizici
i ostalim prirodnim znanostima, a posebno su pogodne za izvrjednjivanje slozenih
odredenih integrala i volumena [42].

Monte Carlo simulaciju za ra¢unanje hipervolumena koristit ¢emo na sljedeci
nacin. U h* prostoru generirat ¢emo )M nasumicnih dozvoljenih tocaka iz unifor-
mne distribucije, odnosno vektora s koordinatama 0 < h{® < 1, uzimajudi u obzir
da je hipervolumen dozvoljenog h> potprostora uvijek jednak 1. Potom generirane

vektore jednadzbom (5.8) transformiramo u A(1) prostor u kojem zelimo saznati hi-
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pervolumen dobivenog politopa te s M’ oznacavamo broj tocaka unutar presjeka poli-
topa i pozitivnog hiperoktanta. Buduci da je broj nasumi¢no generiranih tocaka tada
proporcionalan hipervolumenu tijela, a ukupni hipervolumen politopa det(I — A),
dolazimo do izraza
M
Uy = 573 det(I — A). (5.27)
Aproksimacija volumena ovog tipa pogodna je racunalnim simulacijama zbog jednos-

tavnog generiranja pseudoslucajnih vektora i brojenja istih unutar danih ogranicenja

te uz dovoljan broj to¢aka moze dati relativno precizne rezultate.

5.3 Generalizacija - Erdos-Rényi ansambl

U nadolaze¢em dijelu promotrit ¢emo realniji model bankarskog sektora predstavljen
Erd6s-Rényi grafom. Iako u realnim sustavima veze izmedu financijskih sastavnica
nisu rasporedene potpuno nasumicno vec je struktura sli¢nija tzv. core-periphery mo-
delima [44], koriste¢i Erd6s-Rényi mreZu posjedujemo vecu kontrolu nad variranjem
parametara i jednostavnije ju je racunalno generirati, a dozvoljava nam istrazivanje
istih pitanja.

Generiranje mreza, proracune i vizualizacije izvrsili smo u programskom jeziku
Python 3.8.3 i pripadnim bibliotekama, a svi koriSteni kodovi originalni su te su

prilozeni u Dodatku A.

Generiranje mreza

Kako bismo stekli saznanja o rizi¢nosti mreznih parametara neovisno o strukturi
pojedine nasumicne mreze, generirat cemo ansambl N mreza, za svaku od kojih
¢emo racunati prosjek mjere na cijelom ansamblu. Bavit ¢emo se dvjema vrstama
nasumicne mreze - potpuno i nepotpuno povezanom mrezom. Potpuno povezana
mreza sluzit ¢e nam kao uvodni model maksimalne gustoc¢e veza, dok ¢emo na ne-
potpuno povezanoj mrezi vrsiti ve¢inu nasih simulacija zbog njene viSeparametarske

prirode i vece sli¢nosti realnom slucaju.
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Potpuno povezana mreza

Potpuno povezanu Erd6s-Rényi mrezu proizvest ¢emo generirajuci slu¢ajnu ma-
tricu susjedstva A. Ovdje je bitno razjasniti terminologiju koju ¢emo koristiti - na
usmjerenim grafovima potpuna povezanost u Sirem smislu podrazumijeva povez-
nice izmedu svakog para ¢vorova u oba smjera. Mi se u ovom razmatranju bavimo
mrezama u kojim postoje samo jednosmjerne investicije te ¢emo potpuno poveza-
nom mrezom nazivati mrezu koja ima po jedan usmjereni brid izmedu svakog para

¢vorova. Primjer ovakve mreZe s n = 10 ¢vorova prikazan je na Slici 5.4.

Slika 5.4: Potpuno povezana usmjerena nasumicna mreza s n = 10 ¢vorova.

Algoritam generiranja potpuno povezane Erdés-Rényi mreZe opisan je u sljede¢im

koracima:

1. Odabiremo n vrhova.

2. Pretpostavljamo da su kapitali svih sastavnica jednaki, odnosno F; = C, a inves-
ticije izmedu banaka A;; odabiremo slucajno iz uniformne distribucije na inter-

valu [0, AJ.

3. Zasvaki par indeksa i, j < n; ¢ < j generiramo slucajni broj p’ € [0, 1] iz unifor-
mne distribucije te u slucaju p’ < 0.5 elementu matrice investicije A;; pridajemo

slucajnu vrijednost, a u obratnom slucaju tu vrijednost pridajemo elementu A;;.
4. Ostalim elementima matrice pripisujemo vrijednost O.

5. Elemente matrice A;; dijelimo konstantnim kapitalom C' te dobivamo reduci-

ranu matricu susjedstva A.

6. Provjeravamo je li spektralni radijus matrice A manji od 1, ako ne, vracamo se

na korak 1.
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Nepotpuno povezana mreza

Uz parametre A i C, nepotpuno povezanu nasumi¢nu mreZu opisuje dodatni pa-

rametar p koji oznacava vjerojatnost da su nasumi¢no odabrana dva ¢vora povezana

usmjerenim bridom. Ovakav tip mreze graficki je prikazan na Slici 5.5.

X<
e

Slika 5.5: Nepotpuno povezana usmjerena nasumicna mreza s n = 10 ¢vorova i
p=0.3.

Nepotpuno povezanu Erdés-Rényi mrezu generiramo sljede¢im algoritmom:

—

Odabiremo n vrhova.

. Pretpostavljamo da su kapitali svih sastavnica jednaki, odnosno E; = C, a inves-

ticije izmedu banaka A;; odabiremo slucajno iz uniformne distribucije na inter-

valu [0, AJ.

Odabiremo parametar p € [0,1] te za svaki par indeksa i,j < n;i < j gene-
riramo slucajnu vrijednost p” € [0, 1]. Ako vrijedi p” < p, ¢vorovi i i j bit ¢e

povezani bridom A;;, u suprotnom bit ¢e nepovezani.

Nadalje generiramo slucajni broj p’ koji na nacin identican prijasnjem algoritmu

odreduje usmjerenje brida.
Ostalim elementima pripisujemo vrijednost 0.

Elemente matrice A;; dijelimo konstantnim kapitalom C' te dobivamo reduci-

ranu matricu susjedstva A.

. Provjeravamo je li spektralni radijus matrice A manji od 1, ako ne, vracamo se

na korak 1.
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Mjera uniformnog Soka U,

Izracun mjere uniformnog financijskog Soka zapoceli smo na potpuno povezanoj na-
sumi¢noj mrezi. Ovdje nam je od interesa bilo ispitati ponasanje maksimalnog uni-
formnog Soka W, u ovisnosti o broju ¢vorova mreze za razliCite vrijednosti omjera
parametara A/C. Simulaciju smo vrsili na ansamblu od N = 10 mreZa, a dobiven re-
zultat prikazan je na Slici 5.6. Napominjemo da Sirina stupaca pogreske (engl. error
bars) predstavlja standardnu pogresku oy, veli¢ine na ordinati, Sto vrijedi i za sve

daljnje izracune.
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Slika 5.6: Maksimalni dozvoljeni uniformni Sok na potpuno povezanoj nasumicnoj
mreZi u ovisnosti o broju ¢vorova. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 10 mreZa
za brojeve ¢vorova n € [5,100] te za parametre A/C € {0.01,0.05,0.1,0.15,0.2,0.3}.

Primijetimo opadajudi trend maksimalnog uniformnog Soka koji mreza moze pod-
nijeti bez ijednog bankrota. V¥, s rastom potpuno povezane mreze monotono pada,
parametar A/C regulira brzinu opadanja, odnosno s ve¢im prosje¢nim medubankarskim
investicijama, mreza postaje manje otporna. Ovakvu ovisnost opazat ¢emo i u dalj-
njim razmatranjima.

Izracun ¥, nastavili smo na ansamblima nepotpuno povezanih mreza karakterizi-
ranih parametrima n, p i A/C. Prvu ovisnost koju smo promatrali bila je ovisnost ¥,
o parametru povezanosti p, dok smo ostale parametrima drzali fiksnima. Ovdje je po-
trebno obratiti paznju na to da za vrijednosti parametra manje od p, = %, mreze koje
generiramo nemaju divovsku komponentu, no za dimenzije mreza koje smo proma-
trali p. je dovoljno malen da bi se ve¢ina mreza ipak nalazila u nadkriticnom rezimu.

Ovisnost ¥, o p prikazana je na Slici 5.7.
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Slika 5.7: Maksimalni dozvoljeni uniformni Sok na nepotpuno povezanoj nasumi¢noj
mrezi u ovisnosti o parametru p. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 10 mreza
za p € (0,1] te za brojeve ¢vorova n € {25,50,75,100,125}, dok vertikalne linije
odgovaraju kriticnim vrijednostima p. za pojedine vrijednosti n. Grafovi (a), (b) i (c)
odgovaraju parametrima A/C iznosa 0.05, 0.2 i 0.5, slijedom.

Sli¢nu analizu izvr$ili smo i promatrajuci ¥, u ovisnosti o iznosu A/C'. Ovdje smo
takoder vodili racuna da parametre n i p biramo na nacin da generirane mreze budu
u nadkriticnom rezimu. Dobiveni rezultati prikazani su na Slici 5.8.

Zapazamo da na nasumicnim mrezama otpornost mreze na uniformni financijski
Sok (karakteririziran veli¢inom ¥,,) opada s vjerojatnos¢u povezivanja p te prosje¢nim
mjerom udjela investiranog kapitala A/C'. Takoder, ¥, znacajno ovisi i o broju finan-
cijskih ustanova n na nacin da su vece mreze inherentno rizi¢nije od manjih, za

jednake parametre povezanosti i investicija.
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Slika 5.8: Maksimalni dozvoljeni uniformni Sok na nepotpuno povezanoj nasumic¢noj
mreZi u ovisnosti o parametru A/C. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 10 mreZa
za A/C € (0,1.5] te za brojeve ¢vorova n € {25,50,75,100,125}. Grafovi (a), (b) i
(c) odgovaraju parametrima p iznosa 0.05, 0.1 i 0.3, slijedom.
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Mjera lokaliziranog Soka ¥,

Razmatranja vezana uz lokalizirani financijski Sok proveli smo na nacin analogan
uniformnom, odnosno na potpuno povezanoj mrezi u ovisnosti o n te na nepotpuno
povezanoj mreZi u ovisnosti o p i A/C'. Veli¢ina koju smo graficki prikazivali je mini-
malna komponenta V" vektora lokaliziranog Soka ¥, tj. maksimalni lokalizirani Sok
na “najslabijoj karici” mreze prilikom kojeg nece do¢i ni do jednog bankrota. Rezultat

izracuna na potpuno povezanoj mrezi prikazan je na Slici 5.9.
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Slika 5.9: Maksimalni dozvoljeni lokalizirani Sok na potpuno povezanoj nasumi¢noj
mreZi u ovisnosti o broju ¢vorova. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 20 mreza
za brojeve ¢vorova n € [5,100] te za parametre A/C € {0.01,0.05,0.1,0.15,0.2,0.3}.

U odnosu na slucaj uniformnog Soka, ovdje primje¢ujemo drasti¢niji utjecaj pa-
rametra A/C na pad U}" u ovisnosti o broju ¢vorova n. Krivulje su ovdje konkavne,
u odnosu na konveksne krivulje uniformnog Soka te vidimo da nakon perioda vi-
soke stabilnosti (koji se s porastom A/C' skra¢uje) na mrezi dolazi do naglog pada u
Soku koji mreza moze podnijeti. Lokalizirani Sok U} nadalje pada do tocke izlaska iz
rezima u kojem generirane matrice A imaju spektralni radijus 1.

Kao i tijekom analize uniformnog Soka, modelirali smo rizik od financijskog Soka
i na nepotpuno povezanoj Erd6s-Rényi mrezi variraju¢i parametre p i A/C. U ovom
slu¢aju bilo nam je potrebno rac¢un vrsiti na ansamblima od N = 100 mreza za dobi-
vanje stabilnih rezultata. Krivulje dobivene simulacijama prikazane su na Slici 5.10 i

Slici 5.11.

48



10 * Lt o LT TIPS oOOaAMMMAR e SR -
@
06
§ 1
0.4
wfe n=125
02 n =50
n=75
00 = ef =100
Il 1
0.0 02 04 0.6 08 10
10 rrTTTTTTT— e rre—
b))
3 1,
06 1 ", .
04 |
<} n =25 b, ’
02 n=50 :
n=75
00 = fer =100
Il |
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10
1o ST “te n=25 |
n =50
(C) 0a K B [ n=75
} " <4~ n=100
06 1 l,
0.4 i-._
02 ||
00
0.0 0.z 0.4 0.6 0.8 10

p

Slika 5.10: Maksimalni dozvoljeni lokalizirani Sok na nepotpuno povezanoj na-
sumicnoj mrezi u ovisnosti o parametru p. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 100
mreZa za p € (0, 1] te za brojeve ¢vorova n € {25,50,75,100}, dok vertikalne linije
odgovaraju kriticnim vrijednostima p.. Grafovi (a), (b) i (c) odgovaraju parametrima
A/C iznosa 0.1, 0.2 1 0.5, slijedom.

U oba slucaja uotavamo utjecaj parametara na karakter krivulje lokaliziranog
Soka slican prethodnom uniformnom Soku u tome da maksimalni dozvoljeni Sok
opada s povecanjem broja ¢vorova n, povezanosti p i prosjecnog ulozenog udjela
kapitala A/C. Medutim, i u nepotpuno povezanoj mrezi porast tih parametara uzro-
kuje strmiji pad ¥} nego u slucaju V¥,. Zbog naglog pada krivulje te brzog izlaska
iz rezima spektralnog radijusa 1 (posebice u slucaju sa Slike 5.11), koristili smo ma-
nji broj vrijednosti pojedinih parametara npr. u broju ¢vorova ogranicili smo se na
n = 100 budu¢i da za vece iznose nije bilo dovoljno to¢aka dozvoljenih vrijednosti

U7 da bismo nastavili racun.
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Slika 5.11: Maksimalni dozvoljeni lokalizirani Sok na nepotpuno povezanoj na-
sumicnoj mrezi u ovisnosti o parametru A/C. Racun je izvrSen na ansamblu od
N = 100 mreza za A/C € (0, 1] te za brojeve ¢vorova n € {25,50,75,100}. Grafovi
(a), (b) i (c) odgovaraju parametrima p iznosa 0.05, 0.1 i 0.3, slijedom.

U dosadasnjem razmatranju sluZzili smo se mjerom lokaliziranog Soka ¥}, ali
zelimo li ste¢i detaljniju sliku o raspodjeli rizi¢nosti na ¢vorovima pojedine mreZze,
mozemo u obzir uzeti sve komponente vektora W¥;, odnosno maksimalni Sok s iz-
voriStem u bilo kojem ¢voru mreze. U tu svrhu smo za nekoliko oglednih kombinacija
parametara prikazali histograme komponenata vektora ¥; na ansamblu N = 1000
mreza.

U simulaciji prikazanoj na Slici 5.12 odabrali smo kombinacije parametara koje
reprezentiraju tri stanja rizicnosti mreze. Pod (a) vidimo da je na glavnini ¢vorova
¥, koncentriran oko iznosa 1 Sto ukazuje na stabilnost mreze, pod (b) se distribucija
pomice ulijevo tj. postoji nezanemariv broj ¢vorova koji mogu podnijeti samo slabe
Sokove, dok pod (c) prepoznajemo mreznu strukturu visoke nestabilnosti reprezen-
tiranu velikom koncentracijom ¢vorova oko iznosa 0. Pregled ove vrste potencijalno

moze biti od koristi kao trenutni pregled rizi¢nosti unutar bankarskog sustava.
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Slika 5.12: Histogrami komponenata vektora lokaliziranog Soka ¥; na ansamblu od
N = 1000 nasumi¢nih mreza. Apscisu smo podijelili na 100 spremnika (engl. bins) i
dobivene vrijednosti su normirane tako da povrsina ispod krivulje iznosi 1.

Mjera viseparametarskog Soka U,

Posljednje razmatranje na Erd6s-Rényi mrezi bilo je vezano uz ponasanje hipervo-
lumena Wy u ovisnosti 0 mreznim parametrima. Ovdje smo koristili Monte Carlo
metodu aproksimacije n-volumena opisanu u 5.2, a analizu smo zapoceli na potpuno

povezanoj mrezi.
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Slika 5.13: Mjera hipervolumena ¥y na potpuno povezanoj nasumi¢noj mrezi u ovis-
nosti o broju ¢vorova. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 50 mreza za brojeve
¢vorova n € [2,50] te za parametre A/C € {0.01,0.05,0.1,0.15,0.2,0.3}. U simulaciji
je kori$teno M = 10* tocaka.

Promotrimo li rezultate na Slici 5.13, primje¢ujemo kako je mjera ¥y najrestrik-
tivnija po pitanju brzine pada s n od triju dosad predstavljenih, tj. ansamble jednakih
parametara ocjenjuje rizi¢nijima nego ostale mjere, na Sto nas upucuje najbrzi pad
krivulja. Iz tog razloga smo za ovu mjeru promatrali potpuno povezane mreze s

najve¢im brojem ¢vorova n = 50.
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Slika 5.14: Mjera hipervolumena V¥, na nepotpuno povezanoj nasumicnoj mreZi u
ovisnosti o parametru p. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 50 mreZa za p € (0, 1]
te za brojeve ¢vorova n € {25, 50, 75,100}, dok vertikalne linije odgovaraju kriticnim
vrijednostima p.. Grafovi (a), (b) i (c) odgovaraju parametrima A/C iznosa 0.05, 0.1
i 0.2, slijedom. U simulaciji je kori$teno M = 10* to¢aka.

Na nepotpuno povezanoj mrezi takoder je prisutna tendencija strmijeg pada kri-
vulje ¥y s povecanjem parametara n, pi A/C (Slika 5.14 i Slika 5.15). Razlog tome
lezi u samoj prirodi mjere. Prisjetimo se da hipervolumen Wy predstavlja udio svih
mogucih kombinacija inicijalnih Sokova prilikom kojih nece do¢i niti do jednog ban-
krota. Laicki receno, prilikom Sokova koje simulira ¥\, do bankrota moze do¢i na
puno vise nac¢ina nego posljedicom jednoparametarskih ¥, i ¥; Sokova.

Ovdje je vazno komentirati metodu simulacije kojom smo dosli do rezultata na
Slici 5.14 i Slici 5.15. Monte Carlo uzorkovanje visokodimenzionalnih politopa je
problematic¢an i racunalno skup zadatak ako nam je cilj dobiti vrlo male relativne

pogreske. U tom smislu je M = 10* to¢aka vrlo malo. Medutim, olakotne okolnosti

52



u nasem slucaju su cinjenice da ne uzorukujemo samo jedno tijelo ve¢ racunamo

prosjek na ansamblu te da nam relativna pogreska nije u sredistu interesa.
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Slika 5.15: Mjera hipervolumena Wi na nepotpuno povezanoj nasumicnoj mrezi
u ovisnosti o parametru A/C. Racun je izvrSen na ansamblu od N = 50 mreza
za A/C € (0,1] te za brojeve ¢vorova n € {25,50,75,100}. Grafovi (a), (b) i (c)
odgovaraju parametrima p iznosa 0.05, 0.1 i 0.2, slijedom. U simulaciji je koristeno
M = 10* to¢aka.

Najvece relativne pogreske nalaze se u tockama gdje je egzaktan hipervolumen
konacan (iako vrlo malen), a Monte Carlo hipervolumen nula. S druge strane, ap-
solutna pogreska Monte Carlo hipervolumena u svim tockama mala je. Ta ¢injenica
nam je bitna iz prakti¢nih razloga, jer je u financijskim sustavima dozvoljeni Sok
jakosti npr. 1075 efektivno jednak nuli, dok za veée vrijednosti Soka Monte Carlo me-
toda daje precizne rezultate. Zbog navedenih ¢injenica Monte Carlo metoda aprok-
simacije hipervolumena bila je adekvatna za nase simulacije u ovom radu, ali ako
se mjere koje smo razvili pokazu korisnima za procjenu rizika u realnim sustavima,
u budu¢im razmatranjima moguce je koristiti naprednije algoritme za aproksimaciju

hipervolumena kao Sto je VolEsti [45].
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6 Zakljucak

Ovo istrazivanje radili smo s ciljem povezivanja dva na prvi pogled oprecna podrucja
- formalnu teorijsku fiziku i matematiku s primjenom u financijskoj industriji. U tu
smo svrhu na temeljima znanosti o kompleksnim sustavima i kompleksnim mrezama
razvili nekoliko modela kojima procjenjujemo sistemski rizik na mrezi financijskih
institucija koriste¢i samo informacije o strukturi mreze i jakosti veza unutar nje.

Trima modelima koja smo razmotrili procjenjujemo rizik od razli¢itih vrsta fi-
nancijskih Sokova. Maksimalnim uniformnim Sokom ¥, mjerimo koji je najvec¢i pad
kapitala koji se moze dogoditi istovremeno na svim sastavnicama bez propasti ni-
jedne od njih. Maksimalni lokalizirani Sok ¥, vektor je najvec¢ih Sokova kojima moze
biti pogodena jedna od sastavnica, a da ne dode do bankrota niti jedne od ostalih.
Mjera hipervolumena ¥y generalna je mjera kojom uzimamo u obzir sve intervale
inicijalnih Sokova, koji mogu biti razlic¢iti, unutar kojih mreza ne dozivljava nijedan
bankrot.

Na malim mrezama s n < 3 sastavnice pokusali smo analitickim racunom dobiti
jednadzbe maksimalnih Sokova u zatvorenom obliku, $to je za n = 2 mrezu bilo trivi-
jalno, no ve¢ za n = 3 primijetili smo velik rast u kompleksnosti problema, Sto nas je
navelo na uvodenje racunalnih simulacija u daljnje razmatranje. Iako mreze s ovo-
liko malim brojem ¢vorova ne mogu biti prikladni modeli za realne sustave koji imaju
barem red veliCine vise ¢vorova, njihova dublja analiza moze se pokazati korisnom
za stjecanje saznanja o povezanim klasterima i mikromotivima unutar velikih mreza.

Model blizi realnim financijskim mrezama je Erd6s-Rényijev model nasumi¢nog
grafa. Na ansamblima velikog broja nasumicnih mreza racunali smo prosjecne vri-
jednosti mjera sistemskog rizika uz variranje parametara mreze te smo dobivene po-
datke prikazivali graficki. U sva tri razvijena modela primijetili smo padajucu ovis-
nost dozvoljenog Soka o parametrima n, p i A/C, iz ¢ega mozemo zakljuditi da su
visoko rizi¢ni sustavi oni koji sadrze mnogo sastavnica koje medusobno imaju veliku
vjerojatnost povezivanja te u prosjeku investiraju velike udjele njihovih kapitala u
druge banke. Medutim, iz podataka je vidljivo da postignemo li “kompromis” izmedu
vrijednosti parametara, mreza moZe biti stabilna i van trivijalnog rezima vrlo malih

n,piA/C.
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Promotrimo li svaki od triju modela zasebno, primje¢ujemo da uniformni Sok
u prosjeku ima najsporiji pad koji s rastom parametara nadalje usporava, iz Cega
mozemo zakljuciti da je za jednake parametre mreze uniformni Sok manje opasan
od lokaliziranog. S druge strane, lokalizirani Sok gotovo da nema utjecaja na mreze
niskih parametara, dok za vece vrijednosti pada mnogo drasti¢nije od uniformnog te
vrlo brzo izlazi iz stabilnog rezima, $to upucuje na potencijalno katastrofalan uc¢inak
lokaliziranih Sokova na velike i povezane sustave. Pokazalo se da mjera ¥y naj-
konzervativnije ocjenjuje rizik, odnosno njena krivulja ima najbrzi pad s pove¢anjem
iznosa parametara. No, potrebno je uzeti u obzir da je ¥y inherentno razli¢ita mjera
od ostalih dviju budu¢i da umjesto maksimalnog dozvoljenog Soka mjeri prostor sta-
bilnosti dostupan sustavu te je iz tog razloga treba usporedivati s ostalima uz dozu
opreza.

Iako smo modele evaluirali na ansamblima velikog broja mreza, izravna primjena
nasih metoda na jedinstvenoj mrezi moze se pokazati korisnom u reguliranju real-
nih financijskih sustava u stvarnom vremenu. Stoga bi u budué¢im razmatranjima
bilo uputno usporediti nase mjere sistemskog rizika sa stvarnim rizikom na nekoj od
realnih mreza iz proSlosti. Takoder, moguce je razviti i mnogo viSe mjera kojima is-
koristavamo mreznu strukturu i geometriju radi procjene rizika te ukljuciti veéi broj
parametara i velicina u izracune, no u ovom radu ogranicili smo se na one najtemelj-

nije i najuniverzalnije.
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Dodaci

Dodatak A Kod

import numpy as np

from scipy.stats import sem

A.1 Generiranje mreze

def gen_assets(n, a, ¢, p):
A = np.zeros((n, n))

for i in range(n):
for j in range(n):
if i<j:

pl = np.random.random()

if pl < p:

p2 = np.random.random()

if p2 < 0.5:
Ali, j] = a*np.random.random()
else:
A[j, i] = a*np.random.random()
else:
continue
else:
continue

return A/c
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def f(h, Lambda):

return list(np.dot(np.identity(len(Lambda)) - Lambda, h))

def gen_vec(m, n, Lambda, a = 0, b = 1):

h_inf = (b - a)*np.random.rand(m,n) + a

h_1 = np.empty((m, n))

for i in range(m):

h_1[i] = f(h_inf[i,:], Lambda)

return h_inf, h_1

A.2 Uniformni Sok

def uniform_h1(Lambda):

n = len(Lambda)

inv = np.linalg.inv(np.identity(n) - Lambda)
v = np.dot(inv, np.ones(n))

psi = 1/np.amax(v)

return psi

def ER_unif_potp(max_iter, ndim, c, a, p, prov):
a = np.array([a]).flatten()
avg = np.zeros((len(a), ndim ))

error = np.zeros((len(a), ndim ))

weights = np.ones((len(a), ndim ))
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for aa in a:

ind = np.where(a == aa)

v = np.empty((max_iter, ndim))

for i in range( ndim ):

for j in range(max_iter):

L = gen_assets((i + 1)*4, aa, c, p)

if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)

if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):
v[jl[i]

float("nan"

else:

v[j][i]

uniform_hi1(L)

else:

v[j1[i] = uniform_h1(L)

avglind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, error

def ER_unif_p(max_iter, dim, c, a, pdist, prov):

dim = np.array([dim]).flatten()

avg = np.empty((len(dim), pdist + 1))

error = np.empty((len(dim), pdist + 1))
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for n in dim:

ind = np.where(dim == n)

v = np.empty((max_iter, pdist + 1))

for j in range(max_iter):

for i in range(pdist + 1):

L = gen_assets(n, a, ¢, i/pdist)

if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)

if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):
v[j][i]

float("nan")

else:

v[jl[i] = uniform_h1(L)

else:

v[jl[i] = uniform_h1(L)

avglind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, error

def ER_unif_a(max_iter, dim, c, amax, p, prov):

dim = np.array([dim]).flatten()

avg = np.zeros((len(dim), amax + 1))
error = np.zeros((len(dim), amax + 1))

weights = np.ones((len(dim), amax + 1))
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for n in dim:
if p <= 1/n:
print ('Nema divovske komponente!')
ind = np.where(dim == n)

v = np.empty((max_iter, amax + 1))

for i in range(amax + 1):

for j in range(max_iter):

L = gen_assets(n, i, ¢, p)

if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)

if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):
v[j][i]

float("nan")

else:

v[j][i]

uniform_hi1(L)
else:

v[jl[i] = uniform_h1(L)

avglind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, error
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A.3 Lokalizirani sok

def localized_h1(Lambda) :

n = len(Lambda)

inv = np.linalg.inv(np.identity(n) - Lambda)

psi = np.empty(n)

for k in range(n):
vO = np.zeros(n)

vO[k] = 1.0

v = np.dot(inv, vO)
psilk] = 1/(np.amax(v) + 0.00000001)

return psi

def ER_loc_potp(max_iter, ndim, c, a, p, prov):

a = np.array([a]).flatten()
avg = np.zeros((len(a), ndim ))
error = np.zeros((len(a), ndim ))

weights = np.ones((len(a), ndim ))

for aa in a:

ind = np.where(a == aa)

v = np.empty((max_iter, ndim))

for i in range( ndim ):

for j in range(max_iter):

L = gen_assets((i + 1)*4, aa, c, p)
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if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)

if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):
v[j][i]

float("nan"

else:

v[jl[i]

np.min(localized_h1(L))
else:

v[jl[i] = np.min(localized_h1(L))

avglind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, error

def ER_loc_p(max_iter, dim, c, a, pdist, prov):

dim = np.array([dim]).flatten()

avg = np.empty((len(dim), pdist + 1))

error = np.empty((len(dim), pdist + 1))

for n in dim:
ind = np.where(dim == n)

v = np.empty((max_iter, pdist + 1))

for j in range(max_iter):

for i in range(pdist + 1):

L = gen_assets(n, a, c, i/pdist)

if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)
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if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):
v[j][i]

float("nan"

else:

v[j][i]

np.min(localized_h1(L))
else:

v[jl[i] = np.min(localized_h1(L))

avglind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, error

def ER_loc_a(max_iter, dim, c, amax, p, prov):

dim = np.array([dim]).flatten()

avg = np.empty((len(dim), amax + 1))

error = np.empty((len(dim), amax + 1))

for n in dim:
if p <= 1/n:

print ('Nema divovske komponente!')

ind = np.where(dim == n)

v = np.empty((max_iter, amax + 1))
for j in range(max_iter):
for i in range(amax + 1):

L = gen_assets(n, i, c, p)

if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)
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if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):

v[jl[i] = float("nan"

else:

v[j][i]

np.min(localized_h1(L))
else:

v[jl[i] = np.min(localized_h1(L))

avglind] = np.average(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0)

return avg, error

def loc_hist(N, n, a, c, p):

psi = np.zeros((N, n))

while i < N:

=
I

gen_assets(n, a, ¢, p)

np.linalg.eigvals(L)

o
In

if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):
continue

print('Van spektralnog radijusa 1.')
else:
psili] = localized_h1(L)

i=1+1

return psi
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A.4 Hipervolumen

def ER_vol_potp(max_iter, ndim, m, c, a, prov):

a = np.array([a]).flatten()

avg = np.zeros((len(a), ndim))

error = np.zeros((len(a), ndim))

avg_det = np.zeros((len(a), ndim))

error_det = np.zeros((len(a), ndim))

for aa in a:

ind = np.where(a == aa)

<
Il

np.empty((max_iter, ndim))

(o]
I

np.empty((max_iter, ndim))

V_det = np.empty((max_iter, ndim))

for i in range(ndim):

n=(i1+ 1)*2

for j in range(max_iter):

L = gen_assets(n, aa, c, p = 1)

if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)

if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):

v[jl[i] = float("nan")

else:

h_inf, h_1 = gen_vec(m, n, L)
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V_det[jl[i] = np.linalg.det(np.identity(n)-L)

r[jl[i] = np.average([np.all(h >= 0) for h in h_1 ])

v[j][i]
else:

h_inf, h_1 = gen_vec(m, n, L)

r[j1[i1*V_det[j] [i]

V_det[jl[i] = np.linalg.det(np.identity(n)-L)

r[jl[i] = np.average([np.all(h >= 0) for h in h_1 ])

v[jl[i] = r[jl[i]*V_det[j][i]

avglind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

avg_det[ind] = np.nanmean(V_det, axis = 0)

error_det[ind] = sem(V_det, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, error

def ER_vol_a(max_iter, dim, m, c, amax, p, prov):

dim = np.array([dim]).flatten()

avg = np.zeros((len(dim), amax + 1))

error = np.zeros((len(dim), amax + 1))

avg_det = np.zeros((len(dim), amax + 1))

error_det = np.zeros((len(dim), amax + 1))
for n in dim:
if p <= 1/n:

print ('Nema divovske komponente!')

ind = np.where(dim == n)

66



<
Il

np.empty((max_iter, amax + 1))

o]
I

np.empty((max_iter, amax + 1))

V_det = np.empty((max_iter, amax + 1))

for i in range(amax + 1):
for j in range(max_iter):

L = gen_assets(n, i, c, p)

if prov ==
e = np.linalg.eigvals(L)
if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):

v[jl[i] = float("nan")

else:

h_inf, h_1 = gen_vec(m, n, L)

V_det[jI1[i] = np.linalg.det(np.identity(n)-L)
r[jl1[i] = np.average([np.all(h >= 0) for h in h_1 ])
v[jl[i] = r[jl[i1*V_det[j][i]

else:

h_inf, h_1 = gen_vec(m, n, L)

V_det[j1[i] = np.linalg.det(np.identity(n)-L)
r[j][i]
v[j][i]

np.average([np.all(h >= 0) for h in h_1 ])
r[j1[i]1*V_det[j] [i]

avglind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

avg_det[ind] = np.nanmean(V_det, axis = 0)

error_det[ind] = sem(V_det, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, error
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def ER_vol_p(max_iter, dim, m, c, a, pdist, prov):

dim = np.array([dim]).flatten()

avg = np.empty((len(dim), pdist + 1))

error = np.empty((len(dim), pdist + 1))

avg_det = np.empty((len(dim), pdist + 1))

error_det = np.empty((len(dim), pdist + 1))

for n in dim:

ind = np.where(dim == n)

V_det = np.empty((max_iter, pdist + 1))

r = np.empty((max_iter, pdist + 1))

v = np.empty((max_iter, pdist + 1))
for j in range(max_iter):
for i in range(pdist + 1):

L = gen_assets(n, a, ¢, i/pdist)

if prov ==

e = np.linalg.eigvals(L)

if np.any(e > 1) or np.any(e < -1):
v[j1[i] = float("nan")
else:

h_inf, h_ 1 = gen_vec(m, n, L)

V_det[jl1[i] = np.linalg.det(np.identity(n)-L)
r[j][i]
v[j][i]

np.average([np.all(h >= 0) for h in h_1 ])
r[j1[i1*V_det[j][i]
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else:

h_inf, h_1 = gen_vec(m, n, L)

V_det[j1[i] = np.linalg.det(np.identity(n)-L)
r[jl[i] = np.average([np.all(h >= 0) for h in h_1 ])
v[ljl[i] = r[j1[i]1*V_det[j] [i]

avg[ind] = np.nanmean(v, axis = 0)

error[ind] = sem(v, axis = 0, nan_policy = 'omit')

avg_det[ind] = np.nanmean(V_det, axis = 0)

error_det[ind] = sem(V_det, axis = 0, nan_policy = 'omit')

return avg, €error
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