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Uvod

Ovaj diplomski rad obraduje Mdébiusovu transformaciju, funkciju kompleksne varijable,
nazvanu po njemackom matemati¢aru Augustu Ferdinandu Mébiusu. U prvom poglav-
lju definirat ¢emo Mobiusovu transformaciju, njezinu inverznu funkciju te ih smjestiti u
proSirenu kompleksnu ravninu. Drugo poglavlje opisuje posebne slu¢ajeve Mobiusove
transformacije, tj. opisuje transformacije ravnine: translaciju, homotetiju, rotaciju i inver-
ziju. Najveli naglasak stavlja na inverziju i njena svojstva. U treem poglavlju obradit
¢emo temeljno svojstvo Mdobiusove transformacije, odnosno dokazat ¢emo da Mobiusova
transformacija preslikava kruZnice u kruznice, pri cemu pravce smatramo kruznicama be-
skonacnog polumjera. Pokazat cemo Mobiusovu transformaciju kao kompoziciju trans-
lacije, rotacije, homotetije i inverzije. U istom poglavlju ¢emo primijeniti dokazano na
primjerima. U Cetvrtom poglavlju odredit cemo fiksne tocke Mobiusove transformacije,
pomocu toga odrediti implicitnu formulu te ju primijeniti u razli¢itim primjerima. Obradit
¢emo i jedno bitno svojstvo Mobiusove transformacije, svojstvo simetrije. Dokazat ¢emo
ga 1 primijeniti u zadacima. Na kraju rada ¢emo opisati primjenu i vaznost Mobiusove
transformacije u razli¢itim podrucjima znanosti.



Poglavlje 1

Definicija Mobiusove transformacije

1.1 Definicija

Definicija 1.1.1. Neka su a,b,c,d € C takvi da je ad # bc. Mobiusova transformacija je
funkcija f : C\{~4} - C oblika

az+b
&= cz+d

U raznim literaturama moZemo pronaci i nazive homografska ili razlomljena linearna
transformacija.

(1.1)

Kada uvjet ad # bc ne bi bio ispunjen, tada bi funkcija (I.T)) bila konstantna. Derivi-
ramo li funkciju (I.T]) dobivamo sljedeée
a(cz+d) —(az+b)c  acz+ad—acz—bc  ad—bc

f@= (cz + d)? - (cz+d)? C(cz+d)>?

Ukoliko je brojnik jednak nuli, dobivamo f’(z) = 0, Sto povlaci da je f(z) konstantna
funkcija.

Sada ¢emo dokazati da Mobiusova transformacija Cuva kutove i orijentaciju. Prije toga
navodimo definiciju:

Definicija 1.1.2. Neka je Q C C otvoren skup i f : Q — C funkcija klase C' na Q. Za
preslikavanje f kazemo da je konformno u tocki (x,y) € Q ako je detf'(x,y) > 0 i ako za

svaki par vektorad, b # 0 vrijedi

fyd - fayb _ @b
- —

Feey@| | feyb|  @l-p)

(1.2)
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Neka je d vektor tangente na krivulju & u tocki (xo,yo), tada je vektor tangente na
krivulju f(D) u tocki f(xq, o) dan s f'(xo, yo) d . Kako je

2B =3B cos(£(d, b)),

uvjet (1.2) nam govori da cos(2(d, b)) = cos(Z(f'(x0,y0) d , ' (x0,¥0) b)), tj. da funkcija
f Cuva kutove u tocki (xo, yo), dok uvjet detf’(x,y) > 0 osigurava cuvanje orijentacije.

Definicija 1.1.3. KaZemo da je funkcija f : Q — C holomorfna na Q ako je funkcija f
derivabilna u svakoj tocki skupa €.

Definicija 1.1.4. Neka je Q C C podrucje i f : Q — C holomorfna funkcija. Ukoliko
preslikavanje f ¢uva kutove po velicini i orijentaciji, tada ga nazivamo konformno presli-
kavanje.

Teorem 1.1.5. Ako je funkcija f : Q — C holomorfna u tocki zo i f'(z0) # 0, tada je
funkcija f konformna u tocki z.

Dokaz teorema nalazi se u [2]].
Korolar 1.1.6. Mobiusova transformacija je konformno preslikavanje.

Dokaz. Funkcija (I.1)) je holomorfna jer je kvocijent holomorfnih funkcija. Uz to smo ve¢
pokazali da je f’(z) # 0. Dakle, preslikavanje je konformno u tocki z. O

Primjer 1.1.7. PokaZimo da je funkcija zadana s

B+iz+2
z+3i

f@) =

Mobiusova transformacija.

RjeSenje: Da bi funkcija bila Mobiusova transformacija potrebano je provjeriti zado-
voljavaju li parametri a, b, ¢ 1 d uvjet ad — bc # 0. Parametri u zadanoj funkciji su sljedeci:
a=3+i,b=2,c=1id =3i.

ad—bc=3B+1)-3i-2-1=9i-3-2=9i-5+0. (1.3)

Dakle, funkcija f je Mobiusova transformacija.
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1.2 Inverzna funkcija

az+b
cz+d’

} i njeno inverzno preslikavanje

Teorem 1.2.1. Mdobiusova transformacija zadana s f(z)

takvi da je ad # bc, je bijekcija iz skupa C\{——} u skup C\{%
je takoder Mobiusova transformacija dana formulom

—dw+b
gw) = CW—+ (1.4)

pri cemu su a,b,c,d € C

RIS

Dokaz. Kako bismo dokazali da je Mdbiusova transformacija f bijekcija 1 da je g njezin
inverz, dovoljno je dokazati da je

(fogdw)=w 1 (gof)2) =z

zasvez € C\ {— }1zasvewe©\{ }. Imamo

( Wb ) —adw+ab+bew—ab  w(—ad+bc)

— —a cw—a _ cw—a _ _

(f ° g)(w) Ww+b —cdw+cb+cdw—ad ~  chb—ad w, odnosno (f © g)(W) =w
( —a ) cw—a cw—a

Nadalje, vrijedi

_ ( az+b ) +p  zadz=bd+beztbd  z(bc—ad)
_ cz+d _ cz+d _cz+d _
(go D) =—— = el = The—ad” = % 0dnosno (g o f)(2) = z.
(m) —a cz+d cz+d

O

Uocavamo da je inverzna funkcija Mobiusove transformacije i sama Mobiusova tran-
sformacija jer je (—d)(—a) — bc = da — bc # 0.

1.3 Prosirenje domene na C

az+b
cz+d

progirenih kompleksnih ravnina, tj. kao preslikavanje f : C — C. U tu svrhu progirujemo
funkcije

Mobiusovu transformaciju  f(z) promatrat ¢emo kao preslikavanje izmedu

az+b —-dw+ b

fl@) = ot d g(w )—m

do medusobno inverznih bijekcija na proSirenoj kompleksnoj ravnini. Promotrimo prvo
slucaj kada je ¢ # 0. Uocimo da vrijedi

7+ .
11m fl@) = 11m = lim = -,
imvocz+d o+ 4
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i li az+b a(—g)+b a(—‘f)+b _tlt_fi +b
Z—1>r—n? f(Z) B z—1>r—n? cz+d B C(_g) +d - —d+d - 0 = 00,
- -d+%2  _
lim g(w) = fim —2Y 8 _ iy 22w _
700 77— CW —d 790 C — ; c
—dw+b —dE)+b  —d(E)+b —Cgl A
— _ _ .

lim g(w) = lim
7—4¢ 74

c

cw—-a c(%)—a a-—a 0

Funkcija f s C u C definirana u to¢kama oo i —% S
a d
f(OO):—, f(——):OO
c c

je bijekcija. Njena inverzna funkcija g : C-C je definirana na sljedeci nacin:

a

=)o

Sada promotrimo slucaj kada je ¢ = 0. Uvrstimo li ¢ = 0 u (I 1)) i (T.4)) dobivamo funkcije

a b
gw) = —w-— é-
a a

Funkcije f i g proSirujemo do medusobno inverznih preslikavanja f,g : C — C. To
¢inimo na sljedeci nacin:
f(e0) =00
g(0) = co.



Poglavlje 2

Posebni slucajevi Mobiusove
transformacije

2.1 'Translacija, rotacija i homotetija

Translacija

Kada bismo u funkciji (I.1)) stavilia = 1, ¢ = 0, d = 1 dobili bismo dobro poznatu linearnu
funkciju

f@=z+b,

prikazanu na slici 2.1 Rije¢ je o translaciji za broj b u kompleksnoj ravnini. To je takoder
Mobiusova transformacijajerjead —bc=1-1-b-0=1 # 0.

Slika 2.1: Translacija za vektor b
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Rotacija

Stavimo li u funkciji (T.I) » =0, ¢ =0, d = 1 i |a] = 1 dobivamo funkciju oblika
f(2) = az.

Kompleksne brojeve a i z zapisat ¢emo u trigonometrijskom obliku:

a=cosp+ising = e,

z = r(cos @ + isinb).
Sada preslikavanje f(z) moZemo zapisati na sljedeci nacin:

f(z) = az = €z = (cos ¢ + i sin @)r(cos O + i sin 6)
= r(cos ¢ cosf +icosgsinf + isingcosf — sin ¢ sin §)
= r(cos(p + 0) + isin (¢ + 6))

MoZzemo zakljuditi da je funkcija f(z) = az, gdje je a = €', rotacija oko ishodista za kut ¢

(slika[2.2).

Slika 2.2: Rotacija za kut ¢
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Homotetija

Promatramo funkciju f(z) = kz, gdje je k € R, k > 0. Takvo preslikavanje nazivamo
homotetija sa sredistem u ishodistu i koeficijentom homotetije k (slika[2.3).

ty = (g, Uy

.

Slika 2.3: Homotetija s koeficijentom k

Definicija 2.1.1. Transformacija ravnine koja je kompozicija konacno mnogo rotacija,
translacija i homotetija naziva se transformacija slicnosti.

Definicija 2.1.2. Funkcija oblika
f@=az+b, abeC,a+0
naziva se afina analiticka transformacija.

Prikazimo sada funkciju f(z) = az+b kao kompoziciju translacije, rotacije i homotetije.
Trigonometrijski oblik kompleksnog broja a je

a = |ale®.

Neka je fi(z) = €%z, o(z) = lalz, f3(z) = z+ b. Tada je (f, o fi)(z) = lale®z = az i
(fs 0 o0 fi)z) = az+ b = f(z). Uocimo da je funkcija f; rotacija za kut ¢, funkcija f,
homotetija s koeficijentom k = |a|, a f; translacija za broj b. 1z toga zakljuCujemo da su
sve afine analitiCke transformacije transformacije sli¢nosti.
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2.2 Inverzija i simetrija
Promatramo Mobiusovu transformaciju s parametrimaa =1, b=0, c =1, d =0.

Definicija 2.2.1. Preslikavanje f : C — C definirano s

L zec\(0)
fl2) = , 7= 00, 2.1)
00 =0

naziva se inverzija.

Kako bismo objasnili preslikavanje (2.1)), potrebno je definirati simetriju u odnosu na
jedini¢nu kruZnicu.

Definicija 2.2.2. KaZemo da su tocke z, i z, simetricne s obzirom na jedinicnu kruznicu
ako vrijedi
|21l |zl =1 i arg(z) = arg(z,).

Opisimo konstrukciju simetri¢nih tocaka z; i z5.

Slika 2.4: Konstrukcija simetri¢nih tocaka

Neka je dana jedini¢na kruZnica i tocka z; izvan nje. 1z toc¢ke z; povucemo tangentu
na kruZnicu i s T oznacimo diraliSte tangente 1 kruznice. 1z tocke 7 spustimo okomicu na
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polupravac Oz,;. SjeciSte okomice i1 polupravca je tocka z, koja je simetri¢na tocki z;. U
slu¢aju da je z; unutar kruZnice primjenjujemo obratan postupak. Povu¢emo okomicu iz
tocke z; na polupravac Oz;. SjeciSte okomice i kruznice ozna¢imo s 7. Zatim povlacimo
tangentu iz te toCke. SjeciSte tangente i polupravca Oz, je trazena tocka z5.

Dokazimo sada da su z; 1 z; opisane gornjom konstrukcijom zaista simetri¢ne tocke.
Uocimo da tocke z; 1 z; leZe na istom polupravcu Oz; pa je arg(zy) = arg(z;). Pokazimo
geometrijski da vrijedi |z;| - |z2| = 1. Promotrimo sli¢ne trokute 40Tz, 1 4Oz, T. Vrijedi

0z1] _ 10T
OT| |0z
1
@ = —, odnosno
I |z
|z1] - |zo] = 1.

v A

Slika 2.5: Sli¢nost trokuta

Neka je I jedini¢na kruznica. Ako je z; € I" tada je z; sama sebi simetricna tocka. Ako
je z; unutar I, tada je z, izvan I'. Ako je z; izvan I', tada je z, unutar I". Posebno, srediSte
kruZnice 1 co smatramo simetri¢nim to¢kama u odnosu na kruznicu /" u kompleksnoj rav-
nini.
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Korolar 2.2.3. Neka je dana jedinicna kruznica sa sredistem u ishodistu koordinatnog
sustava i tocka z; = re® (r > 0,¢ € R). Tada njoj simetri¢na tocka z, s obzirom na
kruzZnicu ima oblik

1
lp = —e"” = — = —.
<1

Dokaz. Zaista,

1 1 1. .
arg(z) = arg(Z:) = arg( re""/’) = arg(;e""’) = arg(e") = arg(zy).
1

Nadalje, vrijedi

22| - |z1] =

<1

1 1
'|Z1|:—'|Z1|=l7]['%=1.

|1

Oznacimo sa zz toCku simetri¢nu tocki z, s obzirom na x-os. Tada je

Dakle, inverzija je preslikavanje koje nastaje kao kompozicija simetrije u odnosu na je-
dini¢nu kruZnicu i simetrije u odnosu na x-os.

Napomena 2.2.4. Pri konstrukciji tocke inverzije nije bitan poredak preslikavanja.

Neka je s; simetrija s obzirom na jedini¢nu kruZnicu, a s, simetrija s obzirom na x-os.
Tada vrijedi

Sk(5:(2)) = si(2) =

L s = sx(i) _ (1) N
Z Z Z Z

Z

ISR

Na sljede¢im slikama prikazne su konstrukcije inverzije kao kompozicije simetrije u
odnosu na jedini¢nu kruZnicu i simetrije u odnosu na x-os.
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@

Slika 2.6: Konstrukcija inverzne tocke zadane tocke z izvan kruZnice

Slika 2.7: Konstrukcija inverzne tocke zadane tocke z unutar kruZnice

12
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Primjer 2.2.5. Nadimo sliku kruzZnice s jednadZbom |z
z#0.

= 3 pri preslikavanju f(z) = l,

RjeSenje: Stavimo w = 1. Tada je wz = 1, odnosno z = L. Iz |¢| = 3 dobivamo || = 3,
odnosno |w| = % Dakle, slika kruznice s jednadZbom |z| = 3 pri preslikavanju f(z) = % je
kruZnica &ija je jednadzba |w| = 3.

AN
NP

——

Slika 2.8: Slika kruZnice zadane jednadZbom |z| = 3 pri inveznom preslikavanju

Propozicija 2.2.6. Inverzija preslikava pravce i kruZnice u pravce ili kruZnice.

Dokaz. Svaka kruZznica ili pravac u ravnini zadovoljavaju jednadzbu

Ax+By+C+D(x*+y") =0, zaneke A, B, C, D e R.

(2.2)
Nekajez=x+iyiw = i = u + iv. Tada mozemo pisati:

11 x—i
i EFw_ ) (2.3)
7z x+iy x-—iy x*+y*? x2+)?
1 1 u—1iv u %
_ = . = — L. 2.4
woou+iv u—iv  ur+v: u?+H? 24
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Kako je |z] = vx? +y? iz = + slijedi:

1 1
2 2 2
—+ = = = —. 25
oy =H w2 u?+1? 2.5)

Koristeci rezultate iz (2.3) i (2.4) slijedi

1 u

X = Rez = Re; = m, (26)

-V

1
y=1Imz=1Im— = 2.7

woour+ v
Uvrstimo li (2.5), i 2.7) u (2.2) dobivamo

u % 1
A( )+B( )+C+D— =0.
uz +12 u? +2 uz +12

Nakon mnoZenja s u* + v dobivamo

Au—Bv+CW?> +v) +D =0,
tj.
Au—Bv+ D+ CW? +v?) =0,

Sto je takoder jednadzba kruZnice u w-ravnini. O

Napomena 2.2.7. Stavimo li u jednadzbu Z2) D = 0, C # 0i A% + B> # 0 dobivamo
JjednadZbu pravca koji se preslika u kruZnicu koja prolazi ishodistem (oo +— 0). Stavimo li
D =0,C =0iA%+ B* # 0 dobivamo jednadzbu pravca kroz ishodiste koji se preslika u
pravac kroz ishodiste.

Napomena 2.2.8. Slika kruZnice oko ishodista radijusa veceg od 1, pri inverznom presli-
kavanju, je kruZnica radijusa manjeg od 1. Slika kruznice oko ishodista radijusa 1 je ta
ista kruznica, dok je slika kruZnice oko ishodista radijusa manjeg od 1 kruZnica radijusa
veceg od 1.

Teorem 2.2.9. Neka je O centar inverzije. Pravac p koji prolazi tockom O praslikava se u
samog sebe pri inverznom preslikavanju. Pravac p koji ne prolazi tockom O preslikava se
u kruznicu koja prolazi tockom O. KruZnica koja prolazi tockom O preslika se u pravac, a
kruZnica koja ne prolazi tockom O preslika se u kruznicu.
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Dokaz teorema (2.2.9) nalazi se u [6].

Slika [2.9 prikazuje kruZnicu koja prolazi ishodiStem i sijece jedini¢nu kruZnicu u
toCkama A i B. Kako kruZnica prolazi ishodistem, njena slika pri inverznom preslikavanju
sadrzi tocku oo (0 — 00), tj. slika Ce biti pravac. Dakle, uz tocku O potrebno je preslikati
jos barem 2 toCke. Kako je inverzija preslikavanje koje nastaje kao kompozicija simetrije
u odnosu na jedini¢nu kruzZnicu i simetrije u odnosu na x-os, djelujemo tim simetrijama na
tocke A 1 B. Slika jedini¢ne kruZnice pri simetriji u odnosu na jedini¢nu kruZnicu jest ta ista
kruznica, tj. svaka tocka kruznice se preslika sama na sebe. Tocke A i B leze na jedini¢noj
kruznici Sto znaci da Ce se preslikati same na sebe. MoZemo zakljuciti da je dovoljno tocke
A 1 B preslikati osnom simetrijom s obzirom na realnu os. Kako je kruznica oko ishodiSta
simetricna s obzirom na relanu os, preslikavanjem ¢emo opet dobiti tocke na jedinicnoj
kruznici. Pravac ne prolazi kroz ishodiste jer kruZnica ne sadrzi toCku oo koja se preslika u
tocku 0. Dakle, slika kruznice koja prolazi ishodisStem i sijece jedini¢nu kruZnicu je pravac
A’B’ koji sijece jedini¢nu kruZnicu i ne sadrzi ishodiste.

Slika 2.9: Slika kruZnice koja prolazi ishodiStem i sijece jedini¢nu kruZnicu

Promotrimo sada pravac koji ne prolazi ishodiStem 1 sijee jedininu kruZnicu u
tockama A i B. Pravac sadrZi tocku oo koja se inverznim preslikavanjem preslika u
ishodiste (co +— 0). Preostaje nam preslikati tocke A i B. Kako one leZze na jedini¢noj
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kruZnici, prema prethodnom opisanom slijedi da se slike A’ i B’ to¢aka A i B takoder
nalaze na jedini¢noj kruznici. Slike to¢aka A i B ¢emo dobiti preslikavanjem tocaka A
i B osnom simetrijom s obzirom na realnu os. Dakle, slika pravca ¢e biti kruZznica kroz
ishodiste koja sijece jedini¢nu kruznicu u to¢aka A’ i B’.

Slika 2.10: Slika pravca koji ne prolazi ishodiStem i sijece jedini¢nu kruZnicu

Slika [2.11] prikazuje pravac koji ne prolazi ishodiStem i ne sijeCe jedini¢nu kruZznicu.
Kako ne prolazi kroz ishodiSte, njegova slika nece biti pravac (jedino se ishodiste preslika u
o0). Pravac sadrzi to¢ku o koja se inverznim preslikavanjem preslika u ishodiste, a tocke A
i B koje se nalaze izvan jedini¢ne kruznice se preslikaju unutar jedini¢ne kruZnice. Dakle,
slika pravca e biti kruznica kroz ishodiste koja ne sijece jedini¢ku kruznicu.
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v A

Slika 2.11: Slika pravca koji ne prolazi ishodiStem i ne sijece jedini¢nu kruznicu

Napomena 2.2.10. Kruznica koja se nalazi izvan jedinicne kruZnice ce se preslikati u
kruZnicu unutar jedinicne kruzZnice koja ne prolazi ishodistem.

Da bi slika kruznice prolazila ishodiStem, kruzZnica treba sadrzavati tocku co. Znamo
da kruZnica ne sadrZava to¢ku oo, dakle njena slika pri inverznom preslikavanju ne prolazi
kroz ishodiSte. Kako kruZnica ne prolazi kroz ishodiste, njena slika nece biti pravac, veé
kruZnica. Takoder znamo da se sve tocke izvan jedini¢ne kruZnice preslikaju unutar i
obratno.



Poglavlje 3

Opca Mobiusova transformacija

3.1 Temeljno svojstvo Mobiusove transformacije

Propozicija 3.1.1. Mobiusova transformacija se moZe prikazati kao kompozicija transla-
cije, rotacije, homotetije i inverzije.

Dokaz. Nekaje w = f(z) = %2 Mobiusova transformacija te ¢ # 0. Vrijedi

cz+d
az+ b a—f-i—% % - a a a az+%—az—b _ad;bc
= = = + - ——= - — = - -
d d d’
cz+d z+4 z+4 ¢ ¢ ¢ C(Z+§) c z+4

Tada w moZemo napisati kao kompoziciju sljedecih transformacija:

d 1 —ad + bc
f@=z+-, L@=-, f[E@=|—F"
c 4 c
—lld;'bc . (7ad+bc) a
_ c _larg(== _ @
fi@) = e =e T 7w =+

2

Dakle, vrijedi
f@=(fso fao fz0fr0 fi)2),

odnosno Mdébousova transformacija f(z) je kompozicija translacije, inverzije, homotetije,
rotacije 1 jo$ jedne translacije. Ukoliko je ¢ = 0 tada funkciju f(z) = 5z + g mozemo
napisati kao kompoziciju funkcija:

a

fix) = '—

b
d 2, f3(Z) =zt )

d

z, f@=

[SHIS |&|a

18
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tj. kao kompoziciju homotetije, rotacije i translacije. Vrijedi

f@) =(f30 f20 f1)2).

O
Primjer 3.1.2. Rastavimo Mébiusovu transformaciju f(z) = % na elementarne te pres-
likajmo jedini¢ni krug zadanom funkcijom.
RjeSenje:
2iz+3i 2z+3. 2z+2+1, | i
fz) = = i= i=i+
2z+2 2z+2 27+ 2 2z+2

Neka je fi(z) = 2z homotetija za faktor 2, f>(z) = z + 2 translacija za broj 2, f3(z) = %
inverzija, fi(z) = iz; = e'>z rotacija za kut 51 f5(z) = z + i translacija za i. Tada je
f(@ = (fso fao fs0f,0 fi)(z). Nasljedeéim slikama je prikazano u $to ée se preslikati

jedini¢ni krug pri zadanoj Mobiusovoj transformaciji.

/_,.4'-“—..;_\\‘ /’,----—-._\\

i o
&

A

Slika 3.1: Preslikavanje jedni¢nog kruga Mobiusovom transformacijom
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Teorem 3.1.3. Mobiusova transformacija preslikava kruZnice u kruznice.

Dokaz. Znamo da translacija, rotacija i homotetija preslikavaju kruznice u kruznice. Iz
propozicije (2.2.6)) slijedi da i inverzija preslikava kruznice u kruznice. Tvrdnja teorema

slijedi iz propozicije (3.1.1). o

Napomena 3.1.4. Pravce promatramo kao kruZnice beskonacno velikog polumjera. Dakle,
pod kruznice ubrajamo kruznice i pravce.

—iz+i

Primjer 3.1.5. Neka je zadana Mobiusova transformacija f(z) = <5

te sliku kruZnice s jednadZbom |z| = 2.

. Nadimo joj inverz

RjeSenje: Prema definiciji Mobiusove transformacije is¢itavamo koeficijente: a = —i,
b =ic=1id=1teihuvritavamo u inverz M6biusove transformacije f~'(w) = =22,
Slijedi
-w+i

z=f"'w) =

Kako je jednadZzba kruznice zadana s |z] = 2, dobivamo | — w + i| = 2|w + i|. Uvrstimo
li w = u + iv u prethodno dobivamo | — u — iv + i| = 2|u + iv + i|. Daljnjim sredivanjem
dobivamo jednadZbu kruznice u? + (v + 2)? = 1 sa srediStem u tocki (0, —2) i radijusom

r= % (slika.

w+i
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Slika 3.2: Mobiusova transformacija kruZznice zadane jednadzbom |z| = 2

Kako je kruznica odredena trima tocaka, za odredivanje slike kruZnice dovoljno je pres-
likati tri tocke koje ponovno odreduju kruznicu. Ono §to nas zanima je kamo ée se presli-
kati podrucje kruZznice. Neka je P podrucje kruznice, a P’ slika podrucja. Bitno je naglasiti
da Mobiusova transformacija cuva smjer kruznice. Dakle, ako se podrucje P pri obilasku
kruznice nalazi s desne (lijeve) strane, tada ¢e se podrucje P’ pri obilasku slike kruznice
takoder nalaziti s desne (lijeve) strane. Pogledajmo primjere.

a2

Primjer 3.1.6. Preslikajmo jedinicni krug zadan jednadZbom |z| = 1 funkcijom f(z) = =.

RjeSenje: Odaberemo 3 toCke koje se nalaze na kruznici |z7] = 1. Neka su to tocke

71 = 1,2, = iiz3 = —1. Zadanim preslikavanjem se tocke preslikajuuw; = oo, w, = —1-2;

) 2 2
1wW3 = —

=
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A Wy = oa 4

-
<

o

\1’/ o
y
L

Slika 3.3: Preslikavanje podrucja jedini¢ne kruZnice

Smjer obilaska kruZnice je od z; do z3 pa se podrucje nalazi s lijeve strane. Analogno
kod slike kruznice, smjer obilaska je od w; do w; pa se slika podrucja nalazi s lijeve strane.

2

Primjer 3.1.7. Preslikajmo poluravninu Rez < =2 funkcijom f(z) = 5

RjeSenje: Uz tocku oo pravac odreduju jos to¢no dvije tocke. Biramo tri tocke s pravca

koji odreduje zadanu poluravninu, od kojih je jedna tocka co. Neka to budu tocke z; = -2,
7 = =2+ i12z3 = oo. Preslikavanjem zadanom funkcijom dobivamo tocke w; = 0,
wy = % - %i te kako je lim__, i—f = 1 slijedi da je ws = 1.
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Slika 3.4: Preslikavanje podrucja poluravnine

>



Poglavlje 4

Implicitni oblik Mobiusove
transformacije

Prema teoremu ([3.1.3)) iz prethodnog poglavlja, znamo da Mobiusova transformacija pre-

slikava kruznice u kruZznice. KruZnica je odredena trima toCaka pa ¢e i njena slika
(kruZnica) biti odredena trima toCkama. Ako su z;, z; 1 z3 toCke na kruznici k 1 f Mobi-
usova transformacija, tada slike wy = f(z1), wo = f(z2) 1 w3 = f(z3) tih to¢aka jednoznacno
odreduju kruZnicu f(k) = k'.

4.1 Fiksne tocke Mobiusove transformacije

Definicija 4.1.1. Za tocku zy kaZemo da je fiksna tocka funkcije f ako je f(zo) = 2.

Odredimo fiksne tocke Mobiusove transformacije. Promotrimo slucaj kada je preslika-
vanje (L[.I) afino analiticko, tj. oblika f(z) = az + b, razli€ito od identitete. Fiksne toCke
¢emo odrediti rjeSavajuci jednadzbu f(zp) = z9. Sredivanjem dobivamo

b
l-a

0 =

Ukoliko je a = 1, tada preslikavanje f ima jednu fiksnu to¢ku zy = o0, a ako je a # 1
preslikavanje f ima dvije fiksne tocke zo = lf—a i zop = oo. Dakle, ako je funkcija afina
analiticka, tada ima jednu ili dvije fiksne tocke. Ako funkcija (I.1)) nije afina analiticka, tj.

¢ # 0, tada se fiksne tocke dobiju rjeSavanjem jednadzbe f(zp) = zp, odnosno fﬁgiz = 2.
Sredivanjem prethodnog izraza dobivamo kvadratnu jednadZzbu po z:
¢z +(d-a)z;-b=0. (4.1)

24
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Takva jednadZzba ima jedno ili dva rjeSenja. Jo$ nam preostaje slucaj f(z) = z, za svaki
z € C. U tom slucaju su sve tocke fiksne. Dakle, Mobiusova transformacija razli¢ita od
identitete ima jednu ili dvije fiksne tocke. Time smo dokazali:

Korolar 4.1.2. Ukoliko Mobiusova transformacija ima tri fiksne tocke, ona je identiteta.

4.2 Implicitna formula

Propozicija 4.2.1. Kompozicija Mobiusovih transformacija je Mobiusova transformacija.

Dokaz. Nekasu fi(z) = €2 i f(z) = <t/ Mobiusove transformacije. Tada je

cz+d gz+h
ez+f aez+ fa+gzb+hb
o e (£4) L (ae + gb) + fa+ hb
1 2 = = = .
extf ceztef+gzd+hd
c(gj:—h) +d s Z(ce+gd)+cf + hd

Nekasui=ae+gb, j= fa+hb, k=ce+gd, | =cf + hd € C. Tada je

3 iz+j
(fio f2)(2) = et
takoder Mobiusova transformacija. Analogno se pokaze za (f; o f1)(2). O

PokaZzimo sada da postoji tocno jedna Mdbiusova transformacija koja zadane tri tocke
21, 22 1 z3 preslikavala u zadane tri to¢ke wy, wy 1 ws.

Teorem 4.2.2. Neka su 71, 70, 73 € C tri medusobno razlicite tocke i Wi, Wo I W3 € C tri
medusobno razlicite tocke. Tada postoji jedinstvena Mobiusova transformacija f C-C
za koju vrijedi

f)=w;,i=1,2,3. (4.2)

Njezina formula glasi:

W—Wl-W3—W2_Z_Zl.Z3_ZZ (43)

wW—Wwy W3 — W I—22 Z3_Z1.

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost Mobiusove transformacije sa svojstvom (4.2)). Neka
su fi i f, Mobiusove transformacije koje zadovoljavaju relaciju (4.2). Prema teoremu
(T.21) znamo da je f>,~' takoder Mobiusova transformacija, a prema propoziciji @#.2.1)
znamo da je kompozicija Mobiusovih transformacija ponovno Mdobiusova transformacija.
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Dakle, o' o f; je Mobiusova transformacija. Kako f; i f; zadovoljavaju relaciju (#.2)
slijedi

L i) = A w) = 21,

L (i) = 7 (wo) = 22,

LN (fi@) = f (ws) = zs.

Dakle, f>~' o f; ima tri fiksne tocke, a to znadi da je o' o f; identiteta. MoZemo pisati
(/a0 fi)(z) = z, za svaki z € C. Odavde sijedi da je fi(z) = f>(z) zasvakiz € C, tj. fi = f»
i time je dokazana jedinstvenost Mobiusove transformacije sa svojstvom (4.2).

Pokazimo sada da je sa (4.3) dana Mobiusova transformacija f koja zadovoljava rela-

ciju @.2).

Uocimo da su funkcije
=21 B3~ 2
Z—22 43—

— Wi W3 — Wy

fil) =

w
, Hw) =
W =Wy W3 — W

Mobiusove transformacije za koje vrijedi:

fiz1) =0,  fi(zo) =00, fi(z3) =1,
Hw) =0, falwy) =00, folwsz)=1.

Dakle, funkcije fi i f, preslikavaju zadane tocke na realnu os. MoZemo zakljuciti da je 1
f = f;! o fi Mobiusova transformacija koja zadovoljava relaciju #.2) jer vrijedi

f@) = £1(AED) = £(0) =w,
(@) = (i) = f5 ' (00)= wa,
@) = (@) = 1) = ws.

O

Napomena 4.2.3. U slucaju kada je neki od brojeva u relaciji (4.3)) jednak co, tada razlo-
mak u (4.3)) koji sadrZi taj broj u brojniku i u nazivniku treba zamijeniti s 1. Uzmimo kao
primjer slucaj kada je w, = co. Tada razlomak

w—Wwi

w3 — W
zamijenimo s 1 jer je

w— Wi
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Kako bismo olakSali primjenu teorema, razlikovat ¢emo tri specijalna slu¢aja implicitne
formule (4.3). Prvi slucaj je kada preslikavamo pravac u kruznicu, tj. kada je z; = co za
nekii € {1, 2, 3}. Tada Mobiusova transformacija ima oblik

e
f@) = Vi p (4.4)

Uzmemo lii = 1, tj. z; = oo te uvrstimo li u (.3) dobivamo:

wW—Ww; W3— Wy 322

W—Wwy W3 — W Z—ZZ,
jer je
. Z— 1
lim =1.
217 73 — 11

Sredivanjem dobivamo:

_ wiz(ws —wa) — @
2wz —wy) — By ’

gdje je @y = wiwa(zz — 22) — wiza(ws — wp) — wows(z3 — 22), a B = wi(z3 — 22) — wa(zs —
22) — 22(w3 — wy) — ws(z3 — 22). Dijeljenjem brojnika 1 nazivnika s w3 — w, # 0 slijedi
I—a
z-B
gdjejea = ﬁ, ap= Wf_‘wz. Analogno dobijemo zai =211 = 3.

Ukoliko preslikavamo kruznicu u pravac tada imamo preslikavanje z; — w; = oo, za neki
i € {1, 2, 3}. Mobiusova transformacija ima oblik

w=w;

az+b‘ 4.5)
Z— I

f@) =

Neka je i = 1, tj. w; = oo. Tada uvrStavnjem u (#.3) dobivamo:

W3—Wy Z—21 320

w — Wy Z—22 Z3—Zl’

jer je

. w—=wi
lim =1.
wi—o W3 — W

Daljnjim sredivanjem dobivamo

_ za;— b
(z-2)z3—22)
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gdje su
ay = (w3 —wo)(z3 — 21), by = —z2(w3 —wo)(z3 — 21).

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s z3 — zo # 0 dobivamo traZzenu funkciju

za—>b
w= ,
=2
gdiejea = -4 ab=-2_. Analogno se pokazezai=21ii=3.

3—1 73—
Zadnji sluéaj jé kada pl‘;V;lC prelazi u pravac, tj. z; = w; = oo, zaneki i € {1, 2, 3}. Tada

Mobiusova transformacija ima oblik
f@@) =az+b. (4.6)

Pogledajmo ponovno slu¢aj i = 1. Uvr§tavamo z; = w; = co u (4.3) te dobivamo

W3 =Wy Z3—2

W — Wy Z—Zz’

jer je
. Z—2 .. w— Wi
lim =11 lim

7100 73 — 71 wi—o W3 — Wi

=1.

Sredivanjem dolazimo do
w(zz — 22) = a1z + by,

gdje su
ay =ws —wy, by =wi(zz — 22) — 22(w3 — wy).

Dijeljenjem s z3 — z, dolazimo do trazene funkcije,
w=az+Db.

Primjer 4.2.4. Nadimo Mobiusovu transformaciju koja preslikava tocke 0, i, co redom u
tocke —1, 0, 1.

Rjesenje: Oznacimo zadane toCkesaz; = 0,20 =i,z3 =o0iw; = =1, w, =0iw; = 1.
Kako je zz = oo slijedi da je razlomak % iz relacije (4.3) jednak 1. Preostaje nam ostale

tocke uvrstiti u formulu
w—w; Wz—Wy _ Z—12

wW—=Wwy; Wz—W| Z—Zz-
Dobivamo sljedece

w+1 1
w 2 z-i
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Sredivanjem dolazimo do izraza
z—1
w=—,
Z+1
koji je upravo traZzena Mdbiusova transformacija.
Ovaj zadatak smo mogli rijesiti na jednostavniji nacin, koristeéi specijali slucaj formule

(4.3). Kako je zz = oo koristimo sljedeci oblik Mébiusove transformacije:
I+a 1+t
z+B z+p

Nepoznanice @ i 8 ¢emo dobiti uvrStavajuéi preostala dva para zadanih tocaka. Uvrstimo
liz; =01w; = -1, dobivamo

f@) =ws

a
"
uvrstimo li z, = i 1 wy, = 0 dobivamo
i+a
i+p
RjeSavajudi jednostavni sustav s dvije nepoznanice, dobivamo @ = —i i = i §to nas dovodi

do Mobiusove transformacije w = %

Primjer 4.2.5. Odredimo Mobiusovu transformaciju koja preslikava tocke 0, 1+1, 2 redom
u tocke 0, 2, co. Odredimo sliku jedinicnog kruga |z| < 1 pri tom preslikavanju.

RjeSenje: OznaCimo zadane tocke saz; = 0,2 = 1 +4,z3 =2, w; = 0, wy = 21
w3 = oco. U ovom zadatku preslikavamo kruZnicu u pravac (w3 = o) pa koristimo oblik
az+b az+b
z—-23 z-2°

f@) =

Uvrstavanjem z; = 01 w; = 0 dobivamo

b
-~ =0,
2
1z Cega slijedi da je
b=0.
UvrStavanjem z; = 1 + i1 w, = 2 dobivamo
1+
a(l +19) _5

1+i-2

Sredivanjem izraza dobivamo
a=2i.
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Konac¢no, trazena Mobiusova transformacija ima oblik

2iz
w=f(z) = . 4.7
z—2
Preslikajmo sada jedini¢nu kruznicu dobivenom Mobiusovom transformacijom. Odabe-
rimo 3 tocke s jedini¢ne kruznice: z; = 1, 2o = i1 z3 = —1. Preslikajmo ih funkcijom
@.7):

2i
5, W3—f(Z3)—§-

Treba obratiti pozornost na preslikavanje podru¢ja. Podrucje kruga se nalazilo s lijeve
strane pri obilasku kruznice pa Ce se i podrucje slike kruga nalaziti s lijeve strane pri obli-
lasku slike kruznice.

4 2
wi=f@)==2 w=flz)=z+ i

ah  am
N

iy

Slika 4.1: Preslikavanje jedini¢nog kruga |z] < 1

Napomena 4.2.6. U prethodnim primjerima, Mobiusova transformacija je bila jedinstvena
jer je bilo tocno odredeno koja tocka se preslika u koju. U sljedecim primjerima nece biti
jedinstvena jer ¢e njen oblik ovisiti o po volji odabranim parovima tocaka (z;, w;).

Primjer 4.2.7. Pronadimo neku Mébiusovu transformaciju koja preslikava podrucje H =
{zeCllz—1| < 1} u podrucje H ={weC||w+1|> 1}

RjeSenje: Uocimo da to¢ke z; = 2,z = 1 + i, zz = 0 odreduju kruznicu |z — 1| = 1
tako da se podrucje H nalazi s lijeve strane pri obilasku kruznice. Tocke w; = 0, w, = =2,
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w3 = —1 + i odreduju kruznicu |[w + 1| = 1, tako da se podru¢je H' nalazi s lijeve strane pri
obilasku kruZznice.

[

(1,0} 1 gy (—1,0) o wy

<& S

Slika 4.2: Preslikavanje podrucja jedini¢ne kruznice

Kako se radi o preslikavanju kruZznice na kruznicu, koristimo formulu (.3).
UvrStavanjem odabranih parova to¢aka u formulu

W—Wwi W3—W, Z—-21 13—

wW—WwWy; W3 — W Z—Z22 23— 1

dobivamo Mobiusovu transformaciju koja ima oblik

C2(1-)2-2)
JO="5"h"4

Primjer 4.2.8. Pronadimo neku Mébiusovu transformaciju koja preslikava podrucje H =
{zeC|lz+ 1| < 1} u podrucje H = {w € C | Imw < O}.

Rjesenje: Odabiremo tocke na kruznici |z + 1| = 1 tako da se pri obilasku kruZnice
podru¢je H nalazi s lijeve strane. Isto tako odabiremo toCke na realnoj osi tako da se
podru¢je H’ nalazi s lijeve strane pri obilasku realne osi. Neka to budu tocke z; = 0,
z==1+i,z3=-1iw; =0, w, = -1, w3 = co. Pogledajmo sliku[4.3]
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]

Slika 4.3: Preslikavanje podrucja H u podruc¢je H’

Ako odaberemo da se tocka z; preslika u wy, z, u w, 1 z3 u ws, tada koristeéi formulu
(4.5)) dobivamo sljedece:

az+b az+b
-7z z+2°

f@) =
Koristeci preostale parove toCaka dobivamo sustav s dvije nepoznanice a i b:

Z=0
2

a-1+)+b !
1+i 7
Cija su rjeSenja
a=1i, b=0.
Dakle, jedna od traZenih Mobiusovih transformacija ima oblik
b
7+2

w=f(z) =

Primjer 4.2.9. Odredimo neku Mobiusovu transformaciju koja preslikava podrucje H =
{z € C| Imz > 0} u podrucje H = {w € C | Rew > 0}.

RjeSenje: Odaberimo tocke z; = 0, 2o = 1, zz = oo na realnoj osi, a tocke w; = 0,
W, = —I, w3 = 00 ha imaginarnoj osi.
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wy

Slika 4.4: Preslikavanje podrucja H u podrucje H’

Primijetimo da se radi o preslikavanju pravca u pravac, to zna¢i da ¢emo Koristiti
specijalan slucaj implicitne formule, tj. formulu (4.6). UvrStavanjem tocaka u formulu
f(2) = az + b dobivamo sljedece:

b=0, a=-i.
Dakle, jedna od traZenih Mobiusova transformacija je oblika

f@) = —iz,

v . .
Sto je zapravo rotacija za —7.

4.3 Svojstvo simetrije Mobiusove transformacije

Kako bismo dokazali svojstvo simetrije Mobiusove transformacije, potrebno je dokazati
sljedece propozicije:

Propozicija 4.3.1. Neka su A, A’ i T tocke na kruznici I' i tocka P izvan kruZnice takva da
leZi na pravcu AA’. Tocka T je diraliste tangente na kruznicu I iz tocke P ako i samo ako

]e
|PA| - |PA’| = |PT|.
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Slika 4.5: Sli¢éni trokuti APTA’ 1 APAT

Dokaz. Pretpostavimo da je T diraliSte tangente na kruZnicu I iz toCke P. Koristeci teorem
0 obodnom 1 srediSnjem kutu lako dobijemo da su kutovi ZPTA i /TA’P sukladni. Kako
su trokuti APT A’ 1 APAT sli¢ni (K-K teorem), slijedi

|PT| _ |PA’| .
PAl e
|PT?> = |PA| - |PA').

Dokazimo 1 obrat teorema. Neka su A, A’ 1 T tocke na kruZnici I” i tocka P izvan kruznice
takva da leZi na pravcu AA’ i |[PA| - |PA’| = |PT|*. Pretpostavimo suprotno, tj. da tocka
T nije diraliSte tangente na kruznicu " iz tocke P. Tada pravac PT sijeCe kruZznicu u jos
jednoj tocki T”. Pogledajmo sliku 4.6
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Slika 4.6: Sli¢ni trokuti APT’A 1 APTA’

KoristeCi ¢injenicu da su kutovi nad istom tetivom sukladni, slijedi da su kutovi ZPT"A
1 /TA’P nad tetivom AT sukladni. Kako su trokuti APT’A i APTA’ sli¢ni (K-K teorem),
slijedi
|PA| _ |PT|
= —, t]
|PT’|  |PA’|
|PA| - |PA’| = |PT| - |PT’| > |PT| - |PT| = |PTP,

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom
|PA| - |PA'| = |PTF.
Dakle, T je diraliSte tangente na kruZnicu I” iz tocke P. O

Propozicija 4.3.2. Ako su tocke 7z i z simetricne u odnosu na kruznicu (pravac) I', a
kruZnica (pravac) @ sadrzi tocke z; i 2o, onda je I okomita na kruzZnicu (pravac) ®.

Dokaz. Pogledajmo slucaj kada su I" i @ kruZnice.
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Slika 4.7: Okomite kruznice I" 1 @

Kako su z; i z, simetri¢ne tocke, slijedi da je
1Szi| - 1S 22l = * = |ST»P7,

gdje je r polumjer kruznice I'. Kako je |Szi| - |Sza| = |S T|?, tada prema propoziciji (#.3.1)
slijedi da je tocka T, diraliSte tangente na @ iz toCke S. Tada su pravci ST, 1 S'T, okomiti,
Sto znaci da su kruznice I" i @ okomite. Analogno dobijemo i za drugo sjecisSte T, kruZnica
rio.

Ako su I" i @ pravci tada imamo slucaj kao na slici[4.§]

Slika 4.8: Okomiti pravci "1 @
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Simetri¢na tocka z, toCki z; s obzirom na I dobije se tako Sto se toCka z; preslika
osnom simetrijom s obzirom na pravac I". To povlaci da je pravac @ koji sadrzi tocke z; 1
7, okomit na pravac I.

Pogledajmo slucaj kada je I" kruZnica, a @ pravac.

Slika 4.9: Okomiti kruZnica I" i pravac @

Kako simetri¢ne tocke s obzirom na kruznicu I” leZe na pravcu kroz srediste S kruZnice
I', to znaci da pravac @ kroz z; i z prolazi kroz srediSte kruznice I', tj. okomit je na
kruznicu I
Posljednji slucaj je kada je I" pravac, a @ kruZnica.
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Slika 4.10: Okomiti pravac /" i kruZnica @

Kako bismo dokazali da su pravac I" i kruZznica @ okomiti, moramo dokazati da se
srediSte kruZnice @ nalazi na pravcu I". ToCke z; 1 z, su simetri¢ne s obzirom na pravac I,
Sto znaci da su jednako udaljene od pravca. Oznac¢imo s P presjek pravaca z;z, 1 I". Uo¢imo
da su trokuti Az PS 1 Az, PS sukladni po § —S - teoremu, stoga je /21 PS = £/2PS = 90°
pajeS €1 O

Pokazimo da vrijedi 1 obrat:

Propozicija 4.3.3. Neka su z,, z; i srediste S kruZnice I' kolinearne tocke i neka je svaka
kruZnica ® kroz 7y i 7o okomita na I' u oba presjecista. Tada su z, i 7o simetricne tocke u
odnosu na kruznicu I

Dokaz. Kako je I' okomita na @ u oba presjeciSta (T i T,) moZzemo pisati ST, L S'T»,
gdje je S’ srediste kruznice @. ZakljuCujemo da je T, diraliSte tangente povucene iz S na

@, pa je prema propoziciji (4.3.1)
ISzl 1Szl = ISTo* = 77,

gdje je r polumjer kruznice I, iz Cega slijedi da su tocke z; i z, simetricne u odnosu na
kruznicu I'. |
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Propozicija 4.3.4. Neka su dane tocke 7 i 7, te pravac I' tako da vrijedi da je svaka
kruznica ® kroz 7, i 7o okomita na I'. Tada su tocke z; i z, simetricne u odnosu na pravac
I.

Dokaz. 1z pretpostavke slijedi da se srediSta svih kruZnica kroz z; 1 z, nalaze na pravcu 7.
Isto tako su srediSta svih kruZnica kroz z; i z; jednako udaljena od toCaka z; i z,. Dakle,
skup svih toc¢aka jednako udaljenih od z; i z; je pravac I, §to znaci da je pravac I simetrala
duZine z;2,, tj. tocke z; 1 7, su simetri¢ne s obzirom na I O

Propozicija 4.3.5. Mobiusova transformacija cuva simetriju tocaka s obzirom na kruznicu
(pravac). Ako su tocke z; i 7o simetricne s obzirom na kruZnicu (pravac) k, tada su i njihove
slike wy i w, simetricne s obzirom na kruZnicu (pravac) f(k) = k'.

Dokaz. Neka je f Mobiusova transformacija, k kruznica i tocke z; i z; simetricne u odnosu
na kruZnicu k. Znamo da je tada i f(k) = k' kruZnica ili pravac. Uzmemo li neku kruznicu
I" kroz to€ke wi = f(z1)iw, = f(22), tada je f~'(I"") = I' kruZznica ili pravac kroz tocke z; i
7». Prema propoziciji (4.3.2) slijedi da su k i I' medusobno okomite u njihovim presjecima.
Kako je Mobiusova transformacija konformno preslikavanje, znamo da f cuva kutove.
Iskoristimo li tu Cinjenicu, zakljuCujemo da su i kruznice k£’ i I medusobno okomite. Sada
prema propozicijama (4.3.3) i (4.3.4) i proizvoljnosti kruznice " slijedi da su tocke w; i
wy simetricne. O

Primjer 4.3.6. Odredimo neku Mobiusovu transformaciju f koja preslikava podrucje H =
{ze C| |zl < 1} u podrucje H = {w € C | |w| < 1}, tako da je f(zo) = 0, gdje je zy tocka iz
podrucja H.

RjesSenje:

P
=

w; = na

Slika 4.11: Preslikavanje podru¢ja H u podrucje H’
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Iskoristit ¢emo svojstvo simetrije Mobiusove transformacije f. Simetri¢na tocka tocke
Zo S obzirom na jedini¢nu kruZznicu k = {z € C | |zI = 1} je tocka z; = % Svojstvo
simetrije nam omogucava pronalazak slike toc¢ke z;. Kako su z i z; simetri¢ne tocke, to
sui f(zo) = 01 f(z;) simetricne tocke pa zakljucujemo da je f(z;) = oco. Mobiusovu

transformaciju f(z) = CC‘;—IZ mozemo pisati kao
b
a Z+;
f@=-—7.
cC 74 =
C
. _ . _ v . _ _Q . _ _é . .. «
Kakq je f(zo) = 01 f(z1) = oo, zakljuCujemo zo = =2 i z; = =%, tj. funkciju f moZemo
pisati kao
a 7—2%
f@) =~ —=.
cC -2
Uvritavanjem z;, = = dobivamo
a Z— Zo a Z— Zo a__ Z— Zo
f@)=—" = T T 1. — T ~%" —.
¢ =% ¢ —%(I—ZZo) ¢ 1 —zzo

Pogledajmo koliko je |f(z)|. Ako uzemo da je [ = —2Z, tada moZemo pisati

= %20
1 -2z2l

f1=1-|
Kako je za z € k |z] = 1, slijedi da je
|1 —zzol = lz] - |1 — 2zl = [z] - |1 — 22| = [z — zz20| = |z — 20| = |z — 20l-

Dobivamo
2= 2o e =zl —Ill-m—lll
1 -2z 11 = zz le—zt
Kako je |f(z)] = 1, slijedi da je || = 1, tj. [ = €%, za neki ¢ € [0,2n>. Dakle, trazeno
preslikavanje f je dano s

lf@I =1

= |

i L Zo
f@) = e¥——.
1 —zzg
Primjer 4.3.7. Odredimo neku Mobiusovu transformaciju koja preslikava podrucje H =
{z € C| Imz < 0} u podrucje H = {w € C | |w| < 1}, tako da je f(z,) = 0, gdje je zo tocka
iz podrucja H.

RjeSenje:
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Slika 4.12: Preslikavanje podrucja H u podrucje H’

Iz prethodnog primjera znamo da je trazeno preslikavanje oblika

Z—20
f@) =k- -
=21
Zbog svojstva simetrije znamo da par simetri¢nih toaka zy, z; = zo S obzirom na x os

prelazi u par simetri¢nih to¢aka wy = 0, w; = co. UvrStavanjem dobivamo

f@) =k- =2

Z—20

Pri preslikavanju koje traZimo realna os mora prijeci u jedni¢nu kruZnicu. Znamo da za
z€Rvrijedi z =7 te |z — 20| = |2 — 20| = |z — 20|- Dakle, za z € R imamo

le—zol

le—201

a kako je |w| = 1 slijedi |k| = 1. Konacno, k = ¢, za neki ¢ € [0,2n] i Mobiusova
transformacija ima oblik

wl = 1f(@)I = Ikl - = |k,

f) = et 2

Z—20

Primjer 4.3.8. Odredimo Mobiusovu transformaciju f koja preslikava podrucje H = {z €
C | Imz > O} u podrucje H = {w € C | |w| < 1}, tako da je f(i) = 0iargf'(i) = m.
RjeSenje: Trazena funkcija Ce biti oblika
=20

f@Q=k ——,

Z—20
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gdje je k = €. Ako je tocka zo = i, tada je njena simetri¢na to¢ka z; = —i. Tada je wo = 0
1 w; = co. Dakle, traZena funkcija e biti oblika

z—1
=k —.
f@) o
Preostaje nam odrediti k = . U tome ¢e nam pomoc¢i derivacije funkcije f:
roN i¢z+i—z+i: i 2i
SR = i T v
Tada je
1 L2001,
":KF_:I(,D_:_ILP_‘
f) =¥ == = e,

Kako je (i) = e slijedi da je
1 : 3n
(1) = — l(g0+7).
£l =3
Dakle, argf’(i) = ¢ + 37” =, tj. ¢ = —7. Trazena Mobiusova transformacija ima oblik

—iz—1
Z+i

f@) =




Poglavlje 5

Primjene Mobiusove transformacije

Primjena kompleksnih brojeva je raznolika 1 vrlo korisna. Pojavljuje se u podru¢jima zna-
nosti kao S§to su raCunarstvo, elektrotehnika, biomedicina i mnoga druga. Temelji si na
preslikavanju Riemannove sfereﬂ na kompleksnu ravninu. Isto tako, Mdbiusova transfor-
macija je usko povezana s mnogim matematickim istraZivanjima. Jedno od njih je Einste-
inova teorija relativnosti o kojoj ¢emo vise reci u nastavku.

5.1 Einsteinova teorija relativnosti

U Einsteinovoj teoriji relativnosti, prostor dobiva jos jednu dimenziju, tj. prostorne ko-
ordinate (x,y,z) se komponiraju s vremenskom koordinatom ¢ te zajedno Cine 4-vektor
(t, x,y, z) u Cetverodimenzionalnom prostoru koji jo§S zovemo prostor-vrijeme. Promatraju
li dvije osobe isti dogadaj, njihova opaZanja bi se mogla razlikovati. Neki dogadaj koji pro-
matraju dva promatraca nece rezultirati istim mjerenjima, tj. isti dogadaj nema iste prostor-
vremenske koordinate u razli¢itim inercijskim sustavima. Promatraci se nece sloZiti s obzi-
rom na vremenske i prostorne koordinate (#;, x1, y;, z1) u sustavu S i (2, x2, ¥, 22) U sustavu
S’ koji se prema sustavu S giba uzduZz x osi stalnom brzinom v. Einstein je doSao do ideje
da namjesti mjerne jedinice tako da brzina svjetlosti bude 1. Tada bi se oba promatraca
sloZila oko vrijednosti

2 2,.2, 2 2 2,2, 2
H=—(xy+y1+z)=65-(x+y, +25).

Tu dolazimo do Lorentzove transformacije, jer je upravo ona linearna transformacija koja
preslikava prostor-vremenske koordinate fizickog dogadaja jednog sustava na pripadajuce
koordinatama nekog drugog sustava. Lorentzova transformacija osigurava da dva proma-
traca s konstantnom brzinom cuvaju prostorno-vremenski interval izmedu dva dogadaja.

'Model kompleksne ravnine, kompleksna ravnina kojoj je pridruzena to¢ka u beskona¢nosti.

43
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Konkretno, svaka Mobiusova transformacije u C je Lorentzova transformacija u prostor-
vremenu ([7], 123. stranica). MoZemo se pitati zaSto ba§ Mdbiusova transformacija. Zato
Sto je to konformno preslikavanje, tj. cuva kutove i orijentaciju, kruznice preslikava u
kruznice.[[7]]

Sada ¢emo ukratno opisati gdje se sve primjenjuje Mobiusova transformacija na nacin
da se trodimenzionalni objekti svode na jednostavnije dvodimenzionalne objekte.

5.2 ,,Mapiranje mozga”

Mobiusova transformacija ima svojstva da cuva kutove prilikom preslikavanja sfere na rav-
ninu. Upravo nam je to svojstvo vazno ako Zelimo ljudski mozak prikazati u dvodimenzi-
onalnom obliku, tj. prikazati ga pomoc¢u mapa. Dakle, cilj je kreirati mapu ljudskog mozga.
Kako ljudski mozak nije pravilnog oblika, potrebno je ukloniti sve nepravilnosti kako bi-
smo dobili oblik sfere. Proces koji se dogada pri preslikavanju sfere na ravnu povrSinu je
takozvan ,,circle packing”. Za provodenje toga procesa potrebna je Mobiusova transforma-
cija, upravo zbog njezinih svojstava. Taj proces je konformno preslikavanje. Stvaraju se
krugovi tako da se nikoja dva kruga ne preklapaju, tj. da je svaki krug tangenta susjednom
krugu.[4]][1]

5.3 Racunalna znanost

Mobiusova transformacija ima svoju primjenu i u racunalnoj znanosti. Algoritmi teme-
ljeni na matematickim formulama se vrlo lako implementiraju u kod, tj. programski jezik.
Na Vijetnamskoj akademiji znanosti i tehnologije upotijebili su upravo Mdébiusovu tran-
sformaciju za softver koji se moze na razliite nacine koristiti za odredivanje medicinske
dijagnoze. Tesko je predociti kako Mobiusova transformacija djeluje, no ona sluzi kako bi
se izraCunala maksimalna i minimalna teZina danih simptoma. [4]]

5.4 Karta svijeta

Za preslikavanje Zemlje na ravnu povrsinu, tj. preslikavanje trodimenzionalnog objekta na
dvodimenzionalni, koristi se M&biusova transformacija. Proces je slican kao kod ,,mapira-
nja mozga”, glavna razlika je Sto zemljina povrsina djeluje dosta glatko i pravilno, moZemo
ju promatrati kao sferu. Znanstvenici su formirali softver koji pomo¢u Mobiusove transfor-
macije pretvara projekciju Zemlje u sliku u dvodimenzionalnom prostoru. [4]
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Sazetak

Mobiusova transformacija je funkcija kompleksne varijable, definirana na proSirenoj kom-
pleksnoj ravnini. Ona je konformno preslikavanje, Sto znaci da ¢uva kutove i orijentaciju, a
njen inverz je takoder Mobiusova transformacija. Posebni slucajevi Mobiusove transforma-
cije su dobro poznate geometrijske transformacije ravnine: translacija, rotacija, homotetija
11inverzija, koje opisujemo u radu. Prije opisa konstrukcije inverzije, spominjemo simetriju
s obzirom na jedini¢nu kruZnicu te njezinu konstrukciju, jer je usko vezana uz inverziju.
Prikazujemo Mobiusovu transformaciju kao kompoziciju translacije, rotacije, homotetije i
inverzije te dokazujemo da ona preslikava kruZnice u kruznice, pri ¢emu pravce smatramo
kruznicama beskonacno velikog polumjera. Prije dokaza implicitne formule Mobiusove
transformacije, pomocu koje formiramo jedinstvenu Mobiusovu transformacija koja za-
dane tri tocke preslikava u zadane tri to¢ke, dokazujemo da sve Mobiusove transformacije
razli¢ite od identitete imaju maksimalno dvije fiksne to¢ke. Koriste¢i impicitnu formulu
rjeSavamo primjere te ih vizualno predoCavamo. Mobiusova transformacija ima jedno
vazno svojstvo koje ima primjenu pri pronalasku transformacije koja preslikava zadano
podrucje u zadano podrucje. Rijec€ je o svojstvu simetrije Mobiusove transformacije, koje
dokazujemo i primijenjujemo u zadacima. Primjena Md&biusove transformacije ima vaznu
ulogu u znanosti, temeljenu na preslikavanju Riemannove sfere na kompleksnu ravninu.
Koristi se u raznim podruc¢jima znanosti, a neka od njih smo opisali u radu.



Summary

A Mobius transformation is a function of a complex variable, defined on an extended com-
plex plane. It is a conformal transformation, meaning that it preserve angles and orien-
tation. The inverse function of a Mdbius transformation is also a Mobius transformation.
Some special cases of Mobius transformations are well known geometric transformations:
translation, rotation, reflection, homothety and inversion, which are described in this work.
Before constructing an inverse transformation, it is important to mention the construction
of a symmetric point with respect to the unit circle as a part of constructing an inversion.
Any Mobius transformation is a composition of translation, rotation, reflection, homothety
and inversion. We give a proof that the Mobius transformation maps lines and circles into
lines or circles, where we consider a line as a circle with radius equal to infinity. Before
the proof of the implicit formula for the mapping, which is used for mapping three dis-
tinct points onto three distinct points, we prove that non-identity Mobius transformations
have two fixed points. We give examples using the implicit formula and visualize them for
better understanding. For finding a transformation witch maps a given area into another
given area we apply the symmetry-preserving property of Mobius transformations. That
property is proven and used in examples. The Mdbius transformation is very useful and
has applications in different science fields, based on the mapping the Riemman Sphere to
a flat plane. Some of those applications are described here.
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