Fizika u infracrvenom podrucju energija

Oreskovié, David

Master's thesis / Diplomski rad

2021

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:974510

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-20

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:974510
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:9729
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9729
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9729

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

David Oreskovi¢

Fizika u infracrvenom podrudju energija

Diplomski rad

Zagreb, 2021.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

INTEGRIRANI PREDDIPLOMSKI I DIPLOMSKI SVEUCILISNI STUDIJ
FIZIKA; SMJER ISTRAZIVACKI

David Oreskovic

Diplomski rad

Fizika u infracrvenom podrucju
energija

Voditelj diplomskog rada: dr. sc. Larisa Jonke

Ocjena diplomskog rada:

Povjerenstvo: 1.

Datum polaganja:
Zagreb, 2021.




Prije svega, htio bih se zahvaliti svojoj mami koja mi je pruzala
neizmjernu podrsku u pisanju ovog rada, kao i tokom c¢itavog stu-
dija. Takoder, htio bih se zahvaliti svojoj mentorici dr. sc. Larisi
Jonke $to mi je omogudila istrazivanje ove izuzetno zanimljive

teme i u svakom trenutku bila spremna pomodi.



Sazetak

U ovom radu su analizirane trokutne relacije koje povezuju dinamiku fizikalnih
teorija u infracrvenom (IR) spektru energija. Vrhovi IR trokuta se odnose na mekane
teoreme, asimptotske simetrije i memorijske efekte te veza izmedu njih ”odjekuje”
kroz mnogo podru¢ja fizike s bezmasenim Cesticama. Ovdje je istrazena struktura
dvaju vrhova IR trokuta u gravitaciji; konkretnije, pokazano je da su asimptotske si-
metrije i mekani teoremi povezani Wardovim identitetom. Prvo je napravljena kons-
trukcija Carter-Penroseovih dijagrama prostor-vremena Minkowskog budu¢i da su isti
pogodni za analizu trajektorija bezmasenih cestica u asimptotski ravnim prostorima.
Data je rigorozna definicija buduce i prosle svjetlosne beskonacnosti kao trodimen-
zionalnih povrsina na kojima bezmasene Cestice zavrSavaju i zapocinju svoje putanje
te su iste parametrizirane s prikladnim setom koordinata. U Cetvrtom poglavlju je
prvo analizirana Bondi-Sachsova metrika, nakon ¢ega su raspisane Einsteinove jed-
nadzbe iskazane preko koeficijenata spomenute metrike. Nametnuti su rubni uvjeti
koji ¢uvaju asimptotsku ravnost i pronadena rjeSenja Einsteinovih jednadzbi u pros-
tornoj beskonacnosti. Koriste¢i ova rjeSenja, istrazena je forma asimptotskih gene-
ratora difeomorfizama te je na temelju istih uo¢eno postojanje beskona¢no o¢uvanih
naboja asociranih s translacijama u prostor-vremenu. Analiza asimptotskih sime-
trija je zavrSena s izvodom supertranslacijskog Wardovog identiteta koji povezuje
S-matri¢ne elemente sa i bez umetanja niskoenergetskog gravitona. U petom poglav-
lju je uveden formalizam kojim je opisana gravitacija kao efektivna teorija polja. Dan
je kratki uvod u gravitacijske valove i provedena fizikalna interpretacija odredenih
veli¢ina definiranih u ¢etvrtom poglavlju. Ovdje je ukratko opisan i tre¢i vrh infra-
crvenog trokuta, odnosno gravitacijski memorijski efekt. Poglavlje je zaklju¢eno s
kvantizacijom gravitacije kao efektivne teorije polja. Konac¢no, preko Feynmanovih
dijagrama je izveden Weinbergov teorem mekanog gravitona te je pokazano da iz
istog slijedi supertranslacijski Wardov identitet.

Kljucne rijeci: gravitacija, graviton, simetrije, infracrveno, supertranslacije.



Physics in the infrared energy region.
Abstract

This thesis deals with the analysis of triangular relations which connect the dynamics
of physical theories in infrared (IR) spectrum of energies. Corners of the IR triangle
represent soft theorems, asymptotic symmetries and memory effects. In recent ye-
ars, it was shown that connections between these "echo” throughout many physical
theories with massless particles. Here, research of two corners of the IR triangle
is conducted for the case gravity; more precisely, it is shown that asymptotic sym-
metries and soft theorems are connected via Ward identity. Firstly, Carter-Penrose
diagrams are constructed for Minkowski spacetime since these are fit for description
of lightlike trajectories in asymptotically flat spaces. Future and past null infinity as
three-dimensional surfaces at which massles particles end and begin their trajecto-
ries are rigorously defined and parametrised by appropriate coordinates. In fourth
chapter, Bondi-Sachs metric is analysed and Einstein equations written in terms of
metric coefficients. Boundary conditions which preserve asymptotic flatness are im-
posed and solutions to Einstein equations are found in spatial infinity. Using these
solutions, structure of asymptotic generators of diffeomorphisms is analysed and it
is observed that these imply the existence of infinite number of conserevd charges
associated with spacetime translations. The analysis of asymptotic symmetries is
concluded with derivation of supertranslational Ward identity which connects the
S-matrix elements with and without the insertion of soft graviton. In fifth chapter,
formalisam of gravity as an effective field theory is introduced. Gravitational waves
are briefly revised and certain variables defined in chapter four are physically inter-
preted. Here, third corner of the infrared triangle, that is, the gravitational memory
effect, is also briefly touched upon. Chapter is concluded with quantisation of gravity
as effective field theory. Finally, Weinberg’s soft graviton theorem is derived by using
Feynman diagrams and it is shown that supertranslational Ward identity follows from
this theorem.

Keywords: gravity, graviton, symmetries, infrared, supertranslations.



Sadrzaj

1 Uvod 1
2 Carter-Penroseovi dijagrami prostor-vremena Minkowskog 5
3 Parametrizacija prosle i buduce svjetlosne beskonac¢nosti 14
3.1 Parametrizacija buduce svjetlosne beskona¢nosti . . . ... ... ... 14
3.2 Parametrizacija prosle svjetlosne beskonac¢nosti . . . .. ... ... .. 18
4 Bondi-Sachsov formalizam 21
4.1 Bondi-Sachsovametrika . . .. ... ... ... ... ... ..., 21
4.2 Einsteinove jednadzbe . .. ... ... ... ... .. L. 32
4.3 Asimptotski razvoj i rjeSenja Einsteinovih jednadzbi . . . . . . ... .. 50
4.4 Supertranslacije . . . . . .. .. e e e e 66
5 Gravitacija kao efektivna teorija polja 89

6 Ekvivalentnost supertranslacijskog Wardovog identiteta i Weinbergovog

teorema mekanog gravitona 122
7 Zakljucak 157
Dodaci 158
A Racun Christoffelovih simbola 158
B Racun komponenti Riccijevog tenzora 165
C Dokaz jednadzbe evolucije Bondijeve mase 181
D Difeomorfizmi i translacije 185
E Asimptotske izometrije Bondi-Sachsove metrike 198
F Ocuvani naboji 215

Literatura 223



1 Uvod

U ovom radu se bavimo analizom trokutnih relacija koje povezuju tri naizgled nepo-
vezana fizikalna fenomena u infracrvenom podrucju energija. Ove relacije su sliko-

vito prikazane infracrvenim (IR) trokutom na slici 1.1:

MEMORY
ErrecT

SOFT IDENTITY ASYMPTOTIC
THEOREM SYMMETRY

Slika 1.1: Infracrveni trokut. Preuzeto iz [15].

Prvi vrh trokuta se odnosi na mekane teoreme. Isti su analiticki opisani u ok-
viru kvantne teorije polja i karakteriziraju amplitude rasprSenja sa bezmasenim vanj-
skim cesticama u niskoenergetskom spektru. Ovi teoremi slijede iz Feynmanovih
dijagrama te ukazuju na postojanje polova, odnosno infracrvenih divergencija u iz-
razu za amplitudu kada energija vanjske Cestice tezi u nulu. Drugi vrh se odnosi na
asimptotske simetrije. RijeC je o analizi Noetherinog teorema u nekom fizikalnom
sistemu s asimptotskom regijom ili rubom. Pokazano je da ovakvim regijama postoje
egzaktne netrivijalne simetrije s asociranim o¢uvanim strujama, odnosno nabojima.
Treci vrh IR trokuta opisuje memorijski efekt. Isti je istrazen u kontekstu gravitacije
i govori o trajnom pomaku medu geodezicima testnih Cestica uslijed prolaska gravi-
tacijskog vala. Na slici 1.1 su prikazane i matematicke relacije ekvivalencije izmedu
ovih vrhova. Veza izmedu mekanih teorema i memorijskog efekta je iskazana pu-
tem Fourierovog transformata. Preciznije, Fourierov transformat infracrvenog pola
u impulsnom prostoru daje step funkciju u vremenu. Kako memorijski efekt daje
informaciju o promjeni asimptotskih podataka izmedu ranih i kasnih vremena, ekvi-
valentnost je ocita. O step funkciji se moze razmisljati i kao o matematickom alatu
koji povezuje dva neekvivalentna vakuuma asocirana s asimptotskim simetrijama.
Trokut se zatvara tvrdnjom da za svaku simetriju postoji Wardov identitet koji pove-
zuje amplitude rasprSenja sa simetrijski povezanim stanjima. Ovi Wardovi identiteti

nisu nista drugo doli mekani teoremi koji povezuju amplitude rasprsenja sa i bez
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umetanja bezmasene vanjske mekane Cestice.
Infracrveni trokut sadrzi mnogo kopija koje odjekuju kroz vecinu fizike kako je

prikazano na slici 1.2:

Slika 1.2: Kopije IR trokuta. Preuzeto iz [15].

Tako su IR trokutne relacije ekvivalencije prisutne u elektrodinamici, Yang-Millso-
voj teoriji, gravitaciji itd. Motivacija za proucavanje ovih relacija lezi u ¢injenici Sto
povezuju tri naizgled odvojena podrudja fizike. Ukoliko dodemo do trazenih rezul-
tata u jednom podrudju, pomocu prikladne matematicke operacije mozemo dobiti
informaciju o rezultatima u drugom. Primjerice, memorijski efekt se moze mjeriti,
dok ostala dva vrha IR trokuta ¢esto nisu podlozna eksperimentalnim opservacijama.
Na taj na¢in mozemo provjeriti teoretski dobivene rezultate vezane uz amplitude
rasprsenja i/ili simetrije mjere¢i geodezike Cestica. U ovom radu ¢emo se ograniciti
na analizu IR trokuta u gravitaciji i pokazati da su asimptotske simetrije i mekani
teoremi koji ukljucuju rasprSenja gravitona povezani Wardovim identitetom. U pe-
tom poglavlju ¢emo se nakratko dotaci gravitacijskog memorijskog efekta, ali ne¢emo
povezivati isti s preostala dva vrha trokuta.

U drugom poglavlju ¢emo provesti konstrukciju Carter-Penroseovih dijagrama
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prostora Minkowskog. Rije¢ je o dijagramima u kojima raspon koordinata pokriva
konacne vrijednosti te cemo na temelju istih definirati asimptotske regije od interesa.
Takoder, u ovakvim dijagramima trajektorije bezmasenih Cestica zatvaraju kutove
od 45° s koordinatnim osima, odnosno pogodni su za analizu fizikalnih teorija koje
uklju¢uju bezmasene cestice.

Trece poglavlje je posveceno parametrizaciji asimptotskih regija definiranih u po-
glavlju 2. Uvest ¢emo tzv. Bondijeve koordinate koje povezuju putanje ulaznih i
izlaznih Cestica preko antipodalnih preslikavanja. Ova Cinjenica ¢e nam u velikoj
mjeri olaksati analizu problema rasprsenja kojim ¢emo se baviti kasnije.

U cCetvrtom poglavlju proucavamo asimptotske simetrije. Ovaj vrh trokuta ¢emo
obraditi isklju¢ivo u kontekstu opce teorije relativnosti. Preciznije, pratit ¢emo ra-
dove Bondija, Metznera i Sachsa [4], [14] koji su u svojim ¢lancima iz 1962. go-
dine Zeljeli konstruirati Poincaréovu grupu simetrija u asimptotski ravnim regijama
prostor-vremena. Umjesto toga, pronasli su beskona¢no-dimenzionalnu (BMS) grupu
simetrija asociranih sa translacijama i rotacijama u prostor-vremenu. Simetrijske
transformacije u opcoj teoriji relativnosti su generirane putem difeomorfizama te
¢emo prouciti kakve fizikalne fenomene opisuju asimptotske izometrije Bondi-Sachs-
ove metrike. Pritom ¢emo nasa razmatranja ograniciti na beskona¢no-dimenzionalnu
podgrupu BMS grupe asociranu sa tzv. supertranslacijama. Nakon Sto konstruiramo
ocuvane naboje koji iz ovih simetrija slijede, izvest ¢emo supertranslacijski Wardov
identitet koji povezuje S-matri¢ne elemente sa i bez umetanja mekanog gravitona.

Cilj petog poglavlja jest prouciti gravitaciju kao efektivnu teoriju polja i izraziti
polje gravitona preko operatora stvaranja i poniStenja. Jednom kada to napravimo,
bit ¢emo u poziciji s gravitacijom baratati u kontekstu efektivne kvantne teorije polja
na ravnoj pozadini.

Konacno, u Sestom poglavlju iz Feynmanovih pravila izvodimo Weinbergov te-
orem mekanog gravitona i pokazujemo kako iz istog slijedi supertranslacijski Wardov
identitet. Time ¢emo povezati dva vrha IR trokuta.

Na kraju se nalaze dodaci u kojima su provedeni rigorozni racuni i date definicije
odredenih pojmova bitnih za nasu analizu IR trokuta. U dodacima A i B racunamo
Christoffelove simbole i komponenete Riccijevog respektivno s obzirom na Bondi-
Sachsovu metriku. Ovi rezultati su koriSteni u Cetvrtom poglavlju pri analizi Eins-

teinovih jednadzbi u Bondijevim koordinatama. U dodatku C je proveden dokaz



evolucije Bondijeve mase koja igra vaznu ulogu u opisu ocuvanih naboja. Dodatak
D je posvecen analizi difeomorfizama i translacija koji su potrebni za analizu sime-
trijske grupe vezane uz supertranslacije. Na temelju definicija i pojmova uvedenih u
prethodnom dodatku, u dodatku E nalazimo generatore difeomorfizama koji ¢uvaju
asimptotsku ravnost prostor-vremena. Na samom kraju, u dodatku F je pronaden
Komarov integral na temelju kojeg su konstruirani ocuvani naboji asocirani sa super-

translacijama.



2 Carter-Penroseovi dijagrami prostor-vremena Min-

kowskog

U ovom radu proucavat ¢emo asimptotski ravna prostor-vremena. Konkretnije, zani-
mat Ce nas rjeSenja Einsteinovih jednadzbi u prostornoj beskonac¢nosti gdje je geome-
trija prostor-vremena opisana metrikom Minkowskog. Kako bismo lakse razumjeli
trajektorije gravitona, korisno je uvesti tzv. Carter-Penroseove dijagrame u kojima
se bezmasene Cestice gibaju pod kutom od 45° i raspon koordinata poprima konacne
vrijednosti. Koristit ¢emo ”east coast” metriku, popularnu u literaturi na temu gravi-
tacije, u kojoj vremenolika koordinata ulazi s minus predznakom. U nastavku uglav-

nom pratimo [5]. U Kartezijevim koordinatama metrika Minkowskog ima idu¢i oblik:

ds* = —dt* + dao* + dy* + d>. (2.1)

Za nase potrebe, od vece koristi ¢e biti sferni koordinatni sustav u kojem se ravna

metrika zapisuje pomocu izraza:
ds* = —dt* + dr* + r*dQ?, (2.2)
gdje je dQ? metrika na jedini¢noj 2-sferi (S?) za koju vrijedi:
dQ¥? = dO? + sin*Ody°. (2.3)

Napomenimo da tocka r = 0 predstavlja koordinatni singularitet. MoZe se po-
kazati da za koeficijent inverzne metrike ¢®° vrijedi ¢®® = =2 [5], to jest, faktor
divergira u ishodistu. Dakako, sekvenca sferi ciji radijusi se uzastopno smanjuju (uz
dodano ishodiste) ¢ini prostor R3. Takvo ishodiSte je koordinatni singularitet i uvijek
se moze ukloniti prikladnim izborom koordinata te je tocku » = 0 potrebno pokriti
sa drugom kartom. Podruéja nasega interesa bit ¢e mjesta gdje r — oo, prema tome,
singulariteti (bili oni koordinatni ili geometrijski) nas nece zanimati.

Svjetlosne ("null”) trajektorije je u principu moguce dobiti direktno iz metrike

uz uvjet ds®> = 0. Primjetimo da ukoliko vrijedi ©,¢ = konst, iz (2.2) slijedi da su



radijalne svjetlosne trajektorije definirane jednadzbom:
0= —dt’ + dr?, (2.4)

Cije je rjeSenje:

t = +r + konst. (2.5)

Dakle svjetlosni stosci ve¢ jesu pod kutom od 45° (¢ = 1), ali koordinate pokrivaju
vrijednosti r € [0,00) it € (—00,+00). Cilj nam je ostaviti svjetlosne stoSce invari-
jantnima, ali ujedno i redefinirati koordinate kako bismo ¢itavo prostor-vrijeme mogli
prikazati dijagramom sa dobro definiranim granicama.

Uvedimo iduce koordinatne transformacije:

u=t—r (2.6)

v=t+r, (2.7)

pri cemu ocito vrijedi u < v. Koordinate u i v su respektivno poznate kao retardirano
i napredno vrijeme i kao $to ¢emo uskoro vidjeti, pogodne su za opis svjetlosnih tra-
jektorija. Obje koordinate se nalaze u intervalu u,v € (—oo, +00) te u ekstremalnim

slu¢ajevima poprimaju iduce vrijednosti:

t—o00, r—00 = u = konst, v — 00, (2.8)

t— —00, r— o0 - u— —o00, v = konst. (2.9)

Nakon korjenovanja, izraz (2.4) se svodi na jednadzbu 4 = +1. Ukoliko kao rje$enje
odaberemo + predznak, iz (2.6) direktno slijedi Z—jﬁ = 0, odnosno vrijedi u = konst.
Ekvivalentno, odabir — predznaka i diferencijacija izraza (2.7) dovode nas do jed-
nadzbe z—jf = 0, Sto implicira postojanje rjeSenja v = konst. Prema tome, u = konst. i
v = konst. predstavljaju izlazne i ulazne svjetlosne trajektorije u t-r dijagramu kako
je prikazano na slici 2.1. Pritom vrijedi u; > us > ug > ug i vy > vy > v3 > vy

Sjecista svjetlosnih geodezika s osi apscisa dakako ovise o pocetnim uvjetima. Svaka

1

tocka u ovakvom dijagramu predstavlja S s radijusom r =

(v —u).
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Slika 2.1: Radijalne svjetlosne trajektorije u prostoru Minkowskog. Preuzeto iz [5].

Diferencijacija inverza izraza (2.6) i (2.7) daje dt = %(dv +du) idr = %(dv -
du), $to nakon uvrStavanja u izraz (2.2) vodi na oblik metrike Minkowskog u novim

koordinatama:

1 1
ds* = —§(dudv — dvdu) + Z(U — u)*dQ*. (2.10)

Kako bismo beskonacne vrijednosti koordinata sveli na konac¢ne, koristimo funk-

ciju arkus tangens. Uvedimo koordinate:

U = arctan(u) (2.11)

V = arctan(v). (2.12)

Koordinate sada imaju raspone U € (—73,%) iV € (=7, %) te vrijedi U < V (arkus

tangens je strogo rastuca funkcija). UvrStavanjem diferencijala inverza ovih koordi-

nata (du = ——dU i dv = —5—dV) u izraz (2.10), metrika poprima oblik:

cos?2 U cos?2V

1

ds® =
y 4cos2U cos?2V

[—2(dUdV + dVdU) + sin*(V — U)d9?]. (2.13)




Konac¢no, redefinirajmo koordinate preko transformacija:

T=V+U (2.14)

R=V-U (2.15)

sa rasponima 7' € (—m,m) i R € [0,m). Ukoliko vrijedi 0 < 7" = |T'|, zbrajanjem
jednadzbi (2.14) i (2.15) dobivamo |T'| + R = 2V. Kako vrijedi: 2V € (—m, ),

R € [0,7) te |T| € (0, ), otigledno je zadovoljena nejednadzba:

IT|+R <. (2.16)

Standardnom procedurom dobivamo Zeljeni oblik metrike:

ds* = W(T, R)(—dT? + dR?* + sin® RdQ?), (2.17)

gdje je W funkcija definirana preko jednadzbe W(T, R) = 2cosU cosV = cosT +
cos R. Primjetimo da je izraz (2.17) ekvivalentan inverznoj konformnoj transforma-
ciji tenzora metrike. Konformna transformacija predstavlja lokalnu promjenu skale
i ne mijenja oblik svjetlosnih stozaca, a postize se mnozenjem metrike s pozitivho
definitnom funkcijom (g,, = W?g,,). Inverzna transformacija linijskog elementa je
tada data izrazom ds? = W ~2ds*. Prema tome, iz (2.17) zaklju¢ujemo da vrijedi
d3® = —dT? + dR? + sin® RdQ?. Ova metrika opisuje Einsteinov stati¢an svemir s
topologijom R x S3. Iako ds* sadrzi zakrivljenost, to nas ne treba zabrinjavati jer je
ovakva metrika nefizikalna. Metrika (2.17), dobivena inverznom konformnom tran-
sformacijom, u potpunosti je ravna.

Izjednacavanjem izraza (2.17) s nulom te odabirom ©, ¢ = konst. trivijalno do-
bivamo dT? = dR?. RjeSavanjem slijedi: 4. = +1 — T = =£R + konst. Dakle
na$ zadatak je izvrSen, uspjeli smo konstruirati koordinatni sustav u kojem su svje-
tlosne trajektorije pod kutom od 45° sa kona¢nim koordinatnim rasponima. Preostaje
nam vidjeti kako izgleda prostor-vremenski dijagram u ovim koordinatama (T-R di-
jagram). U tu svrhu, pronadimo prvo granice takvog dijagrama. Neka vrijedi 7" > 0;

tada ekstremalna vrijednost vremenolike koordinate slijedi iz (2.16), odnosno:



T=m—-R. (2.18)

Rije¢ je o pravcu koji povezuje to¢ke (R,T) = (0,7) i (R,T) = (m,0). Ekvivalentno,

ukoliko vrijedi T' < 0 iz (2.16) nalazimo ekstremalnu jednadzbu:

I'=R-—m. (2.19)

U ovom slucaju pravac povezuje tocke (R,T) = (0,—m) i (R,T) = (m,0). Dijagram
zatvaramo vertikalnom linijom na R = 0 Cije su granice definirane rasponom vre-
menolike koordinate. Rezultiraju¢i Carter-Penroseov dijagram je prikazan na slici

2.2.

Slika 2.2: Carter-Penroseov dijagram prostora Minkowskog. Preuzeto iz [15].

Prouc¢imo sada detaljnije podruéja od interesa. Ovakav dijagram je dvodimenzi-
onalna reprezentacija prostora Minkowskog. Svaka tocka (osim r = 0) predstavlja

S? s koordinatama O i ¢. Plave vertikalne linije su vremenoliki geodezici s r = konst.
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(gibanje samo u vremenu), gdje r raste kako se pomi¢emo od r = 0 prema i°. Crvene
linije predstavljaju nefizikalne prostornolike geodezike s t = konst., pri cemu se ¢
povecava kako putujemo duz dijagrama od i~ prema i*. Debelom sivom linijom je
prikazan i tipican geodezik masivne Cestice. Uz specifikaciju pocetnih uvjeta, ovakve
krivulje su u potpunosti definirane metrikom (2.17) i jednadzbom geodezika. Viju-
gava siva linija predstavlja trajektoriju bezmasene Cestice. Krivulja je primjer rjeSenja
jednadzbe fl—g = +1 i ocekivano zatvara kut od 45° s koordinatnim osima. Primjetimo
da trajektorija ima diskontinuitet na R = 0 koji ¢emo ubrzo ukloniti uvodenjem al-
ternativne reprezentacije prostor-vremena. Gornju tocku dijagrama, oznacenu s i*,
nazivamo budu¢om vremenolikom beskona¢nosti. Napomenimo jo$ jednom da iako
je ovo podrucje prikazano tockom, rije¢ je u biti o dvodimenzionalnom prostoru. Isto
vrijedi za bilo koju to¢ku na dijagramu uz izuzetak ishodiSta. Podrucje i* je defini-
rano s T = w i R = 0. Vracajudi se unatrag kroz brojne koordinatne transformacije,
mozemo se uvjeriti da na it vrijedi t = +oo i r = konst. te u = +o0 i v = +o0.
Primjetimo i da trajektorije masivnih Cestica uvijek zavr§avaju u buducoj vremenskoj
beskonacnosti. Donja toc¢ka dijagrama, oznacena s i~, poznata je pod nazivom prosla
vremenolika beskonac¢nost. Podrucje je definirano s T = —7 i R = 0, odnosno s
t = —oo0ir = konst. (u= —o0, v = —00). Kako je vidljivo na slici (2.2), trajektorije
masivnih ¢estica ovdje uvijek izviru. Tocka i° predstavlja prostornu beskonacnost.
RijeC je o nedostupnoj regiji prostor-vremena u kojoj poniru prostornoliki geode-
zici. Koordinate ovdje poprimaju vrijednosti: 7' = 0, R = m, t = konst., r = +o0,
u = —00, v = +00. Razmotrimo posebno i R = 0 pravac koji spaja i~ i i". Pritom
iskljucujemo samo ishodiste (R = 0,7 = 0 — r = 0, t = 0), te krajnje tocke. Ovo
podrudje je dakle definirano s R = 0, 7' # +x i T # 0. Lako se je onda uvjeriti
da u ovoj regiji imamo r = 0 i ¢ = konst., pri ¢emu vrijedi ¢ > 0 iznad ishodista,
it < 0 ispod ishodista. Razmotrimo sada podrucje oznaceno debelom crnom lini-
jom u gornjem dijelu dijagrama. Rijec je o krivulji definiranoj s jednadzbom (2.18),
ali bez to¢aka " i i*. Dakle T # 7 i R # m. Regiju ¢emo oznacavati s Z* i zvati
buducom svjetlosnom beskonacnosti. Ime regije proizlazi iz ¢injenice da svjetlosne
trajektorije (kao i trajektorije svih bezmasenih cestica) ovdje uvijek zavrsavaju kako
je ividljivo na slici. Uvjerimo se sada da na Z* vrijedi u = konst. i v = +00. Iz izraza
(2.14), (2.15), (2.11) i (2.12) vidimo da vrijedi R + 7" = 2arctan(v). Tada, ukoliko

imamo v = +o0o, automatski vrijedi R + T = 7. Uz naSa pretpostavljena rjesenja, pri-
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sutno je i R = arctan(oo) — arctan(konst.). Bududi da vrijedi lim,_,, arctan(z) = 7 i
arctan(konst.) € (—75,+7%) (strogo zatvoreno), koordinata R mora biti razlitita od
7. Ekvivalentno slijedi i 7' = arctan(oo) + arctan(konst.) # w. Prema tome, iz
(2.8) i (2.9) vidimo da na Z* originalne koordinate poprimaju vrijednosti t — oo
i r — oo. Ovdje treba napomenuti da koordinata u nije jednaka svugdje na Z.
Izraz u = konst. kazuje samo da u buducoj svjetlosnoj beskona¢nosti ona poprima
konacne vrijednosti. Naime, kako putujemo od i° prema i* duz Z*, u raste, $to je
najjasnije vidljivo sa slike (2.1). Primjetimo ipak da u ovom dijagramu koordinatne
osi predocuju standardne koordinate r i ¢, ali svjetlosne krivulje su ekvivalentne i u
T-R dijagramu. U ovo se mozemo uvjeriti koriste¢i Cinjenicu da su izlazne trajekto-
rije bezmasenih Cestica dane jednadzbom 7' = R + konst., dok razlika izraza (2.14)
i (2.15) vodi na jednakost 7' = R + 2arctan(u). Tada za svjetlosne krivulje mora
vrijediti konst. = 2arctan(u) — u = konst. Pritom se u blizini i i it ova koor-
dinata respektivno priblizava negativnoj, odnosno pozitivnoj beskonac¢nosti. Donja
crna linija u dijagramu predstavlja proslu svjetlosnu beskonacnost i standardno se
oznacava sa Z~. U ovoj regiji bezmasene cCestice zapocinju svoje putanje. Podrucje je
definirano jednadzbom (2.19) te ne obuhvaca toc¢ke i~ ii® (T # —n, R # 7). Ek-
vivalentnim razmatranjem moze se pokazati da na Z— vrijedi v = konst. i u = —o0,
odnosno t — —oo i r — +oo. Koordinata v na Z~ pritom raste kako se pomicemo
od i~ prema i°. Cesto ée nas zanimati i regije bliske odredenim to¢kama. Tako sa
T oznacavamo prostor na Z* u blizini i (proslost od Z*) i sa Z| prostor u blizini
it (buduénost od Z*). Ekvivalentno, Z predstavlja buduénost na Z—, dok sa Z~
predocCujemo pripadnu proslost.

Od vece koristi ¢e nam ipak biti alternativi Penroseov dijagram u kojem se R os
reflektira na lijevu stranu dijagrama. Ovdje ne¢emo provesti rigoroznu konstruk-
ciju takvog dijagrama ve¢ ¢emo samo navesti osnovne ideje. Princip je sam po sebi
poprili¢no jednostavan. Ukoliko zamislimo ravnu trajektoriju bezmasene Cestice s
konstantnim angularnim koordinatama © i ¢ koja dolazi iz r — 4o te prolazi kroz
ishodiSte, nastavit ¢e se gibati prema r — +oco s dijametralno suprotne strane. To

jest, angularne koordinate ¢e se transformirati preko izraza:

¢ =d+m (2.20)
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O =71—-0. (2.21)

Koordinate (O, ¢) i e, qﬁ/) povezane preko transformacija (2.20) i (2.21) opi-
suju dvije dijametralno suprotne to¢ke na S2. Rije¢ je o antipodalnom preslikavanju
angularnih koordinata, Sto ¢e nam biti bitno u daljnjem istrazivanju. Alternativni

Penroseov dijagram je prikazan na slici 2.3.

Slika 2.3: Alternativni Carter-Penroseov dijagram prostora Minkowskog. Preuzeto
iz [15].

Na ovakvom dijagramu, svaki par tocaka s istim vrijednostima 7" i R reflektira-
nim preko R = 0 s lijeve na desnu stranu i obrnuto odgovara 2-sferi. Angularne
koordinate reflektiranih tocaka su pritom povezane preko antipodalnih preslikava-
nja (2.20) i (2.21). Osim ovog detalja, prica je u potpunosti ekvivalentna kao na
prethodno opisanom dijagramu. Masivne Cestice svoje putanje kroz prostor-vrijeme
uvijek zapocinju na i~ i zavrSavaju na i" dok svjetlosne trajektorije izviru na Z— i
poniru na Z*. Primjetimo i da je ovakvim prikazom prostora Minkowskog uklonjen
dikontinuitet svjetskih linija na R = 0.

U ovom radu ¢emo uglavnom proucavati fizikalne fenomene na prosloj i buducoj
svjetlosnoj beskonac¢nosti. Z* i Z= su trodimenzionalne povrSine za ¢iji nam opis
trebaju tri koordinate. Mogli bismo odabrati set od Cetiri koordinate za opis ¢itavog
cetverodimenzionalnog prostora (¢, r, &) pri ¢emu je & jedini¢ni vektor koji specificira

tocku na sferi (dvije koordinate), ali ovakav odabir koordinata je nespretan jer su ¢
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i r u ovim podrué¢jima beskonacni. Kako je retardirano vrijeme kona¢no na Z*, ovu
regiju ¢emo parametizirati sa (u, #). Ekvivalentno, kona¢nost naprednog vremena na
7~ implicira (v, ) kao prirodan odabir koordinata za opis ove povrsine. Parametri-

zacija regija Z+ i Z~ je predmet rasprave iduceg poglavlja.
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3 Parametrizacija prosle i buduce svjetlosne beskonacnosti

U ovom poglavlju provodimo parametrizaciju povrsina Z* i Z~ s koordinatama po-
godnima za njihov opis. Pritom ¢emo redefinirati angularne koordinate pomoc¢u kom-
pleksnih transformacija koje povezuju ulazne i izlazne svjetlosne trajektorije preko
antipodalnih preslikavanja. Krenimo stoga s definicijama osnovnih pojmova i ko-
nvencija. Ravna metrika u Kartezijevom koordinatnom sustavu se moze pisati u

idu¢em obliku:

ds® = —dt® + dx'dx’. (3.1)

Suma po i se u prethodnom izrazu podrazumjeva te ide po prostornim indeksima
(: = 1,2,3). Pritom vrijedi: ' = z, 22 = y, 2* = 2. Opceniti vektor u ovom sustavu
zapisujemo preko relacije ¥ = z'é] + 2263 + 2363, gdje jedini¢ni vektori (€1, €, €3)
¢ine bazu trodimenzionalnog euklidskog vektorskog prostora. Kvadrat diferencijala
vektora je tada dan izrazom (d)* = dz'dx! + dx?dz? + dx*dz?, $to znadi da metriku
Minkowskog moZemo zapisati pomoc¢u jednadzbe ds* = —dt* + (dr)?>. Navodimo i

vezu izmedu Kartezijevih i sfernih koordinata:

23 =rcos®,

2! = rsin O cos ¢, (3.2)

2% = rsin © sin ¢.

Ove koordinatne transformacije vode na oblik metrike dan izrazom (2.2).

3.1 Parametrizacija buduce svjetlosne beskonacnosti

Kao $to smo vidjeli, na Z" retardirano vrijeme poprima konac¢ne vrijednosti i prik-
ladno je za opis ove regije prostor-vremena. S druge strane, napredno vrijeme u
ovom podrudju divergira te ga odbacujemo u parametrizaciji. Standardno se prostor
u blizini Z* opisuje pomocu retardiranih Bondijevih koordinata (u,r, z, z). Iste se
definiraju preko transformacija [15]:

9 2rz 3 1 -2z

(£)? =7 t=u+r, z'+iz?= = —.
1+ 22

—_— 3.3
1422’ (3-3)
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Angularne koordinate (z, z € C) su povezane kompleksnom konjugacijom i pokrivaju
cijelu kompleksnu ravninu. Zadnja tvrdnja proizlazi direktno iz trece transformacije
u (3.3) te ¢injenice da se x' i 22 (kao i z*) nalaze u intervalu (—oo, +o00). Iz transfor-

macija (3.2) i (3.3) takoder slijedi:

1—2z2z

cos© = —.
1422

3.4)

Sjeverni pol (© = 0) je tada definiran sa 2,z = 0. Na ekvatoru (© = 7) vrijedi

2z = 1, dok na juznom polu (© = =) novodefinirane angularne koordinate divergi-

raju (z,z — +00). Posljednje je manje ocCito te se moZe provjeriti uzimanjem limesa
1—2z

u izrazu (3.4), to jest, lim, o 722 = —1. Provedimo sada diferencijaciju iste jed-

nadzbe:

1+ 22 1422z

zdzZ + zZdz 1—2z2z
= — — dz + zd 3.5
1422 (1+z2)2(zz+zz) (3-5)

—sin@d@:M+(l+zz)d( ! )

_2 3 3

Kvadriranje i dijeljenje prethodne formule sa sin © rezultira izrazom:

4
de? = — 61T ) (22d2* + 22dzdz + ZzdzdZz + 22d2%). (3.6)
sin 2z

Cilj nam je, dakako, pronac¢i oblik metrike Minkowskog u retardiranim Bondije-
vim koordinatama te se stoga Zelimo rijesiti faktora sin? ©. Isto moZemo napraviti
koriste¢i zamjenu sin”> © = 1 — cos? © i transformaciju (3.4). Nakon dva reda ra¢una

dolazimo do jednakosti:

4zz
in2@ = ——— . 3.
Sin (1 T ZZ>2 ( 7)
Izraz (3.6) se tada svodi na:
1
de? = m(;g?d% + zzdzdz + Zzdzdz + Z2d2?). (3.8)

Napravimo sada kratku digresiju kako bismo pokazali da su koordinate z i Z,
definirane preko transformacija (3.3), uistinu povezane kompleksnom konjugacijom.

Koristedi treéi izraz u (3.3) i vezu Kartezijevih koordinata 2! i 22 sa r, © i ¢, dobivamo
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dvije medusobno kompleksno konjugiranje jednadzbe:

2
sin © cos ¢ + i sin O sin ¢ = Z_,
1422
9 (3.9
o N Osind — .
sin © cos ¢ — 7sin O sin ¢ T
Mnozenjem ovih dviju jednadzbi dolazimo do iduce jednakosti:
4 *
sin? © — i (3.10)

(1+22)(1+ z*z)
Ukoliko usporedimo ovo rjeSenje s izrazom (3.7), vidimo da mora vrijediti z = z*.
Idudi cilj nam je odrediti diferencijal polarne koordinate ¢ koji cemo pronaci pomocu
prve jednadzZbe u (3.9). Prvo, medutim, moramo razrijeSiti neodredenost u korjenu
izraza (3.7): sin© = %ZZE Kako znamo da vrijedi sin © > 0 na intervalu © € [0, 7| te

da je zadovoljeno 2z = |z|*> > 0, otigledno treba odabrati + predznak. Prema tome,

uvrstavanje sinusa i kosinusa koordinate © u (3.9) vodi na transformaciju:

cos @ +1sing = \/Z_z (3.11)
Nakon diferencijacije i mnozenja s faktorom —i dobivamo:
(cos ¢ + i sin ¢)de = —id ( - _) . (3.12)
2Z

Jednakost (3.11) sada mozemo uvrstiti u prethodni izraz sto nam omogucuje idudi

racun:

dqs:—i‘/zd( - )

z ZZ

NET ( dz z zdz+zdz> (3.13)

z \WVzZ 2 (22)%
—1 7 a
= %(zdz — zdZ).
Kvadriranjem slijedi:
—1
d¢? = ———(Z°dz* — zzdzdz — Zzdzdz + 22dZ?). (3.14)
4(z2)?

U poziciji smo sada za izraCtunati metriku na S?. Koristeéi izraze (2.3), (3.8) i
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(3.14), nalazimo:

dQ? = dO? + sin® Od¢?

5 (3.15)
Prema tome, uz zamjenu ,; = ﬁ, metrika na jedini¢noj sferi u matri¢nom obliku
ima iduci oblik:
0 1
4AB = 72z (3.16)
1 0

sa komponentama ¢.; = ¢z, = 7.5 i ¢.. = ¢z = 0. Matricnim mnozenjem moze

se jednostavno provjeriti i da su komponente inverzne metrike ¢** = ¢** = ** i
_ _ \2 v . ,. ..

¢ =q¢¥ =0,uz~¥ = % Konacno, koristeéi transformaciju —dt?>+dr? = —du®—

dudr — drdu i metriku na S? datu izrazom (3.15), dobivamo metriku Minkowskog u

retardiranim Bondijevim koordinatama:

ds? = —du® — 2dudr + 2r*y.:dzdz. (3.17)

Pri izvodu prethodne jednadzbe smo iskoristili ¢injenicu da je metrika simetrican
tenzor. Ukoliko vrijedi 2,z = 0, jednakost ds®> = 0 je zadovoljena ako diferenci-
jal retardiranog vremena isCezava. Dakle izlazne svjetlosne krivulje su kao i ranije
definirane u = konst. jednadzbom. Primjeri takvih trajektorija prikazani su u T-R

dijagramu na slici 3.1.

Slika 3.1: Parametrizacija Z* sa retardiranim Bondijevim koordinatama. Preuzeto
iz [15].
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Prouc¢imo sada kako se angularne koordinate transformiraju uslijed antipodalnih

preslikavanja. Trazimo rjeSenja za 2’ i z’ koja zadovoljavaju jednadzbe cos ©' = %;j;j
icos¢ +ising’ = \/57, pri ¢emu su ©' i ¢’ koordinate transformirane preko (2.20) i
(2.21). Kako vrijedi cos (71 — ©) = — cos O, ocigledno je zadovoljen izraz:
1—2'7 1—2z2z
Al ki (3.18)
1+ 27 1+ 22

Mnoze¢i brojnik i nazivnik desne strane prethodne jednadzbe sa %, dolazimo do

jednakosti:
! =/ 1
2z = —. (3.19)
2Z
Nadalje, koristimo identitet cos (¢ + 7) +isin (¢ + m) = — cos ¢ — i sin ¢ koji implicira
valjanost iduce jednadzbe:
C oz (3.20)
V2'Z  VZz '
Ukoliko u ovaj izraz uvrstimo vrijednost z’ = 2,122 (Sto dobivamo direktno iz (3.19)),
slijedi da se koordinata z transformira prema formuli:
, 1
Z=—=. (3.21)
z

Uvrstavanjem ovog izraza u (3.19) (ili jednostavno provedbom kompleksne konjuga-

cije), saznajemo da se Z transformira kao:

1
Z=—=-. (3.22)
z

Jednadzbe (3.21) i (3.22) predstavljaju antipodalna preslikavanja na S? u retar-
diranim Bondijevim koordinatama. Svrha zamjena koordinata © i ¢ sa z i z bit ¢e

jasna nakon Sto napravimo parametrizaciju regije Z~ u idu¢em podpoglavlju.

3.2 Parametrizacija prosle svjetlosne beskonacnosti

Kako je na Z~ napredno vrijeme konacno, pogodno je za opis ove povrSine. Konkret-
nije, koristit ¢emo napredne Bondijeve koordinate (v,r, z, Z) definirane preko tran-

sformacija [15]:
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2rz 3 1—2z2z
-, I°=—-r —.
1422 1422

(&) =7 t=v-—r, 2 +ir’=— (3.23)

Primjetimo da se treca i Cetvrta transformacija u (3.23) razlikuju do na predznak
u odnosu na ekvivalentne transformacije u (3.3). To jest, angularne koordinate z i z
koje koristimo za opis Z~ nisu jednake angularnim koordinatama kojima opisujemo
Z™ (iako koristimo iste oznake). Neovisno o tome, i dalje je rije¢ o kompleksnim koor-
dinatama povezanim kompleksnom konjugacijom koje pokrivaju cijelu kompleksnu
ravninu. U ovom podpoglavlju ne¢emo provesti detaljni izvod metrike Minkowskog
u novom koordinatnom sustavu, ali za tim nema ni potrebe. Dovoljno je uociti da
su svi faktori koji ulaze u dQ? kvadrirani, prema tome, dodatni minus predznak u
transformacijama (3.23) ne moze promijeniti metriku na S? te je ona i na Z~ dana
izrazom (3.15). Uz transformaciju —dt*> + dr? = —dv* + 2dvdr, nalazimo odmah da

je ravna metrika u naprednim Bondijevim koordinatama:

ds? = —dv*® + 2dvdr + 2r*y.:dzdz, (3.24)

gdje vrijedi isto kao ranije v.; = Ukoliko su z i z fiksni, linijski element

_2
(1422)2"
ocekivano isCezava za v = konst., Sto je ujedno i jednadzba ulaznih svjetlosnih
trajektorija. Kako su ove svjetske linije u T-R dijagramu definirane jednadzbom
T = —R + konst, sumirajudi izraze (2.14) i (2.15) nalazimo da za krivulje bez-
masenih Cestica mora vrijediti konst. = 2arctanv — v = konst.. Bududi da je arkus
tangens strogo rastuca funkcija, ulazne (kao i izlazne) svjetlosne trajektorije u Penro-
seovom dijagramu imaju isti oblik i redoslijed pri porastu v (odnosno u) koordinate
kao na slici 2.1. Primjeri takvih ulaznih trajektorija u T-R dijagramu prikazani su na
slici 3.2.

Na kraju ovog poglavlja, prou¢imo kako su ulazne i izlazne svjetlosne trajektorije
povezane. Prvo, napomenimo da se napredne angularne Bondijeve koordinate usli-

jed antipodalnih preslikavanja transformiraju preko izraza (3.21) i (3.22), to jest, na

isti nac¢in kao i retardirane angularne Bondijeve koordinate. Na Z—, iz (3.23) slijedi

da vrijede jednakosti cos® = —{7%2 i cos¢ + ising = — —=. Ukoliko u ovim jed-
nadzbama napravimo transformacije © — 7 — © i ¢ — ¢ + 7, dobivamo izraze (3.4)
i (3.11) koji odgovaraju koordinatnim transformacijama na Z*. Prema tome, na-

predne angularne koordinate su ekvivalentne antipodalno preslikanim retardiranim
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angularnim koordinatama i obrnuto. Pretpostavimo da imamo bezmasenu Cesticu
koja zapocinje svoju putanju na Z— s lijeve strane Penroseovog dijagrama sa kons-
tantnim vrijednostima naprednih angularnih koordinata = i z po nekoj v = konst.
putanji. U jednom trenutku, ova Cestica ¢e prije¢i R = 0 liniju i nadi se s desne strane
dijagrama. Gibanje se nastavlja po u = konst. trajektoriji sve dok ista ne zavrsi na
77" na desnoj strani. Kako je tocka u kojoj krivulja ponire ekvivalentna antipodalno
preslikanoj to¢ki na Z* s lijeve strane dijagrama, zakljucujemo da su vrijednosti 2z
i z u naprednim Bondijevim koordinatama s kojima trajektorija zapocinje, jednake
vrijednostima z i Z u retardiranim Bondijevim koordinatama s kojima trajektorija
zavrSava. Ova cCinjenica ¢e nam biti od velike koristi kada se budemo bavili proble-

mom rasprsenja.

Slika 3.2: Parametrizacija Z~ sa naprednim Bondijevim koordinatama. Preuzeto
iz [15].
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4 Bondi-Sachsov formalizam

Do sada smo proucavali isklju¢ivo svojstva ravnog prostor-vremena. U ovom po-
glavlju ¢emo dozvoliti prisustvo zakrivljenosti, pri ¢emu pretpostavljamo lokalizira-
nost materije oko centra koordinatnog sustava. U svojim radovima iz 1962. go-
dine, fizicari Hermann Bondi i Rainer K. Sachs [4], [14] proveli su konstrukciju
prostor-vremena adaptiranog na izlazne svjetlosne trajektorije koje se u prostor-
noj beskonacnosti priblizava prostoru Minkowskog. Kako je ovakav prostor opisan
asimptotski ravnom metrikom, prirodno je u asimptotskim regijama ocekivati pos-
tojanje Poincaréove grupe. Umjesto toga, pronadena je beskona¢no-dimenzionalna
grupa simetrija danas poznata kao Bondi-Metzner-Sachsova (BMS) grupa, Ciju pod-
grupu Cine matrice opisane generatorima Poincaréovih simetrija. Dakako, u opc¢oj te-
oriji relativnosti simetrije su generirane vektorskim poljima koja definiraju integralne
krivulje na mnogostrukosti. Prema tome, kako bismo odredili kakve simetrije ovakav
prostor posjeduje, Zeljet cemo pronaci asimptotske generatore difeomorfizama. Kre-
nut ¢emo s konstrukcijom Bondi-Sachsove metrike, nakon ¢ega pomoc¢u Einsteinovih
jednadzbi trazimo rjeSenja za koeficijente iste. Uz nametnute rubne uvjete, metriku
razvijamo u red i razmatramo rjeSenja u asimptotskom podrucju. Konac¢no, pronaci
¢emo asimptotske izometrije prostor-vremena i vidjeti kakve fizikalne fenomene one

opisuju.

4.1 Bondi-Sachsova metrika

Kao prvotni cilj, Zelimo pronac¢i najopceniiji oblik metrike u retardiranim Bondijevim
koordinatama koja zadovoljava odredene kriterije. Relevantne restrikcije ¢emo uvesti
vrlo brzo, no krenimo s definicijama konvencija i pojmova kako ne bi bilo nejasno¢a
u zapisu. Radit ¢emo u koordinatnom sustavu opremljenom retardiranim Bondije-
vim koordinatama z* = (u,r, z, Z) definiranim preko transformacijama (3.3). Stan-
dardno, p = 0,1,2,3 i vrijedi: 2° = u, 2! = r,2? = 2,23 = z. Specijalno, kako bismo
naznacili da je rije¢ o angularnim koordinatama (ili o angularnim komponentama
tenzora), za indekse koristimo velika latinska slova A = 2,3, odnosno 2% = (z, 2).
Ove angularne koordinate ¢emo ipak specificirati kao na$ izbor koordinata tek na-

kon $to provedemo rigorozne racune. U meduvremenu ih ostavljamo proizvoljnima.

Spomenimo i da ¢emo u velikoj mjeri brojcane idekse koji specificiraju komponente
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tenzora zamijeniti s oznakama za koordinate; npr. Ty, = Ty,

S uvedenim konvencijama, krenimo s konstukcijom prostor-vremena od interesa.
Rijec je o cetvero-dimenzionalnom prostoru definiranom s mnogostrukosti M oprem-
lienom metrikom g,,. Svojstva koja Zelimo da ovakav prostor posjeduje su iduca
[11]:

1) tro-dimenzionalne hiperpovrsSine svjetlosnog tipa su definirane s u = konst.
jednadzbama,

2) angularne koordinate z# su konstantne duZ svjetlosnih trajektorija.

Kako bismo matematicki formulirali ove uvjete, moramo prvo specificirati pojam
podmnogostrukosti. Pretpostavimo stoga da imamo n-dimenzionalnu mnogostrukost
N opremljenu koordinatama z* (¢ = 1,2,...n) sa metrikom g,, i m-dimenzionalnu
(m < n) podmnogostrukost S sa koordinatama 4’ (i=1,2...m). Tada se S moze de-
finirati preko p = n — m funkcija f*(x) (a=1,2...p), kao set to¢aka z za koje su ove
funkcije konstantne. To jest: f1(x) = fL, f2(z) = f2, ..., fP(z) = fP, gdje @ = konst.
Ukoliko postoji preslikavanje ¢ : S — N, tenzor metrike mozemo povlaciti sa N na S,

__ Ozt ox¥

odnosno (¢*g);; = a7 9,7 Yuv Predstavlja metriku na S. Ako je S (n-1)-dimenzionalna

podmnogostrukost, tada je ona ujedno i hiperpovrsina.

Okrenimo se sada nasoj ¢etvero-dimenzionalnoj mnogostrukosti M i definirajmo
pripadnu tro-dimenzionalnu hiperpovrsinu > tako da na njoj fiksiramo jednu funk-
ciju. Na ¥ dakle mora vrijediti f(z) = f. = konst. Neka ujedno 7,M i T, pred-
stavljaju tangencijalne prostore (na nekoj proizvoljnoj toc¢ki p) od M i ¥ respektivno.
Pretpostavimo sada da imamo vektorsko polje V* tako da vrijedi V* € T, C T,M

gdje:

dat(N)

Vi =
dA

(4.1)

Ovdje z#(\) predstavlja krivulju na M parametriziranu sa A € R na koju je V* tangen-
cijalan. Nametnimo sada konstantnost funkcije f(x). Isto mozemo udiniti zahtjevom
da njena vanjska derivacija df = (df),dz* istezava. Pritom vrijedi (df), = 0.f =
V,.f. Spomenimo da je vanjska derivacija formalno definirana preko parcijalne de-
rivacije, no u odsustvu torzije (koje pretpostavljamo) mozemo ju zamijeniti sa ko-
varijantnom derivacijom. Ovakvim zahtjevom, medutim, nismo specificirali gdje je

f(z) konstantna. Prema definiciji, f(x) = f. vrijedi samo na ¥, §to znaci da njena
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usmjerena derivacija duz V* treba biti jednaka nuli, odnosno V*V, f = 0. Ukoliko

definiramo 1-formu preko relacije W, = V, f, vidimo da vrijedi:

W, V# =0, (4.2)

odnosno vektori W# i V* su medusobno ortogonalni. Kako je V#* tangencijalan na
Y, W* je na istu hiperpovrSinu okomit. Postavimo sada zahtjev prema kojem je
Y. hiperpovrsina svjetlosnog tipa. Budu¢i da su vektori okomiti na datu svjetlosnu

hiperpovrsinu vektori svjetlosnog tipa, mora vrijediti:

W,W* = 0. (4.3)

Dakle W* je ortogonalan sam sa sobom, a budu¢i da je okomit na ¥, automatski
slijedi da je na nju ujedno i tangencijalan. Konacno, definirajmo u potpunosti 3 sa
odabirom f, = u = konst. Odnosno, koordinata u je po pretpostavci na ¥ svugdje

konstantna. Tada vrijedi:

W, = V,u. (4.4)

Pomoc¢u ovog izraza moZemo nadi i uvjet na jednu od komponenta inverzne metrike:

0=W,Ww# =V, uV*u = ¢V, uV,u = ¢""o,ud,u = g"6",0", = g"*. (4.5)

U trecoj jednakosti smo iskoristili ¢injenicu da se kovarijantna derivacija skalarnih

ozH
oxY

funkcija svodi na parcijalnu, dok smo u Cetvrtoj upotrjebili izraz = ¢#,. Time je
zadovoljen prvi od dva nametnuta uvjeta. Drugi uvjet mozemo formulirati pomoc¢u
zahtjeva da krivulja z#(\) (na koju je V* tangencijalan) predstavlja svjetlosni ge-
odezik. Tada tangencijalni vektor zadovoljava jednadZbu geodezika V*V,V* = 0
(dakako, vrijedi i V#V,, = 0). Budu¢i da je W* takoder tangencijalan na z*(\),
konstantnost angularnih koordinata duz svjetlosnih trajektorija se svodi na uvjet da

njihova usmjerena derivacija duz W* iscezava:

WHv .zt = 0. (4.6)
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Prethodni izraz daje dodatne dvije restrikcije na inverz metrike:
0= Wrd,at = g W,0,2" = g 0,ud,a? = g" 5", 0%, = g"*. 4.7)

To jest, uz odabir koordinata 2 = (z, ), mora vrijediti g** = g% = 0. Pomo¢u defi-
nicije inverzne metrike (¢"?g,, = ¢*,) mozemo odmah pronaci komponente metrike
jednake nuli. Iz §%. = 0 slijedi: 0 = ¢“¢yr = ¢"Gur + ¥ Grr + 9““Gar = G“ Grr-
Ekvivalentno, iz §%, = 0 dobivamo: 0 = ¢“"g,4 = ¢““Gua + ¢ gra + ¢"P g4 = §“" gy A.

Ove dvije jednadzbe impliciraju iduce jednakosti:

Grr = 07
(4.8)
graA = 0.

Prije nego nastavimo s konstrukcijom metrike, osvrnimo se kratko na ilustrativni

prikaz Bondijevog koordinatnog sustava na slici 4.1.

rays where
A .
L varies

null cone
u = const -

timelike
surface geodesics
on worldtube

matter/chargex |
distribution

worldtube /‘

with radius 2

cuts of worldtube
where U varies
along surface geodesics

Slika 4.1: Ilustrativni prikaz Bondijevog koordinatnog sustava. Preuzeto iz [11].

Slika predstavlja t-r dijagram uz dodatno predocenu tre¢u (angularnu) dimenziju.
Izlazni svjetlosni stozac predstavlja jednu od beskona¢no mogucih hiperpovrsina ¥
na kojoj se nalaze v = konst. geodezici bezmasenih cestica. Angularne koordinate
variraju od jedne do druge svjetlosne trajektorije na X, ali za svaku pojedinu tra-
jektoriju vrijedi 4 = konst. Oko centra je lokalizirana distribucija materije koja
se rasprostire do nekog konacnog radijusa. Necemo specificirati o kakvom izvoru
gravitacijskog polja je rije¢, ve¢ ¢emo Einsteinove jednadzbe rjesavati uz potpuno
proizvoljan tenzor energije-impulsa koji iskljuc¢ujemo kada r — oc. S dvjema crveno

naznacenim kruzZnicama oznaceni su dijelovi tzv. svjetske cijevi na nekom konstant-
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nom r = R radijusu za razlicite vrijednosti vremenolike koordinate, odnosno « varira
duz vertikalnih crvenih linija.

Uz uvjete (4.8), najopcenitiju moguc¢u metriku moZemo zapisati u idu¢em obliku:

ds? = —Adu® — 2Bdudr + 2Cdudz + 2Ddudz + Edz* + 2Fdzdz + Gdz?, (4.9)

gdje funkcije A-G mogu ovisiti o cijelom setu koordinata z*. Predznake ispred g,,
i g, komponenti biramo tako da metrika ima isti potpis kao ravna metrika dana
izrazom (3.17), to jest, Zelimo da vrijedi A > 0i B > 0. Komponente su dakle:
Guu = =4 Gur = Gru = =B, Guz = Gou = C, Guz = gzu = D, g2. = E, g2z = gz = F
i gz = G. Iduca stvar koju zelimo napraviti jest postaviti dodatni uvjet na radijalnu
koordinatu r. Isto ¢emo uciniti koristeci relaciju koja ukljucuje metriku "angularnog
podprostora” pa ju stoga zelimo formalno i definirati. Uvedimo dvo-dimenzionalnu
podmnogostrukost ¢ C M tako Sto ¢emo na njoj fiksirati dvije koordinate: u = u, =
konst, r = r, = konst. Pretpostavimo sada da postoji preslikavanje ¢ : ¢ — M uslijed
kojeg se koordinate transformiraju kao ¢ : y* — 2 = (u.,r.,y"). Sa y* (i=1,2) smo
oznatili koordinate na o koje mozemo odabrati tako da vrijedi 3y' = 2. Metrika na o
je tada formalno dana povla¢enjem:

B ozt Oz

(¢"9)an 994 5B I = 0" 40" BYu = 9gaB- (4.10)

Dakle g4p je (uz ovakav odabir koordinata na o) jednostavno 2 x 2 podmatrica ma-
trice g,,, kojoj nameéemo nezavisnost na o preko relacije g'“gcp = 64 5. Uz precizno
definiran tenzor g4, Spremni smo postaviti dodatnu restrikciju na odabrane koordi-

nate. Koristit ¢emo tzv. Bondijevo bazdarenje definirano jednadzbom [15]:

detgap = ridetqap, 4.11)

gdje je gap metrika na S?. MoZemo jednostavno reéi da biramo koordinatu r tako
da zadovoljava ovaj uvjet. Cesto se tada kaZe da ona predstavlja luminozitetnu uda-
ljenost. Jednadzba (4.11) ne predstavlja bazdarenje u stvarnom smislu rijeci, ali u
vedini literature se koristi izraz Bondijevo bazdarenje pa ne¢emo mijenjati termino-

logiju. Spomenimo da ¢emo za determinantu tenzora Cesto koristiti skra¢enice poput
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detqap = q tako Sto ¢emo u zapisu ukloniti indekse. Potrebno je tada paziti da ¢ ne
mijeSamo s tragom istog tenzora ¢, = 2. Primjerice, za Riccijev skalar koristimo
oznaku R koji predstavlja trag Riccijevog tenzora, odnosno R = R*,. U svakom
slucaju, o kakvoj fizikalnoj velicini je rije¢ bi trebalo biti jasno iz konteksta. Ukoliko

je metrika na S? dana izrazom (3.16), njena determinanta jest:

—4
detgAB - (1 + 22)4 = _732 (412)
Prema Bondijevom bazdarenju tada vrijedi i:
—4rt
detgap = 92292z — 9229z = m- (4.13)

Nasa tvrdnja je sada da uz ovakav odabir bazdarenja metriku mozemo pisati u obliku

[11]:

ds? = —Udu® — 2Bdudr + gap(dz® — Udu)(dz® — UPdu). (4.14)

Ovdje su U, U” i U* novouvedene funkcije na koje ne postoje restrikcije po pitanju
ovisnosti o koordinatama. Ovakav oblik metrike je poprili¢cno nekonvencionalan i u
biti ne znamo je li fizikalan. Medutim, ukoliko uspijemo pronadi rjeSenja za koefici-
jente iste izrazena preko funkcija u (4.9), tada znamo da je izraz (4.14) u potpunosti

legitiman. "Raspetljani” oblik metrike dan je idu¢om jednadzbom:

ds® =(=U + ¢..(U*)* + 2¢.,:U*U” + g5:(U?)*)du* — 2Bdudr
+(—=29..U% — 2¢.:U?)dzdu + (—2¢::U* — 29.:U%)dzdu (4.15)

+ 92.d2° + g22dZ* + 2g.:dzdZ.

Kako (4.15) i (4.9) predstavljaju istu metriku, usporedbom ovih izraza vidimo da

trebaju biti zadovoljene jednakosti:

- U+ gzz(UZ)2 + 2gz2UZU2 + gZZ(UE)Z = Guu,
- 2gzzUz - QQzEUz = 2guz7 (416)

- 2922(]5 —29.:U° = 2g,3.

Iz druge i tre¢e jednadzbe nalazimo rjeSenja za U~ i U*:
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. guzgi,% - guigzi

U = ,
detgap 4.17)

Uz _ _guégzz — Guz9zz )
detgap

Uz ova rjeSenja, funkcija U je u potpunosti definirana prvom jednadzbom u (4.16) i
ocigledno vrijedi:
1

Kako vidimo, sve funkcije imaju pol u toc¢ki detgap = 0. Medutim, iz (4.11) i (4.12)
slijedi da funkcije ne mogu imati polove u angularnim koordinatama (zz = |z|? > 0).
Jedakost detgap = 0 moZe biti zadovoljena samo kada vrijedi » = 0, Sto u ovom
trenutku proglasavamo singularnom to¢kom. Ukoliko bismo Zeljeli prouciti je li rijec
o koordinatnom ili geometrijskom singularitetu, trebalo bi izracunati Riccijev skalar
(koji je koordinatno neovisna veli¢ina). Mi to necemo raditi, naprotiv, racun Ricci-
jevog skalara ¢emo izbje¢i uvodenjem vektora svjetlosnog tipa tangencijalnog na 3.
Uostalom, podrucja od interesa ovoga rada su regije u kojima r — oc.

Kako smo uspjesno usuglasili izraze (4.9) i (4.14), zaklju¢ujemo da je metrika
napisana u obliku (4.14) fizikalna svugdje osim u ishodiStu. Redefinirajmo sada

koeficijente metrike preko iduc¢ih transformacija:

B = e,
(4.19)
Vo
U= Te .

U prvoj jednakosti smo samo izrazili funkciju B preko nove funkcije 5(u,r, z, z). Pri-
tom smo iskoristili eksponencijalnu funkciju koja brine o uvjetu B > 0. Koeficijent
U izrazavamo preko jo$ jedne nove funkcije V(u,r, z, Z). Primjetimo da druga tran-
sformacija sadrzi r u nazivniku, ali tocku » = 0 smo ve¢ proglasili singularnom pa
time nije uzrokovano dodatno narusenje fizikalnosti metrike. Prije nego napiSemo
konacan oblik metrike, definirajmo konformnu metriku h 45 na o preko konformne

transformacije [11]:

gap = r’hag. (4.20)
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Uzimajuéi determinatu ovog izraza vidimo da vrijedi: detgap = det(r*hag) = ridethap.
U racunu smo iskoristili svojstvo determinante det(cA) = c"det(A), gdje je ¢ pro-
izvoljna konstanta i A n x n matrica. Usporedbom ovog rezultata s Bondijevim

bazdarenjem (4.11) vidimo da je zadovoljeno:

deth p = detqap. (4.21)

Dakako, metrika g5 (kao i h4p) nema ogranicenja na ovisnost o koordinatama i u
principu ovisi o cijelom setu z# = (u,r, z, Z), no znamo da determinanta metrike na

sferi ovisi samo o z i z pa mora vrijediti:

Ordethap = Oydethap = 0. (4.22)

Iz uvjeta ¢*“gop = 045 slijedi da se se inverz metrike na o transformira prema

relaciji:

1
g8 = —pAB, (4.23)

pri ¢emu mora biti zadovoljeno h4“h¢p = 6% 5. Bududi da je h,p simetri¢an tenzor
(h.z = hs,) i vrijedi uvjet na determinantu (h,.hs: — h.zh.; = —(7.:)?), konformna
metrika h,p ima samo dva nezavisna stupnja slobode. Ukoliko bismo radili u sfer-
nom koordinatnom sustavu (0, ¢), prikladna reprezentacija ove metrike u matricnom

obliku bi bila [11]:

e*cosh(20) sin(©)sinh(20)
hap = , (4.24)
sin(©)sinh(28) e *'sin?(O)cosh(20)

pri cemu funkcije v(u,r, ©,¢) i d(u,r, ©, ¢) predstavljaju dva stupnja slobode tenzora
h4p. Lako se je uvjeriti da je determinanta ove matrice dana s dethap = sin*(9), $to
je ujedno determinanta metrike na S? iskazane u obliku q4p = diag(1, sin*(0)). Uz
ovakav odabir koordinata, medutim, izrazi (4.17) i (4.18) imaju polove na sjevernom
i juznom polu sfere (sin(0) = sin(n) = 0). Drzat ¢emo se stoga odabira 74 = (z, 2).

Konac¢no, uz uvedene transformacije, Bondi-Sachsova metrika poprima oblik:

ds? = — VB2 96 qudr + r’hap(de? — Udu)(da® — UBdu), (4.25)

r
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odnosno:

v
ds? =(——e* + r’hgUAUP)du? — 2e® dudr — 2r?h 4 gUP dudz?
r (4.26)
+ r2hapda?da®.

Iz prethodnog izraza mozZemo ocitati pripadne komponente:

Vv
Guu = ——€ + ?hapUtUP, gy = —€*,
T
Gua = —1*hapUP, gap = r*hap, (4.27)

Grr = 07 gra = O;

s inverznim vrijednostima:

: v
gm — _6—25 grr — —6_2B,
r
gTA _ _UAefQ,B’ gAB _ %hAB, (428)
r

Komponente inverzne metrike ovdje navodimo bez dokaza. Iste se mogu pronaci
trazenjem inverza matrice g,,, odnosno lako se je uvjeriti da uz identitete (4.27) i

(4.28) vrijedi:

Guu  Gur Guz YGuz 0 QUT 0 0 1 0 0 O
gur O O O gur gT‘T‘ gT'Z g'rZ 0 1 O O
: = ; (4.29)
Guz 0 92z Gz 0 g” QZZ gzz 0 01O
guz 0 gz 9z 0 ¢% g% ¢** 0 0 01

pri ¢emu je potrebno koristiti izraz h°hep = 4. Primjetimo da uz uvjet z# =
konst., linijski element u (4.25) iscezava ukoliko vrijedi i © = konst. Prema tome,
u = konst. uistinu predstavlja trajektorije bezmasenih Cestica.

Prije nego krenemo s analizom Einsteinovih jednadzbi u iducem podpoglavlju,
napravimo kratku digresiju kako bismo dokazali dva identiteta koja ¢e nam biti od

krucijalne vaznosti u narednim racunima. Tvrdimo da vrijedi [11]:

R0, hap = 0,
(4.30)
hABo,hag = 0.
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Dokaz provodimo za prvu jednadzbu (koja ukljucuje parcijalnu derivaciju po r).
Druga jednadzba se moze dokazati na potpuno ekvivalentan nacin. Koristimo uvjet
hA%hep = 04 koji u matriénom obliku zapisujemo kao:
hy. h.z h** h* 10
: | = , (4.31)
h,z hss h**  h* 0 1

i uvjet na determinantu 0,deth 5 = 0. 1z navedenih relacija dobivamo sustav od pet

jednadzbi:
1) heoh™ + hosh™ =1
2)  h.hF 4+ h:h*F =0,
3)  h.zh® + hzzh* =0, (4.32)
4)  hesh® + he:h™ =1,
5) Oy(hazhss — hazhs) = 0.

Iskoristimo prvo jednakosti 3) i 1) u (4.32) koje respektivno daju jednadzbe h;: =

=hazh® i p,; = 1=02h™  Dobivene rezultate uvr$tavamo u petu jednadzbu ¢ime dobi-

vamo izraz 9, (5%) = 0. Deriviramo prethodnu relaciju i mnozimo ju s —(h**)? §to

hzz
kao rezultat daje:

h*0,h,; — h.:0,h** = 0. (4.33)

U idu¢em koraku opet koristimo tre¢u i prvu jednadzbu u (4.32), ali ovaj put izrazavamo
h.. iz 1) i h,; iz 3). Slijede rezultati h,, = =1azh™ . = =h=h™ koje uvr§tavamo

u 5) da bismo dobili 9, (22) = 0. Isti izraz deriviramo i mnozimo s (h..)? ¢ime

dolazimo do jednakosti:

hzzarhgg - hggarhzz = O (434)

Shoah® gy Aoheght

Iz druge i Cetvrte jednadzbe u (4.32) proizlaze relacije h.; = =% =

koje ponovno uvrstavamo u 5). Nakon nekoliko jednostavnih manipulacija dolazimo

do rezultata:

h*0.h,, — h,.0,h** = 0. (4.35)
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Zbrojimo sada drugu i tre¢u jednadzbu u (4.32). Time dobivamo:

B h® + hozh™ + hozh® + hezh® =0,
hzz + h22 hzZ

h?z + h#Z _hz,%’

. _ho (4.36)
Ny Pz + haz ) _ o, —haz ,
hzz + hzz hzz
hzz + hEZ
8,, S — =0.
— (hzz _|_ hzz)

U posljednjem koraku smo iskoristili izraz 0, (52) = 0 koji smo dokazali ranije.

Nakon raspisa, zadnja jednadzba u (4.36) se svodi na:

(W**0vh.. — ho.0,h*%) + (W*28,hss — hz:0,h7)
B B (4.37)
+ (hzzarhéé - hzéarhzz) + (hzzarhzz - hzzarhzz) =0.

Jednakosti (4.34) i (4.35) impliciraju da posljednje dvije zagrade prethodnog izraza

istezavaju. Promotrimo konac¢no iduce dvije jednadzbe:

hzzarhzz + hézarhéé = hzzarhzz + hééarhzza
i, ) (4.38)
2h**0,h,s = 2h,:0,.h**.

Prvi izraz je samo jednadZba (4.37) napisana na drugaciji nacin, dok je drugi ekviva-

lentan relaciji (4.33) (nakon mnozenja s faktorom 2). Zbrajanjem jednadzbi slijedi:

h**0.h., + 2h**0,h,z + h¥*0.hzz = h,.0.h** + 2h,;0,h** + hs:0,h**, (4.39)

Sto prepoznajemo kao raspisanu sumu izraza:

hABO. hag = hagd,hE. (4.40)

31



S druge strane ocito vrijedi:

WA B0, hap = 0.(h*Phap) — hapd,hP
= 0,6%4 — hap0.hP
(4.41)
= 0,2 — hp0,h8
= —hapd.h*".
Prema tome, izrazi (4.40) i (4.41) mogu istovremeno biti zadovoljeni jedino uko-
liko je zadovoljen prvi uvjet u (4.30). Drugi uvjet se dokazuje ekvivalentno koristeci
hA%hep = 045 1 Oudethyp = 0. Time smo potvrdili valjanost dvaju identiteta u

(4.30).

4.2 Einsteinove jednadzbe

Cilj ovog podpoglavlja je pronadi relevantne Einsteinove jednadzbe uz metriku danu
izrazom (4.25). Prema tome, pretpostavimo da je dinamika prostor-vremena dikti-
rana Einsteinovim jednadzbama polja (u ¢ = 1 jedinicama):

1
R, — §ng, = 81GT ), (4.42)

gdje je R, Riccijev tenzor, R Riccijev skalar, G Newtonova gravitacijska konstanta
i T, tenzor energije-impulsa. Kako bismo pojednostavili jednadzbe, radit ¢emo u
¢ = G = 1 jedinicama te ¢emo na kraju po potrebi uvesti Newtonovu gravitacijsku

konstantu pomo¢u redefinicije 7),, — G7),,. Einsteinov tenzor je definiran kao:

1
G =R, — §ng. (4.43)

Definirajmo sada tenzor F,, na idu¢i nacin:

E,, =G, —8rT,,. (4.44)

Tada, ukoliko su zadovoljene Einsteinove jednadzbe, mora vrijediti:

E,, =0. (4.45)
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Kako su G, i T},, simetri¢ni tenzori, simetri¢an je i £, te vrijedi: £, = E,,, E" =
E'" i E*, = E,*. Ukoliko je zadovoljena jednadzba (4.45), tada su automatski

zadovoljene i:

(4.46)

Prva od ovih jednadzbi slijedi iz izraza £f° = ¢g**¢*?E,, gdje suma ide po p i v, ali
kako je jednakost (4.45) zadovoljena za svaku komponentu tenzora E,, mora vrije-
diti i 77 = 0. Druga jednadzba slijedi ekvivalentno iz £, = ¢**E,,. Dakle Zelimo
da is¢ezavaju sve komponente tenzora £,,, £* i E#,. Nadalje, pretpostavljamo da

je tenzor energije-impulsa o¢uvan:

v, T" =0, (4.47)

Uzimaju¢i kovarijantnu derivaciju Einsteinove jednadzbe vidimo da treba vrijediti i:

V.G = 0. (4.48)

Prethodni izraz je poznat kao Bianchijev identitet. Medutim, ovaj identitet slijedi
direktno iz svojstava Riemannovog tenzora te vrijedi neovisno o o¢uvanju tenzora
energije-impulsa i Einsteinovim jednadzbama [5]. RjeSenja za koja su Einsteinove
jednadzbe valjane tek trebamo pronaci. Ukoliko bi izraz (4.48) bio posljedica Eins-
teinovih jednadzbi, tada kao polazisnu tocku koristimo jednadzbu koja je bazirana
na necemu Sto tek trebamo provjeriti. Time raCuni postaju besmisleni. Na srecu,
Bianchijev identitet je zadovoljen trivijalno i mozemo ga koristiti bez Einsteinovih
jednadzbi kao oslonca. Jedina pretpostavka koju namecemo jest oCuvanje tenzora

energije-impulsa. Tada, koriste¢i Bianchijev identitet vidimo da vrijedi:

V,.E", =0, (4.49)
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pri ¢emu smo iskoristili kompatibilnost metrike: V,E*, =V ,0,, E** = ¢,,V ,E" =

0. Raspisujemo (4.49):

V.E", = 0,B", + Th EY, — T, E¥y

1 1
- 6MEMV + —_g (8>\\/ _g) EAV - §g>\p (augup + augpu - apg;w) Euz\

) v L R (4.50)
= \/—_—gau (V—gE",) — 59 ?(0ugup) BV — 59 ?(OuGpp) E¥»
1
+ §g>\p(apg;w)Eu>\'

U drugoj jednakosti smo iskoristili definiciju Christoffelovih simbola i njihovo speci-

. . . u _ 1 . Vv 7 . . _
jalno svojstvo: Iy = —\/W <8M/ ]dethD [5]. Prvi ¢lan treCeg reda je ekvivalen

tan zbroju prvih dvaju ¢lanova u drugom redu sto slijedi nakon primjene Leibnitzovog
pravila i preimenovanja slijepih indeksa. Za metrike s Lorentzovim potpisom obi¢no
vrijedi jednakost |detg,.,| = —g, gdje je g negativno definitna determinanta metrike.
Ovo bi bio slu¢aj ukoliko bismo radili s angularnim koordinatama z# = (O, ¢). Uz
odabir z# = (z, z), identitet nazalost ne vrijedi. Mi ¢emo ipak zadrzati konvenci-
onalni minus predznak pod korjenom, ali ¢emo redefinirati veli¢inu g. Uo¢imo da su
2. i 4. ¢lan posljednje jednakosti u (4.50) isti do na predznak. Isto se moze poka-
zati ako dignemo indeks na E*, u ¢etvrtom ¢lanu pomoc¢u ¢**, preimenujemo slijepe
indekse (u <> p) i iskoristimo simetri¢nost tenzora. Ovi Clanovi se dakle pokrate.

Napisimo jo$ 3. ¢lan na drugaciji nacin:

1 1
=59 Ougpn) B"x = =5 (00(9™Gp) = 9pu0(9™")) "
1
D) (8,,((?‘“) - gpuaV(gAp)) EF)
1 (4.51)
= éau(gkp)EpA
1
= §8V(9MP)EM)
Izraz (4.49) tada implicira da je zadovoljeno:
1 / % 1 up
\/—__g((?“ ( —gE V) + éf)y(g )E,u,p = 0. (452)
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U nastavku ¢e nam trebati determinanta metrike g, pa istu idemo i izracunati:

guu gur guz guZ
0 0 0 Gor 00
guT gzz gz2
detg,ul/ = = —Our |Quz Gzz 09zz| — —GurGur
Guz 0 Gzz gz 9zz Yzz (4.53)
Guz Y92z Yzz
Gz 0 Gz gz

= (=)(—)e*(=)e*Pdetgap = —e*Pdet(r®hsg) = —e*Pridethp.

Na prvi pogled, determinanta metrike izgleda kao negativna veli¢ina. No treba se
prisjetiti da je uz odabir ## = (2, z) determinanta metrike h 45 dana izrazom (4.12),

odnosno negativna je. Iz tog razloga ¢emo velic¢inu g definirati kao:

g= —€4BT4|d€thAB|. (4.54)

Tada vrijedi:

V—g =1r2e? |deth ap|. (4.55)

Spomenimo i da ¢emo od sada nadalje koristiti zapis: |dethap| = h. Pretpostavimo

sada da su zadovoljene iduce dvije jednadzbe [11]:

E*, =0 (4.56)

1
Eap — EQABQCDECD = 0. (4.57)

Jednadzbe (4.56) i (4.57) ¢emo respektivno zvati prvom i drugom glavnom jed-
nadzbom. Ukoliko vrijede Einsteinove jednadzbe, ove jednakosti zbilja jesu zadovo-
ljene. No pokazat ¢emo da valjanost relacija (4.56) i (4.57) implicira i da su sve sve
ostale komponente tenzora E,,, E* i E*, nuzno jednake nuli. Osim toga, kao Sto
¢emo vidjeti, ove jednadzbe ¢e nam biti dostatne za nalazak koeficijenata metrike na
hiperpovrsinama konstantnog retardiranog vremena. Prema prvoj glavnoj jednadzbi
vrijedi: K%, = K%, = E*, = E"; = E,* = E,"* = E.,* = E;* = 0. Primjetimo dalje da
mozemo pisati: £ = g" E", = 0. Dakle sve moguce kombinacije s indeksom u gore
isCezavaju, to jest, imamo dodatno: E"* = F*" = "™ = F"* = F* = F"* = 7 = ().

Koriste¢i metriku, saznajemo da je nuzno zadovoljeno i: E,* = ¢,,E7" = g,,E"* = 0.
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Ekvivalentno (koriste¢i prethodno dokazanu relaciju) slijedi: E,, = g, E.° = 0.
Prema tome, sve moguce kombinacije s indeksom r dolje su takoder jednake nuli
(B, =FE"=Ef?=E*=F'=FE,=F,=F,=EF, =E, =E,=E, =
E.. = E.; = E; = 0). Iskoristimo sada izraz (4.52) koji raspisujemo za v = r
komponentu. Pritom znamo da prvi ¢lan is¢ezava buduéi da smo ve¢ pokazali kako

vrijedi £#, = 0. Raspisom dobivamo:

0=(0,9"")E,,
=(0,9"") By + (0,9") By 4 (0,6"") By + (0,9™) B, (4.58)

+ (8rgTT)ETr + (argTA)ET’A + (8rgAu)EAu + (argAT)EAr + (aTgAB)EAB-

U prethodnom izrazu (bilo zbog ¢injenice da is¢ezava komponenta inverzne metrike
ili komponenta tenzora £,,) istezavaju svi ¢lanovi osim posljednjeg. U daljnjem

raspisu koristimo drugu glavnu jednadzbu:

0 :<argAB)EAB

(4.59)

-2
:TQABEAB + ~hap(0.h*®)g°PEcp

2
—2
:TQABEA&

gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili prvi identitet u (4.30). Kako prethodna

jednadzba mora vrijediti za Vr, zaklju¢ujemo da je zadovoljeno:

g*BE g = 0. (4.60)

Tada prema drugoj glavnoj jednadzbi mora vrijediti i:

Esp =0. (4.61)
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Promotrimo sada idu¢i raspis:

AB Ao B
E7" =g"7g7 g,
:gAugBuEuu + gAugBrEmn + gAugBCEuC 4 gArgBuEm 4 gATgBrErr+ (4.62)

+ gATgBCETC 4 gACgBchu 4 gACgBTECT 4 QACQBDECD-

Buduéi da vrijedi: ¢** = E,, = E,, = E 5 = 0, mora biti zadovoljeno E4% = 0.
Na ekvivalentan nacin nalazimo: E45 = ¢"°FE,5 = ¢’ FEup + ¢*"E,5 + ¢"“Ecp = 0.
Prema tome, znamo da isCezavaju iduce komponente: E** = E** = EF* = E* =
Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz = Ezz- U
idu¢em koraku raspisujemo (4.52) za v = A komponentu, gdje sada znamo da drugi
¢lan trivijalno iscezava. Takoder, na temelju trenutnih saznanja, znamo da u sumi po

u prezivi samo p = r komponenta.

0=0,(V—9E" 4)
=0,(r2¢*’VhE" ,)
V18, (12?7 ) + 12’ B ,0,Vh
=V, (r2e* E" ).

(4.63)

U posljednjoj jednakosti prethodnog racuna smo iskoristili identitet (4.22). Izraz
(4.63) mozemo konacno podijeliti sa determinantom tenzora h 5 (buduéi da ista ne

moze isCezavati), ¢cime kao rezultat dobivamo:

8,,(7'2625E’”A) = 0. (4.64)

Jednadzbu (4.64) ¢emo zvati prvim dodatnim uvjetom. Ovaj izraz treba vrijediti
za Vr, pa znamo da je Einsteinova jednadzba E” 4 = 0 zadovoljena automatski ako
je zadovoljena za bilo koju vrijednost radijalne koordinate (primjerice kada r — o0).
U ovom radu ¢emo se uglavnom baviti analizom simetrija vezanih uz translacije,
medutim, u kratkom osvrtu kasnije vidjet ¢emo da postoji dodatna grupa simetrija
koja opisuje tzv. superrotacije. Za analiticki opis istih, potrebno je koristiti upravo
prvi dodatni uvjet koji predstavlja jednadzbu evolucije aspekta angularnog momenta.
U svakom slucaju, provedena analiza implicira idu¢e: E", = E"; = E.,” = E." = 0.

Tenzor E*, dobivamo preko raspisa: £, = g**g,, E,”. Ponovno, sumiraju¢i po u iv
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lako se je uvjeriti da su svi ¢lanovi u sumi jednaki nuli. Time dobivamo: E*, = E*, =
E,” = E,* = 0. Preostaje nam vidjeti kakve implikacije daje v = u komponenta izraza
(4.52). Drugi ¢lan standardno is¢ezava, dok u sumi preostaje samo p = r faktor. Po

provedbi racuna sli¢nog poput (4.63), kao rezultat slijedi:

0, (r*e* E",) = 0. (4.65)

Ovu jednadzbu zovemo drugim dodatnim uvjetom te ista predstavlja jednadzbu
evolucije masenog aspekta koji ¢emo uvesti kasnije. Iako prva i druga glavna jed-
nadzba daju rjesenja za koeficijente metrike na hiperpovrSinama konstantnog retar-
diranog vremena, drugi dodatni uvjet ¢e nam biti od krucijalnog znacaja za analizu
supertranslacija. Ostavimo raspravu o simetrijama za naredna poglavlja i primjetimo
da (4.65) treba vrijediti za Vr. Tada je ocito zadovoljeno: E", = E,”. Na samom kraju
ove analize, uo¢imo da vrijede jednadzbe: E, 4 = guoE.’, Fuu = GuoE’u, E™ =
g°E,A, E" = g,E,". Isto kao ranije, raspisom se moZe pokazati (uz poziv na
relevantne £,” = 0 jednadZzbe koje smo pokazali da vrijede) da su svi faktori u su-
mama is¢ezavajuci. Stoga je zadovoljeno: F,, = E,; = F,, = Es, = E,, = E"* =
E™ = E* = F* = E'™ = (. Time smo pokazali da ukoliko su zadovoljena 1. i 2.
glavna jednadzba (uz pretpostavku o oCuvanju tenzora energije-impulsa i pozivom
na Bianchijev identitet), sve moguce komponente tenzora £*, EV, i I, isCezavaju.

Idudi logican korak jest raspisati 1. i 2. glavnu jednadzbu preko koeficijenata
metrike. Time ¢emo dobiti sustav diferencijalnih jednadzbi za funkcije V, 3, U?,
U* te za komponente konformne metrike /5. RjeSenja jednadzbi ¢emo traziti na
Z7" (gdje isklju¢ujemo tenzor energije-impulsa), ali raspis 1. i 2. glavne jednadzbe
provodimo uz proizvoljan T tako da vrijede svugdje na M uz izuzetak ishodista.
Tek na kraju ¢emo provesti razvoj u red po %, nametnuti rubne uvjete i provesti
integraciju. Pritom ¢emo u spomenutom razvoju zadrzati samo dominante ¢lanove
buduéi da na Z* koordinata r tezi ka beskonac¢noj vrijednosti. Einsteinove jednadzbe
raspisujemo Kkoriste¢i standardnu proceduru; prvo trazimo Christoffelove simbole,
zatim preko Riemannovog tenzora nalazimo komponente Riccijevog tenzora. Ovi
racuni su provedeni u dodacima A i B. Prije nego nastavimo, zaustavimo se ipak na
trenutak kako bismo ponovno specificirali odredene konvencije. Ve¢ smo se susreli s

kovarijantnom derivacijom V. Ista je definirana s obzirom na metriku g,, na M te
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vrijedi:

VE = g™y, (4.66)

Ukoliko imamo skalarnu funkciju f(x), njena kovarijantna derivacija se svodi na par-

cijalnu derivaciju:

V.f(x)=0,f(x). (4.67)

Navodimo i djelovanje kovarijantne derivacije V, na Cetverodimenzionalan vektor

V* na M:

V. V' =09,VV + TV, (4.68)

m

gdje je I}, Christoffelov simbol konstruiran s obzirom na metriku g,,, definiran rela-

cijom:

1
FZV = iggp(a,ugvp + augp,u - apg;w)- (469)

Dakako, Cesto ¢e nas zanimati i djelovanje kovarijantne derivacije na proizvoljan

tenzor:

1H2---HE — TH2---Hk
VUTM K ’ viv2...V] _8UTM " " viv2...1]

T Tt R TR T A (4.70)

g

_ A HIA2.-HE _ T HIH2.-Hk _
FUVl T )\l/2...l/l FUV2T 141 /\...l/l

Ranije smo uveli dvodimenzionalnu podmnogostrukost o sa metrikom g4p. Defi-

nirajmo i kovarijantnu derivaciju na o preko relacije:

VA = "BV, (4.71)

Djelovanje na skalarnu funkciju zamjenjujemo parcijalnom derivacijom:

Vaf(x) = 0af(2), (4.72)

dok je kovarijantna derivacija dvodimenzionalnog vektora V4 na o
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VAVE =0, VB +TE VO, (4.73)

Pritom smo uveli Christoffelove simbole konstruirane pomocu metrike g5:

. 1
Fgc = §9AE(aBQCE + 0cyep — OpgBC)- 4.74)

Ovakve Christoffelove simbole ne smijemo mijeSati sa "angularnim” Christoffelovim

simbolima na M za koje vrijedi:

1
T'go = §gAp(aBng + 0cgpB — Op9BC)- (4.75)

Djelovanje V4 na opéenite tenzore na o je dano izrazom koji je ekvivalentan stan-
dardnoj formuli (4.70) uz prikladne zamjene indeksa ;. — A i redefiniciju konekcije.
Konacno, uvest ¢emo i kovarijantnu derivaciju s obzirom na konformnu metriku

hap nao:

DA = W8 Dy, (4.76)

tako da vrijedi:

Daf(x) = 0af(x). (4.77)

U racunima provedenim u dodacima A i B smo u velikoj mjeri kovarijantnu deri-
vaciju skalarnih funkcija ostavili u obliku V, f(z), ali svakako treba upamtiti da je

zadovoljeno:

Vaf(z) =Vaf(z) = Daf(z) = 0af(2). (4.78)

Promotrimo djelovanje D4 na vektor V4 na o:

DyVE =9,VE + T8, VC. (4.79)

U prethodnoj relaciji, I'Z . predstavlja koeficijent konekcije konstruiran s obzirom na

hap te je definiran kao:

. 1
I'ge = éhAE(thCE + Ochpp — Oghpe). (4.80)
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Kako bismo nasli vezu medu kovarijantnim derivacijama s obzirom na gz i hap,

raspisujemo fgc preko hp:

~ 1
['pe :§QAE(aBgCE + O0cyep — OpgBC)
11

_5—2hAE(8B(7°2hCE> + aCOthEB) — (9]5(7‘2th))
1 r (4.81)
:§hAE(8BhCE + Ochgp — Ophpe)

U pretposljednjoj jednakosti smo iskoristili Leibnitzovo pravilo i ¢injenicu da vrijedi
d47? = 0 (opcenitije je zadovoljeno D, f(u,r) = 0). Kako su Christoffelovi simboli
jednaki, djelovanje kovarijantnih derivacija V4 i D4 na tenzore na o je identi¢no i

dano formulom:

S BiBs..B BiBs..B
VAT 22"k ooy 0 =D AT 2 PR 0l 0

B1B5...B
=0AT""* ey
(4.82)
B DBs...B B B1D...B
+ FAbT : kclc2~-cz + I‘AzDT ! kClc2.--Cz + .

D B1B>...B D B1B>...B
_FAclT 1 kDCg...Cl _FACQT o2 kclp,,_cl — . .

Napomenimo i da je svaka od definiranih konekcija kompatibilna s metrikom. Pritom
se misli da kovarijantna derivacija metrike (kao i inverzne metrike) s obzirom na
koju je definirana is¢ezava. Takoder, svi Christoffelovi simboli su simetri¢ni (nema
torzije). Nadalje, trebat ¢ée nam i veza izmedu V4 i D4. Istu mozemo naéi ukoliko

razmotrimo djelovanje V4 na dvodimenzionalni vektor na o:

- ~ 1 1
VAVE = g VeV = gDV = ShAC DoV = DAV (4.83)
Prethodni racun implicira da vrijedi:
VA =r2DA (4.84)

U kasnijem istrazivanju trebat ¢e nam i volumni elementi koji su definirani preko

Levi-Civita tenzora. Na M mozemo pisati [5]:

€= \/—_gd4x, (4.85)

41



gdje je faktor d*z formalno dan vanjskim produktom (d*x = dx® Adx' Adx? Adx?), ali
integracija se provodi standardnim visSevarijabilnim diferencijalnim ra¢unom. Levi-
Civita tenzor (u 4 dimenzije) u svojoj punoj formi ima oblik € = €, 1, 5, d2"* @ d2*?* ®

dz#® @ dz"+. Na ekvivalentan nacin zapisujemo i volumni element na o:

€ = +/|detgap|d*y. (4.86)

Pritom znamo da vrijedi \/|detgaz| = r2v/h te u dodatcima Eesto koristimo skraéenicu:

Vo =r*Vh. (4.87)

Na kraju, primjetimo da smo funkcije U* i U? pri zapisu metrike (4.25) udruzili u
kontravarijantni 2-vektor U4 = (U? U?). Pripadni kovarijantni vektor (1-formu)

¢emo definirati s obzirom na metriku g4 tako da je zadovoljeno:

Ux = gapU®. (4.88)

Uz uvedene pojmove i konvencije, spremni smo raspisati Einsteinove jednadzbe.
U nastavku se pozivamo na rezultate izvedene u dodacima A i B. Razmotrimo za

pocetak 1. glavnu jednadzbu (4.56) uz v = r. Ista se moZe raspisati na iduci nacin:

EY, =0
=R", — %Ré“r — 87T, (4.89)

=g Ry, — 87g“T,,.

Kako u sumaciji po ¢ prezivi samo o = r komponenta, jednadzba se svodi na izraz:

R, = 87T,,, (4.90)

odnosno potrebno je izracunati R, komponentu Riccijevog tenzora. Ista je dana iz-

razom (B.5), no ova jednadzba je zapisana u kompaktnoj formi u kojoj nisu uvrstene
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eksplicitne vrijednosti komponenti metrike. UvrStavanjem istih slijedi raspis:

0=—0,0, <lnr2 + ln\/ﬁ> + (0,Ine*?) 0, (lm‘2 + ln\/ﬁ>

— ﬁhAChBD [0, (r*hei)] [0 (r*hpa)] — 87T,

2 4 1 1
=5 + =08 = 7 RPP(0,hep)(Orhap) = 5 b ChpahPP(O:hop)

1 AC BD 1 AC BD (491)
- %h hCBh (8thA) - ﬁh hC’Bh hDA - 87TTM

2 4 1 1
=5+ =08 = DN (O:hep)(O:hap) — 507 phPP O hes

1

1
5 6ABhBD8thA - —2(5AB(SBA - 87TTTT.
T T

U posljednjoj jednakosti smo proveli sumaciju po slobodnim indeksima konformne
metrike te smo napravili preimenovanje B <> D u tre¢em ¢lanu. Primjetimo da suma
po Kroneckerovim simbolima u pretposljednjem faktoru daje vrijednost 2, ¢ime se
ovaj ¢lan pokrati s prvim. Takoder, 4. i 5. ¢lan isCezavaju zbog identiteta (4.30).

Nakon mnoZenja s ;, jednadzba postaje:
o5 = %hAChBD (Orhag) (Orhep) + 27T, (4.92)

Prethodni izraz predstavlja radijalnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda koja
odreduje vrijednost koeficijenta 8 duz svjetlosnih trajektorija. Prisjetimo se da se
svjetlosne trajektorije nalaze na hiperpovrsinama konstantnog retardiranog vremena
duz kojih angularne koordinate ne variraju, a jednakost (4.92) ne ukljucuje derivacije
po u, odnosno z*. Uz poznate komponente konformne metrike h 45 te specifikaciju
rubnih uvjeta, ova jednadzba jednoznacno odreduje 5 duz spomenutih trajektorija.

Okrenimo se sada racunu 1. glavne jednadzbe (4.56) za v = A komponente.
Dakako, indeks A moze poprimiti dvije vrijednosti ¢ime efektivnho razmatramo dvije
jednadzbe. Medutim, iste su ekvivalentne pa se ne¢emo zamarati njihovim razdvaja-

njem. Raspisom slijedi:

0=E"4
1
:RuA - —R(SHA — 87TT“A
2 (4.93)
:gu“R,uA - SWQU#TMA

:gu’l"RTA _ 87TgUT A
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Odnosno:

R4 = 81T,4. (4.94)

Lijeva strana prethodnog izraza je dana u (B.20). Uvrstavanjem eksplicitnih vrijed-

nosti komponenti tenzora metrike, (4.94) poprima oblik:

1 AT 2B B _T2\/E D4 (Ine*)
0= 2r2\/ﬁar< rVhe hAB@U) 0, T

— D0, (m(ﬁ%ﬁ)) + —h Dp (8,(r*hac)) — 87Tha.

(4.95)
1
2r2
Koristed¢i izraz (4.22) i kompatibilnost konformne metrike /45 s obzirom na kovari-

jantnu derivaciju D 4, Einsteinova jednadzba (4.95) se (nakon mnoZzenja s 2r?) vrlo

brzo simplificira u idu¢u formu:
1
O [r'e *hap(0,UP)] =2r9, (ﬁDAB) — W Dp(0,hap) + 1677°Toa.  (4.96)

Izraz (4.96) predstavlja dvije radijalne diferencijalne jednadzbe drugog reda koje
specificiraju funkcije U# i U*. Funkcija 3 je odredena u (4.92) pa za nalazak rjeSenja
koeficijenata U trebamo poznavati komponente metrike h 45 i rubne uvjete.

Sto se tite prve glavne jednadzbe (4.56), preostalo nam je jo§ razmotriti v = u

komponentu. Raspisujemo istu:

0=R", — %Ré“u — 8T

1

=g Ryy — §R —87¢g"T,, (4.97)
1

=¢"" Ry, — iR — 81g“" T}

Nadalje, Riccijev skalar mozemo dobiti kontrakcijom Riccijevog tenzora:

R=R",
:Ruu + Rrr + RAA
(4.98)
:guaRUu + graRUT + QAURUA

:2gurRru + gTTRrr + QQTARTA + gABRA37
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S$to znaci da trazenu Einsteinovu jednadzbu moZemo pisati u formi:

1 1
TR g Roa + §9ABRAB + 879" T,y = 0. (4.99)

Koristec¢i izraze (4.90) i (4.94), faktore R,, i R,4, mozemo izraziti pomo¢u kompo-

nenti tenzora energije-impulsa:

87 [¢" Ty + 29" Tya + 29" Tor] = —g*P Rap. (4.100)

Kako bismo jednadzbu dodatno simplificirali, uo¢imo da izraz u uglatoj zagradi mozemo

iskazati preko traga tenzora 7),,,.

", =¢™'T,
g g (4.101)
:grr’Tvan + Zgur L+ zgrATrA + gABTAB-
Prema tome, vrijedi:
1
9" Rap + 87 | T, — Sh*PTap| = 0. (4.102)
T

Skalar ¢g"® R, je dan izrazom (B.51). UvrStavanjem istog u (4.102) i mnoZenjem sa

faktorom 72, dobivamo odmah trazenu Einsteinovu jednadzbu:

—28

2e728(8,V) =R — 2h*B[D s Dyf + (DAB)(Dpf)] + ¢ — D A[0,(r'U™)]
1 " (4.103)

— §r4e_4’3hAB(8rUA)(0TUB) — 8r[h B Tup — r*TH ],

gdje je R Riccijev skalar konstruiran s konformnom metrikom % .45. Rijeé je o radijal-
noj diferencijalnoj jednadzbi koja specificira funkciju V. Primjetimo da komponente
1. glavne jednadzbi ne sadrze derivacije po vremenolikoj koordinati u. Prema tome,
pomocu ovih jednadzbi mozemo odrediti koeficijente metrike na datoj hiperpovrsini
gdje vrijedi u = konst., ali ne i kako isti evoluiraju u vremenu. Iz tog razloga se
(4.92), (4.96) i (4.103) cesto nazivaju i jednadzbama hiperpovrsine.

Idudi cilj nam je raspisati 2. glavnu jednadzbu (4.57). Pritom se prisje¢amo da je

jednakost g*P E 45 = 0 trivijalno zadovoljena pa je dovoljno razmotriti izraz E,5 = 0
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koji je ekvivalentan jednadzbi:
1
RAB - éRgAB - 87TTAB = 0. (4104)

Izraz (4.104) nije nimalo jednostavan za raspisati buduc¢i da sadrzi Riccijev skalar.
Kako bismo pojednostavili racune, posluzit ¢emo se "trikom” i uvesti iduci vektor koji

je usmjeren u angularnom smjeru:

mt = (0,0,m™). (4.105)

Nadalje, postavljamo zahtjev prema kojem je ovaj vektor tangencijalan na hiper-
povrsinu Y. Tada usmjerena derivacija varijable u duz ovog vektora iscezava, od-
nosno vrijedi m*V,u = 0. Pripadnu dvodimenzionalnu 1-formu definiramo s obzi-

rom na konformnu metriku h4p:

ma = hABmB. (4106)

Vektoru m# ¢emo dozvoliti i da bude kompleksan te nametnuti idué¢u normalizaciju

[11]:

hAB = L(mAmB +mBPmA), (4.107)
XX

gdje su vektori m” i m” povezani kompleksnom konjugacijom: m* = (m?)*. Tada
vrijedi i my4 = hapm?® $to slijedi iz kompleksne konjugacije jednadzbe (4.106) i
¢injenice da komponente konformne metrike /5 moraju biti realne: h,p € R —
hag = hag. U (4.107), x € C predstavlja faktor normalizacije i bira se po konvenciji.
Newman-Penroseova konvencija za normalizaciju koristi xxy = 1 [11], dok se u nu-
merickim aplikacijama Bondi-Sachsovog formalizma koristi yy = 2 [11]. Bududi da

je m” tangencijalan na ¥, rijec¢ je o vektoru svjetlosnog tipa pa mora biti zadovoljeno:

mam? =0 — mam? =0. (4.108)
Izrazom (4.107) smo metriku h4? prikazali pomo¢u vektora m*, ali da bi ova

46



jednakost bila zadovoljena isti vektor mora posjedovati odredena svojstva kako bi
jednadzba bila konzistentna sa uvjetima na h*®. Primjetimo prvo da je (4.107) si-
metrican izraz te da je automatski zadovoljeno h4? = hP4. Promotrimo dalje kakve

implikacije daje uvjet h*Ph p = 2:

2 =h"Bhn
1

:hABE(mAmB +mBmA> (4109)

1
:f(mBmB + mAmA).

XX

Da bi jednakost bila zadovoljena, mora vrijediti:

mam® = xx — mam? = xx. (4.110)
Opcenitije:

6AC :hAB hBC

1
:hABﬁ(mBmc + memg) (4.111)

1
:E(mf‘mc + meim?),

S$to znaci da smo primorani nametnuti uvjet:

mime + mime = xoie. (4.112)

Trebamo se jo$ pobrinuti i da su zadovoljeni identiteti (4.30). Promotrimo kakve

implikacije daje prvi od ovih budu¢i da je drugi ekvivalentan:

0 :hAB&,hAB

1
=——(m*m® + mPm?)0.(mamp + mpma)
(xx)?
1 B 5o (4.113)
= 5 (mom” +m7m”)(mad,mp + mpdyma + mpdyma + mad,mpg)

(xx)

(m?0,ma + m™A0,m )

| v

XX
U cetvrtoj jednakosti smo pomnozili zagrade i iskoristili uvjete (4.108) i (4.110).

Kako bi jednadzba bila zadovoljena (povlace¢i pritom analogiju i na drugi uvjet u
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(4.30)), ocito vrijedi:

mAé?TmA = mAOTmA =0,
4.114)

mAaumA = mAﬁumA = 0.

Spomenimo za kraj da u izboru vektora m* postoji neodredenost u faznoj slobodi
m? — e"m?, no ona se moze fiksirati po konvenciji.

Nasa tvrdnja sada jest da se tenzor F 45 moZe razviti na idu¢i nacin:

—_

1
3 (ECDmCmD)mAmB + W(ECDmCmD)mAmB

(xx)? (4.115)

Par =09

1
+ 5h,éh_r;hCDECD.
Dokaz provodimo kre¢u¢i od desne strane prethodne jednakosti:

1
(xx)

1 1
(ECDmCmD)mAnTB + —_(ECDmCT_nD)mAmB + —hABhCDECD
2 (xx) 2
1
= o S Ecp(m“mPmamp + mSm
1
+ ——Ecp(mamp + mpma)(m“m” + mm?)

2(xx)
1
= —— Ecp[mmPmamp + mm

(xx)?
+ 5771,47713771

1
= WECD[mCmDmA??’ZB + mCmDmAmB + mAmBmCmD
XX

D

mampg)

1
DmAmB + §mAmBmCThD

1 1
EmP + émBmAmCmD + §mBmAmcmD]

(4.116)
+mpmam-m
1

= WECD[mCmB(XX)(SDA —mYmpmam® +m

CD]

CmDmAmB

+ mampmCmP + mBmD(X)Z)écA — mpgmPmam

1
C - _D
= —Foaom~“mp+ ——FEspmpm

(xx) (xx)

1
= Eop———[m%mp + mpm®]
(xx)

‘]

= Eup.

Prodimo ovaj dokaz red po red. Prvo smo metriku /45 izrazili pomocu (4.107),
pomnozili zagrade i preimenovali slijepe indekse C' <» D u 4. i 6. ¢lanu unutar uglate

zagrade 5. reda. Zbrojili smo ekvivalentne ¢lanove i pritom iskoristili ¢injenicu da je
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E 4p simetrican tenzor. U iducoj jednakosti koristimo izraz (4.112) i vr§imo zamjene

C = (xx)0%4 — mam® u 1. i 4. ¢lanu zagrade.

mPma = (xX)0P 4 — mam® i mam
U 10. redu smo napravili preimenovanje D — C' i ponovno iskoristili simetri¢nost
tenzora F,p. Konacno, u pretposljednjoj jednakosti faktor uz E-4 prepoznajemo
kao kroneckerov simbol §¢ 5 koriste¢i (4.112). Time smo dosli do kona¢nog izraza i
dokazali identitet (4.115).

Primjetimo dalje da jednakost ¢“PEcp = 5h“PEcp = 0 (koja treba vrijediti za

Vr) implicira da je zadovoljeno i:
h’PEcp = 0. (4.117)

Dakle treci ¢lan s desne strane izraza (4.115) trivijalno iscezava. Ukoliko vrijedi
mmP Eqp = 0, tada je automatski zadovoljena i relacija m“m? Eqp = 0, $to slijedi
iz kompleksne konjugacije jednadzbe i uvjeta F4,5 € R. Tada je desna strana u
(4.115) jednaka nuli te vrijedi i £4p = 0. Prema tome, druga glavna jednadzba

(4.57) se svodi na kompleksnu jednadzbu:

mAmPE 5 = 0. (4.118)

Koriste¢i izraz (4.104), ista jednadzba poprima formu m*m®Rup — LRm*mPgap —
8rmAmPT 5 = 0. Bududi da je zadovoljeno m*mPgap = r’mAmPhg = r*mim, =
0, sto slijedi iz (4.108), faktor uz Riccijev skalar iscezava. Drugu glavnu jednadzbu

(4.57) kona¢no moZzemo zapisati u idu¢em obliku:

mAmPRig — 8tmAmP Tz = 0. (4.119)

Skalar m“m® R p je dan izrazom (B.64). Uvr$tavanjem istog u prethodnu jednadzbu

(i mnoZenjem ¢itave jednakosti za ¢?) dobivamo 2. glavnu jednadZbu:

mAmBro.[r(0,hap)] — %& [rV (0,haB)] — 2¢° DD pe”

+ haaDg[0,(r?UC)] — %r“eQBhAchBD(arUc)(&.UD) : )
4.120

2

.
- 5(8rhAB)(DCUC )+ 12U D (0,hap)

— r2(0vhac)hpe(DCUE — DPUY) — 81e*Typ] = 0.
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Kao $to vidimo, rijec je o radijalnoj diferencijalnoj jednadzbi koja odreduje retardi-
ranu vremensku derivaciju dvaju stupnjeva slobode konformne metrike /5.

Time smo uspjes$no izrazili Einsteinove jednadzbe preko koeficijenata metrike.
U idu¢em podpoglavlju jednadzbe razvijamo u red i integracijom trazimo njihova

rjeSenja.

4.3 Asimptotski razvoj i rjeSsenja Einsteinovih jednadzbi

S Einsteinovim jednadzbama na raspolaganju, spremni smo nametnuti rubne uvjete
i pronacdi njihova rjeSenja. Pretpostavit ¢emo da je materija lokalizirana u kompakt-
noj regiji oko » = 0 i rjeSenja jednadzbi traziti u vakuumu. Tenzor energije-impulsa
dakle isklju¢ujemo. Nadalje, Zelimo da prostor-vrijeme posjeduje svojstvo asimptot-
ske ravnosti. Ne postoji a priori preferiran nacin kako postaviti ovaj uvjet. NajceSce
koriStena metoda se poziva na svojstva guljenja ("peeling properties”) Weylovog ten-
zora u ekspanziji polja [11], no u ovom slucaju je rubne uvjete najelegantnije formu-
lirati pomoc¢u Penroseove kompaktifikacije buduce svjetlosne beskonac¢nosti [11]. Mi
¢emo pak iskoristiti Bondijev prirodan odabir uvjeta na koeficijene metrike prema ko-
jima se metrika u blizini Z* priblizava metrici Minkowskog. Nametnimo stoga iduce
rubne uvjete [11]:

lim g =0,

r—00
lim U4 =0,
r—00
v (4.121)

lim — =1
r—oo T

)

lim hap = qaB,
r—>00

gdje je qap metrika na jedini¢noj S2. Vidimo da uz ove uvjete linijski element (4.26)

u prostornoj beskonacnosti poprima oblik:

lim ds® = —du® — 2dudr + r’qapdxida®, (4.122)
r—00
koji odgovara metrici ravnog prostora. Uz odabir q4p = ~.; prethodni izraz je

identican izrazu (3.17). Spomenimo da se uvjeti (4.121) mogu opravdati Penro-

seovom kompaktifikacijom Z* [11], no time se u ovom radu ne¢emo baviti.
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Dakako, ne mozemo se nadati pronalasku analitickih rjeSenja Einsteinovih jed-
nadzbi danih u prethodnom podpoglavlju. Ono Sto mozemo napraviti jest namet-
nuti 1 razvoj koeficijenata metrike u skladu s rubnim uvjetima. Tada ¢emo biti u
mogucnosti odbaciti ¢lanove koji brzo opadaju s porastom radijalne koordinate i
traziti rjeSenja u blizini Z* (prisjetimo se da na Z* r divergira). Uvodimo stoga

razvoj konformne metriku /45 na hiperpovrsini X (u = uy = konst.) [11]:

CAB<UO,;L'C) N dAB(anxC) + . (4.123)

r 72

hap(uo, 7, 2°) = qap(z) +
gdje su koeficijenti u razvoju definirani s obzirom na S? [11]:

CAB — qADqBECDE7 (4 124)
dAB — qADqBEdDE~

Dakako, mora vrijediti i Cyp = Cpa i dap = dpa. Metriku hyp smo razvili u
pocetnom retardiranom vremenu u iz razloga sto 1. glavna jednadzba (koju nam je
cilj integrirati) daje rjeSenja koeficijenata na hiperpovrSinama konstantne koordinate
u. Poznavajuéi pocetne podatke na ¥y, u principu bismo mogli iskoristiti 2. glavnu
jednadzbu (4.120) i odrediti h 4 u kasnijim trenutcima bududi da ista sadzi vremeno-
liku derivaciju. 1z tog razloga se (4.120) naziva jednadzbom evolucije. Nista nas ne
sprjecava da u oznacavanju koordinatnih ovisnosti napravimo zamjene uy — u (Sto
¢emo Cesto i raditi), npr. dap(u, z¢), ali tada pamtimo da je rije¢ o tenzoru u kasnijem
vremenskom trenutku za ¢iju specifikaciju nam treba pripadna jednadzba vremenske
evolucije i vrijednost na hiperpovrsini ¥, koju biramo kao pocetnu. MozZemo for-
malno definirati % koeficijent razvoja (4.123) za retardirano vrijeme u € [ug, u1], uz

U1 > Ug kao:

CAB(u,:cC) = lim r(hag(u,r, xc) — qAB(:z:C)), (4.125)
r—00
sto slijedi iz (4.123) ukoliko konformnu metriku h 45 specificiramo u retardiranom
vremenu u. Kasnije cemo vidjeti da C' 45 opisuje gravitacijske valove. Uoc¢imo jos i da
je razvoj (4.123) u skladu s posljednjim uvjetom u (4.121).
)

Definirajmo sada funkciju M (u,z*) u pocetnom retardiranom vremenu preko
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iduce jednadzbe [11]:

M (ug, ) = 1 7uli_}Igo[V(uo, r ) — 7). (4.126)
Veli¢inu M (u, ) zovemo Bondijeva masa i ista predstavlja maseni aspekt koji smo
spominjali pri raspravi o drugom dodatnom uvjetu (4.65). U ovom trenutku Citatelju
mozda nije jasno kako ovu funkciju interpretirati kao masu, niti koja je uopce svrha
definicije (4.126), ali stvari ¢e postati jasnije vrlo brzo nakon $to integriramo Einste-
inove jednadzbe.
)

Naizgled ni¢im ponukani, definirat ¢emo i 1-formu L4(u,z*) na S? u potetnom

retardiranom vremenu [11]:

—1
La(ug, 2%) = - lim (r'e 2P h450,UP — rdPCyp), 4.127)

T—00

gdje vrijedi L? = ¢P4L,. U gornjem izrazu, 0, predstavlja kovarijantnu derivaciju
s obzirom na ¢4 te je zadovoljeno 8% = ¢%48,. L, zovemo aspekt angularnog
momenta koji ¢emo interpretirati kao takav nesto kasnije. Za sada spomenimo samo
je 1. dodatni uvjet (4.64) u biti jednadzba evolucije upravo ove velicine.

Cetvrti uvjet u (4.121) i izraz (4.107) impliciraju da moZemo uvesti kompleksni

vektor na S? preko relacije [11]:

¢" = lim m*, (4.128)
r—00
tako da je zadovoljeno:
1
¢’ = —(¢"a" + ") (4.129)
XX

Pritom vrijedi ¢* = ¢4Pqp i ¢* = ¢*Pq4. Uvjeti ¢*Bqap = 211 ¢*Bypc = 6%¢ su, isto
kao i ranije, vaZzeéi ukoliko nametnemo zahtjeve: ¢4¢* = ¢*q1 = xx 1 ¢Gc + ¢*qc =
xxo'o

Zanima nas i kako izgleda asimptotski razvoj inverza konformne metrike. U nas-

tavku koristimo ”ansatz” za isti koji cemo odmah pokazati da je ispravan. Pretposta-
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vimo da vrijedi [11]:

AB AB _ ACHBD
¢ 47 =" Cep | (4.130)

Dokaz:

645 =h"“hes

AC AC _ _AECF
T T
(ch + —OfB + df—f + O(M)) (4.131)

1 1
=¢*“qcp + - [¢*“Cep — qeCA°] + ﬁ[qACch — CCop — d*“qep

+ ¢*PqepCF Cpp] + O(r™3).

Promotrimo zasebno svaki ¢lan u 1/r razvoju:

qACQCB = 5AB,
¢*“Cep — qepC¢ = C45 — C45 =0,
¢*“dop — d*“qop — C°Cop + ¢*FqepC  Crpp = d*p — d*p
— C'ACCCB + CBFCAF
(4.132)
= —-C*Cep + ¢"°“CpeqrpC*®
= —CACCCB + 5CECBcCAE
— —CCop + CpoCC

= 0.

Dakle ansatz je to¢an, to jest, to¢an je do reda r—2 do kojeg smo h*? i specificirali.
Ostali ¢lanovi u razvoju nam nece trebati. Nadalje, mora biti zadovoljena i jednakost

deth g = detqap za koju smo pokazali da je ekvivalentna uvjetima (4.30). Provjerimo
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prvo $to nam daje izraz h*20,h 5 = 0:

Cap | d
W20 hap =h*P0,[4an + =2 + = + O]

CAB dAB _ JAC OBD C
=g - - - —— L+ o)
r r (4.133)

Sada mozemo izjednaditi s nulom svaki ¢lan u razvoju. Faktor uz 1/r? odmah daje:
CAy =0, (4.134)

odnosno trag tenzora C'yp is¢ezava. Drugi faktor implicira i da mora biti zadovoljeno
q*Pdsp = 3C*BC yp. Preostaje nam vidjeti kakve uvjete diktira relacija h*#0,hap =

0:

CAB 0uCan n Oudap

W P0uhap =[q"" — ——+ O3] A8 L 0(%)]
| T r r (4.135)
:;qABauCAB + ﬁ[qABﬁudAB — CABauCAB] + O(r_g)_

Iz prethodnog izraza odmah vidimo da mora vrijediti:

qABauCAB =0,
(4.136)
qABaudAB - CABauCAB =0.
Definirat ¢emo jo$ jedan tenzor na S? pomoc¢u jednadzbe [11]:
1
Nap(u,z%) = §8UCAB(u,xC), (4.137)

pri ¢emu vrijedi N5 = ¢““Nep. Nap je poznat pod nazivom tenzor novosti ("news
tensor”), te je kvadrat istog proporcionalan toku energije gravitacijskog zracenja sto
¢emo pokazati kasnije. Nekada se ova veli¢ina definira bez faktora 1/2. Mi ¢emo

pisati [15]:

Nag(u, 2¢) = 8,Cap(u, ) (4.138)
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i koristiti obje definicije ovisno o situaciji. Prije nego krenemo s razvojem Einsteino-
vih jednadzbi, promotrimo jo$ kako su povezane kovarijantne derivacije s obzirom
na hap i qap. Kovarijantnu derivaciju dvodimenzionalnog vektora s obzirom na g4z

zapisujemo u idu¢em obliku:

OAVE =0,VE 145, VC, (4.139)
gdje je v%. Christoffelov simbol na S? definiran kao:

1
TBo = §QAE[3BQCE + 0cqes — OrqBc)- (4.140)

Sada ¢emo razviti (4.79) koriste¢i (4.123) i (4.130):

DAVE =0,V +TE V¢

1
=0,VB + 5hBE(aAhCE + Ochpa — Oghac)VC

5, 1[pp CPF -2 Cer -2
=0AV" + = |q —T+O(T ) [5A(QCE+T+O(7" )

2
CEga 2 Cac —2\\11/C
+0c(qpa+ ==+ 007)) = 9p(qac + ==+ O )V (4.141)

1
=04VF + |:§qBE(aACICE + O0cqpa — aEQAC} Ve

1
+ [Q_TQBE(aACCE + 0cCra — 05Cac)

1
— chE(aAQCE + 0cqra — Opqac) + O(r 2)|VE.

Prva dva ¢lana posljednje jednakosti prepoznajemo kao kovarijantnu derivaciju (4.139).

Mozemo konac¢no pisati:

DaAVE =0,VE +CE,VE, (4.142)

pri ¢emu smo uveli koeficijent C¥, reda O(r~') koji je definiran relacijom:

1
Chp = —[¢"F (0uCEF + OpCra — OrCag)
" (4.143)

2
__ ~BF _ —2
C™"(0aqer + Opqra — Orqap)] + O(r™).

U nastavku koristimo asimptotski razvoj za pronalazak rjeSenja Einsteinovih jed-
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nadzbi. Kako smo rekli, rjeSenja trazimo u blizini Z*, $to znaci da ¢emo egzaktno
izracunati samo dominantne ¢lanove. Krenimo s razvojem E*, = 0 jednadzbe koja je

dana izrazom (4.92). U vakuumu imamo:

8,8 =—RACKED (9, hap) (B, hep)

16 |
r C BD
S = S 06 - S+ 0
0, [q/m%ux ), [qCD+@+o< )
T Ac CAC —2\17,,BD __ CBD
=5la" =+ 00 )le +0(r )] (4.144)
Ay o=z —Cn s o4 )
:%QACQBD—CAE;ZJCD +0(r ™)

1 Cap(uo, wA)CAB(uo, )
16 r3

— 0,B(ug, r, 2") = +O>r ™).

Provest ¢emo neodredenu integraciju posljednje jednakosti po radijalnoj koordinati:

-1 CAB(JAB
2

/&ﬁdr =0 = + O™ + g(u, xA) (4.145)

r

U posljednjem izrazu, g(u, z*) je funkcija koja ovisi u koordinatama u i 2, ali ne i o

radijalnoj koordinati. Istu mozZemo specificirati koriste¢i 1. rubni uvjet u (4.121).

—1C4BC 5

lim 8 =0= lim[— 5

T—00 r—oo- 32 T

+ 00 + g(u, z*)] = g(u, z?), (4.146)

$to znadi da mora vrijediti g(u, z) = 0. MoZemo konaé¢no pisati:

A AB A
4) = —%CAB(U’”: 7)5 @2 | o). (4.147)

/B(u7 T7x

Dakle koeficijent 3 relativno brzo opada (kao O(r=2)) i ostali ¢lanovi u razvoju nam
nece trebati. Dakako, (4.147) je u skladu s pripadnim rubnim uvjetom. Primjetimo
jo$ da se 3 pojavljuje u eksponentu funkcije &iji je Taylorov razvoj: e*’ = 1 + 25 +

O (26)?, gdje je 32 veé¢ reda O(r~*). Prema tome, dovoljni ¢e nam biti nulti i prvi ¢lan
ovog razvoja.

Ostale Einsteinove jednadzbe ovdje nec¢emo razvijati jer je princip potpuno isti

kao u prethodno provedenom racunu. Koristeéi razvoj (4.123) i rjeSenje za g (4.147),
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E*, = 0 jednadzba dana izrazom (4.96) u vakuumu poprima oblik [11]:

c
O [r*e P hyp(0,UP)] = 08 Cur + Salu, 27) +O(r ), (4.148)
gdje je S4 1-forma definirana kao [11]:
SA = 6B(2dAB — qFGCBGCAF). (4149)

Ukoliko jednom integriramo (4.148) po radijalnoj koordinati, vidimo odmah da fak-
tor 0,U" sadrZi logaritamski ¢lan. Preciznije: hapd,UP ~ ... + Syr~4lnr + ... Ovaj
¢lan ne smije postojati zbog pretpostavke o r~! razvoju. Moramo dakle nametnuti
uvjet S4 = 0. Da bismo vidjeli kakve implikacije daje is¢ezavanje 1-forme Sg4,
moramo prvo dokazati odredene identitete. Dokazujemo prvo da je zadovoljeno

*¢Pq"“CpaCar = 0.

1 _
%" CpaCar ZQAQBE(C]FQG +¢%7")CraCar

1 )
=X (¢*¢%q" “CpaCar + ¢*¢°¢° 7" CpcCar)

1 _
:ﬁ(quBqF(jGCBGCAF +¢*¢"¢“7°CraCap)

1
R (¢°4P¢" 7 CraCar + ¢*¢" ¢“ P CraCas) (4.150)
1

ZﬁquG[qB@A +¢"7°)CraCas

:quGCFGqABCAB

=0.

Napravili smo preimenovanja indeksa /' — B i B — F unutar drugog ¢lana u dru-
gom redu, zatim smo preimenovali A — G i G — A indekse prvog clana treceg
reda. Iskoristili smo simetri¢nost tenzora C'4 5 i u konacnici pokazali da izraz is¢ezava
na temelju jednakosti (4.134). Na slican nacin se pokazuje i da je zadovoljeno

775 ¢* CpeCar = 0. Koristedi ove identitete, pokazat ¢emo i da vrijedi 3g45C*“Crre
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= ¢"“CpcCap.

1 1
§QABCFGCFG :§QABCIFGQHLCGLCFH

:2(9615()2 (qads + q834) (¢ 7" + ¢“d")¢"“CraCur
:@WAQLMH +qa7" 354" + 457" qaq"”

+a53" 344"d"CraCrur
:m[quH(_quL + XX0" ) + @sq" (—qaq"™ + x X6 4)

+ q57"(—qaq" + xx6" 4)

+ q8G" (—qaq” + xx0" 1)]¢"°CraCur
1 o
:W[_QB(]AQHQL

X " CreCur — 8G4q"¢" " CreCur

— 487" 4" CrcCrr — qqad" 74" CreChr) (4.151)

1 ) )
+ ——[a8q" 0" 4 + apq"6" 4 + qpg" 6" 4
2xX

+ g7 6" Al¢" ¢ CrLaCur
1

:ﬁ[q_BquFGOAGCHF +qsq~q"“CraCar

+ a3 q"CCraCar + 33" ¢"°CacChir

1
=——[¢"“CacCrr(qng” + qpq" )+
2xXx

+ ¢ CraCar (g™ + qaq")]

1
:é[qFGCAGOHF(SHB +¢"CCLaOard” 5]

1
:E[qFGCAGCBF + qFGCBGCAF]

:qFGCBGCAF~

U dokazu smo koristili relaciju ¢*gc+¢*qc = xx0“¢ i prethodno dokazane identitete.
Uotimo sada da S, mozemo pisati u obliku S, = 20°%b,5, gdje smo uveli tenzor
bap = dap — 3949 Pdcp 1iskoristili uvjet na determinantu C*“Crg = 2¢"“dpe. 1z
definicije je vidljivo da je b, simetrican i da mu trag isCezava, no ono Sto nije toliko
ocito jest da ukoliko S, iscezava, tada vrijedii b,z = 0. Ista tvrdnja se moze pokazati

koriste¢i Killingove vektore na jedini¢noj sferi [11], no time se ovdje ne¢emo baviti.
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Mozemo i jednostavno nametnuti idu¢i uvjet na tenzor dp:

1 1
dap = §QABq0DdCD = §CIABd7 (4.152)

tako da byp isCezava te tada nuzno iscezava i S4. Prema (4.152), d4p sadrzi samo

¢lan s tragom d = d* 4 koji je diktiran s uvjetima na determinantu konformne metrike

hap.

Vratimo se analizi jednadzbe (4.148) koja sada poprima oblik:

O [rte * hap(0,UP)] = 05Cup + O(r™?). (4.153)
Provodimo integraciju:

/ O e 2R 4 (DU dr —re=2has (9,UF)

(4.154)
=r0"Cap + O(r™") + g(ug, z%).
Prethodni izraz mozemo napisati u idu¢em obliku:
Ly —as B E oy 1 A
— 6(7‘ e Phag(0,U") —rd"Cug) =0("") — Eg(uo,x ),
1 1
=5 lim (r'e *’hap(0,UP) — 10 Cup) = lim (O(r~") — ég(uo,gr;A))7 (4.155)
r—00 r—+00
1
— La(ug, z) = —ég(uo,xA).

U posljednjem koraku smo iskoristili definiciju (4.127). Funkcija g(u,z?) je dakle
dana izrazom g(u,r") = —6L4(u,z?). UvrStavanjem u (4.154), nakon mnoZenja s
e?8r~* dobivamo:
B 1 28=E 6 28 -5

hAB(aTU ) = ﬁe 0 CAE — ﬁe L+ O(’I“ ) (4156)
Prethodnu jednadzbu ¢emo sada kontrahirati sa h°. Lijeva strana poprima oblik:
hACh45(0,UPB) = 6“5(0,UB) = 0,U¢. Promotrimo dalje $to daje kontrakcija desne
strane:

1 6
—Se%hAC?ﬁECAE — —4625hACLA + 0@ =
r r
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cAC 1
= (1428 + 0((28)*))(¢"° — — O(T—Q))ﬁﬁEOAE
CAC
—6(1 + 28 + 0((28)%))(¢*° —+ 0<r—2))FLA +O@r?)
CHGC B CAC B 1
= (142 o=+ O )"~ ==+ O(r%) 50"Cap
—~1CHGC CAC 1
“6(1 42 o+ O ) (¢~ ==+ O ) 5 La+ O( )
1 1 6
= ﬁqAC?SECAE — FCA%ECAE — FqACLA +O(r™). (4.157)
Dobivamo dakle jednadzbu:
1 1
U = 540" Cap — (010 Cap + 60" La) + O( ), (4.158)

koju ponovno integriramo po 7:

/ o0, U¢ =U¢

ofCcy 1
- 3

(4.159)
1
o2 + . (2LC + gC’AoﬁEC’AE) + O(T_4) + g(u, ;BA),

Funkciju g(u, ") odredujemo pomoc¢u 2. uvjeta u (4.121). Uzimanjem limesa pret-

hodnog izraza odmah dobivamo:

lim U%(u,r, %) = g(u, 2%, (4.160)

r—00
$to znadi da g(u, %) istezava. RjeSenje poprima oblik:

B 0gCAB 1

1
Ut = == 5t 5 L+ 5O O + O( ). (4.161)

U4 je dakle reda O(r~2), isto kao i funkcija 8. Iz E“, jednadZbe se na ekvivalen-
tan nacin nalazi rjeSenje za Kkoeficijent metrike V. Koriste¢i rubne uvjete (4.121),
razvoj (4.123), rjeSenja za 31 U4 (4.147) i (4.151) te definiciju (4.126), Einsteinova
jednadzba (4.103) u vakuumu se moze integrirati nakon ¢ega proizlazi asimptotsko

rjeSenje [11]:

V(u,r,z?) =r — 2M (u, 2) + O(r™1), (4.162)
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gdje je M(u,x") Bondijeva masa uvedena u (4.126). Primjetimo da je (4.162) u
skladu s tre¢im uvjetom u (4.121).
Spomenimo i da se umetanjem rjeSenja za 3, U4 i V u 2. glavnu jednadzbu

(4.120) u vode¢em redu (uz 745 = 0) dobiva [11]:

¢“q%0,dp =0, (4.163)

Sto je u skladu s uvjetima na determinantu.
Kako smo pronasli rjeSenja koeficijenata metrike, spremni smo provesti asimptot-

ski razvoj linijskog elementa (4.26).

r=2M 400

ds® =| (1+28+0((28))
—6DCAD

2r2

Cap | d :
+3(gas + =7+ =5+ O )

( _5E03E
2r2

—2(14 28+ O((2B)?))dudr

+0(r™%)

+O(r )| du

C
—2r8(qap + 2 + O(7%)
—0pCEB 1
( 2r2 + r3
C
+7*(qaB + % + O(r7?))dazda®
CABOAB
8r2

1 2
+ [qap0pCFP + ;(_4QABLB - §QABCBE5FCEF + Cap0pCEP)

1
(2L7 + SCPP5F Cp) + O(r™"))duda® (4.164)

=[-1+ ¥ +O(r ?))du® + -2+ + O(r~*)]dudr

+ O(r7?)]dudx™

+ [r*qap +rCap + O(1)]dada®.

Zadnja jednakost se simplificira u idu¢u formu:

AB
ds* =[—1+ 2M + O H)]du® + [-2 + % + O(r~*)|dudr
r T
11
+[0°Cra+ —(3Cap0pC"" + 4L4) + O(r~?)|dudz” (4.165)

+ [r*qap + rCap + O(1)]da"da®.
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Iz (4.165) ocitavamo kako koeficijenti metrike opadaju u asimptotskom razvoju:

Guu = —1+ 00,

Gur = —1+0(r7?),

gua =0+ 0O(1), (4.166)
gap =1°qap + O(r),

Grr = grAa = 0.

Za nase potrebe, korisniji ¢e biti oblik metrike (4.165) u kojem su sadrzane samo

prve popravke:

ds? = — du® — 2dudr + r’qapdz’dz®

9/ (4.167)

+ “—du® + rCgdz?dz® + 8% Cpgdudz® + ...
T

Primje¢ujemo da su prva tri ¢lana metrika Minkowskog. Koeficijent g, ne sadrzi
faktor reda r* (koji bi bio iduéi ¢lan u razvoju buduéi da je ravni dio reda "), ve¢ od-
mah opada s O(r~2). Ravna metrika ne sadrzi g,a, ali iz (4.165) vidimo da ovaj
koeficijent u ekspanziji Bondijeve metrike poc¢inje opadati s ¢lanom reda r°, koji
zadrzavamo u (4.167).

Prije analize evolucije Bondijeve mase, promotrimo na kratko Sto nam daje prvi
dodatni uvjet (4.64). U vodeem redu, Einsteinova jednadzba E”, = 0 u vakuumu

daje [11]:

—30, L4 =04M — 16E(8E6FCAF — 8A5FCEF) + 1614(CEF]\/YEF)
4 | 8 (4.168)
—0c(C9F ' Npa) + EOEF(E}ANEF)-

Prethodnu jednadzbu ne¢emo dokazivati jer nije nuzna za analizu supertranslacija.
Uocimo ipak da (4.168) uistinu predstavlja jednadzbu evolucije aspekta angularnog
momenta L 4, te je isti specificiran sa Nap za ug < u < uy, pocetnim vrijednostima
od L, i M i vrijednosc¢u tenzora Cyp uz u = ugy. Ukoliko bismo 1. dodatni uvjet
raspisali s ukljucenim tenzorom energije-impulsa, tada bi izraz (4.168) sadrzavao
faktor 727" 4 (do na faktor ) koji je proporcionalan toku angularnog momenta kada
r — oo. 1z tog razloga L 4 dobiva svoj naziv. Osvrnut ¢emo se kasnije jo$ jednom na

(4.168) kada budemo govorili o superrotacijama.
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Doslo je vrijeme da funkciju M (u, z*) interpretiramo kao masu. Uotimo da ako
u (4.25) postavimo U4 = 0, B3 =0, hug = quap iV = r — 2M (3to je ekvivalentno
zanemarivanju svih O(r~1) ¢lanova u razvoju koeficijenata metrike), linijski element

u asimptotskom podrucju poprima oblik:

2M (u, x4
ds® = (—1 + (+x)) du® — 2dudr + TQqAdeAda:B. (4.169)

S druge strane, Eddington-Finkelsteinov oblik Schwarzschildove metrike je dan izra-

zom [5]:

2G'm
r

ds® = (—1 + ) du® — 2dudr + r’qapdr’ds?, (4.170)
gdje m = konst. predstavlja masu gravitacijskog izvora, odnosno crne rupe. Ovime
smo u biti razrjesili pitanje prirode singulariteta u centru. Tocka r = 0 predstavlja
geometrijski singularitet koji ne mozemo ukloniti alternativnim odabirom koordi-
nata. Ekvivalentnost izraza (4.169) i (4.170) je ocita; ukoliko bismo se ogranicili na
staticno sferno simetri¢no prostor-vrijeme, Bondijeva masa bi se svela na Schwarzsc-
hildovu. Preciznije, (uz M = konst.) vrijedilo bi m = 2. Op¢enitije, M (u, z*) ovisi o
vremenu i masa se moze gubiti kroz gravitacijsko zracenje, Sto ¢emo sada i pokazati.

Drugi dodatni uvjet (4.65) u vode¢em redu (uz 7),, = 0) daje idu¢u jednadzbu:

20,M = 9,05 NP — N,z N4E. (4.171)

Ova jednadzba je egzaktna u limesu » — oo. Njen dokaz je proveden u dodatku C.
U idu¢em podpoglavlju ¢emo specificirati angularne koordinate kao z# = (z, z), ali
za sada odaberimo © i ¢. Ukupna vremenski ovisna Bondijeva masa se definira kao

integral po S? u prostornoj beskonac¢nosti [11]:
1
m(u) = E%M(u,@, ¢)sin(0)dOde. (4.172)

Ovaj izraz slijedi iz opcenitijeg integrala:

1
m(u) = /deTQ |detqap| M (u, ©, @), (4.173)
SQ

42
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uz +/|detqap| = sin(©) i d*y = dOdg¢. Treba biti oprezan i prisjetiti se da na 2-sferi s
radijusom r vrijedi \/|detGap| = r?sin(©). Odnosno, volumni element na S? radijusa
r s metrikom Gap = 7°q4p je jednak volumnom elementu na o (4.86) jer vrijedi

deth,p = detqap. Integrirajmo sada po sferi (4.171):

7{ 20, M sin(©)dOd¢ = 7{ 0,0 NB5in(0)dOd¢ — 74 NapN*Bsin(0)dOds.

(4.174)

Stokesov teorem je dan idu¢om jednadzbom:

/d”x\/|g|VuV“:/ d"ty/y|n, vV, (4.175)
M oM

gdje je M n-dimenzionalna mnogostrukost s koordinatama z* (u = 1,..,n) i OM
rub iste mnogostrukosti s koordinatama y* (i = 1,...,n — 1). Dakako, ~ predstavlja
determinantu metrike +;; inducirane na dM, dok je n* jedini¢ni vektor okomit na
OM . Primjetimo sada da prvi integral s desne strane izraza (4.174) mozemo zapisati

u iduéem obliku:

%5A53NABsin(®)d®d¢:/ d2y\/|dethB|5AVA, (4.176)
52

gdje smo uveli vektor V4 = 83 N45. Prema Stokesovom teoremu, ovaj integral bismo
mogli prevesti u integral po rubu S?, no kako S? ruba nema, izraz is¢ezava. Definirat

¢emo jos jednu veli¢inu Kkoristeci vektore iz (4.128) [11]:

N =—¢"¢®Nap. (4.177)
XX

Rije¢ je o kompleksnoj funkciju koju zovemo funkcija novosti. Istu ne treba mijesati

sa tragom tenzora novosti. Primjetimo prvo da vrijedi:
- 1
IN]?= NN = WquchqDNABNCD7 (4.178)

jer N,p mora biti realan. Sada ¢emo raspisati skalar N,z N4? koji se nalazi u inte-
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grandu izraza (4.174).

NapNAB =NpNepgt©qPP
1 _ _ _
ZWNABNCD[QAQC +q“q"[q"7” + ¢" "]
1 A 1 A
=T——51VABINcDq q q ¢ ———54iVABINcDY q q ¢
2]\]’ N A B-C-=D + 2N N C D-A-B
(xx) (xx)

1 1
+ ——NaNepg* ¢ 7” + —5NasNepg©q" 7' q”
(xX) (xx)
1 1
=2|N|* + ——=NapNeng'q"7°7° + —5 NasNepg“ a7 q”
(xX) (xx) (4.179)
1 1 '
=2|N|* + ——=NapNeng'q" 7% + —5 NsaNepg©q 7 ¢°
(xX) (xX)
1 4, 51 _ _
=2|NJ* + ﬁquBﬁ[quC +4¢“q"|NapNep

1
=2|N> + —¢"7°¢"“NapNcp
XX
1
=2|N* + — 7" NapN ¢
XX
=2|N|2.
U petoj jednakosti smo napravili preimenovanja slijepih indeksa A <+ B te smo nakon

toga iskoristili simetri¢nost tenzora N4 i ¢Cinjenicu da mu trag isCezava (svojstva koja

nasljeduje od C'4p). Jednadzba (4.174) postaje:
7{ 0 Msin(©)dOde — — ]4 N 2sin(©)dOde. (4.180)

Iskori§tavamo identitet - fab flz, t)dt = ff 2 f(x,t)dt i deriviramo (4.172) po retar-

diranom vremenu. Slijedi:

dm(u)
du

_ % 7{ .M (1, ©, 6)sin(©)dOds. (4.181)

Konac¢no, koriste¢i (4.180) (Sto moZemo napraviti jer se integracija provodi u pros-

tornoj beskonacnosti) dobivamo:

dm(u) 1 5 .
Y f N |2sin(©)dOdos. (4.182)

Ovo je Bondijeva formula koja opisuje kako se masa gubi uslijed gravitacijskog zracenja.

Ako sustav ne emitira gravitacijske valove, odnosno ako imamo N,p = 0 — |[N|?> = 0,
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tada je masa konstantna i ne mijenja se u vremenu. S druge strane, pozitivnost inte-
granda u (4.182) nam govori da se uz funkciju novosti razli¢itu od nule masa mora
smanjivati.

Za kraj, spomenimo da jednadzba (4.171) uz tenzor enegije-impulsa razli¢it od
nule sadrzi doprinos 7,,,. Uz alternativnu definiciju tenzora novosti (4.138) (N5 =

%NAB), izraz (4.171) poprima oblik [15]:

1 - 1~ -
O,M = ZE}AfﬁBNAB - gNABNAB — 47 G lim [rQT%]. (4.183)

T—00

Pri ¢emu smo vratili Newtonovu gravitacijsku konstantu i uveli oznaku 7, — T/
kako bismo naznacili da je rije¢ o tenzoru energije-impulsa bezmasenih cestica ("ma-
ssles modes”). Razlog ovome je $to na Z* poniru svjetlosni geodezici pa u ovom
podru¢ju ima smisla govoriti o prisustvu takve materije (poput bezmasenih skalar-
nih Cestica). Kako je kvadrat tenzora novosti proporcionalan energiji gravitacijskih

valova, mozemo uvesti definiciju [15]:

1 ~ -
Tou = gNABNAB + 47G lim [r*TM, (4.184)

uu
T—00

tako da (4.183) piSemo u formi:

1 - -
Oy M = ZESAESBNAB — T (4.185)

4.4 Supertranslacije

U ovom podpoglavlju ¢emo vidjeti kakve simetrije opisuje generator difeomorfizma
izveden u dodatku E u blizini Z*. Nismo zahtjevali da ovaj generator bude egzak-
tna izometrija Bondijeve metrike, odnosno, Liejeva derivacija metrike u svojoj punoj
formi ne iscezava. Ono $to jesmo zahtijevali jest da isCezava Liejeva derivacija ravnog
dijela metrike. Kako je u proizvoljnoj blizini buduce svjetlosne beskona¢nosti metrika
prakticki ravna, logi¢no je ocekivati da ¢emo ovdje pronaci Poincaréovu grupu. No,
kao Sto ¢emo vidjeti ubrzo, asimptotski generator difeomorfizma daje puno vise od
toga.

Prvo ¢emo konat¢no napraviti specifikaciju 2 = (z, z). Koristimo dakle oblik me-

trike na jedini¢noj S? koji je dan u (3.16). Kako bi nam kasniji izra¢uni bili jednostav-
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niji, pozabavit ¢emo se svojstvima tenzora C45 i Np uz ovakav odabir koordinata.

Prisjetimo se prvo da su zadovoljeni iduéi identiteti:

Cap = Cpa, Nap = Npa,
OAB — OBA NAB — NBA
e (4.186)

1 1
¢"PCap=C"'4 =0, ¢"°Nap = qABiauCAB =3 P Cap = N4y = 0.

Tenzor novosti nasljeduje sva svojstva koja ima C 45 jer metrika na sferi moze u¢i pod
parcijalnu derivaciju po retardiranom vremenu (ne ovisi o koordinati u). Promotrimo

prvo:

CZZ — quCAZ — ,YZECZZ
T ] (4.187)
O = 0% = quOAz — ,yzzcvzz'

Dakle vrijedi C.” = C.* i C*, = C*;. No iz 4. identiteta u (4.186) vidimo da mozemo

pisati:
CAy=C%, + 0% =207, =0. (4.188)
Zakljucujemo:

C.7=CF=C".=C%=0 (4.189)

Crz =05 =0,
i (4.190)
OZZ — CZZ — O
Uocimo jos da mozemo pisati:
CZZCZZ = q,qu,zBCABqZCqZDCCD = ’VZZVZZVZEVZECZZCEE- (4191)
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Kako vrijedi v,:7.:7**v** = 1, imamo i:
Ozzcvzz — ngczz. (4-192)

Svojstva (4.189), (4.190) i (4.192) jednako vrijede i za tenzor novosti. NapisSimo

sada metriku (4.167) u ovim koordinatama:

ds® = — du® — 2dudr + r2qAdeAde

2M
+ = —du® rCupdadz” + 0" Cpadudax™ + ...

(4.193)
= — du® — 2dudr + 1r2q.zdzdz + 1r2qs.dzdz
2M
+ =—du® + rC,.dzdz + rCs;dzdz + 0" Cp.dudz + 0° Cpzdudz + ...
r
Iz prethodno dokazanih svojstava dobivamo:
ds* = — du® — 2dudr + 2r*y.:dzdz
M ) (4.194)
+ = du? + rC,dzdz + rCs:dzdz + 0°Cdudz + 0°Cssdudz + ...
,
Trebat ¢e nam i jednadzba evolucije Bondijeve mase:
20,M =0,0p N8 — Nyg NP
=0,0,N** +0;0.N** — N,,N** — N,;N** (4.195)
1 .
—0,M = 5[@82]\”2 +0;0;N*] — N_,N*
Prethodni izraz mozemo pisati i u iducem obliku:
1 ~ - 1~ -~
auM == 1[8262]\[22 + 8282]\[22] - Z ZZNZZ7 (4196)
ili (uz ukljucen tenzor energije-impulsa):
1 ~ - -
gdje je:
. 1~ -
Tuw = 7N=2N* +47G lim [T (4.198)
T—00
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Okrenimo se konacno analizi translacija duz integralnih krivulja definiranih s vek-
torskim poljem (E.79). Citatelj bi prvo trebao proutiti dodatak E da bi mu bilo jasno
na temelju kakvih uvjeta je ovo vektorsko polje izvedeno. Opcenito o difeomorfiz-
mima i translacijama je vise reCeno u dodatku D. Postavimo za sada konformni Kil-
lingov vektor na S? iz (E.79) na nulu: f4 = 0. Ovime eliminiramo potiske i rotacije
koji rastu s r u beskonacnosti [15]. Uz ovaj uvjet, generator difeomorfizma poprima

oblik:
1 c L4
o =0, + 5506 a0, — ;5 adq + ..., (4.199)
odnosno:
1, 1. 1 .
o =0y — ;5 o, — ;3 ads + 5(5 0,a + 9°0:)0, + ..., (4.200)

gdje smo zadrzali samo dominantne ¢lanove. Transformacije generirane s (4.200) se
zovu supertranslacije. Ako odaberemo a = konst., tada ocito dobivamo vremenske,
odnosno u-translacije. Ukoliko funkciju o odaberemo da bude / = 1 harmonik, tada
se dobiju tri prostorne translacije [15]. Potonje nije toliko ocito, ali nije nam ni inte-
resantno za daljnju analizu pa tvrdnju ne¢emo dokazivati. Promotrimo $to nam daje
kona¢na translacija retardiranog vremena uz proizvoljnu funkciju «(z, z). Koristimo

(D.36):
u(e) = esalle=0duy (¢ = (), (4.201)

Parametar ¢ kojim odredujemo za koliko smo se pomaknuli duz integralne krivulje
je proizvoljan pa moZemo postaviti ¢ = 1. Uvest ¢emo i oznake u(e = 0) = wu i

u(e = 1) = «/. UvrStavamo ¢ i razvijamo prethodni izraz:

u =eo

u
. (4.202)
=(14 adu + Eaﬁu(aau) + .. )u.
Promotrimo faktor uz 1/2!:
9 A2 O
ady,(ad,) = a”0; + a%(?u (4.203)
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Prvi ¢lan isCezava jer operator djeluje na u, odnosno druga derivacija daje nulu.
Drugi ¢lan je takoder jednak nuli jer o ovisi samo o angularnim koordinatama. Ostali

faktori u razvoju is¢ezavaju ekvivalentno. Dakle dobivamo:

v =u+a(z2). (4.204)

Pomo¢u (E.80), na isti natin (uz f* = 0) moZemo supertranslatirati retardirano
vrijeme duz Z+. Kako je funkcija o proizvoljna, (4.204) nam dopusta odvojene tran-
slacije duz svakog svjetlosnog generatora buduce svjetlosne beskonac¢nosti. Princip

je prikazan na slici 4.2.

Slika 4.2: Uslijed supertranslacije, retardirano vrijeme se mijenja nezavisno na sva-
kom kutu na Z+. Preuzeto iz [15].

Analizirajmo idu¢i primjer. Neka imamo gravitacijski val koji prelazi sjeverni pol
od Z7 u retardiranom vremenu u = 100, i drugi val koji prelazi juzni pol od Z+
takoder u retardiranom vremenu u = 100. Ova rjeSenja mozemo supertranslatirati

pomocu funkcije a(z, z) koju biramo kao:

ZZ

a(z,2) = 100 (4.205)

142z

Na sjevernom polu (/VP) vrijedi z = 0 pa imamo a(/N P) = 0. Na juznom polu (SP)

z divergira i uzimaju¢i limes z — oo u (4.205) slijedi jednakost o(SP) = 100. Iz
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(4.204) dobivamo:

w'(NP) =100 + a(NP) = 100,
(4.206)
W' (SP) = 100 + a(SP) = 200.

Dakle izlazni podatci su mjerljivo promjenjeni. Mozemo zakljuciti da supertranslacije
mijenjaju jednu geometriju u drugu, fizikalno neekvivalentnu geometriju [15], iako
je rije¢ o difeomorfizmima. Proizvoljnost funkcije « implicira i postojanje beskonacno
ocuvanih naboja na Z%, sto ¢emo pokazati ubrzo.

Ako postavimo « na nulu, ali ne zahtjevamo is¢ezavanje konformnog Killingovog

vektora f#, generator (E.79) postaje:

uw—+r
2

& :gm FA0, — S 180 £, + (1A — %6/*60 F9)0u + .. (4.207)
(vlitatelj se moze uvjeriti da uz odabire f* = 1,z,2% 4,iz,i2% (4.207) generira Lo-
rentzove transformacije, odnosno potiske i rotacije [15]. Nista nas ne sprjecava da
f4(z, 2) odaberemo na bilo koji drugi na¢in (jedini uvjet je da bude konformni Killin-
gov vektor na S?), time dobivamo tzv. superrotacije.

Da rezimiramo, uz prikladne odabire funkcija a(z,z) i vektora f#(z,z) dobi-
vamo Cetiri prostorno-vremenske translacije i Sest Lorentzovih transformacija, Sto
daje 10-dimenzionalnu Poincaréovu grupu. No kako za « i f* postoji beskona¢no
mogucih odabira, generatori (E.78) cine beskona¢no dimenzionalnu grupu [16] sa
Poincaréovom podgrupom. Ova grupa simetrija nosi naziv BMS (Bondi-Metzner-
Sachs) grupa.

Sada ¢emo konstruirati o¢uvane naboje asocirane sa supertranslacijskim genera-
torom difeomorfizma. U dodatku E je pokazano da je energija Schwarzschildovog

prostora dana Komarovim integralom:

1

Fp=——
R 47TG oy

d*x \detqij|K0Gm, (4.208)
gdje je K° vremenoliki Killingov vektor, detq;; metrika na jedini¢noj 2-sferi i m Sc-
hwarzschildova masa. Integracija se provodi po 9%, odnosno po S? u prostornoj
beskonacnosti. Schwarzschildov prostor je dakako statican, ali integracija se provodi

u prostornoj beskonac¢nosti i Komarov integral je vaze¢i neovisno o tome Sto se desava
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u unutrasnjosti. Prostor-vrijeme moze biti vremenski ovisno; jedini uvjet je da bude
asimptotski ravno i da je K* asimptotski Killingov vektor. Ve¢ smo pokazali da se
u asimptotskom podrucju Bondijeva metrika svodi na Schwarzschildovu uz zamjenu
M (u, z,z) — Gm. Kako je ¢! asimptotski Killingov vektor koji generira supertrans-
lacije, o¢uvane naboje moZzemo dobiti direktno iz (4.208) zamjenom K° — £°. Raz-
motrimo jo$ gdje se nalazi prostor 0% u kontekstu Penroseovih dijagrama. Rijec je o
2-sferi u prostornoj beskonacnosti. Kako je proslost buduce svjetlosne beskonacnosti
Z* u biti S? gdje je zadovoljeno u — —oo, r — +oo it = konst. > 0 (jer se nalazi u
proizvoljnoj blizini to¢ke i), ovo je regija gdje provodimo integraciju. Determinanta
metrike na jedini¢noj sferi u 4 = (z, z) je dana izrazom (4.12). Dakle provodimo

zamjene u (4.208):

Gm — MIir’

d’z — d*z = dzdz,

\/ ldetai;| = 7z, (4.209)

K'=1-=¢"=aq,

ox — I+,
gdje je M+ = M(u — —o0,z,z). Prema tome, OCuvani naboji asocirani sa super-
translacijama su:

Q=

o= 1 - dzZ%zOész (4.210)

Za a = 1 dobivamo ukupnu energiju, ali kako je izbor ove funkcije neogranicen,
prethodni izraz daje beskona¢no ocuvanih naboja koji su energiji ravnopravni. Is-
koristit ¢emo sada jednadzbu evolucije Bondijeve mase (4.197). Napominjemo jo$
jednom da ovu jednadzbu mozemo smatrati egzaktnom na Z*. Koristimo identitet
fb @) g — f(b,y) — f(a,y) i provodimo integraciju:

a ox

+o0
/ OuM (u, z,Z)du = M (400, 2,2) — M(—00,2,2) = Mz — M. (4.211)

[e.9]

Pretpostavit ¢emo da je masa u dalekoj budu¢nosti u potpunosti is¢eznula uslijed

gravitacijskog zracenja prema (4.182). Postavljamo dakle: Mzy = 0. Iz (4.197)
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slijedi:

+oo _ - _
L= / G[@@Nﬂ +8.8,87] - Tuu) du. (4.212)

[e.e]

Uvrstavanjem u (4.210) odmah dobivamo:

1

+ -
Qa 47TG T+

dud? 27,z [ e — (5 d9,N* 4+ 9,0,N** )} . (4.213)

Pritom smo iskoristili ¢injenicu da integracija po S? u prostornoj beskona¢nosti i po
retardiranom vremenu od —oo do +oo daje integraciju po cijeloj trodimenzionalnoj
povrsini Z+. Integral (4.213) sadrzi standardni ¢lan koji ukljucuje tenzor-energije im-
pulsa, ali i dodatni faktor koji je linearan u gravitacijskom polju (doprinos mekanog
gravitona lokalnoj energiji).

Ocuvani angularni moment J se takoder moze dobiti integracijom u prostornoj

beskonacnosti [5]:

2 v
_87TG d z1/|v?|n,o, VFRY, (4.214)

gdje je R” rotacijski Killingov vektor. Koriste¢i generator difeomorfizma &; i jed-
nadzbu evolucije angularnog momenta (4.168), na sli¢can nacin se dobiva beskona¢no
ocuvanih naboja asociranih sa superrotacijama [15].

Do sada smo se bavili analizom fizikalnih fenomena na Z*, ali potpuno analogna
prica se odvija i na Z~. Asimptotski razvoj metrike u naprednim Bondijevim koordi-

natama (3.23) ima oblik [15]:

ds* = — dv® 4 2dvdr + 2r°y,:dzdz
oA (4.215)
+ Tdvz +1rC,.d2% + rCs:dz? — 5°C, dvdz — 0°Cszdvdz + ...,

gdje sada M i C4p ovise o koordinatama (v, z,z). Kako ne bi doslo do kaosa s
oznakama, veli¢ine u naprednim koordinatama ¢emo oznacavati isto kao i do sada

ali ¢emo iznad njih stavljati male kruzice. Tenzor novosti definiramo u (4.138):

Nap = 0,Cup. (4.216)
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Jednadzba evolucije Bondijeve mase (uz ukljucen tenzor energije-impulsa) jest [15]:

0 1 ° o __ ~
O M = 7 (0.0.N* + 0:0:N") + T, (4.217)
gdje je:
T, = i N..N% 447G lim [r*TM]. (4.218)
r—00

Uz supertranslacijski generator difeomorfizma [16]:
. L., L. 1 . sox o
&q =00, + ;520482 + ;620482 — i(EYfﬁzoz +0°0;4)0, + ..., (4.219)

asocirani ocuvani naboji su:

_ 1 2 o 2
Q, = yre . d“zv,:0(z, z)MI;. (4.220)
U ovom slucaju se integracija provodi po Z; jer rije¢ o S? gdje je zadovoljeno v — oo,
r — oo it = konst. < 0. Sada ¢emo iskoristiti jednadzbu evolucije Bondijeve mase

na Z- kako bismo o¢uvane naboje izrazili preko tenzora novosti. Promotrimo prvo:

+0o0
/ Oy M (v, z,z)dv = M(+00,2,2) — M(—00,2,Z) = My — M- (4.221)
ViSe o rubnim uvjetima na Z* i Z~ ¢emo re¢i uskoro. Za sada spomenimo samo da
treba vrijediti ]\041: = 0. Ovaj zahtjev je ekvivalentan tvrdnji da u dalekoj proslosti
crna rupa nije formirana [16]. 1z (4.218) i (4.221) slijedi:

~ 1 ° o o
Qs dvd® 27,6 {Tw +7(0:0.N7 +0:0:N7) | . (4.222)

- 47TG T—

Sada ¢emo usvojiti zahtjev prema kojem se nas asimptotski ravni prostor svodi
na vakuum u dalekoj proslosti i buduénosti. Rigoroznu definiciju takvih prostora su

dali Christodoulon i Klainerman (CK) [6]. Pokazano je da u CK prostoru u blizini 7
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(u — 00) iZT (u — —o0) tenzor novosti opada kao [16]:

N..(u) ~ |u|~%/?, (4.223)

ili brze. Kako je kvadrat tenzora novosti proporcionalan toku energije gravitacijskog

zraCenja, V., mora isCezavati na rubovima buduce svjetlosne beskonacnosti. U su-

protnom bi sustav imao beskonacnu koli¢inu energije. Imamo dakle:

sz(Z, Z)|II =0, NZZ(Z, 2)|Ii— =0. (4.224)

Istovjetni uvjeti moraju vrijediti i za N;.. Nadalje, u CK prostorima komponenta
Weylove zakrivljenosti \1150) (aspekt magnetske mase) koja u retardiranim Bondijevim

koordinatama ima oblik [16]:

Uy (4, 2,2) = = lim (rClisrzy™), (4.225)
r—00
zadovoljava jednadzbe:
U0 =0, WPl = ~MapuG. (4.226)

gdje je M py ADM masa i G Newtonova gravitacijska konstanta. 1z (4.226) odmah

slijedi da imaginarni dio od xyg‘” postuje relacije:

W =0, ImUg| . =0. (4.227)
Moze se pokazati da izrazi (4.227) impliciraju [16]:

[33(75 - 650«3”11 - O,

c (4.228)
[8ZU2 - aZUzHIf = 07
gdje su:
1
Uz = _5520227
1 (4.229)
Ug - —55207,2



Primjetimo dalje da vrijedi:

0.U; = 0.U; — AU, (4.230)

z

ali na S? Christoffelovi simboli 72, i 77, is¢ezavaju $to se jednostavno pokazuje ko-
riste¢i (4.140) i (3.16). Slijedi da je zadovoljeno d,U. = 0,U. Ekvivalentno imamo
i 9.0, = 8-U,. Koristeéi ova svojstva, pokazuje se da su rje$enja koja zadovoljavaju

(4.228) dana izrazima [16]:

(4.231)

Ovdje su C' ’II i C|;+ realne skalarne funkcije na Z7 i Z* koje ovise o angularnim

koordinatama. Ova rjeSenja mozemo uvrstiti u prvu jednakost u (4.228).

[azﬁz - azﬁzﬂzj :[6zﬁz - 8Eﬁz”zi

1 B
2 (4.232)
= — 5[0.3°9:0:C — 8:5°0.9.C

Nije se sada tesko uvjeriti da je izraz u zagradi simetri¢an na zamjene z <> z. Dakle
(4.231) su uistinu rjesenja jednadzbi (4.228). Iz realnog dijela od fogO’, uvjeti (4.226)
daju [16]:

M. =0,
T (4.233)
MZ+ - MADMG-

Prvi uvjet je ekvivalentan nasoj pretpostavci da je masa u dalekoj buduénosti is¢eznula
uslijed gravitacijskog zracenja. Drugi uvjet je analogan prvoj zamjeni u (4.209)
bududi da je Schwarzschildova masa u biti ADM masa stati¢nog i sferno-simetricnog
prostora. Integraciju tenzora novosti po retardiranom vremenu od —oo do +oo sada

mozemo zapisati preko polja na rubovima Z.
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+o00o ~ +0o0
/ duN,, = / du(9,C.,,)

o0 o0

=Calry = el (4.234)

:6z6z(c|zi - C‘zt)

=0.0.N,

gdje smo uveli realnu funkciju N(z, z) = C(z, 2)|II — C(z, 2)|7+. Na isti nacin dobi-

vamo:

+0o0 _ _
/ d'U/Ngg = 5565]\[. (4235)

o0

U blizini 7| (v — 00) iZ~ (v — —o0) CK prostora tenzor novosti opada kao [16]:

N..(v) ~ |o| 73/, (4.236)

ili brze. Uvjet konacnosti energije daje:

o o

Is¢ezavanje imaginarnog dijela od \pg‘” u naprednim Bondijevim koordinatama u

proslosti i budu¢nosti prosle svjetlosne beskonacnosti implicira [16]:

0.V — 0:V.] - =0,
) o (4.238)
[az z 0z z]|I* - Oa
gdje su sada:
. 1 .
z — _820zz7
o (4.239)
z = 562022-

Koriste¢i svojstva o,V. = d,V. i0,V, = 8,V,, isto kao i ranije se pokazuje da su
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rjeSenja jednadzbi (4.238) [16]:

)
)
(4.240)
)
)

Realni dio Weylove komponente \IJ&O) daje uvjete na Bondijevu masu [16]:

My, =0,
i (4.241)
My = MapuG.

Uocimo jos i da se integral tenzora novosti po naprednom vremenu moze pisati u

obliku:

+m o o
/ dvN,, = 0,0, N,

. (4.242)
/ d'U]\OIE* = 6262N.

gdje smo uveli realnu funkciju N(z, z) = C(z, Z)]I; — Oz, Z)|z--

Koriste¢i vrijednosti tenzora C., (C..), N.. (/N..) i Bondijeve mase M (M) na
I+ (Z), pomocu jednadZzbi evolucija (4.138) i (4.185) ( (4.216) i (4.217)) moZemo
pronadi vrijednosti ovih veli¢ina svugdje na Z* (Z~). Medutim, nismo jo$ gotovi. Mo-
ramo povezati podatke na Z* i Z~ tako da budu kompatibilni s problemom rasprsenja.
Konkretnije, BM S transformacije ne smiju uzrokovati narusenje o¢uvanja energije
kvantnih stanja cestica ili klasi¢nih gravitacijskih valova koji dolaze sa Z~ na Z+.
Pokazano je da podgrupa BM SY grupe BM S+ x BM S~ globalno ¢uva energiju uz
restrikcije [16]:

fz(za 2) = f—z(Z’ 2)7

a(z,z) = a(z, 2).

(4.243)

Transformacije pod (4.243) zadovoljavaju uvjet na Bondijevu masu koji moZemo
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iscitati iz (4.233) i (4.241):

Mg+ = M. (4.244)

Prethodni izraz ne smijemo shvatiti olako. Prosla i buduca svjetlosna beskonacnost
se susrecu u tocki i gdje imamo diskontinuitet. Mozemo ipak smatrati da se masa
neznatno promjenila u proizvoljno malom vremenskom intervalu. Znamo da tenzor
novosti istezava na Z* i Z; te jo§ nam preostaje povezati C,, i C., u ovim regijama

na nacin koji je kompatibilan s (4.243). Ovo se postiZe nametanjem uvjeta [16]:

Coalzr = =Cralz; (4.245)

Iz (4.229) i (4.239) odmabh slijedi i:

Ul = f/zzyI;. (4.246)

Uvjete (4.243), (4.244) i (4.245) mozemo smatrati definicijama bez kojih nema
smisla govoriti o rasprSenjima u ovakvom prostoru. U konacnici, potvrda da smo na-
pravili dobar odabir ¢e dodi iz ekvivalentnosti supertranslacijskog Wardovog identi-
teta i Weinbergovog teorema mekanog gravitona. Ogranicenja (4.243) ne narusavaju
¢injenicu da i dalje imamo beskonac¢no oc¢uvanih naboja. Ukoliko pronademo jedno
rjeSenje koje zadovoljava (4.243), mozemo ih pronaci beskona¢no mnogo. 1z (4.243),

(4.244), (4.210) i (4.220) dobivamo:

Qo=Q=Q,. (4.247)

Ovaj izraz govori da je energija ocuvana na svakom kutu. Da bismo ovo bolje razu-
mijeli, odaberimo a = §®(z — w) = §(z — w)6(2 — w). 1z (4.213), (4.222) i (4.247)

tada proizlazi:

+o0 B 1 B -
/ AU we [Tuu — Z(auﬁwNww + 5“)3“}]\7“’“’)} —

e : (4.248)
/ AV Vi [T + Z(awawﬁww + 6@6@1"@@)]

Prethodna jednakost implicira da je tok energije integriran preko u na tocki w na
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Z* jednak toku energije integriranom preko v na antipodalnoj to¢ki w na Z~. Drugi
clan svake uglate zagrade je (kao Sto ¢emo vidjeti ubrzo) potpuna derivacija na sferi

i ne doprinosi ukupnoj Bondijevoj energiji. Razdvojimo sada doprinose o¢uvanim

nabojima na iduéi nacin:

Qu=Fr+H",
(4.249)
Qn=F +H",
gdje su:
+ 1 2 1 < <53
M= — dud Z’nga(—)—(az6zsz + 0:0:N*%),
47TG T+
1
- = m ddez'yzza (0.0, N** + 9.0, NZZ)
B (4.250)
= _—— | dud®zv.:aT,
47TG I+ U Z,yzza uu
_ 1 9 ~
= - ~ T .
el dvd® 27,501,

Cinjenicu da su F~ i F* uistinu doprinosi ulaznog, odnosno izlaznog gravitona u
limesu niskih energija (infracrvenom podruéju energija) ¢emo dokazati malo kas-
nije; nakon Sto izvedemo supertranslacijski Wardov identitet. Sada Zelimo F'* i
F~ napisati u oblicima koji ¢e biti pogodni za daljnje izracune. Raspisujemo fak-

or —iyzgﬁzf‘}zﬁm u integrandu od F'*:

1 ~ 1
— 25§Z5ZNZZ - — = Zgﬁzazauczz
17 17

1
4 ’Yzz 527226 8u72'27z2055
1

= — 0.0°0,C5 (4.251)

1 1.,
=50.0: ( 50 sz)
1

T2

~0,0.Uz,

gdje smo iskoristili (4.229) i (4.230). Ekvivalentno:

1 1 -
%25 9;N7 = §8u85Uz. (4.252)



Raspisat ¢emo i %wﬁﬁzﬁzz urF:

1 o 1 .
n 225262NZZ = 255352&1032
47 4'7

1 _ .
:Zszéz’YzzézavWZZWZzsz

1 _ o
:_6252811022 (4253)

gdje smo ovaj put iskoristili (4.239). Ekvivalentno:

1 C1
71220:0:N" = 50,0:V.. (4.254)

F*1i F~ dakle poprimaju oblike:

1 Lo o o ag
Fr=— [ dud®20=0,(0.U; + 0:U.),
AnG 1+ 2 (4.255)
1 L, oo oo ‘
Fm=— 2o : +0:V2).
el dvd za28v(0sz + 0:V.,)

Okrenimo se sada problemu rasprsenja. Pretpostavimo da sustav sadrzi n ulaznih
Cestica sa energijama FE;" koje dolaze sa tocaka 2" na konformnoj S?. MoZemo
zamisliti da je rije¢ o bezmasenim skalarnim cesticama. Ulazno kvantno stanje u

Fockovoj bazi oznacavamo kao:

lin) = 20", 24", ..., 2 (4.256)

n

Izlazno stanje neka sadrzi m bezmasenih skalara s energijama £¢" na to¢kama z**:

lout) = |29, 29", ..., 2% | (4.257)

c Am

gdje je zadovoljeno ocuvanje energije > ), E{* = > -, E¢*. S-matri¢ni element

ima formu:

Sti = (out| S |in) (4.258)

81



Kako je ), za « = 1 ADM Hamiltonijan (Sto je objasnjeno u dodatku F), oc¢uvani

naboji (koje sada smatramo operatorima) sa S-matricom komutiraju:

(Qa, S] = 0. (4.259)

Prethodni izraz slijedi iz Cinjenice da je S-matrica konstruirana od eksponencijale
Hamiltonijana. Preciznije, vrijedi S = =21 [12] gdje je H Hamiltonijan i T vrijeme.

Komutator (4.259) implicira da mozemo pisati:

(out] (QFS — SQ) |in) = 0. (4.260)

Dakako, QF i @, su jednaki, ali @ ( Q) je pogodan za djelovanje na izlazno

(ulazno) stanje. Pokazimo sada da F'* i F~ ne doprinose ukupnoj energiji.

1 1 ~ ~
+ __ - 2 - -~ B
F ~1:G )y dud zazau(azUz + 0:U,)

:ﬁ . dud%a%au(@ffz +0:0.)

:ﬁ . dud2zvz5a%6u(6zﬁz +9.U%) (4.261)
:ﬁ " dudQszza%&L@AUA)

- /5 Pt S B

+
I+_
It

Ovdje je (D,U%)| (3,04) ot — (94U4)|7+. Uotavamo da po Stokesovom teoremu
(4.261) iscezava ukoliko odaberemo o = 1 (ili & = konst.) na isti nacin kao $to smo
objasnili pri analizi izraza (4.176). Potpuno ekvivalentan ra¢un smo mogli provesti
iza F~. Prema tome, " i F~ ne mogu doprinijeti energiji. Zakljucujemo da djelo-

vanjem na stanja energiju moraju dati H* i H~ (do na funkciju «). PiSemo stoga:

Q lin) =F~ |20, 200 . 2™+ H™ |2t 280 2
o . L o . (4.262)
=F" 2", 25", ., 20 + Z Elra(z) |20 250 20y
k=1
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(out| QF = (out| F* + (out| H"

(4.263)
<qut Z;ut7 . ggt’ F+ + Z Eout out < out ng, ] 722325 )
Iz (4.260) slijedi:
0 = (out| (QLS — SQ) |in) = (out| [(F*S+ H'S) — (SF~ + SH™)] |in)
= (out| (F*S — SF7) |in) + (out| (H*S — SH™) |in)
s (out| (F*S = SF™) |in) = (out| SH™ |in) — (out| H*S |in) (4.264)
= Z E a(2") (out| S |in) — Z EXa(z0") (out| S |in)
=1
Uvedimo jo$ na kraju oznaku:
F=F"—F" (4.265)
i notaciju : ... : vremenskog uredenja:
:FS:=FtS—SF~. (4.266)
Dobivamo konacno:
<Zimt, , ;)r?t FS ‘Z Elin Eout out
; Z (4.267)
< out’ OUt|S’Z ;n>

Ovo je supertranslacijski Wardov identitet koji povezuje S-matri¢ne elemente sa i
bez umetanja mekanog gravitona. Uz «a(z/") = a(z{"") = konst., izraz is¢ezava zbog
ocuvanja energije. Kao $to smo obecali, sada ¢emo interpretirati F'* i '~ kao mekane

gravitone. Racun provodimo za F'* jer je prica za F'~ ekvivalentna. Raspisujemo
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faktor a0, [8ZU =+ 05(72] u integrandu od F'*:

00,[0,U; 4 0:U.] =0,[0d,Us + ad;U.]
=0,[0.(alU;) — U.0.a + 9:(al.) — U.8:q]
3 L 3 (4.268)
=0, [7.20.(aU?) + 7,05 (aU*?) — U;0,a — U,0:q]
zau[vzgﬁA(ozUA) — U0, — Uﬁga].
Mozemo provesti integraciju po retardiranom vremenu nakon ¢ega uocavamo da je
prvi ¢lan prethodne jednakosti potpuna derivacija koja istezava u integralu po S2.
Ovaj faktor stoga odbacujemo i raspisujemo dalje preostala dva. Pritom koristimo

definicije (4.229).
—0u[0-B.0 + 0820 :%au[(azczz)aza 4 (5°C..)5:0]

= 5000922057 ) 01 4 77 (0:722C )l

= 50,[(0-C=")0.0+ (3:C7)0-0]

:%au 0.(C-8.0) — C-°0.8.a + 3:(C.*0za) — C.73.0:a]

= 50u[0-(C=",40) 4 5:(C-D00) — C0.0.0— C-70.0:0]

:%au 4228 (C4840) + 7220+ (CB40) — C78.8.00 — C.70.3:0

= 50u0-:05(CP1540) — C-70.0.0 — C.70.020]

(4.269)

U petom redu smo iskoristili svojstva (4.189). Prvi ¢lan posljednje jednakosti po-

novno isCezava zbog teorema o divergenciji. Zapisat ¢emo joS preostala dva c¢lana

preko tenzora novosti:
1 . 1. - ~
—§8U[ng?)z5za + C,70:0:a] = —i[Ngziﬁﬁza + N.?0:0:0] (4.270)
Na kraju, u¢imo da pod integral mozemo ubaciti jedinicu koju piSemo kao:

1 . .
L= lim (e 4 7). (4.271)

w—0

84



Iz (4.255) sada slijedi da F'* poprima iducu formu:

Ft = 327rG }}ILI(I) /1+ dud®z(e" + e~ **)[N;*0,9,a + N.?0:0:q). (4.272)

O ovom obliku, F'* prepoznajemo kao perturbaciju metrike u niskoenergetskom
(w — 0) limesu sa polarizacijskim tenzorom koji je proporcionalan s 9,0,«. Stvari
Ce postati jasnije kada u idu¢em poglavlju pronademo rjesenja polja slobodnog gra-
vitona i kvantiziramo teoriju. Tada ¢e F'™ postati operator izrazen preko operatora
stvaranja i ponistenja. Pripremit ¢emo si sada teren za racun kojim ¢emo kasnije
pokazati da supertranslacijski Wardov identitet slijedi iz Weinbergovog teorema me-

kanog gravitona. Odaberimo proizvoljnu funkciju « na idu¢i nacin [15]:

a(z,z2) =ad' = ! (4.273)
zZ—Ww
gdje je w konstantni kompleksni broj. Uvedimo joS oznake:
F(d) = P,
(4.274)
F~ () =P,
i zapisimo F*(«) i F~(«) kao:
Ft = L dud22a3 (0:U.) = ! d*za(z, 2)(0:U )|I“t
 4nG 4G ’ AR
F~ = 2 Ry, - = 2 = Ry, + .
G /. dvd®zaz0,(0:V,) e d za(z,z)(?)zVZﬂI:

Prethodni izrazi slijede iz (4.255) zbog simetri¢nosti integrala na zamjene z <> z. U

nastavku koristimo Cauchy-Pompeiuovu formulu [15]:

s ( ! ) =216 (2 — w). (4.276)

Z—Ww
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Slijedi:

1 =\ IT
+ :R d2ZO/<6§UZ)’I§
d?29:(a'U,)| % g /dgzU5a|
" ArG 5 4nG
_ 1 2 1 177 1 2
) R NOY AR NCYaR) 4G/dzUaay
1 ~ 1
2 z IT72 2 /
47rG/ 22%2 ozU)+5(ocU)]| e dzUaoz|
, 1 N 1 ) (4.277)
=0 G d zQ%ﬁA(aU )|I+ e G/d 2U,0:a |I+
1 I
= d?2U.0-
- 4AnG zZ—w) |+
1 r
=m0 d*2U.(2m)0P (2 — w)|£
1 ~ zf
Na isti nac¢in dolazimo i do rezultata za P~:
P=— Ly (4.278)
- 2G ML '
Definiramo struju mekanog gravitona pozitivnog heliciteta [16]:
P,=P" - P~
. g (4.279)
2G<V | - Uw|IiF)’

$to je u biti F'(«/). Odabirom kompleksno konjugirane verzije funkcije o u (4.273) se
na ekvivalentan nacin dobiva P; (struja mekanog gravitona negativnog heliciteta).

U Wardovom identitetu (4.267) sada vrSimo zamjene skladne s (4.273):

1 (4.280)
a(zg™) — peTT—
k

86



Time (4.267) postaje

m n

out Ein
<Z(1)ut, . ?:t P S - |Z ey 2 Z out Z : in
Lo — 2t L= (4.281)
. <Z¢13ut out‘ S |Z . ;Ln> .

Supertranslacijski Wardov identitet pocinje neodoljivo sli¢iti mekanim teoremima
u kvantnoj teoriji polja. Ekvivalentnost jos nije potpuno ocita jer se infracrveni polovi
standardno pojavljuju u impulsnom prostoru. Kada izvedemo Weinbergov teorem
niskoenergetskog gravitona, prebacit ¢emo se iz impulsnog u koordinatni prostor i
dobiti upravo (4.281). Rezultat ima polove za w — 2" i w — 2i". Ovdje su z}™ i 22*
pocetne i kona¢ne angularne Bondijeve koordinate bezmasenih cestica, ali trenutno
mozda nije jasno kako interpretirati kompleksni broj w. U Sestom poglavlju ¢emo
vidjeti da isti opisuje polazisnu, odnosno odredisnu tocku mekanog gravitona na
S? u prostornoj beskona¢nosti. Sada ¢emo jo$ iskoristiti rubne funkcije uvedene u
(4.234) i (4.242) kako bismo si olaksali posao kasnije. Raspisujemo struju mekanog

gravitona:

1 -~ 77 ~ It
P = (Vi — 0.0

1 [ 6202,2 + o (_1) 6,2022 I£:|
T 2G I
1 (4.282)
=7 [6560\ +0:0.9.C[. ]
1 2Z \- 7
Tl 0;(0,0,N +0,0,N].
Uvodimo definiciju [8]:
O..=03.9,N +09,9.N (4.283)
i primjecujemo da vrijedi:
0:0., = 0:0,. — 7204, — 720, 4. (4.284)

Christoffelovi simboli is¢ezavaju $to znaci da kovarijantnu derivaciju mozemo zamje-
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niti s parcijalnom. Struja P, stoga poprima oblik:

1 .
Pt g0 4.285
U 6. poglavlju ¢e nam trebati i vremensko uredenje : O..S : pa ¢emo ga odmah

definirati tako da bude skladno s uredenjem (4.266). Kako imamo:

1 .
Pt = Eyzzag(éﬁzjv),
1 ) (4.286)
P~ = el 0:(0,0,N),
mozemo uvesti definicije:
O} =3.9.N,
) (4.287)
O_, = —0,0,N,
tako da vrijedi:
0..=0! -0_. (4.288)

Prema tome, vremensko uredenje konzistentno s uredenjem struje gravitona jest:

L 0,.8 = 0LS - SO, (4.289)

Ovaj rezultat ¢e nam biti koristan kada u Sestom poglavlju budemo pokazivali da
supertranslacijski Wardov identitet slijedi iz Weinbergovog teorema mekanog gravi-
tona. Tada ¢emo prvo razmotriti vremensko uredenje polja O., koje ¢emo naknadno

povezati s uredenjem struje mekanog gravitona preko relacije (4.285).
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5 Gravitacija kao efektivna teorija polja

Do sada smo se u velikoj mjeri bavili klasicnim poljima i analizom istih u kontekstu
Einsteinove opce teorije relativnosti. Primarni cilj ove cjeline jest kvantizirati gravi-
taciju, to jest, uvesti formalnu definiciju polja gravitona preko operatora stvaranja i
poniStenja. Gravitacija kao kvantna teorija polja (QFT) nije potpuna! Pritom se misli
da nije renormalizabilna, odnosno da se ne mogu ukloniti ultraljubicaste divergen-
cije u amplitudama rasprSenja. Nazalost, kvantni efekti gravitacije (kao najslabije
sile u prirodi) dolaze do izrazaja na visokim energijama usporedivim s Planckovom
skalom od 1.22 x 10! Gev [2]. Upravo zbog nerenormalizabilnost, subatomske in-
terakcije Cestica putem gravitacijske sile na visokim energijama ”pucaju” i teorije s
kojima trenutno raspolazemo nisu adekvatne. Medutim, to ne znaci da gravitaciju ne
mozemo proucavati u kontekstu efektivne teorije polja, daleko ispod Planckove skale.
Kako se u ovom radu bavimo gravitacijom u infracrvenom limesu, nerenormalizabil-
nost nam nece predstavljati problem. U prvom dijelu ove cjeline ¢emo se zadrzati
na klasi¢cnom nivou i dati kratki uvod u gravitacijske valove budu¢i da smo ostali
duzni pokazati da su isti opisani tenzorom (4.125). Takoder, obecali smo dati inter-
pretaciju kvadrata tenzora novosti kao veli¢ine koja je proporcionalna toku energije
gravitacijskog zracenja. Krenut ¢emo s opisom gravitacije kao teorije linearne u gravi-
tacijskom polju. Ovakva teorija daje opis slobodnog gravitona bez vezanja sa samim
sobom (“self energy”). Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da Euler-Lagrangeove jednadzbe
s obzirom na kvadrati¢ni dio langranzijana (koji opisuje propagator) daju linearne
jednadzbe gibanja. Konkretnije, varijacija kvadrati¢nog dijela Einstein-Hilbertovoga
(E-H) lagranzijana s obzirom na metriku daje linearne Einsteinove jednadZzbe u va-
kuumu. Prvotni cilj nam je dakle pronadi linearizirani Einsteinov tenzor. Na kraju
¢emo prouciti formu E-H langranzijana bez ovakve restrikcije i vidjeti da u kontek-
stu Feynmanovih dijagrama postoji beskonacno gravitacijskih interakcija. Bilo da je
rije¢ o vezanju gravitona sa samim sobom ili s materijom. Gravitacija kao QFT je
perturbativna teorija. U nastavku u velikoj mjeri pratimo formalizam perturbativog
razvoja dan u [5] te uglavnom ne¢emo iznositi eksplicitne racune bududi da su isti

poprili¢no standardni. Krenimo od pretpostavke da je gravitacijsko polje slabo. U
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ovakvom limesu, metriku mozemo pisati u iducoj formi [7]:

g#l/ = 77,LLV + I{h'u,yy |huy| << 1 (5.1)

Mala perturbacija %,, (koju ne smijemo mijeSati s konformnom metrikom h 4z
u (4.20)) predstavlja odstupanje od ravne metrike Minkowskog n,,. Ukoliko ova
perturbacija ne bi postojala, prostor-vrijeme bi bilo ravno; A, stoga predstavlja pri-
sustvo gravitacijskog polja. Ova ¢injenica nas navodi da tenzor h,, definiramo kao
polje gravitona. Navedimo odmah njegova svojstva. Budu¢i da je rije¢ o ekstenziji
metrike, h,, je oCito simetriCan tenzor ranka 2. Takoder, graviton je Cestica spina
2 [5]. Ovu tvrdnju ne¢emo dokazivati, ali neformalno se moze zakljuciti da je istinita
jer se gravitacija veze na tenzor energije impulsa 7" (tenzor ranka 2). Usporedbe
radi, foton A, (Cestica spina 1 opisana tenzorom ranka 1) se veZe na 4-struju J* (ten-
zor ranka 1). Kako je gravitacijska sila dugodosezna, graviton mora biti bezmasen.
Ovo se prevodi u tvrdnju da propagira brzinom svjetlosti. Spomenimo jos da slobod-
nom gravitonu trag isCezava i da ima dva nezavisna stupnja slobode koja odgovaraju
dvama stanjima heliciteta. Sva navedena svojstva gravitonskog polja (osim tvrdnje
o spinu) ¢emo dokazati kasnije. U lineariziranoj gravitacijskoj teoriji pozadinsko
prostor-vrijeme je ravno, malu perturbaciju %, stoga mozemo smatrati vremenski

ovisnim poljem koje slobodno propagira prostorom Minkowskog:

R = o, (5.2)

Kako bismo si olaksali racune, radit ¢emo u Kartezijevim koordinatama z# =
(t,z,y, z) u kojima ravna metrika ima formu 7,, = diag(—1,+1,+1,+1). Na kraju
se uvijek mozemo prebaciti u retardirane ili napredne Bondijeve koordinate pomoc¢u

transformacije (D.4). Konstanta  u (5.1) je dana izrazom [7]:

k= V32nG, (5.3)

gdje je G Newtonova gravitacijska konstanta. Cesto se metrika piSe bez ovog faktora
sto je ekvivalentno redefiniciji xh,, — h,. Dakle moZe se smatrati da je x ve¢
sadrzan u h,,. Tada samo moramo pripaziti na dimenzionalnost polja gravitona. U

jednom trenutku ¢emo napraviti spomenutu redefiniciju i razmatrati metriku u obliku
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G = N + hyw, ali za sada konstantu (5.3) zadrzavamo.

Kada govorimo o linearnoj teoriji gravitacije, pritom mislimo da u svim veli¢cinama
odbacijemo faktore reda O(h?). Ovo mozemo napraviti po pretpostavci da je gravi-
tacijsko polje slabo. Kakve su implikacije ove tvrdnje ¢emo prouciti ubrzo, ali prvo

zelimo pronaci inverz metrike (5.1). Iz uvjeta ¢"”g,, = 0", slijedi:

G = — R (5.4)

Uvrstavanjem se jednostavno pokazuje da vrijedi ¢"'g,, = 0, + O(h?). Dakle u
linearnoj teoriji mozemo koristiti (5.4), ali opéenito inverz metrike sadrzi beskona¢no

¢lanova. Isti je dan izrazom:

g/w — nlw — khH + /fzh“)‘h”/\ + O(h3) (55)

Iz (5.1) i (5.5) dobivamo ¢*'g,, = &*, + O(h?). Inverzu metrike moramo uvi-
jek dodavati nove korekcije ovisno o tome koliko visoko se Zelimo zadrzati u per-
turbativnom razvoju. Razvoj (5.5) je u principu ekvivalentan Taylorovom razvoju
(14+x)~' = 1—z+2%+.... Prednost zapisa uz uklju¢enu konstantu « leZi u ¢injenici $to
(izmedu ostalog) omogucuje lakse pracenje u kojem redu razvoja se nalazimo. Eins-
teinove jednadzbe moraju vrijediti nezavisno u svakom redu te ih mozemo proucavati
tako da zasebno promatramo zagrade koje mnoZze faktor x na odredenu potenciju.
Osim toga, u kontekstu Feynmanovih dijagrama « predstavlja konstantu vezanja, Sto
¢e nam biti bitno kasnije. Zadrzimo se zasad na linearnim ¢lanovima u A, i prou¢imo
kakve implikacije daje ova restrikcija. Pretpostavimo da imamo Riccijev tenzor line-
aran u polju h,,. Indeks standardno mozemo dignuti relacijom R*, = ¢**R,,, ali ako
je R,, vet linearan u polju gravitona, svi faktori osim prvog u (5.5) u produktu daju
¢lanove viseg reda. Mozemo dakle pisati R*, = n**R,,. Ista tvrdnja vrijedi i za bilo
koje drugo polje konstruirano u potpunosti s ,, koje je u njemu linearno. Nadalje,
linearnost teorije nam omogucuje dizanje i spustanje indeksa parcijalnih derivacija s
metrikom Minkowskog preko relacije 0 = n**0,. U zakrivljenom prostoru je ovakva
manipulacija besmislena, ali kako je nase pozadinsko prostor-vrijeme ravno, identitet
vrijedi. Tvrdnju moZzemo razumjeti ako zamislimo djelovanje parcijalne derivacije na

proizvoljan tenzor linearan u polju k. Parcijalnu derivaciju tada mozemo zamijeniti
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s kovarijantnom koja daje parcijalnu derivaciju i odreden broj faktora koji ukljucuju
produkte Christoffelovih simbola sa datim linearnim tenzorom. Indeks na kovarijant-
noj derivaciji mozemo slobodno dignuti s ravnom metrikom jer bi djelovanje metrike
u punoj formi dalo ¢lanove viSeg reda. U konacnici moZzemo odbaciti ¢lanove koji
ukljucuju Christoffelove simbole (koji su minimalno linearni u 4,,) budu¢i da oni u
produktu s datim tenzorom daju nelinearne doprinose. Preostaje samo faktor s dig-
nutim indeksom na parcijalnoj derivaciji koja djeluje na promatrani tenzor. Krenimo
sada s konstrukcijom linearnog Einsteinovog tenzora (4.43) s obzirom na metriku
(5.1). Jednom kada pronademo Einsteinov tenzor, moc¢i ¢emo zasebno razmatrati
jednadzbe u vakuumu G, = 0 (koje su dakako ekvivalentne jednadzbama R, = 0)
i jednadzbe s prisutnim izvorom G, = 8wG7T),,. Kre¢emo s ratunom Christoffelovih

simbola:

1
FZZ/ :_gp)\(augl//\ + al/g)\u - a)\g;w)

2

1
25(77”A — KhP + O(h?)) [0u(1or + Khun) + 0y + Khan) — Or(N + Kby
:gnp)\<auhu)\ + auhA;L - a)\hlu/) + O(hQ)

(5.6)

U nastavku ne¢emo pisati faktore O(h?), ve¢ pamtimo da radimo u linearnoj teoriji.

Riemannov tenzor je definiran izrazom:

R gy = 0,10, — 0,10, +T0.T0, ++T7,T (5.7)

po?

ali kako su posljednja dva ¢lana reda O(h?), moZemo ih zanemariti. SpuStanjem
indeksa pomoc¢u ravne metrike relacijom Ry, = 1),R’,,, 1 koriStenjem (5.6), dobi-

vamo:
Ry = g[apath + 05 0,uhup — 050y hyuy — 0,0,uhue]. (5.8)
Linearni Riccijev tenzor slijedi iz kontrakcije R,, = 7" R, 0!
R, = g[aaayhvu + 0,0,h%, — 0,0,h% 5 — 0w ). (5.9)

Koriste¢i definiciju traga perturbacije h = h%, = 1°?h,, i dizanjem indeksa na parci-
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jalnoj derivaciji posljednjeg ¢lana prethodnog izraza, isti poprima oblik:
R, = g[agayhdu + 0,0,h%, — 0,0,h — Ohy,), (5.10)
gdje je [0 d’Alembertian u ravnom prostoru:

0= 09,0" = —8; + 07 + 0, + 0. (5.11)

Riccijev skalar ra¢unamo kontrakcijom R = ¢*” R, = n**R,,, + O(h?). Slijedi lineari-

zirani rezultat:

R = k(9,0,h™ — Oh). (5.12)

Konatno, Einsteinov tenzor linearan u h,, mozemo dobiti zamjenom g,, — 7,, u

(4.43). 1z (5.10) i (5.12) odmah dobivamo:
G = g[agayhau + 0,0,h%, — 0,0,h — Ohy, — 00,000 + 1,00 (5.13)

S Einsteinovim tenzorom na raspolaganju, mogli bismo pokusati pronaci rjeSenje
za hy,, u vakuumu ili uz prisutan 7,,. Medutim, jednadZbe moZemo znatno pojednos-
taviti odabirom bazdarenja. U ovom trenutku ¢emo napraviti redefiniciju xh,, — hy,
kako bismo si olaksali posao. Primjecujemo i da u vakuumu mozemo izjednaciti li-
nearni Einsteinov tenzor (5.13) s nulom i jednadzbu jednostavno podijeliti s x. Kada
budemo radili s prisutnim izvorom, tada ¢emo ovu konstantu ukljuciti. Pozabavimo
se sada problemom bazdarenja. Opis polja na ravnoj pozadini se moze formalizirati
uvodedi pozadinsko prostor-vrijeme M, i fizikalno prostor vrijeme M,. Ove mnogos-
trukosti su u biti iste, ali moZemo zamisliti da sadrze razli¢ita tenzorska polja. Na M,
imamo fizikalnu metriku g,4 koja zadovoljava Einsteinove jednadzbe, dok je M, pros-
tor Minkowskog s metrikom 7,,,. Fizikalni prostor moZemo opremiti s koordinatama
y* i pozadinski s z* (iako nam dvije razli¢ite koordinatne karte nece biti potrebne).
Kako je rije¢ o istim mnogostrukostima, mozemo uvesti difeomorfizam ¢ : M, — M,
te povlaciti i gurati tenzore s jedne mnogostrukosti na drugu kao $to je prikazano na

slici (5.1):
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Slika 5.1: Povezanost pozadinskog prostora M, i fizikalnog prostora M, preko dife-
omorfizma ¢ : M, — M,. Preuzeto iz [5].

Perturbaciju metrike sada mozemo definirati kao [5]:

h/w = (¢*g)lw = Nuv, (5.14)

pri ¢emu je (¢*g),, fizikalna metrika povucena sa M, na M,. Spomenimo da bismo uz
prisutnu konstantu « pisali kh,, = (¢*9) . —n- 12 (5.14) nije jasno da je perturbacija
mala, ali mozemo se ograniciti na difeomorfizme za koje je to istina. Sloboda u
odabiru bazdarenja se tada jednostavno odnosi na ¢injenicu da postoji puno razlicitih
difeomorfizama za koje ovo vrijedi. Uvedimo vektorsko polje ¢#(x) na M, preko

definicije:

&(x) = ) (5.15)

Prema (5.15), ¢ je vektor tangencijalan na krivulju x#(e) parametriziranu s ¢ € R.

Ovo vektorsko polje definira jednoparametarsku familiju difeomorfizama:

v, : M, — Mb, (516)

odnosno preslikavanje duz integralnih krivulja z*(¢) na M,. Promotrimo sada sliku
5.2. Pomoc¢u (5.16) mozemo gurati tenzore s proizvoljne to¢ke p na M, u preslikanu
tocku ¥ (p) duz integralne krivulje 2#(¢). Pritom vrijednost parametra e odreduje ko-
liki je pripadni pomak. Tada moZemo gurati tenzore s tocke U(p) na M, koriste¢i
difeomorfizam ¢ : M, — M,. Ukupna operacija je ekvivalentna guranju pod kom-
pozicijom (¢ o ¥.). Konatno, tenzore moZemo povudi sa M, natrag u originalnu
tocku p pomocu inverza (¢ o V. )*. Kako je perturbacija (evaluirana na tocki p) razlika

izmedu fizikalne metrike povucene s M, na M, i metrike Minkowskog na proizvoljnoj
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pocetnoj tocki p na M, mozZemo definirati cijelu familiju perturbacija parametrizira-

nih s € kao:

RS = [(¢0 V) gl — M- (5.17)
@ o)
4;;5" ki M,
(G0

Slika 5.2: Jednoparametarska familija difeomorfizama V. : M, — M,. Preuzeto
iz [5].

Ukoliko je difeomorfizam ¢ takav da je perturbacija (5.14) mala, tada ¢e za do-
voljno mali e biti mala i familija perturbacija h,(fy) generirana pomoc¢u kompozicije

(¢ o W,). Izraz (5.17) mozemo raspisati na iduéi nacin:

hie) =[(¢ 0 V) gl — Ny

=[V(d" v — T

=We(h + 1) — N (5.18)

=V () + V() = T

0l ¢ E)
U drugom redu smo iskoristili ¢injenicu da je povlacenje pod kompozicijom jednako
kompoziciji povlacenja u suprotnom redoslijedu, nakon cega smo uvrstili (5.14).
Cetvrti red proizlazi iz ¢injenice da je povlaéenje sume dvaju tenzora jednako sumi
povlacenja, dok smo u posljednjoj jednakosti samo pomnozili i podijelili posljednja
dva ¢lana s parametrom e. Sada koristimo da pretpostavku da je ovaj parametar mali
(e << 1), odnosno moZemo napraviti aproksimaciju ¥} (h,,) ~ h,,. Povlatenje ten-
zora iz tocke W(p) u to¢ku p duz proizvoljno kratke integralne krivulje u najnizem

redu ne uzrokuje promjenu istog. Primjecujemo i da vrijedi:

v -
i e () = T _ Le (5.19)

e—0 €

prema (D.6) i (D.7). Liejeva derivacija metrike duz vektorskog polja ¢ jest L¢g,, =
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2V .&,) (D.47), ali kako radimo na ravnoj pozadini, mozemo napraviti zamjene g,,, —

N 1V, — 0, te pisati L¢n,, = 20,£,). Dobivamo konacno:

h() = Ty + 2€0.80). (5.20)

Prethodna formula govori kako se mijenja perturbacija metrike uz infinitezimalni
difeomorfizam duz generatora ¢“. Ovu promjenu ¢emo zvati bazdarnom transfor-
macijom u perturbativnoj teoriji gravitacije. Transformacije uslijed (5.20) ostavljaju
prostor vrijeme invarijantnim. Rijec je o ekvivalentu bazdarenja A, — A, + J,\ (uz
proizvoljnu skalarnu funkciju \) koje ne mijenja tenzor jakosti F},, = 0,4, — 0, A,.
Slicno, bazdarenje (5.20) ne mijenja Riemannov tenzor (5.8) [5].
Idudi cilj nam je pronadi Einsteinove jednadzbe u vakuumu u odredenom bazdarenju

koje ¢emo specificirati ubrzo. Razdvojimo za pocetak komponente perturbacije me-

trike na idu¢i nacin [5]:

hoi = w;, (5.21)

hij = 287;j - 21/1(5@‘,

gdje smo s malim latinskim slovima (7, j) naznacili da je rije¢ o prostornim kompo-
nentama (i = 1,2, 3). Uveli smo pritom dvije skalarne funkcije ¢ i ¢, prostorni vektor
w" i prostorni tenzor s;;. U Kartezijevom koordinatnom sustavu, prostorne indekse
dizemo i spustamo relacijom h’; = §h;;. U nastavku se ne¢emo zamarati piSemo li

prostorne indekse gore ili dolje jer o¢ito vrijedi, primjerice, w® = w;. Pamtimo i da je

zadovoljeno npr. &, = —£°. U s;;, koji je dan relacijom:
1 1
Sij = §(hz‘j - 55 hiidij) (5.22)

je sadrzan dio polja gravitona bez traga. Jednostavno se je uvijeriti (koriste¢i pritom
relaciju §; = 3) da vrijedi s; = 0. Uzimajudi trag tre¢eg izraza u (5.21), odmah
dobivamo i hi; = —61). Dakle u funkciji ¢ je sadrzana informacija o tragu prostornog

dijela polja h,,:

b= —%&'jhzj. (5.23)
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Izrazimo G, Komponentu Einsteinovog tenzora (5.13) (uz  — 1) preko novo-

uvedenih varijabli:

Goo :%[8080}#’0 + 0,000 o — AoOoh — Thoo — 1000,05h"* + 190 IA]
:%[23“80%0 — 0yOoh — Ohoo + 0,0,h™ — OA]
:%[26080% + 20;00h" o — 0o0oh — Thoo + 009ph® + 2000;h" + 0;0;hY — IR
:%[anc‘)oh% — 29;00h"° — 8yOph — Ohoo + 9o06h™ + 2000;h" + 9;0;h" — OIA]
:%[—28080%0 — 0o0oh — Ohgo + dodohoo + 0;0;h7 — OIR]
:%[—8080%0 — Qo0oh + 9;0;h — Ohgo — OIA)
:%[anaod) — 000(h°0 + h') + 0;0;(257 — 2166") + 20¢ — O(h% + h')]
:%[28080¢ + 00dohoo — DoOoh’s + 20;0;57 — 20;0"p + 20¢ + Thgo — Oh']
:%[2808(@ — 20000 + 600001 + 20;0;57 — 2N %) — 200009 + 2V ¢
— 9o0ohoo + V2hoo + 0oOoh’s — V2R
:%[68080@& + 20,05 — 2V — 200000 + 2V ¢ + 200009 — 2V — 605001
+ 6V
:%[w?w 1 20,0,5"].
(5.24)

Pritom smo uveli trodimenzionalni ravni Laplasijan:
V? = §Y0;0;. (5.25)

Slicnom procedurom nalazimo i ostale komponente. ZapiSimo ih sve zajedno [5]:

G()() = 2v2'¢ + 3@;5“,

=Ly 1 Lo gt . k
GOJ = QV Wy + 28]8kw + 2806]w + aoﬁksj s (526)
Gij = (5ijv2 - 8183)(¢ - w) + 5ij808kwk — 808(Zw]) + 2§l]8§¢ — |:|87;j

+ 28k8i(sj)k — 6ij8kalskl.
Iako smo pri izvodu izraza (5.20) pretpostavili da je parametar ¢ malen, moZemo
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ga i postaviti na jedinicu te smatrati polje {# malim. Uvodimo stoga oznaku h,(f,,: Y=

h,, 1 pisemo:
Wy = by + 0,6 + 8,8, (5.27)

Promotrimo kako se transformiraju komponente perturbacije uslijed (5.27):

hoo = hoo + 2000 (5.28)

— —2@5, = —2¢ + 28050.

Nakon dizanja indeksa na & slijedi:

¢ = ¢+ 0p€°. (5.29)

Slicnim postupkom dobivamo i transformacije ostalih varijabli uvedenih u (5.21) [5]:

w; = w; + 0p&" — E°,

/ 1 %
V=0 — 208, (5.30)
, 1

Sada ¢emo iskoristiti slobodu u odabiru £* i zahtijevati da komponente istog za-

dovoljavaju iduce jednadzbe:

V26 + 1@-@»8‘ = —20;s",
3 (5.31)
V2§0 = @wz + 808151

Ovakav odabir komponenti generatora difeomorfizma definira transverzalno bazdarenje
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[5]. Iskori$tavamo prvi uvjet u (5.31) i djelujemo s 9; na s’V iz (5.30):

y 11 1 g
0;8" =0;s" + 58,»(925” + 581»8]51 — gaiakg’%s”
=0;s" + 50,08 + 50,0°¢" — gajakg’“
1 A U B
=0;5" + §v251 + 500" —aﬂag (5.32)
=— —VQE - —8185 + - V2£] 8385
=0.
Koriste¢i i drugi uvjet, ekvivalentnom procedurom se dobiva d;w” = 0. Mozemo

uvesti natrag originalne oznake preko redefinicija s/ — s i w" — w' te pisati:

aisij =
| (5.33)
@wZ = 0.

Komponente Einsteinovog tenzora (5.26) se u transverzalnom bazdarenju znatno

pojednostavnjuju:
Goo = 2V*4),
1
Goj = —§V2wj + 2808]'@[], (534)
Gij = (05 V? = 8:0;) (¢ — ) — Qodawy) + 26,054 — Osyj.

Naravno, napravili smo i redefinicije ¢’ — ¢ i ¢/’ — 1. Razmotrimo konacno Einste-

inove jednadzbe u vakuumu. Prva jednadzba u (5.34) daje:

Vi) =0, (5.35)

S$to za rubne uvjete koji se "dobro ponasaju” implicira da vrijedi ¢» = 0 [5]. Koristedi

ovaj rezultat, G; jednadZzba postaje:

Vi, =0, (5.36)

iz Cega opet slijedi w; = 0. Izjednatavanjem prostornog dijela Einsteinovog tenzora
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s nulom sada dobivamo:

(%VQ — 818])¢ - Dsij = 0. (537)

Uzmimo trag prethodnog izraza:

(692 — 8,016 — Os; = (3V% — Vg = 0
(5.38)
— V% =0.

Dakle mozemo pisati i ¢ = 0. Preostaje samo:

Rije¢ je o valnoj jednadzbi za prostorni dio perturbacije metrike bez traga. Istu

mozemo prikazati kao [5]:

T
s

(5.40)
281']'

o o o o

1 pisati:
Ohy, = 0. (5.41)

Oznaka T'T' se odnosi na Cinjenicu da je rije¢c o polju u transverzalnom bazdarenju

("transverse traceless gauge”) u kojem je zadovoljeno:

hel =0,

viTT
n* th =0, (5.42)
ﬁuh% =0.

Prvi i drugi izraz respektivno kazuju da je perturbacija prostorna i bez traga, dok
nam tre¢i (koji slijedi iz (5.33)) govori da je ista transverzalna. Mogli bismo odmah
pronaci potpuno rjeSenje jednadzbe (5.41) i kvantizirati teoriju, ali ostavimo taj dio

posla za kasnije. Rjesenja koja ¢e nam biti dostatna za naredna razmatranja su ravni
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valovi [5]:
hly = eue™™ . (5.43)

Prethodni izraz opisuje gravitacijske valove. Ovdje je ¢,, konstantan i simetrican

(0,2) polarizacijski tenzor koji mora biti bez traga i isklju¢ivo prostoran:

Eov = 07
(5.44)
e, = 0.

Konstantni vektor k7 je valni vektor koji ¢emo kasnije interpretirati kao 4-impuls gra-
vitona. Napomenimo i da /] mora biti realan. Faktor e**~*" je dakako kompleksan,
ali kroz ratune mozemo nositi realni i imaginarni dio i u konac¢nici uzeti samo realni

dio. Provjerimo je li (5.43) zbilja rjeSenje jednadzbe (5.41):

y o
ORTT =00, 6"
ikox?

:naﬁagé’agw,e

ik 2P
ikpx

:ikgégno‘ﬁa €,e
o (5.45)

1kox?

=ikaik, 051" e e
:—@@w%g

. a1 TT
= —kok®h,, .
Dakle rjesenje zadovoljava valnu jednadzbu svugdje ako vrijedi:
ko k® =0, (5.46)

odnosno valni vektor mora biti svjetlosnog tipa. Ovo se prevodi u tvrdnju da gra-
vitacijski valovi propagiraju brzinom svjetlosti. Graviton, kao Cestica koja prenosi
gravitacijske valove, je stoga bezmasena. OpaZzac sa 4-brzinom U* mjeri frekvenciju

vala:

W= —k,U". (5.47)
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Za mirujuceg opazaca vrijedi U° = 1, dok ostale komponente is¢ezavaju. Frekvencija,

odnosno energija vala je dakle:

w=—ko=k" (5.48)

Mozemo pisati:

-,

K = (w, B, (5.49)

gdje je k = (k*, k2, k). 1z (5.46) slijedi i:

— w2 + k?lkil = 0
—k-k

Trebamo se jo$ pobrinuti da je val transverzalan, odnosno da postuje 3. uvjet u

(5.42):
O b = e ke = 0. (5.51)
Prethodni rezultat vrijedi ako je zadovoljeno:
ek, = 0. (5.52)

Prema tome, valni vektor je okomit na polarizacijski tenzor ¢*”. Odaberimo sada

Kartezijev koordinatni sustav tako da se val $iri u 2° smjeru:

k' =(w,0,0,k*)
(5.53)
:<w7 07 07 w)?
gdje druga jednakost slijedi iz (5.50). Iz (5.44) i (5.52) dobivamo i:
kte,, =k’eo, + ke,

—eg, = 0.
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NeisCezavajuce komponente polarizacijskog tenzora su sada 11, €12, €91 i €99. Da-
kako, zbog simetri¢nosti vrijedi €15 = £9;. Preostale dvije komponente takoder nsu
nezavisne jer je trag perturbacije jednak nuli. Vrijedi: ') + €2 = 0 — g7 = —éeg.
Gravitacijski val je stoga u potpunosti odreden s €17 i €15 (zajedno s frekvencijom
w). Polje hZ,,T dakle ima dva nezavisna stupnja slobode. Sada bi trebalo biti oCito
da koeficijent (4.125) opisuje gravitacijske valove. Rije¢ je o prvoj popravci na ravnu
metriku, simetrican je, trag mu isCezava te ima dva stupnja slobode koja nasljeduje od
konformne metrike /45 uvedene u (4.20). U ovom poglavlju smo cijelo vrijeme radili
u Kartezijevim koordinatama x* = (¢, x!, 22, 2?), ali kao $to smo rekli, mozemo se se
prebaciti u retardirane Bondijeve koordinate pomoc¢u transformacija komponenti ten-

zora (D.4) i koordinatnih transformacija (3.3). U Bondijevom koordinatnom sustavu

38

se gravitacijski valovi gibaju po u = konst. putanjama, odnosno u & = £ smijeru. Ov-

dje je 7 = (z', 2, 23), dok je r radijalna Bondijeva koordinata r? = 7 - 7. Kao $to smo
pokazali, nezavisne komponente koeficijenta (4.125) su C., i C;;. Polarizacijski ten-
zori su usmjereni u angularnim smjerovima, Sto u transverzalnom bazdarenju i treba
biti slu¢aj buduéi da u Bondijevom koordinatnom sustavu moZemo pisati k = wz.
Ovo je najjasnije vidljivo na slici (4.1). Ako je h][(x) rjeSenje koje opisuje izlazne
gravitacijske valove u Kartezijevom sustavu, mozemo napraviti transformaciju:

RIT (u,r, 2, 2) = ———— (5.55)
Ekvivalentnom transformacijom bismo mogli pronadi i zz komponentu. Konacno,

usporedbom metrika (4.167) i (5.1), na Z" mozemo napraviti identifikaciju:

C..(u,2,2) = K,Th_glo %hfg(u, Tz, Z). (5.56)
Ukoliko bi perturbacija 4, opisivala ulazne valove, sli¢nu identifikaciju bismo mogli
napraviti s koeficijentom Cup u naprednim Bondijevim koordinatama. Ove tran-
sformacije ¢emo u idu¢em poglavlju i provesti, ali tada ¢emo uzeti u obzir potpuno
rjeSenje za h,, koje ¢emo napisati kasnije. Nastavimo za sada s analizom gravitacij-
skih valova u Kartezijevom sustavu i dotaknimo se na kratko treceg vrha infracrvenog
trokuta, odnosno gravitacijskog memorijskog efekta. Gravitacijske valove je najlakse

razumjeti razmatranjem efekta istih na relativno gibanje bliskih testnih cestica. Kako
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je gravitacijski val lokalni poremecaj (ravnog) prostor-vremena, isti lokano specifira i
geodezike po kojima se Cestice gibaju. Utjecaj gravitacijskih valova na putanje Cestica
se stoga standardno opisuje jednadzbom geodezicke devijacije. Pretpostavimo dakle
da imamo skup bliskih Cestica Cije su 4-brzine opisane vektorskim poljem U*(x). Tra-
jektorije Cestica mozemo parametrizirati s vlastitim vremenom 7 i pisati:

dx(7)

Ur(a) = =2, (5.57)

tako da je z(7) geodezik na koji je U* tangencijalan. Jednadzba geodezicke devijacije

jest [5]:

DQ
St =R, U'UPS°. (5.58)

dr?

Ovdje je S* vektor usmjeren od jednog geodezika prema drugom. Drugim rije¢ima,

S'i U su bazni vektori adaptirani na koordinatni sustav i njihov komutator iscezava:

[S,U] = 0. (5.59)

Sa 2 se naznatava da je rije¢ o usmjerenoj derivaciji duz polja U*(z). Konkretnije,
T

relativna brzina geodezika jest:

VH = gn
dr

:dﬁva g (5.60)
dr

=U’V,S",
dok je relativna akceleracija:

_ D
dr?

_ Dy (5.61)
dr

UV ,(U"V,5").

AP

Koriste¢i Riemannov tenzor (5.8), mogli bismo pronaci rjesenje jednadzbe (5.58)
za S* linearno u h,,. Pritom bismo, dakako, zamijenili kovarijantne derivacije s par-

cijalnima u (5.61). To ovdje ne¢emo raditi, ali moZemo ukratko navesti rezultate. Uz
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date pocetne uvjete i rjesenje za perturbaciju metrike (5.43), jednadzba geodezicke
devijacije daje oscilatorna rjeSenja za relevantne komponente vektora S* [5]. Rezul-
tat implicira da Cestice po prolasku gravitacijskih valova osciliraju u smjerovima koji
odgovaraju polarizaciji polja h,,. Nakon Sto gravitacijski val napusti regiju prostor-
vremena u kojem propagiraju promatrane Cestice, oCituje se permanentni pomak
u vektoru S* [15]. Ovo je gravitacijski memorijski efekt i jedna od najkorisnijih
¢injenica koju vezemo uz njega jest to Sto je mjerljiv. Kako se ovaj efekt moze pove-
zati Fourierovim transformatom i vakuumskim tranzicijama sa mekanim teoremima
i asimptotskim simetrijama respektivno [15], moZemo dobiti informacije o rezulta-
tima u preostala dva vrha infracrvenog trokuta mjere¢i pomak u geodezicima Cestica
prije i nakon prolaska gravitacijskog vala. Na zalost, ne mozemo se nadati direkt-
noj opservaciji gravitona u bliskoj budu¢nosti. Primjerice, ukoliko bismo raspolagali
s detektorom veli¢ine Jupitera sa stopostotnom ucinkovitosti postavljenim u blisku
orbitu neutronske zvijezde, ocekivali bismo detekciju jednog gravitona svakih deset
godina [17]. Amplitude rasprSenja koje ukljuc¢uju (mekane) gravitone, kakvima ¢emo
se baviti u idu¢em poglavlju, su stoga jos uvjek na iskljucivo teoretskoj razini. Memo-
rijski efekt je dakle izuzetno bitan u povezivanju ”apstraktnih” teoretskih rezultata
infracrvenog trokuta s onima koji su eksperimentalno provijerljivi.

Od tvrdnji koje smo iskazivali bez dokaza a da smo ih pritom obecali opravdati,
preostalo je analiticki opisati onu koja kazuje da je kvadrat tenzora novosti propor-
cionalan toku energije gravitacijskih valova. Napravimo to sada. Ono $to Zelimo jest
konstruirati tenzor-energije impulsa gravitacijskog polja. Opcenito svojstvo ovog ten-
zora jest da je u vecini teorija kvadraticno u poljima. Npr., tenzor energije-impulsa u
elektromagnetizmu je dan izrazom T}, = F*F”, — 1" F* F), [5]. Kasnije ¢emo
vidjeti da je ovo slucaj i u bezmasenoj skalarnoj teoriji. U potpunoj nelinearnoj teoriji
gravitacije, tenzor energije-impulsa gravitacijskog polja sadrzi beskona¢no ¢lanova,
ali doprinosi brzo opadaju s porastom reda u perturbativnhom razvoju. Ovo ¢emo
analizirati kasnije u kontekstu Einstein-Hilbertovog lagranzijana. Ukoliko zamislimo
da je vlastita energija gravitacijskog polja pohranjena u tro-gravitonskoj interakciji
(kubicni ¢lan u lagranzijanu), varijacija ovog ¢lana s obzirom na metriku bi dala jed-
nadzbu gibanja kvadratnu u polju f,,. Morat ¢emo dakle precizirati naSe racune
minimalno do drugog reda u ovom polju. Ovdje ¢emo razmotriti Einsteinove jed-

nadzbe u vakuumu i definirati trazeni tenzor, ali se ne¢emo baviti interpretacijom
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istog kao veli¢ine koju tvrdimo da predstavlja. Razvijmo prvo metriku do drugog

reda na idudi nacin:

Guw = T + 1) + A, (5.62)

U prethodnom izrazu, hf},,) predstavlja korekciju prvog reda, dok je hff,,) istog reda kao
i ()2, Uz ukljutenu konstantu r, pisali bismo h's) — khls) i h\e) — k2h). Na slitan

nacin mozemo do drugog reda razviti i Riccijev tenzor:
R, =R + R} + R%). (5.63)

Ovdje je ng,) ~ (hf}))o te je automatski zadovoljeno R;(S,) = 0 jer je pozadinski pros-

tor ravan. Drugi ¢lan je reda R,(},,) ~ (h,(}y))l, odnosno linearan je u gravitacijskom

polju. U (5.63) smo mogli pisati: R's) — x°R\Y, R% — «'R%) i RY) — k2R i raz-
matrati Einsteinove jednadzbe u vakuumu u svakom redu izjednacavajuéi s nulom
faktore uz konstantu s na relevantnu potenciju. Vakuumska jednadzba prvog reda
jest R,(},,) [)] = 0. Ova jednadZba odreduje perturbaciju prvog reda h,(}y) te nam nece
biti interesantna za daljnju analizu; pretpostavit ¢emo da je zadovoljena. U drugom

redu imamo:

1 2 2 1)1
RO + RYI] = 0. (5.64)
Faktor R,(},,) [h?] se odnosi na dio razvijenog Riccijevog tenzora koji je linearan u polju
h,(f,,). Kako je hfﬁ,) istog reda kao i (hf}V))Q, rijeC je o faktoru drugog reda. Ovaj Clan je
dan izrazom (5.10) uz zamjenu kh,, — hfﬁ,). S druge strane, Rfﬁ,) [AV] je kvadrati¢an
u Al RO ~ ()2 Moze se pokazati da vrijedi [5]:
R =L170,0,h0 + (00l )00 + (871,) 00 b — H°0,0h
uu—§ uvna"“Z(upU)v +( V) [o/bplp — pY(u'v)o

1

1 1 (5.65)
+ =0,(h"0,hy) — Z(aphw)aph — (0,h*7 — 58’%)8(“}1,,),0.

\)

Prethodni izraz predstavlja Riccijev tenzor drugog reda s obzirom na metriku (5.1)
do na konstantu . R[] se jednostavno dobiva zamjenom varijable h,,, — iy
u (5.65). Mijesani ¢lanovi koji ukljucuju produkte faktora h,(},,) i h,(f,,) su minimalno

treceg reda te ovdje nisu sadrzani. Razmotrimo sada Einsteinovu jednadzbu u vaku-
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umu napisanu u obliku G, = 0. U drugom redu ista ima oblik:

GORP] + GAM) = 0. (5.66)
Vriimo zamjene GW[h®] = RWA] — LRM[A®)] p,, i GAh®] = RYRpW] —

LR®[nW]n,, jer samo ravna metrika uz Riccijev skalar drugog reda ¢uva kvadrati¢nost
jednadzbe. Prateéi istu logiku, pisemo i RV[A®] = proRI)[h?] te RA[RMV] =
77’ RE[hM]. Uotimo da su faktori poput A1 RS [h1)] drugog reda, ali veé¢ smo
pretpostavili da je vakuumska jednadZzba prvog reda RE)},) [RV] = 0 zadovoljena pa

ovakvi ¢lanovi is¢ezavaju. Izraz (5.66) sada moZemo napisati u sugestivnoj formi:

-1
(1)77,(2) P _ (1)
RW [h'] — 2 R [h ]77;»1/ 81G - G {R (] —

1

277"”1%2?[%”]%}. (5.67)

Prethodna jednakost nas navodi da uvedemo definiciju:

-1 2 1
o = gy | PR - 5

pa
W= R 2)[p1 ]UW] (5.68)

2"

Tenzor ¢, je simetrican i kvadratican u perturbaciji prvog reda. Osim toga, jed-
nadzba (5.67) uz definiciju (5.68) govori kako ova perturbacija utjece na metriku
prostor-vremena na isti nacin kao sto bi to ¢inio tenzor energije-impulsa. Na ravnom

pozadinskom prostoru, ovaj tenzor je i ocuvan:

Dt =0, (5.69)

sto slijedi direktno iz Biancijevog identiteta 0,G*” = 0. Iz navedenih razloga, ¢,
¢emo interpretirati kao tenzor energije-impulsa gravitacijskog polja. Problem u ovak-
voj definiciji tenzora ¢, leZi u ¢injenici Sto nije bazdarno invarijantan. Ovo se rjeSava
usrednjavanjem istog po nekoliko valnih duljina; operacijom koju ¢emo oznacavati s

(...). Usrednjenje derivacije proizvoljnog faktora A is¢ezava:

(9,(A)) =0. (5.70)
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Prema tome, parcijalna integracija daje:

(A(9,B)) = —(B(9,A)). (5.7D)

Sada ¢emo navesti samo konacni rezultat za ¢,,, u transverzalnom bazdarenju. Ko-
riste¢i uvjete (5.42), izraz (6.65) i jednadzbu u vakuumu (5.41), nakon usrednjenja

i koriStenja parcijalne integracije (5.71), iz definicije (5.68) slijedi [5]:

1

b = 5= (OB Q) (5.72)

Uveli smo pritom oznaku hf},} — hy,, bududi da u racune ulazi samo perturbacija
prvog reda. Dakako, u (5.72) su neiscezavajuce iskljucivo prostorne komponente
polja h,. Komponentu ty tenzora t,, asociramo s tokom energije gravitacijskih

valova i piSemo:

1

too = %«aohff)(aoh;@» (5.73)

Kada bismo se prebacili u retardirane Bondijeve koordinate, nulta komponenta bi se
odnosila na retardirano vrijeme te bismo izvrsili zamjenu d, — 0,. U istim koordina-
tama, prema (5.56) vrijedi hiTjT — WL ~ Cyp. Iz definicije tenzora novosti (4.137) i

izraza (5.73) sada konacno slijedi:

tuw ~ NagNAE. (5.74)

To jest, kvadrat tenzora novosti je uistinu proporcionalan toku energije gravitacijskog
zracenja. Sli¢nu identifikaciju smo mogli napraviti i za tenzor novosti (4.216) u
naprednim Bondijevim koordinatama.

S ovime smo razrijeSili problem fizikalne interpretacije svih relevantnih veli¢ina
uvedenih u cetvrtom poglavlju. Sada ¢emo krenuti s pripremom terena za dokaz ek-
vivalentnosti supertranslacijskog Wardovog identiteta i Weinbergovog teorema me-
kanog gravitona, Sto ¢e biti konac¢ni i najvazniji rezutat ovog rada. Prvo moramo
pronaci Feynmanov propagator gravitonskog polja. Isti cemo specificirati u tzv. De-
Donderovom bazdarenju koje ¢emo uvesti ubrzo. Mogli bismo odmah napisati E-H la-

granzijan, uvesti bazdarenje i izvudi propagator iz kvadrati¢nog dijela istog. Mi ¢emo
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pak iskoristiti ¢injenicu da propagator zadovoljava jednadzbu za Greenovu funkciju
linearne Einsteinove jednadzbe sa prisutnim izvorom opisanim delta funkcijom. Ne-

vakuumsku Einsteinovu jednadzbu mozemo pisati u obliku:

G/w == K_T . (575)

Ovdje je G, dan izrazom (5.13); sa uklju¢enom konstantom «! Da bismo pronasli
Greenovu funkciju, lijevu stranu prethodnog izraza zelimo napisati u formi u kojoj
imamo operatorsko djelovanje na polje h,,. To jest, Einsteinovu jednadzbu (5.75)

zelimo zapisati u formi [7]:

2
gO;waﬁhaﬁ — _%T/W' (5.76)

Da bi izrazi (5.75) i (5.76) bili ekvivalentni, ocCito treba vrijediti:

Nije se pretjerano teSko uvjeriti da operator O,,,3 zadovoljava ovaj uvjet ukoliko ga

zapiSemo u formi [7]:

0" o5 = (0155 — 1" 1jag) 0 — 2610”0 + 1ap0"d” + 1" DuDp, (5.78)

gdje se indeksi, dakako, dizu i spustaju pomoc¢u metrike Minkowskog. Izraz (5.78)
vrijedi prije bazdarenja te nam nece biti od koristi. Iz tog razloga ga ne¢emo doka-
zivati. Da bismo postavili bazdarenje, uvedimo prvo pomo¢no polje koje definiramo

kao:
- 1
h,uzz - huy — éhnﬂl’ (579)

Uzimajuéi trag prethodnog izraza, u Cetiri dimenzije odmah dobivamo h = —h. Polje

h,. se stoga Cesto naziva perturbacija obrnutog traga ili RT ("reversed trace”) polje.

Kao ranije, postavit ¢emo parametar ¢ na jedinicu i smatrati generator £* malim.
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Odabiremo isti tako da zadovoljava idu¢u jednadzbu:

0€, = —O\h*,. (5.80)

Jednadzbom (5.80) se definira De-Donderovo ili Lorentzovo bazdarenje [5]. Rijec
je o harmonijskom bazdarenju koje se standardno bira u ne-vakuumskom slucaju.
Primjetimo da se u vakuumu uvjek mozemo prebaciti u transverzalno bazdarenje u
kojem su RT polje i standardna perturbacija %, jednaki. Tvrdnja slijedi iz definicije
(5.75) i Cinjenice da u TT bazdarenju trag gravitona isCezava. Transformirano RT

polje jest:

- 1
M = My = S Dy (5.81)
gdje je k), dan transformacijom (5.27). Istu mozemo koristiti i s uklju¢enom kons-
tantom x bududi da jednadzbu uvjek mozemo pomnoziti njome i izluciti ju u linear-
nim racunima tako da mnozi izraz kao u npr. (5.13). Trag transformirane originalne
perturbacije mozemo jednostavno pronaci uzimanjem traga izraza (5.27), odnosno

kontrakcijom s n*¥. Slijedi:

h' =h+ 0" (8,8 + 0,€,)

(5.82)
—=h + 20\&.
Pronadimo sada h/,:
Bl _h/ 1 h/
[ Nw
1 A
:h#V + a,ugv + alfg,u - _nuu<h + 28}\§ )
2 (5.83)

_ 1 1
:h,ul/ + éhnw/ + a,ugu + augu - Enuu(h + 26}\6)\)

:B,uz/ + aufz/ + aufu - 77;11/8)\5)\'

Djelujemo s 0, na posljednju jednadzbu s indeksima 4 i v gore te koristimo uvjet
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(5.80):

O™ =0, + 0,0 + 0,0"E" — 11" 0,056
=0,h" +0¢"
" ] (5.84)
—0,h" —

=0.

Vratit cemo natrag originalne oznake Eiw — Dy h,, — hy, te pisati jednostavno:
O h" = 0. (5.85)
Iz definicije RT polja slijedi i:
1
oW = 58%. (5.86)

Koristeci ¢injenicu da iz treceg uvjeta u (5.42) slijedi jednakost (5.52) u TT bazdarenju,
analogiju moZemo povudi i u De-Donderovo bazdarenje i zakljuciti da u istom mora

vrijediti:
w Lo 5.87
k’ME = 5]{5 € s ( . )

gdje je k* 4-impuls gravitona i ¢, polarizacijski vektor istog. Do prethodnog iz-
raza smo jednostavno mogli do¢i i identifikacijom polja gravitona s polarizacijskim
vektorom i zamjenom 0, — —tk, u (5.86) (h = 1). Posljednja zamjena je ekviva-
lentna standardnom prijelazu iz koordinatnog prostora, gdje je 4-impuls reprezen-
tiran parcijalnom derivacijom, u impulsni prostor. Od sada pamtimo da radimo u
De-Donderovom bazdarenju u kojem je zadovoljen uvjet (5.86) te ne¢emo pisati po-
sebnu oznaku uz polja kako bismo naznacili o kojem bazdarenju je rije¢ kao $to smo

to ¢inili u TT slucaju. Prouc¢imo sada kako u De-Donderovom bazdarenju izgleda

111



Einsteinov tenzor (5.13):

G :g[OMGAhAV + 8,000, — 3,0,k — Dy — 1D ONB + 1,00
- 1 - 1 - 1
:g[a#aA(m + 55%) +8,0\(h,, + 55%) = 0u0h — Oy, + 5 wh)

_ 1
e N En“Ah) + 1, OR]

1 (5.88)

_ 1 _ 1 _
zg[a“aAhAV + 5000+ 0,000 + 50,0,h = 0,0,k = Ol = 59,0 O

_ 1
- nuuaaa)\hg)\ - 577w/770)\808)\h + ﬁuth]

K -
- — §th/.

U posljednjoj jednakosti smo iskoristili uvjet (5.85) i pokratili ekvivalentne ¢lanove.
Ne-vakuumska Einsteinova jednadzba se dakle znatno pojednostavljuje i poprima

oblik:

K__ - K
§Dh‘“’ — _ZT’W’ (5.89)
odnosno:
_ K
Oy = 5 T (5.90)

Primje¢ujemo da prijelazom u vakuum mozemo odabrati TT bazdarenje nakon Cega
se prethodna jednadzba svodi na jednadzbu (5.41). Greenova funkcija G(x” — y?) za

operator [ je rjeSenje valne jednadzbe u prisustvu izvora opisanog delta-funkcijom:

.G (27 —y°) = 6W (27 —y7), (5.91)

gdje se s J, naznacava da je rije¢ o d’Alembertianu s obzirom na koordinate z°.
Ukoliko bismo pronasli rjeSenje za Greenovu funkciju, rjeSenje RT polja bismo mogli

pronadi izrazom:

K

hua?) = =5 [ G =y T la) ' (5.92

$to se vrlo jednostavno moze provjeriti. Dakako, pod integral bi trebao uéi i faktor

v—g, gdje je g determinanta metrike (5.1). Medutim, pozadinski prostor je ravan
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te nam ovakav faktor nije potreban. Kasnije ¢emo vidjeti kako izgleda razvoj ovog
faktora te ¢emo se uvjeriti da je prvi ¢lan jednostavno jednak jedinici. Greenova
funkcija data u (5.91) nam ipak nije pogodna za izracun propagatora. D’Alembertian
u (5.90) djeluje na RT polje, dok nama treba jednadzba u obliku (5.76). Tvrdimo da

su izrazi (5.89) i (5.76) ekvivalentni ukoliko operator O***? definiramo kao:

Orved — (Jrveb %nwnaﬁ)m, (5.93)
gdje je I"*? tenzor identiteta [7]:

el = ;(n“"‘n”ﬁ + ") (5.94)

Kasnije ¢emo vidjeti zasto se ovaj tenzor ovako naziva. Dokazimo sada da je izraz

(5.93) u De-Donderovom bazdarenju ispravan.

1
g()mﬁh 5 =5 (1" Dhgg - SRAKELN

2
ko1 no, v uh, vo uv, af
=§-§(n 0"+ — ™) Ohags
1
:g.ém(huuhw 7" h) (5.95)
K 1
=20O(h*™ — R
5 ( 31"h)
S
2

Prema tome, iz rjeSenja (5.88) za G, slijedi da je uvjet (5.77) zadovoljen. Analogno
kao u (5.91), definiramo jednadzbu za Greenovu funkciju G,g,s5(x — y) jednadZzbe

(5.76) [71:

OwaﬁGaﬁvé(x —y) = MV’Y55(4) (z —y). (5.96)

Pamtimo pritom da u prethodni izraz ulazi d’Alembertian iz (5.93) s obzirom na
koordinate x?. Greenovu funkciju smo u ovom slucaju definirali kao tenzor ranka 4
kojem indekse dizemo i spustamo s metrikom Minkowskog, sto ¢emo sada opravdati.
Dokazimo prvo da pomoc¢u ove Greenove funkcije moZemo prona¢i rjeSenje za h,, ()

na istovjetan nacin kao u (5.92):

113



K
) = =5 [ Guuasle = )T @)y (5.97)
Uvrstavamo prethodni izraz u jednadzbu O,,,,sh*" (z) = — 5T, () i koristimo (5.96):
K
Opwash®(w) == 5 / OpvasG®Ps(x — y)T7 (y)d'y
K
- - 5 /OuyaﬁGaﬁ'ﬂSTwa(y)ley
K
= - 5 \/Iw/'yé(s(@ (‘T - y)T’WS(y)dlly
K
=-3 s T (2) (5.98)
k(1 1
75 (5771w77w5 + 577;15771/7) Tw(x)
k (1 1
==3 (§Tuu(l‘) + §Tuu(l’))
K
= ETHV(‘T)

U zadnjem redu smo iskoristili simetricnost tenzora energije-impulsa. Primje¢ujemo
da je djelovanje tenzora identiteta na isti operacija koja jednostavno spusta indekse.

Kvadrirajudi /,,,,,s dobivamo idu¢u strukturu kroneckerovih simbola:
1
M ps = 5(0"40"5 + 050", (5.99)

¢ije djelovanje na simetri¢an tenzor 77° o¢igledno samo mijenja oznake indeksa v —
pid — v. Uocimo jos da kontrahirajuci indekse i v u (5.96) pomocu tenzora [7°*”

dobivamo:

IUP“VOWQ’BGané(ﬂU —y) = [Upuyluu'y554<x —y)
1 (5.100)
N OpaaﬂGaﬁry(S(l' . y) — 5(507596 + 505(5’)7)64(55 - y)7

gdje lijeva strana proizlazi iz Cinjenice da je operator (5.93) simetrican u prva dva
indeksa. Jednostavno se je uvjeriti i da kontrakcija prethodne jednadzbe s 1,,7,,
reproducira natrag originalnu jednadzbu (5.96). Operator (5.94) je stoga identitet

iste jednadzbe. Jednadzba za Greenovu funkciju ima dati oblik zbog potrebe da
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negdje spremimo indekse kako bi bila kompatibilna s izrazom (5.76). Iz (5.96) je
otito da Greenova funkcija mora biti proporcionalna linearnoj kombinaciji G,s,5 ~
alypys + bnagn,s. Umjesto da trazimo vrijednosti koeficijenata a i b, koristimo ansatz
i provjeravamo je li ispravan [7]:

| dge e—ik(ay)
Gaﬁ’Y(S(x - y) = (—[aﬁfyé + 57701,87776) / (271')4 12 . (5101)

U nastavku ¢e nam trebati idu¢i jednostavno dokazivi identiteti:

1B ams = 1" s,

(5.102)
nuvnaﬁ Logys = 10"Nys.
Koristit ¢emo i definiciju delta-funkcije u cetiri dimenzije:
oWz —y) = / Ak e~k (@) (5.103)
o) : .

Dokazimo sada da je (5.101) rjeSenje jednadzbe (5.96):

1 1 d'k em )
Oul/oaﬁGa _ — Iulloéﬁ _ v aB Dx _[a —Na /
sr6(T — Y) ( 277 n st 277 BThs (27) L2

1 1
) ( = I agns - S 1M nagtos + S Lo 1

1w d*k B G )
- ZTI‘L n Bnaﬁn’yé) /W(—Zki>2T

1 1
o < = I Lagas + S s + S Lagron 0™

1 vV _ O
- 177“ n 5770457776) W (z —y)

1 1 1
= = [5(8"48"5 + 050" ) + 51" s + 1" o
— n"1,6)6 (z — )
1
=5 (8,05 +0"58",)8 D (x — y)
=1" 56 (z —y).
(5.104)

Rjesenje (5.101) je dakle totno. Medutim, isto nije jednoznacno jer moramo
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specificirati nac¢in obilazenja polova, odnosno odabir konture pri integraciji. Biramo

Feynmanovu preskripciju prikazanu na slici 5.3: Integracijska kontura koja se zatvara

Slika 5.3: Feynmanova preskripcija obilazenja polova. Preuzeto in [9].

u donjoj poluravnini dozvoljava samo vremena 2° > 3°, dok gornja kontura odgovara
slu¢aju z° < y°. Polovi na slici odgovaraju nultim komponentama integracijske va-
rijable £* u izrazu za Greenovu funkciju. Donja kontura sadrzi pol u to¢ki k° = E,
i gornja u ¥’ = —FE,. Spomenimo jo$ da standardni recept za izratun propagatora
uklju¢ujue mnoZenje desne strane jednadzbe (5.96) sa imaginarnom jedinicom kako
bi rezultat bio kompatibilan s ra¢unom smetnje. Ovime Greenova funkcija (5.101)
kupi dodatni faktor i u brojniku. Nakon raspisa tenzora identiteta unutar Greenove
funkcije i obilaska polova kao na slici 5.3 (Sto ovdje ne¢emo raditi), dolazimo do

izraza za Feynmanov gravitonski propagator u De-Donderovom bazdarenju [7]:

4 .
dk  —1 ik

(2m)* k2 — e (5.105)

1
D —y) = S + O =) /
Prethodni izraz je identican izrazu (5.101) do na faktor ¢ u brojniku (koji smo na-
prosto dodali) te do na faktor —ie u nazivniku. Posljednji ¢lan dolazi zbog odabira
Feynmanovog recepta integracije. Konkretnije, ¢ je mali realni parametar koji ulazi u

izraz zbog Heavisideove step-funkcije [9]:

-1 400 efis(xofyo)
O(z° — y°) = —/ € s, (5.106)

2mi J_o s+ te

koja brine o vremenskom uredenju pri odabiru konture. Funkcija (5.106) poprima

vrijednosti ©(2° — %) = 1za 2 > y° i (2" — ¢") = 0 za 2° < ¢°. Izraz (5.105)
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predstavlja amplitudu propagacije gravitona iz tocke z u to¢ku y. Kvadrat apso-
lutne vrijednosti ove veli¢ine daje pripadnu vjerojatnost. Dakako, ovakva interpre-
tacija propagatora slijedi iz kvantne teorije. Nismo jo$ napravili formalan prijelaz iz
klasi¢ne u kvantnu teoriju polja, ali napravit ¢emo to vrlo brzo. S (5.105) je dan pro-
pagator u koordinatnom prostoru. Nama ¢e biti korisniji izraz u impulsnom prostoru
koji odmah dobivamo uzimajucu Fourierov transformat od D**%(x — y):

—1

. 5.10
k2 — e ( 7)

ra 1 oV, | 4o Vv,
Pel = o (0™ 4 0" — )

Okrenimo se sada analizi strukture Einstein-Hilbertovog langranzijana. Prvo mo-
ramo pronaci razvoj faktora \/—g gdje je g, kao sto smo rekli, determinanta metrike
(5.1). Uvedimo matri¢nu reprezentaciju ¢,, — G, 1, — Aih, — H tako da

metriku piSemo kao:

G=A+kH, (5.108)

gdje su G, A i H 4 x 4 matrice. Koristimo iduce svojstvo matrica:

detG = exp[Tr[InG]] (5.109)

i raspisujemo desnu stranu ovog izraza:

exp|Tr[inG]| =exp[Tr[in(A + kH)]]
=eap[Tr(In(A(Lixs + kAT H))]|

=exp[Tr[inA + In(Iyny + A" H)]] (5.110)

:eTr[lnA] 6T7"[ln(]14><4+nA*1H)]

:d€t<A)eTT[ln(H4x4+mA—1H)] .
Slijedi:
V=g = V=dethe2TrImsatsA D] (5.111)

Uvodimo pomoénu matricu X = kA~'H i koristimo razvoj in(1 +z) = = — % + @)—3 —
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x4 . v
Z- + .... Nastavljamo s raCunom:

./ LTr(in(laxa+X))]
V=g det\e
2 3
—Vdethe T X
:\/MG%TT[X]+%TT[—XTQ]+...

—/deth |1 + (%TT[X] + 3T {—X;} + )

1/1 1 X2 2
ey [1 + %Tr[m—lm _ }LTT[(FUA—lH)?] + ém[m—lmf + O(ﬁ)}
=v/—detA {1 + gTr[A—lﬂ] + K2 (—iTr[(A‘lH)Q] + é[Tr[A‘lH]P) + O(/{3):| :

(5.112)

Vratimo sada notaciju s indeksima u kojoj faktori posljednjeg izraza imaju oblike:

Tr[A~"H] = 9 hy, = h,

Tr[(A""H)?) — h*h (5.113)

g

[Tr[A~'H]]* — h%

Nadalje, matrica A ima oblik A = diag(—1,1,1,1) ¢ija je determinanta —1. Vrijedi
dakle v/ —detA = 1. Konacni rezultat jest:

1 1
\/—9=1+gh+/<a2(—h2——

. 4h‘“’hw> +O(h?). (5.114)

Prema tome, faktor /—g¢ sadrzi beskonacno ¢lanova. Promotrimo sada Einstein-

Hilbertov lagranzijan:

2
EEH = —?R\/ —g. (5115)

Kako faktor (5.14) i Riccijev skalar imaju beskonacno ¢lanova, postoji bekonac¢no

118



interakcija gravitona sa samim sobom. Razvijmo lagranzijan na idu¢i nacin:

9 ‘ 1, 1 :
Lo — —?(R(” + R £ O (1 + gh + K <§h2 — Zhwh’”) + (D(hs)) :

(5.116)

Ovdje je R Riccijev skalar linearan u polju gravitona te je dan izrazom (5.12).

Skalar R je kvadrati¢an u istom polju te ima formu:
R(Q) = /4;27)#VR£21/)7 (5.117)

gdje je R,(ﬁ,) dan u (5.69). Prisjecamo se da smo ranije radili s konstantom ~ postav-
ljenom na jedinicu pa smo ju u (5.117) jednostavno vratili. Razviti moZemo i lijevu

stranu u (5.116):

Lo =LY + 8 + B +0omY). (5.118)
Prvi ¢lan je ocito:
2
ﬁgl)q = _23(1)
g (5.119)

2 4
— S5r(0,0,0" — Oh).

Rijec je o linearnom dijelu lagranzijana prije bazdarenja. Isti trivijalno doprinosi jed-
nadzbama gibanja te ga moZemo zanemariti. Nama ¢e koristan biti oblik lagranzijana

u De-Donderovom bazdarenju pa pokazimo zasto ovo vrijedi koriste¢i uvjet (5.86).

£ =— %(a,tath — Oh)
= z(ayauhw — 0,0"h)
’5 . . (5.120)
- _ = J Y~ 2 A A
Kay(auh 20 h 20 h)
1 v

Rije¢ je o potpunoj derivaciji polja 0”h na ravnoj pozadini, odnosno faktoru koji

mozemo zanemariti koriste¢i pretpostavku da varijacija polja is¢ezava na rubu 4-
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dimenzionalnog prostora. Konkretnije, akcija je definirana kao:

S = /ﬁEHd4x, (5.121)

pri ¢emu varijacija iste mora isCezavati: 05 = 0. Tvrnja mora vrijediti u svakom redu

pa treba biti zadovoljeno i §S") = 0, gdje je:
S0 = / £ d'e. (5.122)

Varijacija je jednostavno:
5SW = / 3L d

1
K

(5.123)
/ 60,(0"h)d*x.

Kako vrijedi 60, = 0,0, mozemo iskoristiti Stokesov teorem i prevesti integral (5.123)
u integral po trodimenzionalnom rubu prostora Minkowskog. Prema pretpostavci da
varijacije polja na rubu 9% istezavaju §0"h|sx = 0, uvjet 6S") = 0 je zadovoljen

trivijalno. Mozemo stoga pisati:

Eg}{ 0. (5.124)

Ocekivano, lagranzijan nema relevantnih linearnih doprinosa. Do istog zakljucka
bismo dosli i prije bazdarenja. Kvadrati¢ni dio lagranzijana jest:

Lo —%R“Sh + RO, (5.125)

2
Primje¢ujemo da je isti reda x° u konstanti vezanja. Mogli bismo raspisati prethodni
izraz u De-Donderovom bazdarenju, ali za tim nema potrebe buduc¢i da smo pro-
pagator ve¢ pronasli. Kubi¢ni dio lagranzijana ﬂg’}{ opisuje tro-gravitonsko vezanje
koje je proporcionalno konstanti x'. Feynmanovo pravilo za ovakvu interakciju u De-
Donderovom baZdarenju je poprili¢no komplicirano i sadrZi stotinjak ¢lanova. Clan

L(g}{ u razvoju lagranzijana definira jo§S kompliciraniju Cetvero-gravitonsku interak-

2

ciju proporcionalnu s x*, itd. Racuni amplituda rasprSenja u gravitaciji su dakle

izuzetno teski i analiticki racuni su prakticki nemoguéi. Spomenimo da je nedavno

120



razvijena metoda pomocu koje je moguce dobiti amplitude u gravitaciji direktno iz
amplituda u bazdarnim teorijama gdje su racuni znatno jednostavniji. Rijec je o teh-
nici dvostruke kopije u kojoj se bojni faktori Yang-Millsove amplitude zamjene sa
kinetickim faktorima Sto daje Einsteinovu gravitaciju. Pokazano je da ova metoda
vrijedi za drvaste amplitude, ali vjeruje se da je primjenjiva i u dijagramima sa pet-
liama [2]. Konstanta vezanja u gravitaciji x = /327G (u A = ¢ = 1 jedinicama)
ima dimenziju duljine, odnosno GeV~!. Iz ovog razloga je kvantna teorija gravita-
cije nerenormalizabilna. Teorije u kojima konstante vezanja imaju dimenziju GeV",
uz n < 0, je ultraljubicaste divergencije nemoguce ukloniti redefinicijom parametara
kao $to se to Cini u npr. kvantnoj elektrodinamici. Navedimo i vrijednost Newtonove
gravitacijske konstante u prirodnom sustavu jedinica koja iznosi G = 6.70711 - 10757
eV~2. Slijedi da je konstanta  izuzetno mala. Doprinosi vi§ih redova u razvoju
(5.118) stoga brzo opadaju.

Doslo je vrijeme da gravitaciju kona¢no kvantiziramo. RjeSenje polja slobodnog
gravitona (u vakuumu) ¢emo zapisati u transverzalnom bazdarenju u kojem je jed-

nadzba gibanja dana izrazom (5.41). Potpuno rjesenje ove jednadzbe jest [8]:

dq 1 , ,
P (@) = > / o 2, [E D@ + @@ ] L (5.126)
a=+,—

gdje je w, = ¢° = |q], dok su @ = +, — dva stanja heliciteta. Klasi¢no, a,(q) i a,(q)!
su koeficijenti, ali mozemo ih odmah promovirati u operatore povezane hermitskom
konjugacijom preko standardne bozonske komutacijske relacije [8]:
00(@), a5(@)1] = bas(20) (278G — ). (5.127)
Time smo proveli kvantizaciju. Djelovanje operatora poniStenja a,(¢) na vaku-
umsko stanje |0) daje nulu: a,(q) |0) = 0, dok djelovanje operatora stvaranja a,(q)}
na |0) daje valnu funkciju gravitona impulsa ¢'i heliciteta «. Kako smo pronasli E-H
lagranzijan i uveli komutacijske relacije operatora stvaranja i poniStenja stanja gra-

vitona, gravitacijom sada mozemo baratati koriste¢i formalizam (efektivne) kvantne

teorije polja.
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6 Ekvivalentnost supertranslacijskog Wardovog iden-

titeta i Weinbergovog teorema mekanog gravitona

U ovom poglavlju ¢emo konac¢no povezati dva vrha infracrvenog trokuta. To jest,
pokazat ¢emo da su asimptotske simetrije i infracrveni teoremi povezani Wardovim
identitetom. Dokaz tvrdnje ide u dva koraka. Prvo ¢emo izvesti Weinbergov te-
orem mekanog gravitona, pri cemu ¢emo razmotriti najjednostavniji moguci slucaj;
vezanje gravitona na bezmaseni skalar. U drugom koraku pokazujemo da je isti te-
orem ekvivalentan supertranslacijskom Wardovom identitetu (4.281) koji smo dobili
proucavajudi fizikalne fenomene vezane uz asimptotske simetrije.

Zapisimo prvo akciju koja opisuje vezanje gravitacije na bezmaseno skalarno polje
[8]:

5= [doy=g | R+ 30 @000 6.1)

Prvi ¢lan opisuje ¢istu Einsteinovu gravitaciju, odnosno ekvivalentan je akciji (5.121).

Drugi ¢lan odgovara langranzijanu materije:

1
Ly = =5V=99"(8:0)(8,9)- (6.2)

Inverz (fizikalne) metrike ¢*” je dan u (5.5), dok se razvoj faktora \/—¢g nalazi u
(5.114). Pamtimo da radimo u formalizmu gdje je pozadinski prostor ravan. Po-
ljia ¢ i h,, dakle propagiraju prostorom opisanom metrikom Minkowskog. Oblik
lagranzijana (6.2) ¢emo ubrzo opravdati, ali promotrimo prvo kako izgleda razvoj

istog:

L= — T4 Bn s O(1)] [ — bt + O(1)] (2,0)(0,9)

2 2
= D (0,0)(@0) + AN (0,0)(00) — T h(O0)D.0) + . (63)
= - 5(00)0.0) + yrh™ |©,6)(010) ~ 30,(070)(0,0)] +

Prvi ¢lan opisuje slobodno bezmaseno skalarno polje na ravnoj pozadini:

L5 = —5(0°6)(0,0). (6.4
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Drugi ¢lan u (6.3) definira vezanje skalar-skalar-graviton. Jakost ovog vezanja je pro-
porcionalna s x!. Iduéi ¢lan u razvoju bi opisivao interakciju skalar-skalar-graviton-
graviton; vezanje koje mozemo zanemariti u odnosu na prethodno budu¢i da ulazi
s x2. Isto vrijedi i za preostale interakcije, kojih ima beskona¢no. Sada ¢emo opra-
vadati oblik lagranzijana (6.2). Kako se gravitacija veze na tenzor energije-impulsa,
moramo se uvjeriti da je izraz (6.2) konzistentan s ovom tvrdnjom. Da bismo ovo
pokazali, napravit ¢emo kratku digresiju i razmotriti proizvoljni lagranzijan skalar-
nog polja £(¢, 0,,¢) koji opéenito moZze sadrzavati Cista polja, ali i njihove derivacije.

Akcija jest:
S = /L(gzﬁ, 0,0)d"z, (6.5)

¢ija varijacija mora is¢ezavati; .5 = 0. Slijedi:

[ e [Lsrs 50,0
0—/d x [8¢5¢+ (’9(6ugb)6(a“¢)

_ / P [g_gagb _a, (a(%—qu)) 56 + 0, (%ﬁw&b)} -

Posljednji ¢lan je povrSinski te ga mozemo zanemariti po pretpostavci da varijacije

(6.6)

0¢ isCezavaju na rubu (Stokesov teorem). Iz (6.6) tada slijede Euler-Lagrangeove

jednadzbe:

oL oL
% % (0.97) = o7

Sada ¢emo iskoristiti Noetherin teorem koji kazuje da za svaku kontinuiranu sime-
trijsku transformaciju postoji jedna ocuvana struja, odnosno o¢uvani naboj. Noethe-
rin teorem je povezan sa kontinuiranom transformacijom polja ¢ Ciji je infinitezimalni

oblik [9]:

¢(x) = ¢ (z) = ¢(x) + aAg(x), (6.8)

gdje je « infinitezimalni parametar, a A¢(x) deformacija sistema polja. Transfor-
macija (6.8) je simetrijska ako ne mijenja jednadzbe gibanja. Ovo je zadovoljeno

ako je akcija invarijantna na transformaciju do na povrsinske ¢lanove. Kako su
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ovakvi ¢lanovi potpuno proizvoljni, teorija je invarijantna na idu¢u transformaciju
lagranzijana:
L(z) = L'(z) =L(x) + ad, T" ()

(6.9)
=L(x) + aAL(z),

gdje je aAL(x) deformacija lagranzijana uslijed simetrijske transformacije. Napravili
smo i identifikaciju a0, J"(z) = aAL(x). Promotrimo kako se mijenja lagranZijan

uslijed infinitezimalne transformacija (6.8):

a0, J"(x) =aAL(z)
oL oL

:8—¢<QA¢) + mau(aA@ (6.10)

o 5] o[- 525

Drugi ¢lan iscezava zbog Euler-Lagrangeovih jednadzbi (6.7). Preostaje:

oL
0 B Ag¢ | =0. 6.11
(7"~ 2) (©10
Uvodimo oc¢uvanu struju:
j(x) = T* — oL Agp — 0uj" (z) = 0. (6.12)
9(0u9)

Tenzor energije-impulsa sada mozemo pronacdi iz koordinatne transformacija:

o —s o'+ at, (6.13)

uslijed koje se polje transformira kao:

o(z) = o(x + a). (6.14)

Pripadna infinitezimalna transformacija jest:

¢(x) = ¢(x) + a0u0(x), (6.15)
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gdje je 0,¢(z) = (A¢),. Promotrimo i infinitezimalnu transformaciju lagranzijana:

L= L+ a"0,L =L+ a"0,(5",L).

Usporedbom s (6.9) vidimo da vrijedi:

(") = 0",L.

Iz (6.12) sada slijedi da imamo cCetiri oCuvane struje:

oL

(7")y =(T")s = 50 #(b)(Afb)y
} oL
—E 0,0

koje se definiraju kao tenzor energije-impulsa [9]:

(ju)u =T",.

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

Izracunajmo sada ovaj tenzor za bezmaseno skalarno polje ¢iji je lagranzijan dan u

(6.4):
T, =", Ls — %}j@@m
R e LT
—500) [0°0) 30 + 0,057 0| -
=L, (@0 + (70)5"] — (070)(00)5"
=(00)(2,0) — 5(0°0) (050)0"

Nakon dizanja indeksa, rezultat poprima oblik:

T _TI”ATIW@A(?)( U(b) ,“/ Ao(ak(b)( U¢)7

(079)(05¢)0"

(6.20)

(6.21)

te je oCekivano kvadratican u poljima. Ovaj rezultat treba biti skladan sa definicijom

125



tenzora energije-impulsa u kontekstu opce teorije relativnosti [5]:

B 1 0Su
T = —2\/__959W, (6.22)
gdje je Sy, akcija materije:
SM = / d4.CE,CM
) (6.23)
=5 [ davag 0,000
Provedimo varijaciju ove akcije s obzirom na inverz fizikalne metrike:
1 1
ssu = [ ate [ V=3 (-3 65)0,000.0)) + 6v=9) (30,000 )|

(6.24)

Da bismo nasli varijaciju §,/—g iskoristit ¢emo identitet In(detM) = Tr(InM) za neku

matricu M, koji smo uveli u (5.109); exp(InM) = M. Varijacija ovog identiteta daje:

S(detM) = Tr(M~'6M). (6.25)

detM

Primje¢ujemo da zbog svojstva cikli¢nosti traga Tr(AB) = Tr(BA), za neke matrice
A i B, ne moramo brinuti komutiraju li M~! i M u prethodnom izrazu. Uzmimo M
tako da predstavlja matri¢nu reprezentaciju metrike g,,, dakle vrijedi detM = g. Iz

(6.25) sada dobivamo:

09 = 9(g" 0gm)- (6.26)

Koristeéi izraz g**g,, = 6%, i ¢injenicu da se kroneckerov simbol ne mijenja pod

varijacijom, dobivamo vezu medu varijacijama metrike i njenog inverza:

09w = —9up9ue09g”™ . (6.27)
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Jednakost (6.26) stoga poprima oblik:

69 =9(9" (=) 9upGvs09")

=~ 9(8"19v09"") (6.28)
= — 9(9ps09"")
Slijedi da je varijacija faktora \/—g:
/=g = \/_
:5\/___99“1,59# (6.29)
= - %\/—_ggmg’””

Ovaj rezultat mozemo uvrstiti u (6.24):

sw = [[ s [v=3 (~5(60)00,600.0)) - 33 aal0) (307 @000 )]
- [atev=itor) |5 00000+ (~ 30 ) (-3 @000 .

(6.30)
Koristimo c¢injenicu da funkcionalna derivacija akcije zadovoljava izraz [5]:
55, = / (6SM5g‘“’> iz, (6.31)
ogHv
iz kojeg slijedi:
IS
Sg VT ( ¢)(0,0) + g,wg 7(0,0)(0:9) | - (6.32)
Dobivamo dalje:
1 65 1
\/_5 #Ml, = (aﬂ¢)(aV¢> - égw/gp (ap¢)(aa¢) (633)

No, kako je pozadinski prostor ravan, da bi smo dobili tenzor energije-impulsa slo-
bodnog bezmasenog skalarnog polja u prostoru Minkowskog, u prethodnom izrazu

treba izvrsiti zamjene g, — 7, 1 ¢*° — 1*°. Tenzor energije impulsa stoga poprima
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konac¢ni oblik:

1

T = (0,6)(000) = 5’ (0,6)(00) (6.34)

Rezultat je ekvivalentan izrazu (6.21). Time smo pokazali da je akcija (6.1) dobro
definirana. Iz ove akcije slijede Feynmanova pravila prikazana na slici 6.1.

1

p (]
224 \m@; Ofﬁ? — 3 (Th.!oznyb' + Nuslva — Tf,uvna,{'}) pP—ie’

p —i
I — = pP_ie’
g
/Eﬂ\ = % (pruPav + PrPoy — NP1 - P2) -
P1r P2

Slika 6.1: Feynmanova pravila. Preuzeto iz [8].

Prva linija na slici predstavlja gravitonski propagator koji smo pronasli u pret-
hodnom poglavlju. S ravnim crnim linijama naznac¢avamo da je rije¢ o bezmasenim
skalarima ¢iji propagator isCitavamo iz lagranzijana (6.4). Na slici je dato pravilo i
za interakciju skalar-skalar-graviton koje dolazi iz drugog ¢lana u posljednjem redu
izraza (6.4). Isto se dobiva zamjenom parcijalnih derivacija sa 4-impulsima i ”ski-
danjem” polja iz lagranzijana. Potrebno je uzeti u obzir i simetricnost na zamjenu
dvaju "noga” skalarnih Cestica. Razmotrimo sada najopcenitije moguce rasprsenje
koje ukljucuje n ulaznih bezmasenih skalara sa 4-impulsima py, ..., p, i m izlaznih
Cestica istog tipa 4-impulsa p}, ..., p,,. Pripadni Feynmanov dijagram je prikazan na
slici 6.2.

Ovaj dijagram odgovara amplitudi za koju uvodimo iduc¢u oznaku:

M<p,177p;n7p177pn) :MS (635)

Dakako, mora biti zadovoljeno i o¢uvanje impulsa:

Prt e+ Do =14+ o+ D (6.36)
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Pn Pm

P1 p’l

Slika 6.2: Rasprsenje n ulaznih i m izlaznih bezmasenih skalarnih Cestica. Preuzeto
iz [8].

Razmotrimo i potpuno istu amplitudu. ali s jednim dodatnim izlaznim mekanim
gravitonom 4-impulsa ¢ — 0 i polarizacije ¢,,(¢). Kako su Feynmanova pravila na
slici 6.1 data u De-Donderovom bazdarenju, treba biti zadovoljen uvjet ¢*¢,,(q) =
%q,,@“ - Napomenimo i da su izlazne, odnosno ulazne Cestice na ljusci mase pa vrijedi

ig> =0, pi =0, p? = 0. Dominantni dijagrami u mekanom limesu su:

Pn Pm
q
m )
= Y S +
k=t P
71 p’l yul p’l

Slika 6.3: RasprSenje n ulaznih i m izlaznih bezmasenih skalarnih Cestica s jednim
izlaznim mekanim gravitonom. Preuzeto iz [8].

Prvi dijagram s desne strane jednakosti ukljucuje vezanje gravitona na sve moguce
izlazne noge, dok u drugom provodimo sumu po vezanjima na sve ulazne noge. Inte-
rakcije gravitona s unutarnjim, odnosno propagatorskim linijama nismo ukljucili jer
iste ne mogu razviti infracrvene polove. Tvrdnja slijedi iz ¢injenice Sto propagatori
nisu na ljusci mase. To jest, za neki propagator uz koji vezemo 4-impuls p* vrijedi
p? # 0. Tako, ukoliko uzmemo ¢* — 0, u nazivniku ¢e uvjek dominirati faktori p? i
nece dodi do divergencija. Prema tome, interakcije mekanog gravitona s unutarnjim
linijama su zanemarive u odnosu na interakcije s vanjskim nogama. Kako je Feynma-

novo pravilo za izlazni graviton jednostavno *“(q) (i za ulazni £**(q)), amplitudu

129



na slici (6.3) mozemo dobiti relacijom:

MUE, @, DYy ooy Do D1y oy Pn) = " (Q)M (@, DY, ooy Dlys P1s ooy D) (6.37)

Primjetimo da nismo jo$ specificirali stanje heliciteta izlaznog gravitona, ali to
¢emo napraviti kasnije. O¢uvanje impulsa u ovom slucaju je dato izrazom p; + ... +
pn = Py + ...+ pl, + ¢q. U principu ne bismo smjeli koristiti iste oznake za impulse
izlaznih skalara kao u (6.36) jer se ukupni impuls razlikuje do na q. Mogli bismo
redefinirati m-ti izlazni impuls u p/, i pisati p; + ... + p, = p| + ... + pl,, + g, tako da
je zadovoljeno p! + ¢ = p!,. Ovime bi notacija bila skladna sa otuvanjem (6.36).
Medutim, u konac¢nici ¢emo uzeti limes ¢ — 0 ¢ime efektivho dobivamo p!, =~ p/ .
Koristit ¢emo dakle iste oznake za 4-impulse bezmasenih skalara kao u amplitudi

(6.35) i u infracrvenom limesu smatrati da je zadovoljeno (6.36). Koriste¢i Feynma-

nova pravila data na slici 6.1., nalazimo M, (q, p!, ..., P),; P1, s Dn):

iMuV(Qup/17 --vp;n;pla 7pn) = ZZM(plla 7p;c +q, -~-7p;n;p17 7pn>
k=1

—1 1K
T [5 [P (D1 + @)+ Pl (P + @) e = Ml - (P + 0]
y (6.38)

+ ZZM(p/h "'7p;n;p17 -y PDE — 4, 7pn>
k=1

. m [% [Prn (P — @) + Pro (P — @ — Mk - (Pr — q)]} .

Dodali smo faktor 7 jer racun amplitude preko Feynmanovih pravila daje iM. Objas-
nimo detaljnije ovaj izraz. U izrac¢unu smo iskoristili o¢uvanje 4-impulsa na vrhu
interakcije skalar-skalar-graviton iz kojeg slijedi da su impulsi skalarnih propagatora
na prvom i drugom dijagramu slike 6.3. p}. +¢ i p), — g respektivno. Nadalje, doprinose
unutarnjih struktura ovih dijagrama smo oznacili s M(p), ..., p}, + ¢, .., Phy; P1s -y Dn)
i M(py, ..l Pty Pk — -, Pn), 8dje smo takoder morali dodati faktore i. Oba
doprinosa su jednaka amplitudi (6.35) do na zamjene p, — p,. + ¢ ipr — pr — ¢, Sto

je ocito iz usporedbe sa dijagramom na slici 6.2. Iskorisit cemo odmah uvjet ¢ — 0 i
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napraviti aproksimacije:

M(p,17 "'7p;<,‘ + Q7 "'7p;n;p17 ""pn) ~ M(p/17 "‘7p;<;7 "'7p;n;p17 ""pn) = MS7
(6.39)

MDD DLy ooy Dk = Qs oy Pr) R MDYy oy Do D1y ooy Dy <oy Pn) = M.

Na temelju istog uvjeta, zanemarit ¢emo i faktore ¢ svugdje u brojnicima izraza
(6.38). Takoder, u nulu ¢emo poslati i male imaginarne popravke ie u propagatorima.

Slijedi nastavak racuna:

pk pku +pkl/pk nlwp;g ’ p;i)
M l/(q’p/w"ap'lm;pl?' 7pn) - [ = £
SR 2 ,; PR 4204+ ¢

+ i PruPrv + PrvPry — NuwPk - pk]MS
Pi —2pk - q+¢°

:E Zpk'upky +pkl/pk‘lt + PkpDiv +pkupk,u MS
2 2Dy - q — 2prq

(6.40)

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da su vanjske noge na ljusci mase.
Konac¢no, koriste¢i simetri¢nost izraza na zamjene . <> v i nakon kontrakcije istog sa

e"(q), dolazimo do Weinbergovog teorema mekanog gravitona:

/ . pkupku V pkupkug S
M(€7Q7p17 "'7pm7p17 . 7pn) - 2 Z Z M (6.41)

k=1

Ocekivano, amplituda ima infracrveni pol u ¢ — 0. Racun smo proveli razma-
trajuéi vezanje gravitacije na bezmasene skalare, ali faktor u uglatoj zagradi pret-
hodnog izraza je u biti univerzalni mekani faktor koji ne ovisi o spinu Cestica [8].
Takoder, pri izvodu supertranslacijskog Wardovog identiteta (4.267) se nismo trebali
ograniciti na bezmasene skalarne cestice, ali drzat ¢emo se ovakvog odabira jer nam
olaksava racune. Weinbergov teorem smo izveli u De-Donderovom bazdarenju, ali
sada ¢emo pokazati da je isti bazdarno invarijantan. Bazdarna transformacija (5.27)
je ekvivalentna iducoj transformaciji polarizacijskog tenzora gravitona u impulsnom

prostoru:

e — et + "N + ¢V AP (6.42)
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Uveli smo standardnu zamjenu 0" — —ig" i definirali proizvoljno vektorsko polje
# = —i¢#. Promjena amplitude (6.41) uslijed ove transformacije je dakle S M =

e My (@, DY, ooy Dl D1y vy Pn), UZ 0P = gHAY + ¢V A*. Tzratunajmo ovu promjenu:

£ Pl 92 Dk pku5€
M0 s o) =1 | S PP Z Pt ()] s
2 L k=1 pk
_x im_zm] ME
/
2im Ped i
=rkA* [ZP;W — Zpk#] M
k=1 k=1
=0.

(6.43)

U zadnjoj jednakosti smo iskoristili ocuvanje impulsa (6.36). Prema tome, Weinber-
gov teorem vrijedi u svakom bazdarenju.

Da bismo usporedili Weinbergov teorem i supertranslacijski Wardov identitet, mo-
ramo se prebaciti iz impulsnog u koordinatni prostor i provesti transformaciju iz Kar-
tezijevih u retardirane Bondijeve koordinate. Prvo ¢emo precizirati notaciju kako
bi naredni ra¢uni bili jasni. Kartezijeve koordinate su z* = (¢, z', 2% x*), odnosno
a" = (t,T), tako da je # = (z', 22, *). Cetvero-impuls Cestice pisemo kao p* = (p°, p),
uz p’ = w, gdje je w frekvencija (energija) Cestice. Kako ravna (pozadinska) metrika
u Kartezijevom sustavu ima oblik (3.1), vrijedi p° = —py i p' = p;. Specijalno, za
bezmasene Cestice na ljusci mase vrijedi i p- p = w? i p*p, = p* = 0. Retardirane
Bondijeve koordinate oznacavamo kao y* = (u,r, z, z). Kako je r ”"standardna” ra-
dijalna koordinata, zadovoljena je jednakost 7 - ¥ = r2. Navedimo i precizniju vezu
izmedu Karetzijevih i retardiranih Bondijevih koordinata nego $to smo to napravili u

poglavlju 3:

t=u-+r,

L r(z + 2)
(1+22)’

2 ir(z—z)
(1 422)°
5 r(l—z2)

(1+2z22)

(6.44)
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Jednostavno se je uvjeriti da suma ! + iz? daje tre¢u jednakost u (3.3). Za veliki r
i kasna vremena, valni paket bezmasene Cestice s tro-impulsom p postaje lokaliziran
oko odredene tocke (z,z) na S? u prostornoj beskona¢nosti. To jest, bezmasene
Cestice zavrSavaju svoje trajektorije na Z* te se gibaju u ¥ = ri smjeru, kao $to smo
objasnili u prethodnom poglavlju. Vektor 7 je stoga usmjeren prema tocki (z, z) na
sferi i jedini¢ni vektor i(z, Z) je na nju okomit. Tro-impuls bezmasene cestice stoga
mozemo pisati kao p'= wi = wZ = £(2!,2?,2?). Koriste¢i transformacije (6.44), p"

mozemo parametrizirati kao:

P = ~ (14+2z,z+ 2, —iz+1i2,1 — 22). (6.45)

1+ 22

Impuls Cestice dakle na potpuno ekvivalentan nac¢in mozemo karakterizirati s
(w,2,2) 1 (w,p). Valja imati na umu da nismo proveli tenzorsku transformaciju kom-

ponenti te da indekse od p* i dalje dizemo i spuStamo s ravnhom metrikom u Karte-

w(z+2)
142z °

zijevom sustavu. Tako i dalje vrijedi, primjerice p° = —py = wip! = p; =
U kasnim vremenima, izlazno polje gravitona postaje slobodno i u Kartezijevom sus-

tavu ima oblik koji smo pronasli u prethodnom poglavlju. ZapiS§imo ga ponovno:

ou d3q 1 ak ou iq-x « ou —iq-T
o) = 3 [ g @ @ + @ @' . (6ae)
_+

gdje vrijedi ¢° = w, = |q], dok su o = dva stanja heliciteta. Operatori a%*(q)}
i a?"*(q) su operatori stvaranja i poniStenja valne funkcije izlaznog gravitona tro-
impulsa ¢ te zadovoljavaju komutacijske relacije (5.127). Dakako, faktor u ekspo-
nentu jest ¢ - x = ¢*z, = —w,t + ¢- . Impuls gravitona moZemo parametrizirati s

(wy, w, w) isto kao u (6.45):

Wq

= ——(1 4 ww,w+ w, —iw + iw, 1 —ww), (6.47)
1+ ww

qﬂ

gdje su w i w angularne retardirane Bondijeve koordinate. Kako je polarizacijski
. .y v . . . + + + . .

tenzor simetrican, mozemo ga pisati u obliku e-*" = ¢-#¢-". Nadalje, polje slobod-

nog gravitona je dato u transverzalnom bazdarenju u kojem moraju biti zadovoljeni

bazdarni uvjeti sf”M =0ierg, = 0. Polarizacijski vektori koji zadovoljavaju ove
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uvjete imaju uduce oblike [8]:

e (0,1, —i,—w), e "(q)=—7=(w,1,i,—w), (6.48)

1 1
=7 vz

te vidimo da vrijedi e™#*(§) = e7#({). Dokazimo da je zadovoljeno ¢ ,(¢) = 0:

e(@) =e00(D) + (@) + () +e75(9)
=Dt o(Q) + e PDeT1(D) + €HPeT2(Q) + (P (D)

=5[w(=w) +1-1+ (=) - (=) + (-w0)(-w)]

(6.49)

N —

=0.

Na isti nacin se dokazuje i identitet e~ *,(¢) = 0. Pokazimo jos da vrijedii e """ (q)q, =

0:

e (Q)q, = (D" (D)
== (@) (@0 + e (D + Dz + = (@)as)

ze_“m(w(—l —ww) +1-(w+w)+i(—i)(w —w) —w(l —ww))

=0.
(6.50)

Iz ekvivalentnog postupka slijedi i e7#7(q)q, = 0. Sada zZelimo izraziti koeficijent
C..(u, z, z) definiran u (4.125) preko operatora stvaranja i poniStenja gravitona. Isto
mozemo napraviti pomocu izraza (5.56). Prvo pak moramo provesti transformaciju
komponenti polja (6.46) iz Kartezijevih u retardirane Bondijeve koordinate. Kao Sto
smo objasnili u prethodnom poglavlju, ovu operaciju mozemo izvrSiti preko iduceg
izraza:

1 0x* Oz”

2\ — s 2 Y YUY g outy a 6.51
C..(u, 2, 2) /irll)rgor 5 s hoy (2 — y®). (6.51)

Koordinatna transformacija z# — y* u polju gravitona odgovara iducoj jednos-

tavnoj transformaciji faktora ¢ - + u eksponentima unutar (6.46):

q-r=—wit+q T——wy(u+r)+|qrqz
! ! (6.52)

= —wuu — wer(l — q4z).
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. . Ve, e .e OxH v o .. . ..
Preostaje nam izvrSiti transformaciju %-5-¢%(¢),, = €%(¢)... Kako vrijedi relacija

£*(q).. = €*().€*(q)., dovoljno nam je razmotriti transformacije polarizacijskih vek-

tora e (7) = %=/ (q) ie; (§) = %~c, (7). U nastavku navodimo relevantne derivacije

koje slijede iz (6.44):

oot
9z 0z
ox' (1 —zz)

9z (11222
ox?  (—=1-—2zz),

= i,
0z (1+22)?
o3 —2Z

9z (11292

(6.53)

Pri provedbi prethodnih derivacija su koristeni identiteti % =01 % = 0. Slijedi dalje:

Ox° ! x? ox?
() 28—53@ + gfﬁr@ + gfg(ff) + Eé‘;@
V2rzZ(w — 2) (6.54)
(14 22)2
Ekvivalentno se dolazi i do izraza za < (q):
_ V2r(1 + wz)
€. (0) = BT (6.55)

Kako su €7 (q) i €,,(q) povezani kompleksnom konjugacijom, transformacije kompo-
nenti kompleksno konjugiranih polarizacijskih vektora mozemo odmah dobiti zamje-

nom identiteta (6.54) i (6.55), odnosno imamo:

(@) = —\/Z" 2
B (6.56)
() = \/§r(1 + wz)
2 )= (1+22)2
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ZapiSimo sada izraz za C,.(u, z, 2):

ZZ i ok out —iwqu—iwgr(1—§2)
K’ri)rgo ” Z/ 2wq [ €2 (@aa (q_je
(6.57)

+ ggz ((j')agut(q—jTeiwqu—i—iwq’r‘(l—(ji)] )

Da bismo olaksali integraciju, prelazimo u sferni sustav. U koordinatnom prostoru

vrijedi:

400 400 400 400 ™ 27
/d3x:/ d:):l/ d:):2/ dz? :/ r2dr/ Sin@d@/ do. (6.58)
—0o0 —00 —00 0 0 0

Tro-impuls mozemo pisati u formi ¢ = w,§ = ¢'¢' + ¢*¢*+ ¢*¢* i u impulsnom provesti

zamjenu ekvivalentnu prethodnoj:

“+o00 T 27
/ g — / widu, / sin ©dO / do, (6.59)
0 0 0

gdje je © kut izmedu ¢ i ¢*. Orjentirajmo sada osi, odnosno bazne vektore (¢!, 42, ¢3)
tako da se podudaraju smjerovi vektora ¢ i 2. Time u eksponentima izraza (6.57)

dobivamo § - & = cos ©. Tro-impuls stoga mozemo pisati u formi:

7 = w,[sin O(cos ¢¢" + sin p¢*) + cos OF]. (6.60)

Valja biti oprezan i imati na umu da polarizacijski tenzori i operatori stvaranja
i poniStenja ovise o cijelom setu koordinata (w,, ©, ¢). Odnosno jo$ uvjek nam niti

jedna integracijska varijabla nije slobodna. Integral (6.57) sada poprima oblik:

+oo
out Wql
C..= THOOT Z/ d@/ dgb(/ dwyesr (Q)ad" (§)w, sin ©e™

(6.61)
+oo
. ezwqr(cos 0-1) + / dwqggz (g*)agut (q*)'i‘wq sin @ezwquezwqr(lfcos 0)
0
Uvedimo oznake:

A (w4, ©, ) = 22 (@)a (@)wy sin O, B, (1, ©,0) = 2,(a)ag" (@) w, sin O,
(6.62)
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tako da (6.61) piSemo u obliku:

K . 1 ™ 2m
Cex = 35 Hm Z;/o d@/o dp(I) + 1), (6.63)
gdjesu I i I5:
+o0o ‘
ho=lim [ dw, A% (w0, ) =00,
T—00
0+<><> (6.64)
12 = lim dqu?z(wm @’ gb)eiwqr(l—cos @).
r—0o0 0

Iskoristit ¢emo sada tzv. aproksimaciju stacionarne faze. Da bi bilo jasno o ¢emu

govorimo, osvrnimo se na idudi integral koji je istog tipa kao I i I, [9]:

I:/ g(z)e™ @ dy. (6.65)

Prema Riemann-Lebesgueovoj lemi, ovakav integral isCezava za k£ — oo ukoliko
fazna funkcija f(z) nema kriti¢nih to¢aka. Konkretnije, beskonacni integral priblizno
oscilatorne funkcije koja brzo mijenja fazu tezi u nulu [9]. Identificiramo faze u
(6.64) kao a;(w,) = w,yr(cos © —1)ias(w,) = wyr(l—cos©O). Iste su stacionarne kada

vrijedi “4te — 0 j 220 — . Slijedi:

—do; () =r(cosO.—1) =0,
Wq
(6.66)

dog(wg) B
— = r(1 —cos©,.) = 0.

q

Prema tome, u oba integrala je stacionarna (kriti¢cna) tocka ©. = 0. Rezultat ima
smisla jer integrali (6.64) za veliki » prema Riemann-Lebesgueovoj lemi iscezavaju
osim kada vrijedi * (1 —cos ©) — 0, $to je zadovoljeno za © — 0. Ovo nam omogucuje
da razvijemo funkcije sinus i kosinus oko nule na idu¢i nacin:

@2

cosO ~1— o7
2! (6.67)

sin® ~ O,

Zasto u razvoju mozemo zadrzati samo ove ¢lanove ¢emo objasniti malo kasnije. Za
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sada primjetimo da uzimajuéi © — 0, tro-impuls (6.60) moZemo aproksimirati kao:

(6.68)

Y
X
&
§%>

Koriste¢i prethodnu aproksimaciju i razvoj sinusa u (6.67), varijable (6.62) popri-
maju oblike:

A?z (wq’ @7 ¢) ~ Agz (wlb @) = 5?: (quA;)aout (wqu’)&}q@e_wqua

«

' (6.69)
B?z(qu ©,¢) ~ B?z(qu 0) =l (wqj)aom(wqi’ﬂwq@ewqu

zz «

Kako je z(z, z) jedini¢ni vektor koji specifira tocku (z, ) na sferi s beskona¢nim radi-

out
a

jusom, a2“*(w,z)" je operator koji stvara graviton tro-impulsa ¢ = w,# koji zavrSava
na Z" na toj tocki. Ekvivalentno, a%"(w,Z) ponistava graviton s istim odrediStem. Ko-
riste¢i ovu tvrdnju, mozemo odmah dati i eksplicitne oblike polarizacijskih vektora
€% (wy) 19 (w,). Iste smo parametrizirali pomo¢u angularnih retardiranih Bondije-
vih koordinata (w, w), no kako aproksimacija stacionarne faze daje w = z, u (6.54),

(6.55) i (6.56) trebamo samo napraviti identifikaciju w — z. Time dobivamo:

) =0, () = Y
(14 22)
(6.70)
7*( A) _ 0 +>|<( A) _ \/ET
£, () =0, e (w,d) = i)

Primjec¢ujemo da smo ovime dobili isti rezultat koji je ranije proizasao iz Cauchy-
Pompeiuove formule (4.276) koja je dala delta-funkciju prema kojoj vrijedi z = w.
Jedina razlika jest Sto je u tamosnjem racunu identifikacija iSla u suprotnom smjeru te
smo napravili zamjenu z — w. NiSta se ne bi promjenilo ukoliko bismo u Wardovom
identitetu (4.281) umjesto z pisali w. U svakom slucaju, nakon razvoja kosinusa

(6.67), integrali (6.63) postaju:

+oo . o2

I = lim dwgAS, (wg, ©)e "2
T—00

0 (6.71)

“+00
o2

I, ~ lim dw, B3, (w,, ©)e™" =
r—00 0

Sada ¢emo ove integrale uvrstiti natrag u (6.63), pri cemu primjecujemo da je in-

tegracija po polarnoj koordinati ¢ postala slobodna; ista daje faktor 27. Nakon
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uvrStavanja slijedi:

: 2m e vk 5\, 0U S\, — g " —iw 7“6—2
C.. :/{TILIEOW 2 [/0 dwgw e (wy)ad™ (wyd)e /0 dOBe 1" 2

+o0 ™ 2
. ot oo ©2
—i—/ dwqqug‘z(wqx)ag“t(wq:c)Te’“q“/ dOBe™ "z ]
0 0

(6.72)
Vidimo da moZemo provesti integraciju po © te koristimo idudi identitet:
2 1 2
/3:6“ dr = 2—6“ + konst. (6.73)
c
Odredena integracija daje:
™ . 2 ] —iwqr7r2
/ d00¢ WS = 1 (e 2 — 1) ,
Wy
0 ! (6.74)

™ . (—)72 —7/ iwqr7r2
dOOe™1" T = — e 2 —1].
0 Wy

Jasno je sada da je C.. u radijalnoj koordinati reda C,, ~ %7"2% = 7%, Srednji
r? faktor proizlazi iz polarizacijskih tenzora, $to je vidljivo iz (6.70) i ¢injenice da
vrijedi ¢, = £¢¢¢. Radijalna koordinata se nalazi i u eksponentima prethodnih izraza,
no ubrzo ¢emo vidjeti da ove ¢lanove mozemo zanemariti. Ukoliko bismo zadrzali
clanove viseg reda u razvojima (6.67), dodatni integrali po © poput ovih upravo
evaluiranih, bi uvjek bili reda O(r~2). Time bismo ukupno dobili C,, ~ r® + O(r™1),
no O(r~1) ¢lanovi is¢ezavaju uzimajudi limes r — oo. Po vracanju rjeSenja integrala

(6.74) natrag u (6.72) dobivamo:

7iwq'r‘7'r2

K +eo

S K Quk ~\ out AN, —lwg U

C..=lim —— E dwyel} (wa)ad" (wed)e e 2
r—oo 8741 < 0

+oo +o0
[ dsem e e e [ dugt e e 675)
0 0

wgq 7‘7r2

+oo )
- / dw e, (wyd)al (wyd)Teate ™z |
0

Ve¢ smo utvrdili da ¢e se faktor r—2 ispred oznake za sumaciju pokratiti sa fak-
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torom r? koji dolazi iz polarizacijskih tenzora. Time 1. i 4. integral prethodnog iz-
raza poprimaju iste forme kao i (6.65). Kako isti nemaju kriticnih tocaka, is¢ezavaju

prema Riemann-Lebesgueovoj lemi. Mozemo dakle pisati:

. 400
. —1K sk ~\ ,0U A\ ,—iwWqU
=33 [ | oz e
- (6.76)

+oo )
- / dw,e? (wyd)al™ (wyd) T | .
0

Preostaje nam jo$ provesti sumaciju po stanjima heliciteta. Kako iz (6.70) slijedi:

el (wet) =0, e (w,) 2
2z\Wql) = U, 2z =TT o\
I e (1+ 2%2)? 6.77)
. . . . 2r2 '
Ezzz(wa’) = 07 Ejz (wqx> - (1 + 22)2’
konac¢ni rezultat za C,, poprima oblik:
. 400
5 —K ou A\, —iwgt ou S\T L iwqu
C.z(u, 2, %) :m/o dwy [aS" (wyd)e — a®™(wyz)Te™] . (6.78)

Rijec je o polju koje anihilira graviton pozitivnog heliciteta i stvara graviton nega-

tivnog heliciteta. Definirajmo sada novo polje na idu¢i nacin [8]:

Ni(z,z) = / due"0,C,.. (6.79)

[e.9]

Kako parcijalna derivacija polja (6.78) po retardiranom vremenu daje:

—K e ou A\, —iwg ou - Wql
0uC ~ 2 1 ) / dwywq [a3" (wed)e ™" + a®™(wyz)Te™ ], (6.80)
0
dobivamo:
NW B —K +00d out . +00d e—iu(wq—w)
(2, 2) —m/o wqwg | a" (wq) /_OO U=

(6.81)
+ " (w, )T / du o

—0Q0

+oo e—iu(—wq—w)]
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Unutar izraza prepoznajemo jednodimenzionalne delta-funkcije:

400 efiu(wqfw)
/ du————— = 0(wy; — w),

2
S (6.82)
00 el —wg—w)
/_oo duT = 0(wy — (—w)).
Uvrstavanjem istih u (6.81), izraz postaje:
Nw -\ —R +C>Od out an) out ~ T(S
22(2,2) “or(1+22) J, wewq|a (wq)0(wg — w) 4 a?(wy) 6 (wg — (—w))].
(6.83)

Kako imamo w, > 0, prvi ¢lan prethodnog integrala doprinosi samo za w > 0, dok

drugi doprinosi za w < 0. Za w > 0 moZemo pisati w = |w| te prva delta-funkcija daje

Wy = w = |w|. S druge strane, uz w < 0 piSemo w = —|w| i druga delta-funkcija daje
w, = —w = |w|. MoZemo stoga pisati:
NEI,2) = oo pahelad (el
2Z
E (6.84)
N*\M 7) — out ~ T.
(2,2) = g el (fel2)

Od sada ne¢emo pisati apsolutne vrijednosti ve¢ pamtimo da je w svugdje poziti-
van. Uvedimo na kraju jo$ jednu definiciju [8]:

- 1 - -
N?, = lim 5(N;;JFN;;U), (6.85)

=z w—0t
tako da vrijedi:

]\Nfgz(z,i) = —

: out A out A\ T
Ry wll)ré{r (wal (wz) + wa? (w)']. (6.86)

U ovom trenutku izgleda da N, (z, Z) moZemo jednostavno izjednaditi s nulom,
ali kasnije ¢e do¢i do krucijalnog krac¢enja frekvencija te prethodni izraz ostavljamo

kakav jest. Prisjetimo se sada izvoda (4.234) gdje smo pokazali da vrijedi:

+oo N
/ dud,C., = 0.0.N. (6.87)

o0
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Nadalje, iz (6.79) dobivamo:

lim NZ, = lim due™"0,C,,
w—0 w—0 o
“+o00
-~ / dud,C... (6.88)
—9,0.N.
Konacno, iz (6.85) proizlazi:
N° =03.9.N, (6.89)
ili, prema (4.287):
N?. = Of,. (6.90)

Analogna prica se odvija i na Z~. Prva stvar koju bismo trebali uvesti jest po-
lje ulaznog gravitona koje ima oblik ekvivalentan polju (6.46). Tada bismo mogli
povezati C.. (v, z, 7) i hir, kao u (6.51), pri ¢emu bismo proveli transformaciju iz Kar-

tezijevih u napredne Bondijeve koordinate. MozZemo definirati polje [8]:

+o0
N2 (z,2) = / dve™?9,C.., (6.91)

te potpuno ista procedura kao ranije daje [8]:

\TW - —R in N
N2 (z,2) = mu’% (wa),

wa™(w)T,

o o (6.92)

(2, 2) = (11 22
gdje je w > 0. Jedini¢ni vektor i(z, ) definira to¢ku na S? u prostoru Z~. Pamtimo da
je ova tocka specificirana u naprednim angularnim Bondijevim koordinatama (3.23)
koje se nalaze u nazivnicima prethodnih izraza. Prema tome, a"(wz)' je operator
stvaranja ulaznog gravitona negativnog heliciteta i tro-impulsa ¢ = wz koji zapocinje
svoju putanju na Z~ s tocke (z, z). Operator a’'(wz) anihilira graviton istog polazista

i tro-impulsa, ali pozitivnog heliciteta. Uvodimo definiciju ekvivalentnu onoj datoj u
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(6.85) [8]:

. 1 . .
NP (2,2) = lim =(N¥ + N_*), (6.93)
w—0t 2
¢ime dobivamo:
N (2,2) = —— lim [wa™(wi) + wa™ (wi)T]. (6.94)

Am(1 + 2Z)? w0+t

Prema prvoj relaciji u (4.242) i definiciji tenzora novosti (4.216), uo¢avamo da vri-

jedi:
o +Oo . o
lir% N2.(z,2) :/ dve*0,C,,
ol

~ [ ac. (6.95)

=0.0.N.
Iz (6.93) slijedi i:

N (z,%) = 0.0,N, (6.96)

odnosno, prema (4.285):

Kako smo uspjesno izrazili operator O,, preko operatora stvaranja i poniStenja
gravitona, isti ¢emo ubaciti u S-matri¢ni element za n ulaznih i m izlaznih bezmase-

nih skalara koji ima istu formu kao u (4.258). Mozemo pisati:

Sp= (20 20 S 2 2 (6.98)

m n

gdje smo impulse izlaznih i ulaznih Cestica parametrizirali s retardiranim i napred-
nim angularnim Bondijevim koordinatam respektivno. Umetnimo u prethodni izraz

vremenski ureden operator O, ., pri cemu koristimo (4.289):

(5] 0w 1 o, ) = (7, | OLS |47, ) — (o, | SO |4f", ) (6:99)

143



Mozemo dalje upotrijebiti (6.90), (6.97), (6.86) i (6.94)

(200 ] 2 0.8« |2, = (29 | NO,S|zim ) + (204 | SNO |20, )

_ 1 ,
A TP [ —; (29| (a5 (w) 4+ a®(wd)T) S |2, ..)

AT w0t | (14 22)2 (6.100)

1

+ mw <zf“t, S (aff(wﬁc) + ai_”(wfc)T) |zi", )

U ovom izrazu treba primjetiiti dvije stvari. Koordinate (z, z) u prvom i drugom
¢lanu su date u retardiranim i naprednim Bondijevim koordinatama respektivno. One
u principu nisu iste (iako za obje koristimo iste oznake) te je njihova veza s Kartezi-
jevim koordinatama definirana u (3.3) i (3.23). Medutim, iste oznacavaju odrediSne
i polazisne toCke gravitona, a u 3. poglavlju smo zakljucili da su vrijednostiod zi z u
naprednim Bondijevim koordinatama s kojima trajektorija bezmasene Cestice izvire
na Z~ jednake vrijednostima od z i z u retardiranim Bondijevim koordinatama s ko-
jima trajektorija takve Cestice ponire na Z". Prema tome, faktor ﬁ u prethodnom
izrazu mozemo izluditi ispred zagrade. Nadalje, zadovoljeno je i a?*(wz) |2{",...) = 0
jer po nasoj pretpostavci stanje |2i",...) ne sadrZi gravitone. U slucaju koji razma-
tramo, isto opisuje bezmasene skalare, ali prethodna tvrdnja bi vrijedila ukoliko bi
ulazno stanje sadrzavalo bilo koji tip Cestica osim tvrdog gravitona. Mozemo cak
dozvoliti i prisustvo mekanog ulaznog gravitona, jednakost a’*(wz) |in) = 0 bi i dalje
bila zadovoljena zbog faktora w, u (5.127). Kako imamo i a®**(wz) |0) = 0, hermitska
konjugacija daje 0 = (0] a®**(wz)T, $to implicira da vrijedi 0 = (29", ...| a®“*(w?)T jer
izlazno stanje ne sadrzi tvrdi graviton. Prema navedenim spoznajama, izraz (6.100)

postaje:

(008 |2 =———— lim w[(z0" .| a% (w?)S |27, ..
! ! Am(1 4 22)% w0+ ! + 1 (6.101)

+ (294 Sa™ (wd)T |2 L))

Prvi ¢lan uglate zagrade predstavlja S-matri¢ni element (6.98) s dodatnim izlaz-
nim gravitonom pozitivnog heliciteta, dok drugi ¢lan predstavlja istu amplitudu, ali
s dodatnim ulaznim gravitonom negativnog heliciteta. Ove dvije amplitude su jed-
nake. Tvrdnja slijedi iz Cinjenice $to je je Feynmanovo pravilo za izlazni graviton

pozitivnog heliciteta ¢7#*, a za ulazni graviton negativnog heliciteta e¢***. No veé
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smo utvrdili da su e i e~*” povezani kompleksnom konjugacijom; dakle amplitude

moraju biti iste. Konacno, jednadzba (6.101) poprima formu:

—K

(20 ] 0.8 |2 ) = lim w (20", .| aZ"(w2)S |21", ...y . (6.102)

2(1 + 22)? w0+t
Sada ¢emo se pozvati na Weinbergov teorem mekanog gravitona. Prvo koris-
timo ¢injenicu da su S-matri¢ni element i amplituda rasprSenja ekvivalentne fizikalne

veli¢ine te mozemo povezati (6.35) i (6.98) [12]:

(20420 Sz 2 = M (2m) 6™ (Zpk Zpk>. (6.103)

Na isti na¢in moZemo povezati prethodni S-matri¢ni element s dodatnim izlaznim
mekanim gravitonom pozitivnog heliciteta i 4-impulsa ¢* = (w,, ¢) i pripadnu ampli-

tudu:
(25| a"“t(cf)S 2" ) =iM(eT, (Wqy @)y DLy ees Dl 1, ...,pn)(27r)4

o (& m (6.104)
N\ 2om 2w
k=1 k=1
U prethodnom izrazu smo u biti trebali pisati delta-funkeiju u obliku §@ (37)_, px —
> e, Pl — q), ali ve¢ smo rekli da uzimamo u obzir o¢uvanje (6.36) te da mozemo ¢

aproksimirati s nulom. Prema Weinbergovom teoremu (6.41), amplituda u zadnjoj

jednadzbi jest:
KR = p p v € +pv
M( <wq7q) pl?' 7pm7p17~ ;pn = = ZL Zpklipk MS
2 i k=1 Pr - 4q
(6.105)
Iz (6.104) i (6.105) slijedi dalje:
ou ou p p v Dhnl I/€+M
(&, e (@S | ) =5 ZL Z PP (0) | s
k=1 k=1 pk q
(6.106)

06 (=30t )
Kona¢no, M*® mozemo izraziti preko S-matri¢nog elementa (6.103) ¢ime posljednja
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jednakost postaje:

Z PruPrv€ " (q) Mt

k=1 Py k=1 Pk q (6.107)
2| S AL

out out n pk,upkl/
(8 @S ) = |3

Ovaj S-matri¢ni element nije jednak matricnom elementu u (6.102). U prethod-
nom izvodu smo mekanom gravitonu pridodali proizvoljni 4-impuls ¢* = (w,, ¢) te bi-
smo polarizacijski tenzor i ovaj impuls mogli parametrizirati koriste¢i (6.47) i (6.48).
Dakako, spomenute parametrizacije su kompatibilne s transverzalnim bazdarenjem
dok smo Weinbergov teorem izveli u De-Donderovom, ali ova ¢injenica nam ne pred-
stavlja problem jer smo pokazali da je izraz (6.41) bazdarno invarijantan. Mi Zelimo
da izlazni graviton posjeduje 4-impuls ¢*(z,2z) = (w,w) (uz w — 01), gdje smo
naznacili da isti ima ovisnost o koordinatama (z, z) buduéi da je metoda stacionarne

faze dala w — 2. TraZzeni S-matri¢ni element jest:

<Z(1Wt7 |aOUt( fi')S |Zina > _ZM( ( ) (w WZE) plla "'7p;n;p1’ 7p”)

n m (6.108)
458 Zpk_zp;c )
k=1 k=1
gdje je:
K - p p V€+MV wx
M(5+(wx) (UJ wx) pla' 7pm>p17' 7pn :E Z e ( )
P P q(2,2)
(6.109)

Istom procedurom kao i ranije dobivamo:

. €+“ (w) +pv
(20" aS (wd)S [T, ) == [Z pkﬂpkl' Zp’wp’wg mf)]
2 k=1 Py - b—1 Pk q(z, 2) (6.110)
| S

Polarizacijski tenzor i 4-impuls gravitona sada moZemo parametrizirati na isti
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nacin kao u (6.47) i (6.48) uz zamjene w — z i w, — w:

w
i, N 14 25 s iyt i35 1 — 57
q"(z,z) 1—|—z2( +2zZ,24 2, —iz+1iz,1 — 22),
1
(z,1,—i,—%).

NG

(6.111)
e (wi) =

Dakako, vratili smo se natrag u Kartezijev sustav (buduc¢i da je Weinbergov te-
orem dan u istom) te ¢emo od sada nadalje koristiti ravnu metriku (2.1). Treba imati
na umu da koordinate (z, z) u prethodnoj parametrizaciji moraju biti jednake koor-
dinatama koje se nalaze u (6.102), isto vrijedi i za frekvenciju w. Na ekvivalentan

nacin mozemo parametrizirati i 4-impulse ulaznih i izlaznih bezmasenih skalarnih

Cestica:
m
mo_ Ek (1+ in =in m+ sin zn_|_ - —in 1 — in—in)
Py = 1+ sinzin Rl Rk oy Rk R s —U2 T 12, Rk 2k )
+ 212,
Eout (6112)
/ k t —out t —out . t - —out t —out
pr = (14 20920 29 + 20, —izg™ + a2, 1 — 229 20%).

out zout
I+ 20" 2

Prije nego uvrstimo (6.110) u (6.102), iskoristit ¢emo prethodne parametrizacije
i izraziti faktore u zagradi unutar (6.110) preko angularnih Bondijevih koordinata.

Ovi faktori imaju forme:

PryiPre M (W) prypretH(wi)e ™ (wi)
Pz +pk 6le7) (6.113)
_DPk € +

= Pk € .
Pk - q

Da bismo olaksali rac¢un, koristimo iduce svojstvo polarizacijskog vektora [15]:

1

et = Eaz[(l + 22)q"]. (6.114)

Dokaz:

wo_ L Al = o e L Hletdwl 1
v e e ] (e

o 1 =] =i

= [(H T } N (6.115)
w3 L o5 (1 —22)w _ "z

= 7 [0 AT = 7
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Uocimo i da mozemo pisati:

1
* :—az[(l + ZE)Qu]pZ

Pk - € N
1
=5, A1+ 22)aupi] = (14 22)u0:p}] (6.116)

— LA+ 22k g,

NO I

te da vrijedi:

pe-et 1 O[(1+2Z)pk - g
Peq V2w Pr - q

(14 22) 0.[(1 + 22)py, - q]
Vw4 z22)peg (6117

(1+ 22)
V2w

O An[(1 + 22)px - q].
Izvrijednimo sada py, - ¢:

Pk q =puqo + Prqy + Pige + Pias
=—pod” + ped" + pid® + Pid’
1

-1+ (@k+&Xz+2%—@k—&ﬂz—a

=Frw
g (1+ zp2) (1 + 22)

+ (1 — Z}Cgk)(l — ZE))]

:Ekw

1
-1+ — — | 22,2 + 222+ 1 — 22 — 212k + 212122
(1+zkzk)(1+zz)( k k K2k K2k )]

—2zZ — 2Zk2k + QZkE + 22]€Z
(14 zpz) (1 + 22)

_—QWEk(Z — Zk)(,? — Ek)

(L2 + 2z

:Ekw

(6.118)
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Prethodni rezultat uvrstavamo u (6.117):

pr €T (14 22)

peq V2w

sy (25 m[(,z_zk)(z_zk)]]

O.An | (1+ 22)

—QwEk|z — Zk|2
(14 22)(1 + z2)

V2w + 22k)
— (1\7522) [0.In(z — 2) + 0.In(Z — Z)] (6.119)
:(1 + 2%) 0,(2 — 21)

V2w (2 —2)

1 142z

_\/EwZ—Zk.

Da bismo dobili (6.113), moramo jo$ izracunati py - €. U tu svrhu koristimo (6.116)

i(6.118):

—QWEk(Z — Zk)(f — Zk)

L+ 25
ot = 0 T T (6120)
:—\/_Ek<Z - Ek) -
(1 + Zkzk) ’
Trazeni izraz je dakle:
et _ A
Di - € pk_€+:_1(1+zz)(z Zk) Ex 6.121)

P - q w (Z — Zk>(1 + Zkfk)

Prema ovom rezultatu, S-matric¢ni element (6.110) postaje:

. mo_ 1+ZZ (E out)Eout
out ) out - S mn -
<Zl ) |CL (CULC) ’21 ) ; w Z—Zk )(1_'_Zout 0ut>
—1(1+2z22)(z — z")E" ou
- —( )(1 km) e P P
—w (2= 51+ 507"
(6.122)
Po uvrStavanju istog u (6.102) proizlazi jednadzba:
- 8G
out 1108 2 = (29| S
G 08 1) =gy (0 ST )
zm: Eout zzut) B n Ez‘n( 7 _ —kn) .
= (=A+ 205 = (=50 + 50 E
(6.123)
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Primjec¢ujemo da je doslo do kracenja frekvencija w kao Sto smo ranije najavili.
Spomenimo i da smo u prethodnom izrazu iskoristili jednakost (5.3). Na samom
kraju, S-matri¢ni element s vremenski uredenim umetanjem operatora O,, moZemo
povezati s umetanjem vremenski uredene struje mekanog gravitona pomocu (4.285).

To jest:

1

2z out e . mn B 612
4G7 8( ) ’ OZZS ‘Zla > ( 4)

(274 | P, |2 ) =
Provodimo derivaciju:

9. (29 | L O, |2, ) = 8G (=2 .| S |2, )

. m EOUt(Z out) B n Eln(g . Zl,in) ] 1
”; (z = 22") (1 + 27t zp) ; (z — zm)(1 + z,@”f,@“)] O; ((1 + 22)) (6.125)
SUY:CCEE NN N (CEED

; (z — 20%) (1 + z0utzout) 1 (z— 2" (1 +Zk Zk )]]

k=

1
+ (1+ 22)82

Promotrimo posebno derivaciju drugog ¢lana:

S it &/ N N et W O
. [Z (z — ZOUt)(l + ZOM Ow) Z (2 — legn)(l + Zk Zk ") N

k=1 k=1
= E2o;(z — z0%) i Emo;(z — zk ")
; (2 — 20") (1 4 zputzowt) ; (z — 2" (1 + zinzim)

> i () - ](21+<_ e (e=m) ] i

G0 ) G A0 )

k=1

W
)—l
—~

E;C)Ut(f — ng) 27'('5(2) (Z . ZZUt> _ Z E]an(z ) 5(2)( k )] .

1+zzutzzut) — (1_|_Zzn zn)

ol
—_

(6.126)

U drugoj jednakosti smo iskoristili Cauchy-Pompeiuovu formulu (4.276). Primje¢ujemo
da bismo integracijom zadnjih dvaju ¢lanova po dzdz dobili nulu. Prema tome,

isti jednako doprinose te ih mozemo pokratiti. Kako je prva derivacija u (6.125)
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05(1 + 2z)~' = —2(1 + 22) 2, sve skupa dobivamo:

O: (20", .| - 0.8 ¢ |47, ) = 8G (29", .| S|2", ..)

. zm: Eptz—z")  § Em(Z — Z ) —z
(2= )L+ 20 (=g + 25070 | (L+22)2 (6.127)
1 m Eaut 2 k )
i (14 22) kz:; (2 — 22%) (1 4 zputzout) ; i) (1 1 zingin )”

U trecem poglavlju smo utvrdili da je inverz metrike na jedini¢noj 2-sferi v** =

@. Koriste¢i ovaj identitet i prethodnu derivaciju, (6.124) postaje:

(299 ] Py ]2t ) = (0] S 2L

”i E;?“ttz( gi-z Z”: Era( - 2)

o PO+ 2z (= 2L+ ) | (6.128)
o~ B+ 22) " Ein(l 4 22)(z — z)]
; out) 1_|_Zout OUt)_;(z_Zlin)(l_’_Zk Zk)_]

Vidimo da dolazi do kracenja cetiriju ¢lanova koji su proporcionalni sa zz, odnosno

slijedi:

(20 Py |2t ) = (0] S 2 L)

i EgUH (1 + 2z
(Z Zout)(]_ + Zoutzout)
‘ ’ e (6.129)

n

1
Epr(1+ 22
")

L= )+ A

Oba ¢lana prethodnog izraza su su ocigledno dominantna kada vrijedi z — 2",
odnosno z — 2". Mogli bismo odmah napraviti ove zamjene u brojnicima i dobiti
konacan rezultat. Medutim, isti rezultat se moze dobiti na potpuno legitiman nacin;
bez ikakvih aproksimacija. Da bismo ovo pokazali, dodajmo i oduzmimo faktore

B2 (1 + zgutzewt) i Ein(1 + z"zi") u brojnicima zadnjeg izraza:
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(209 P ]2 ) = (9] S )2 L)

Z Elgut(l + ZZ;;Ut) + Eout(l + zout out) Eout(l zzutzzut)
— (Z out)(l + ZZUtZZUt)

B Z ErM1+4 2"+ EM(142070) — Ef(1+ 2070 |
(z =21+ 275")

m Eout n Ein
out | | S|A4", ... ——k Nk
(27, ] S [, ) ; (= 2 ; =rD (6.130)
N Z Eout(l + Zzout — 1= Zzutzgut) B i Ei:n(l + Zzzn — 1= Zlinzllgn) _
L) R oD ey P |G P ()
[ m Eout n in m Eout sout
< OUt’ |S‘Z > —ou - + out zou
;(z 20ut) k12_zk ;1+zt t)

n in Zin
E}zZy

(T+zm70 |

k=1

Prva dva clana u uglatoj zagradi posljednje jednakosti bismo dobili zamjenama » —
20" i z — zI™ u brojnicima izraza (6.129). Ovime bismo dobili to¢no rjesenje jer se
preostala dva ¢lana u (6.130) pokrate, Sto ¢emo sada pokazati. Koristimo o¢uvanje

tro-impulsa:

n m n

D oB=) Vo ) (dt +pat +piat) = Y (hat +pRt +pE%). (6.131)
k=1

Za 7! smjer imamo, prema (6.112).

n m Eout out 4 zout) n Em( in —in)
1 _ _ —k
kz:;pk - kz:;p Z 1 + Zout out Z 1 + anzk . (6132)

k=1

Zapisimo posljednju jednakost na drugaciji nacin:

m Egut out n Emzi:n m E]?ut sout n Elnzlzcn
_ _ Tk ko Tk ) —
(Zl+zout sout Zl+zzn Zin + ;1—}-22“'5 gut Zl+zkzk )
(6.133)
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te uvedimo oznake:

out out

n o
k 2 Emz,’gn

1 | outsout : : )
+ 272 1+ zk zk

m Eout out n Ezn zn
]; : + Zout out B 1 + Zmzzn ’
m out out n Ezn Zin
z : out out’ - z :1+Zznzzn’

m Eout out n

Em in
z : out out’ = : :1+Zznzln’

k=

A

(6.134)

tako da vrijedi B = X —Y i A = W — Z. O¢ito zZelimo pokazati da je zadovoljeno B =
0, Sto ¢emo napraviti koriste¢i kompleksnu analizu. Iz (6.133) slijedi A = —B, ali
takoder vrijedi i A = B* (zvjezdica i potez iznad varijable oznacavaju istu operaciju,
odnosno kompleksnu konjugaciju). Uvedimo zapis B = a + ib (a,b € R) i iskoristimo

(6.133):

0=B+ B*
=a+ib+a—1b (6.135)

=2a — a =0.

Varijabla B je stoga imaginarna; B = ImB. Na isti na¢in ¢emo razviti X i Y: X =

a+ifB,Y =~v+1id; (o, 5,7, € R). Tada imamo:

B=a+if—~vy—1id

(6.136)
te iz uvjeta B = ImB slijedi a = 7. Za sada stoga mozemo pisati:
X=a+if, Y=a+id, B=i(B-9). (6.137)

Razvijmo dalje Wi Z kao: W = Q+i, Z = x +1i7; (Q, &, x, 7 € R). Prema relaciji
A =W — Z dobivamo:

A=Q+1i& —x —iT

=@ x) +il§ 7).

(6.138)
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Kako vrijedi A = —B i B = ImB, mora vrijeditii A = ImA. Ovo nam daje Q) = .

Prema tome, piSemo:

W=Q+i, Z=Q+ir, A=i(l—7) (6.139)

Iz (6.137), (6.139) i uvjeta A = — B proizlazi jednadzba:

f—r—6-8 (6.140)

Sada ¢emo iskoristiti uvjet na realnost impulsa. Za izlazne impulse imamo X +

W =357 p! €R. Iz ovoga slijedi:

X+W=a+if+Q+if = 3=-¢ (6.141)

Uvrstavanjem ovog uvjeta u (6.140) dobivamo i 6 = —7. Prema (6.137), varijabla B
sada poprima formu:

—i(B+7). (6.142)

Uocimo i da jednakost 6 = —7 osigurava realnost ulaznih impulsa. Kako vrijedi

b =Y+Z=a+i0+Q+ir, uvjet 6 = —7 daje Y + Z = a + , odnosno
Sor_.pi € R. Jednadzbe moZemo dodatno pojednostaviti opservacijom da vrijedi
X =W+ tojest: a+iff = (Q+i)* — (a — Q) +1i(8 + &) = 0. Time smo opet dobili
B = —¢, dakle realnost izlaznih impulsa je automatski zadovoljena; nismo ni trebali
pretpostavljati da jest. Uocavamo pak da smo dobili i dodatni uvjet a = 2. Vrijedi
iY = Z*, iz kojeg se citatelj na ekvivalentan na¢in moze uvjeriti da ponovno slijedi
a =, aliid = —7 Sto implicira da su i ulazni impulsi realni. Relevantne varijable

sada imaju forme:

X=a+ip, Y=a—ir, W=a—1i8, Z=a«a-+ir. (6.143)

Nadalje, impuls mora biti o¢uvan i u 22 smjeru. Iz (6.112) slijedi:

n - m ZEI?Ut out Z]gut) B n —ZEIZn<Z]2n—5]2n>
;pk - ;p Z 1 + Zout out) - Z (1 + Zk Zk ) : (6144)

k=1
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Napisat ¢emo posljednju jednakost u ekvivalentnoj formi:

m Eout out n Elzcnzlzcn n Ezn in n Ezutggut
Z out sout + Z in zin = Z + m
— (L+z07) = (1457 k:1(1+zkzk> — (14232

(6.145)
i uvesti oznake:

C E}(;ut out N Z E’zcn ’zcn
(1+Zoutout k11+zkzk) ’

kE “k

(

Ein in N Eout _I(cmt
— 1+ 5070 = (L4

1 =1

(6.146)

3

D

O¢igledno vrijedi C — D = 0, ali imamo i C' = D*. Uvedimo zapis D = c + id;

(¢,d € R) i promotrimo rac¢un:

0=D*—D
(6.147)
=c—id—c—1id—>d=0.

Dakle varijabla D mora biti realna; D € R. Uocimo jos da iz (6.146) i (6.134) slijedi
D = Z + X. Koriste¢i (6.143) dobivamo:

D=7+X
=a+1iT+a+ 13 (6.148)

=2a + (7 + ).

Uvjet D € R stoga daje 7 = —f. Ovu jednakost uvrStavamo u (6.142) i pokazujemo

da je zadovoljeno:

B=0. (6.149)

Kako je varijabla B jednaka razlici zadnjih dvaju ¢lanova u (6.130), konacni razultat

jest:

(zf“t, 20Ut . P, zi", s z’") (zf“t, ...z°“t| S |zm, - zm)

Y Tm n n

m out in
Z E? B
out in :
1 (z—2")

3

(6.150)



Mozemo napraviti preimenovanje varijable z — w, ¢ime smo uspjesno reprodu-
cirali supertranslacijski Wardov identitet (4.281) i povezali dva vrha infracrvenog
trokuta. Za kraj, spomenimo da postoji podredeni mekani teorem koji se na slican

nacin moze identificirati sa superrotacijama [15], ali to ovdje ne¢emo raditi.
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7 Zakljucak

Rezimirajmo osnovne rezultate. Krenuli smo s analizom asimptotskih simetrija ko-
riste¢i Bondi-Sachsov formalizam i pronasli beskona¢no o¢uvanih naboja u asimptot-
ski ravnom prostor-vremenu. Pritom smo radili u kontekstu opce teorije relativnosti i
proucavali asimptotske generatore difeomorfizama. Posebno smo analizirali simetrij-
sku grupu vezanu uz supertranslacije i uvidjeli da u buducoj svjetlosnoj beskonac¢nosti
mozemo provoditi nezavisne translacije na svakom kutu ove regije. Razmotrili smo
problem rasprsenja i pronasli Wardov identitet asociran s BMS grupom simetrija. Na-
kon toga smo usvojili potpuno novi pristup i opisali gravitaciju u kontekstu efektivne
teorije polja. Krecudi iz ovog kuta gledista, izveli smo Weinbergov teorem mekanog
gravitona i na temelju istog uspjesno reproducirali supertranslacijski Wardov iden-
titet. Time smo uspjesno povezali dva vrha infracrvenog trokuta. Nismo obradivali
relacije ekvivalencija ovih teorija s memorijskim efektom, ali ukratko smo ga opisali
i vidjeli da je isti izuzetno bitan s eksperimentalnog stajalista. U [15] je pokazano da
IR trokut igra bitnu ulogu i informacijskom paradoksu asociranom s crnim rupama,
te da odjekuje kroz brojne fizikalne teorije. Primjerice, u N' = 4 Yang-Mills teoriji
dolazi do ”¢udesnih” kracenja koje reduciraju vrlo komplicirane izraze za amplitude
rasprsenja u jednostavne formule. Moguce je da su ovakva kracenja uzrokovana
upravo simetrijskim grupama koje su dio IR trokuta. U svakom slucaju, IR struktura
zasigurno igra bitnu ulogu u citavoj fizici i preostaje vidjeti koji je njen doseg. Pred
nama su uzbudljiva, ali i izazovna vremena u kojima nastavljamo potragu za teorijom
koja bi ujedinila cetiri fundamentalne sile, ili mozda ¢ak dala implikacije o postojanju
dosad neotkrivenih sila. Koja je uloga IR trokuta u svemu tome, samo buduc¢nost ¢e

redi.
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Dodaci

Dodatak A Racun Christoffelovih simbola

U ovom dodatku racunamo Christoffelove simbole konstruirane s obzirom na me-
triku (4.26). Pritom koristimo pojmove i konvencije uvedene u podpoglavlju 4.2.

Koeficijenti konekcije su definirani izrazom:

g 1 g,
Fuu = 59 p<augup + &Jgpu - apg/ux>' (A.1)

Popis komponentri metrike i inverzne metrike dan je u (4.27) i (4.28). U ovom
i iducem dodatku sporadicno pratimo racune i usvajamo odredene konvencije date

u [10]. Krenimo dakle s ra¢unima.

u 1 u
Fuu =59 p(augup + augpu - apguu)

2 (A.2)
=9 OyGur — 59 rJuu-
U nastavku koristimo identitet 0,g., = —|gur|0uln(|gur|). Po uvrStavanju dobivamo:
w o ur _lur _KQﬁ 2 ArrB
Fuu =—49g |gur|auln(‘gur|) 29 ar . e’ +r°hapU”U
1 \% 1V 1 (A-3)
:aul ur o ur 2687» s - ur_aT 28 — urar Qh UAUB )
lgul) + 500, (L) 4 307065 = 2470, (Phast*0%)

Nakon kratkog ratuna lagano se pokazuje da vrijedi 1¢""¢*0, (¥) = —10, (¥) i

19X .e? = —1Y5.in(|g..|) ¢ime kao konatni rezultat slijedi:

1 V 1V 1
r, = audnllgu]) ~ 300 () = 5 0nllaul) - 3070 (PhasU*U?). (a9

Dalje imamo:

1
FZT - §gup<augrp + argpu - apgur)~ (AS)

U prethodnom izrazu svi ¢lanovi u sumaciji po p isCezavaju Sto znaci da je zadovo-
ljeno:

re =TU =0. (A.6)
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Iduéi koeficijent koji ratunamo jest I' ,:

1
FZA :§gup(augAp + 8Agpu - apguA)
(A.7)

1
_ng ((‘9Agw — 8,. (—TzhABUB)) .

Koriste¢i izraze (4.20), (4.88) i ¢injenicu da vrijedi 049, = Dagur, za konacni oblik

koeficijenta odabiremo:

1
ud =, = §gw (Dagur + 0,U4) . (A.8)

U nastavku promotrimo:

1
Fgr = §gup(argrp + 8rgpr - 8;297"7")- (A.9)

Ponovno, u sumi sve komponente metrike isCezavaju iz ¢ega zakljucujemo:

T =0, (A.10)

Ekvivalentno, u izrazu:

1
:"LA - §gup(argAp + aAgpv' - apg7'A)7 (A]-]-)

takoder su svi faktori jednaki nuli. Prema tome:

re, =T% =0. (A.12)

Preostaje nam jo$ izracunati jedan simbol sa v indeksom gore koji je dan jednadzbom:

1
Ipe = §gup(aBng + 0c9pB — 0p9BC)- (A.13)

Primjetimo da su svi dosadasnji rac¢uni bili poprili¢no jednostavni buduéi da u sumi
po p prezivi samo komponenta inverzne metrike ¢g** = ¢g*". Isto vrijedi i ovdje te kako

je zadovoljeno g¢, = g, = 0 za rezultat dobivamo:

1
e = —§gwarch- (A.14)
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Prvi od koeficijenata konekcije s indeksom r gore koji racunamo jest I'!

1
F:m :_grp(augup + augpu - apguu)

2
1 ur rr r 1 T 1 r
1 ur 14 283 2 ArrB v —28

1
+ (—)UAe_QBE)u(—TQhABUB) — §K6_2B(9r (—Kew —+ TQhABUAUB)
r

T
1 A —28 Voo .2 ByrC
— 5(_)(] (& aA —76 +7r th'U U .
Nakon blage simplifikacije proizlazi izraz:

1 v 1 v
I =590, ( ) + =90, (ULU?) — —0u (In|gur)

9 7gur 2
1 1 .,V

w1l (Lon) + 29w Lo, (UaU") = g" U 0,Us (8.16)
27 7 r AN
1 1

~ 59U Da (ggm) — 59U DA (UcUC).

Kao $to je cCitatelj vjerojatno primjetio, u kona¢nim izrazima odlu¢ujemo umjesto

eksponencijalnih funkcija zadrzati ¢*" i g,,. Nastavljamo s raspisima:

s 1 'S
I, 259 p(augrp + argpu - apQW)

1 1 1
:_gur r Guu _grAarguA - _gTAaAgur

2 2 2

1 Vv 1 (A.17)
:59“’"& (—7625 + gABUAUB) + §UA(—)6_268T(—9ABUB)

1
- §UA(_)€_26aAgur.

Nakon spustanja indeksa na U“ i zapisa zadnjeg faktora preko logaritamske funkcije

za konacan rezultat dobivamo:

1 V 1 1
" =17 == urar = Gur - uraT U UA . urUAarU
ur ru 29 ( r g ) + 29 ( A ) 29 A

1
— §UADAln|gW|.

(A.18)
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Racun koeficijenta I'] ,:

r 1 r
I_‘uA :ig p(augAp + aAgpu - apQuA)

1 1 1 1
=—g"P0uga + =9 OaGuu + 59 0agru + ~9"20,19up

2 2 2
1 1

- §grrarguA - §gTBaBguA (A19)
1 1 %4 1V

= — —UBe’%&ugAB + —g“"0x (——625 + UBUB) + ——efzﬁaAgw

2 2 r 2r
1 1V 1

— §UB€_2ﬂaA(—UB) — 5?6_2ﬁ8r<—UA) + EUBe_ZB@B(—UA).

Po provedbi derivacija i kracenja odredenih faktora dobivamo:

1 V) 1 1V 1
FZA :§DA <?) + EQUTDA(UCUC) - §gur7arUA + égurUBaugAB
: (A.20)
. gurUB |:§ (aAUB — aBUA) .

Zadnji faktor u uglatoj zagradi prepoznajemo kao antisimetrizaciju daUp). Primje-

timo pak da vrijedi:

D[AUB] = (DAUB — DBUA)

<8AUB PP Up — 95U + FgAUD) (A.21)

NN =N

(aAUB - aBUVA) )

Sto znaci da konacni izraz mozemo zapisati u obliku:

r

1 V 1 1 .V
r = r :—D - UTD ¢ — —gY— r
uA Au =5 1A ( ) + 59 A(UcUY) 59" 0,Uy

(A.22)
_i_lurUBa(Zh o urUBD U
59 W(r°hag) — g [aUp)-
Znatno jednostavniji Christoffelov simbol za izrac¢unati jest I'". :
T 1 rp
Iy, 259 (aTgrp + argpr - apgrr)
(A.23)
:gruagru .
Kako bismo pojednostavili kasnije racune, koristimo logaritamsku funkciju:
L7, = 0.In|gur|. (A.24)
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Iduéi koeficijent koji raspisujemo je I ,:

' 1 '
[ra=59 2(0r9ap + OaGor — 0pgra)

1

1 1
—_ ruar " — rB aT Zq™o -
59 Orga + 59 Or9an + 59 0Ag

(A.25)

Nakon uvrstavanja komponenti metrike slijedi izraz:
T T 1 ur B
F'I‘A = FAr = 59 (DAgur - gABaTU ) (A26)
Od koeficijenata konekcije s indeksom r gore preostaje izra¢unati jos I 5:

1
g 259”)(81493,) + OBgpa — 0p94B)

1 1 1 1
:§gruaAgBu + §gruaBguA + §gTCaAgBC + §gT083gCA (A27)

1

1 1
= rC’a - rua - rra )
29 CYAB 29 uwJAB 29 rJAB

Raspisom, nakon grupacije ¢lanova i manipulacije odredenim indeksima, slijedi jed-

nadzba:
r 1 ur DC
ap =39 (04U + 0Us — 9" (Oagpc + Opgca — Ocgan)Up)
1 v (A.28)
- 59“7" (8ugAB - —&«gAB) :
r
Primjetimo da vrijedi:
97 (0agpc + Opgea — Ocgap) = 2T =T, + 15, (A.29)

$to znaci da ove koeficijente mozemo pridruZziti parcijalnim derivacijama 1-formi
u uglatoj zagradi izraza (4.28). Time parcijalne derivacije postaju kovarijantne.

Stovise, izraz mozemo zapisati u kompaktnijem obliku koriste¢i simetrizaciju:

1 V
yp=—9"DuUp) — 59“7" <3u9AB - ?@QAB) ' (A.30)

Okrenimo se sada izracunu Christoffelovih simbola s angularnim gornjim indeksom.
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Prvi na redu jest I'4 :

1
Ffu :EgAp(gugup + augpu - apguu)
1 1 (A.31)

ZQAT uGur + gABauguB - §gATa'rguu - égABaBguu-

Nakon uvrstavanja koeficijenata metrike dobivamo:

2

) v . (A.32)
AB A A C

1 V
Ffu :gurUAaugur - _gw‘UAar (?gur + UCUC>

y A
Racun I’ :

1
L =59 (0urp + 0rGpu — Oplur)

2 X (A.33)
:QQABargBu - QgABaBgur-
Iz prethodnog izraza slijedi:
A A L aBrrc Loa 1
e =r. =—=-¢""U"0,gpc — =0, U" — —D"gyy. (A.34)
2 2 2r2
Idudi koeficijent koji raspisujemo jest I'/}5:
A 1 Ap
FuB :ig (aung + angu - apguB)
1 1 1
==9"“Ougsc + 59" O8gcu + 59” OB Gur
2 2 2
1 1
— 59" “O0cgus — 59" 0,9up (A.35)
1 1 1
:igurUADBgur + 5gurUAarUvB + EgACaugBC

1
+ §gAC (acUB — aBUc) .

Slicnom analizom poput one provedene u racunu (A.21), prepoznajemo da konacni
rezultat mozemo zapisati pomocu iduc¢e formule:
A A _ Lo A A L ac
FuB = FBu :§g (U DBgur + U 8TUB) + ég 8uch

(A.36)
+ gACD[CUB].
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Kako je T'2A dan izrazom:

rr

1
F?ﬁ" :§gAp(argrp + argpr - apgrr)a (A37)

ovaj Christoffelov simbol je jednak nuli buduc¢i da svi faktori u sumi iscezavaju.

PiSemo dakle:

r4 =o. (A.38)
Jo$ jedan koeficijent ¢iji rapis ne zahtjeva puno posla jest T'2:

1
Pl =59 (0:950 + 05 — Op0rp). (A.39)

U prethodnoj jednakosti prezivi samo prvi faktor u zagradi uz p = C. Prema tome

vrijedi:

1
I =Tg, =59" Orgne. (A.40)

Posljednji simbol koji ratunamo je I'4.:

1
T'ge :égAp(aBng + 0cysp — 0p9BC)

1
:§9AD(3BQCD + 0cysp — OpgnC) (A.41)

1
+ §9Ar(8390r + 0cgpr — OrgBC)

Prvi faktor u drugoj jednakosti prepoznajemo kao koeficijent konekcije definiran u
(4.74) za koji smo utvrdili da je identican koeficijentu definiranom u (4.80). Kako u
drugoj zagradi prezivljava samo posljednji ¢lan, za konacni rezultat piSemo:
1 ¥
T'go = —gng 20,950 + e (A.42)

Time smo izra¢unali sve Christoffelove simbole.

164



Dodatak B Racun komponenti Riccijevog tenzora

U ovom dodatku racunamo komponente Riccijevog tenzora i njihove odredene kon-
trakcije relevantne za raspis 1. i 2. glavne jednadzbe. Uobicajena praksa je prvo
izracunati sve komponenete Riemannovog tenzora te ih prosumirati po kontrahira-
nim indeksima kako bismo pronasli trazene komponente Riccijevog tenzora. Mi ¢emo
pak raspisati kontrahirani Riemannov tenzor preko Christoffelovih simbola, zatim na
temelju rezultata iz dodatka A racunamo Riccijev tenzor direktno. Koristimo stan-

dardnu definiciju:

Ry =R’ o
=0,I, — o, 1%, + 1% Iy, —T7.17,
) 1 i 1 - (B.1)
:8PFI//J — 81, (—__g@u\/ —g) + FVH <—,_—gao V _g) - Fyarpu
=0, — 8,0, (In/—g) + 7,0, (Iny/—g) —T9,I2,.
Definirajmo sada idu¢i set veli¢ina [10]:
1
R(}) =0,I",,
R® = —9,0, (Inv/—g)
o © ( ) (B.2)
R®) =T17,0, (Inv/=g),
4) o
R;(UJ) - _F;Lprﬁa7
tako da Riccijev tenzor mozemo racunati preko relacije:
R, =Y RU. (B.3)

Za svaku komponentu tenzora ¢emo dakle racunati jednu po jednu od cetiri defini-

rane veli¢ine u (B.2) koje ¢emo u konacnici sumirati.
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Kre¢emo s racunom R,,.

Rﬁ) =017,
R =~ 8,0, (Inv/=g)
—_ 0.0, (zn\ Gur| + ln\/?) 7 (B.4)

R =170, (Inlgu] +1n\/F) |
R(Y) =TT, —T7pT7,.

rrerr

U prethodnim racunima smo prosumirali po svim relevantnim koeficijentima konek-
cije te smo za zapis faktora RY i RY iskoristili izraze (4.55) i (4.87). Pritom smo
eksponencijalnu funkciju u izrazu za determinantu prepoznali kao apsolutnu vrijed-
nost komponente metrike g,,.. Po uvrStavanju Christoffelovih simbola i sumacije vri-

jednosti u (B.4), dobivamo odmah trazenu komponentu Riccijevog tenzora:

1
R, =— 8T8Tln\/?+ (Orln| gur]) (&ln\/?) — ZgACgBD (0r9cB) (Orgpa) - (B.5)

Za raspis v = A komponenti 1. glavne jednadzbe preko koeficijenata metrike,

.. v . . v 1
potrebno je izralunati R, 4. Krenimo s raéunom faktora R}

R =o,r*
A =Ylra (B.6)
:arF:A + 60]?,24.

U idu¢em koraku ¢emo naizgled dodatno zakomplicirati racune, no u konacnici
¢e do¢i do kra¢enja odredenih ¢lanova ¢ime Ce finalni rezultat poprimiti kompaktniju
formu. Christoffelovi simboli, dakako, nisu tenzori. No to nas ne sprjecava da koefi-
cijent 'Y, definiramo kao tenzor sa dva angularna indeksa na podprostoru o gdje je

radijalna koordinata konstantna. Uvedimo stoga pomo¢ni tenzor na iduéi nacin:
¢, =17 (B.7)
i promotrimo kovarijantnu derivaciju istog s obzirom na h 4p:

DeTC 4 = 0cTC 4+ TEpTP 4 = TENTC p. (B.8)
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Iz prethodnog izraza vidimo da parcijalnu derivaciju po angularnim koordinatama

koeficijenta 'Y, moZemo zapisati u obliku:
aCrgcl = DCFSA - ngrf)A + f‘gAFSD' (B.9)
Koriste¢i jednakost G, = Z0pVh = dpln(Vh), R'") poprima formu:
RY =8,1", + DTS, — O (zn(ﬁ)) E, + I'E,TC,. (B.10)

2 v P V. . .o
Faktor R"”] ratunamo na isti na¢in kao i ranije:

R = — 940, (Inv/=g)
= — D (0,In|gur|) — 048.In/ T,

(B.11)

gdje smo u zadnjoj jednakosti samo zamijenili parcijalnu derivaciju skalarne veli¢ine
s kovarijantnom.

.. . 3
Raspisujemo dalje Ri 2:

RSX =170, (Z”V —g)

(B.12)
=T140; (1n/=5) + Tade (nlga ) + T2 (In/F).

Spomenimo da zadnji ¢lan moZemo napisati na drugaciji nac¢in buduéi da vrijedi:
I'%0c (Invf) = I0c(Inr? + Inv'h) = IS dclnvh. Ovaj ¢lan ¢e se stoga u sumi
pokratiti s tre¢im ¢lanom u (B.10). Provedimo na kraju sumaciju u izrazu za Rq(fg koji

¢emo za sada ostaviti iskazan preko Christoffelovih simbola:

R =—T7,I%,
' " c c C 1D (B.13)
= - F:r TAT - FZ:CFAT - Fru ZC - 1—‘7"DFAC'

Nakon sumacije izraza (B.10), (B.11), (B.12) i (B.13) dobivamo:

Roa =0,I" , + DTS, +TE TS, — Dy (8,0n|gur|) — 040,In/f
1740, (Inlgur ) + Ty (103/F) + T00c (Inlgu ) (B.14)

r o r C C 1u C D
- FT?”FAT’ - FTCFA’I’ - F7”uFAC' - FTDFAC"
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Po uvr$tavanju koeficijenata I'", i '}, prethodni izraz se svodi na:

! 770 (VIT74) + DTSy = Da (D1nlgur) = Da (0,107 )

uTFC

CGur rC 2 rD rdJAC,

pri ¢emu smo 1. i 7. ¢lan u (B.14) udruzili u 1. ¢lan prethodnog izraza te iskoristili
jednostavno dokaziv identitet I',d¢ (In|gu,r|) = ¢“" T Dcgyr. Uvrstimo sada koefici-
jente I¢,, TG , T¢Iy i, u Cetiri zadnja ¢lana jednadzbe (B.15). Nakon nekoliko

ru’

redova racuna i krac¢enja pojedinih faktora dobivamo:

Roa :%ar (VFT7a) + Dy = Da (Dr1nlgurl) — Da (8,105

1 1 1
gurgC’E (argAE> chur - QF:CQCEargAE - Z (arUC) QUTargAC’ (B16)

*5

(chur) rgAC~

Christoffelovi simboli koje sada uvrStavamo su I'] , i I'],.. Racun koji slijedi zah-
tjeva nesto dulji raspis ali nije narocito kompliciran pa ovdje navodimo samo konacan

rezultat:

1 1
Rm:——um<w%m+§uuw%ma(m%ﬂ

(B.17)
2\/— (\/_gmgABﬁ U ) + DcFTCA — D40, (lnﬁ) .
Promotrimo posebno 4. ¢lan prethodne jednakosti:
c L op
DCFTA :DC <§g 8TgAB)
1 CB
=§Dc (h 5rgAB) (B.18)
1
ZQ—ﬂD drgan.

Koriste¢i (B.18) i identitet:

D 4ln|gu,
—%DA@ (In|gur]) + % (D aln|gur|) Oy <ln\/?> = —\/T?(?T (%) (B.19)
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koji se jednostavno dokazuje deriviranjem, iznosimo konac¢ni izraz za trazenu kom-

ponentu Riccijevog tenzora:

D 4lnl| gy,
RT’A = <\/_gurgABa UB) — ﬁar ( 4 |g |)
2\/_ 2 i (B.20)
— D0, (ln\/_> + —D 0,940
Izracunajmo sada R,p:
1
R,(LU)B :@IZB
:8uFZB + 87”1—‘7:43 + aCFiBa
Rfj)g = — 0405 (lm/—g)
= — 9405 (In|gu|) — 9405 (zn\/}) ,
3) o
Ry, = Oglny/—
AB AB g (B.21)
=T L 0ulny/—g + T30y iny/—g + TS 50cin|gur | + TS 50ciny/f,
4 o
R1(4)B = - FApF%O'
= - FZprBu - FZprBr - ngFpBC'
- - Zur%u - cmrgu - ZTPTBT - cmrgr - FguF%C
— %0 =TS9l Bo-
Sumu prvih Sest ¢lanova u izrazu za R ¢emo definirati kao I'45:
FAB = _ijlur%u - FTATFTBT - F%’Argu - F%Brgu - FTC'AF%T - FE’BFZN (Bzz)

pri cemu primjec¢ujemo da zadnja Cetiri ¢lana mozemo zapisati kompaktnije koriste¢i

simetrizaciju, to jest:

FAB = _FZUF%u - FTATFTBT’ - 2F%(Arg) — 2T (AFB)T’ (B23)

v . B o v 1 o 3 v Ve o
Uocavamo i da sumu prvih, odnosno drugih ¢lanova u RY i R?) mo¥emo udruziti
AB 1 1iap

u faktore —=0, (v=g'ip) 1 70, (V—gI"y) respektivno. Tada, koriste¢i (B.3) do-
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bivamo:

1 1
Rap :\/—_—gau (\/__QFZB) \/_g (\/_FAB) +Tup
+ 00T\ — 0405 (Inlgur]) — 0405 (1n/7) (B.24)

+ FZBDCZn‘guT| + FZBDCln\/? - FgDFgC

Raspisat ¢emo prvo zadnjih Sest ¢lanova prethodnog izraza. Nakon uvrStavanja

Christoffelovih simbola slijedi jednakost:

0cT'S 5 — 0405 (In|gur|) — 0408 (lnﬁ) + IS5 Deln|gur| + TS g Delny/f
- Fi[)rgc = 8(;ng — 0a0plny/|detgap| + ng@Cln\/ |detgap| — ngfgC

~ 1
— 04D (Inlgu]) + TS De (nlgunl) - 500 (47U (0,94))
. (B.25)

1
- §gur (DCln|gur|) UCaTgAB - ng (DCln\/ |d€tgAB|> UC@TQAB

1 1

— ZLQWQWUCUD(@QAD)((9rch) + 29WFDCU (0rgap)
1 .

+ EQWFZDUD(@QB(J)-

Usporedbom s (B.1), vidimo da prva Cetiri ¢lana s desne strane prethodne jednakosti

¢ine Riccijev tenzor s obzirom na metriku g45:

RAB = acf‘iB — 8A83ln\/ \detgAB| + ngﬁclnv |detgAB\ — ngfgC (B26)

Kako vrijedi T4, = T4 i dclny/|detgaps| = Oclnvrth = dclnv/h, vidimo da je
zadovoljeno Rap = Rug, gdje je Rap Riccijev tenzor konstruiran pomoc¢u konformne

metrike h 4 p te moZemo pisati:

Rap = acfiB — 0.40gInVh + fﬁBﬁcln\/ﬁ - ngng. (B.27)

Uocimo jo$ da sumu 5. i 6. ¢lana s desne strane jedndzbe (B.25) moZemo zapisati

kao kovarijantnu derivaciju 1-forme Dp (In|g.-|), odnosno imamo:

_aADB (ln|gur|) + ngDC (ln|gur|) = - aAl)B (ln|gu7"’) + ngDC (ln|gur|)

= — D4 (Dg (In|guw])) -

(B.28)
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Izraz (B.24) sada poprima oblik:

:\/L__gau (V—gT%z) + \/%& (V=9T"s5) + Tan

+ RAB - DA (DB (ln’gur‘ ) -

Rap

Q

(g“" ) UCU*(9,945)(0rgBc)

1 1
- 530 (QUTUC(@QAB)) - EQW (Dcln|gur]) UCaTgAB (B.29)

1 1 o
— §g“” (Dcln\/ \detgAB]) UcargAB + §g“rF§CUC(8TgAD)

1 o
+ éguTiDUD(arch)-

| =

Jednostavno se pokazuje da sumu zadnjih pet ¢lanova u (B.29) moZemo zapisati u

idué¢em obliku:

1 1
- 580 (gurUc(argAB)) - §gur (DC’ln‘gurD UcargAB
1 1 v
—3 “ <Dcln\/ |d€t9AB|> U“0,9a5 + §9WF§CUC(&~9AD) (5.30)
B.30
1 . 1
+ EQWFS;DUD(&QBC) = —§9W [0c (U8,(gan))
+ e (ln\/ |detgAB|> UC8,gap — PBLUCD,gap — TS UL, gpcl,
pri ¢emu smo iskoristili identitet: —1¢"“"Dein|gy,| = 3Dcgur. Definirajmo sada
pomoc¢ni tenzor na o relacijom:
X% =U%(0,94B) (B.31)
te promotrimo iducu kovarijantnu derivaciju:
DeXCup = 00X up + 16, XPup —TE, X pp —TE, X 45. (B.32)

Kako vrijedi:

IVWgDXDAB :fchCAB
X" aB
h
Vh (B.33)
_80\/ \detgAB]XC
e AB
V/|detgag|

=Jc (ln\/ |detgAB|> Xp
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i X4pe = X4 (o), uotavamo da je faktor u uglatoj zagradi s desne strane jednakosti

(B.30) jednak kovarijantnoj derivaciji D¢ (U Car(gAB)). Mozemo dakle pisati:

1 1
——0, (v/—gl'% ——0, (v/—9qI™
S AN A (B.34)

(¢“" ) USUP(0,945)(0,98¢) + L ap.

Rap :RAB — Dy (DB (ln|gur|)) +

5

1
— EQWDC (U“0,(gan)) —

A

Izracunajmo sada faktor I'4,5. Krenut ¢emo s raspisom prvih dvaju ¢lanova u

(B.23). Po uvrstavanju Christoffelovih simbola dobivamo:

1 1
_qur%u - 1—‘TArFTBr = [_gur(DAgur + arUA)égur(DBgur + 8T’UB) (B 35)

= o

1
+ 59" (Dagur = 94c0:U%) 59" (Digur = 50, U")].

Nakon kraceg raspisa, (B.35) poprima oblik:

u T r T 1 ur
_FAuFBu - FATFBT = - _(g )2[(DAgU7")<DBgUT‘) + UEaT‘gE(ADB)gUT

2
1
+ 9ra0, g pU"0,U" + §UEUF(8T9EA)(8,,9FB) (B.36)

+ (&UE) (3rUF)gEAgBF]

Treba imati na umu da u simetriziranim faktorima prethodnog izraza parcijalne

derivacije po r djeluju samo na prve ¢lanove s desne strane. Npr. gp(49,g5) rU*0,U*
+l9ra(0,95)UP0,.UF + grp(0,945)U*0,U"F]. Ratunamo dalje sumu druga dva ¢lana

u (B.23):

1 1
— 20 aT Gy, — 206l ), = _[—§9m(ar90A)[EQW(UCDBQW +U°8,Up)
1 1 1
+ EQCDaugDB + ¢“PDpUp| + (—)QQUT(@QCB)[§9W(UCDAQW +U0,U,)
1
+ §QCD3ugDA + ¢“PDpUy] + [—g"" DicUs (B.37)
1 Vv 1
__urau - —9, _CDar
29 [ gca . gCA]] 29 9BD
1 V 1
+ [=9""DcUpy — 59”[@903 - ?argCBH§gCDar9AD]-
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Prethodna jednakost se raspisom svodi na idu¢u jednadzbu:

1
— 208 uT Gy, — 205al ), = §(QUT)2[UC@QC(ADB)QW + UU"0,9c(a0,98)E

1
+U(0,U")0,9c(agpyB] + 2gurgCE[(argCA)DEUB + (0r9c8)DEUA)) (B.38)
1V
+ 9" %0, gc(A0ugB)E — 5—91” 90,9540, 9B)c-

Sumacijom izraza (B.36) i (B.38), nakon kracenja i grupiranja odredenih ¢lanova,

dobivamo:

1 1
Lap =5(9")*[5U U (0r9c8)(0:9ar) = (Dagur)(Dpgur)

1
- (aTUE)(arU )QAEQBF] + QQWQCE[(@QCA)DEUB + (87~QCB)DEUA] (B.39)

. 1V
+ 9" 9%0,90(40u9B)E — =—3g" 9" "0,

O,
9 JEAOrgB)C

Prethodni izraz sada mozemo uvrstiti u (B.34):

1
1
- §ngC’ (U ar(gAB)) — Da(Dp (In|gu]))
1 1
- 2<gur)2(DAgur)(DBgur) - 5(gur)ngEgBF(arUE)<arUF) (B40)
1
+ 9" 4% 0,90(40u9m)E + 9" 9" [(0,9c4) DEUE + (0,9c8) DpUA]

2

V ur
—3,9 950, 9p(10,9p)c

Cetvrti ¢lan posljednjeg izraza ¢emo zapisati u malo drugaéijoj formi, odnosno koris-

timo jednakost:

_92 1
—Da(Dg (In|gu])) = WDADB Igurl+§(9“T)2(DAgur)(DBgm) (B.41)

koja se jednostavno pokazuje koriste¢i ¢injenicu da kovarijantna derivacija postuje
Leibnitzovo pravilo. Primjetimo da se drugi ¢lan posljednje jednadzbe krati sa isto-
vjetnim faktorom u izrazu za R 5. Konacno, uvrStavanjem koeficijenata I' ; i [,z u

(B.40) te iskazom determinante metrike pomoc¢u volumnog elementa na o, dobivamo
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konacni rezultat za Riccijev tenzor:

o 2 1
RAB ZRAB - —DADB V |gu7'| - _gurDC (UcaT(gAB))

V| Gur| 2
' g
v [au(\/?argAB) + ar(\/?augAB)} _ ﬁ&«(\/fD(AUB))

+

QUT \% 1 ur)2 E F
S0 (\/?7&9,43) = 5(9")94898r(0,U")(0,U") (B.42)

1
+ §QWQCE[(3TQCA)(31LQBE) + (0r9¢8)(Ougar)]

1
+ §9W90E[(57~QCA)DEUB + (0r9cB)DEU 4
1 V ur CFE

= 17979 10:984)(0:95c) + (0r985)(0,940)].
Za izra¢un jednadzbe (4.102) nam treba kontrakcija ¢*?R,p5, pa u nastavku
racunamo istu. Kontrahirat ¢emo jedan po jedan ¢lan prethodnog izraza. Krenimo

stoga s prvim:

y 1 y
9" Rap =—h""Rap
" (B.43)

Iskoristili smo ¢injenicu da je R4p Riccijev tenzor konstruiran metrikom /5. Tada
kontrakcija h*B R 5 predstavlja Riccijev skalar R s obzirom na istu konformnu me-
triku. Za potrebe daljnjih rac¢una ¢emo drugi faktor u (B.42) izraziti ponovno preko

sume dvaju ¢lanova koriste¢i jednadzbu (B.41). Pritom koristimo identitet 3(g*")?

'(DAgur>(DBgur) = mDA(|guT|)DB<|guT’>' Vrijedi:

2
AB DaDpv ‘gur| == gABDA (DB (lnlgm"D)

—g
V| Gur]

AB
- —DA(|gur|)DB(|gur|)
219, o (B.44)
:_h DsDglne®® — ——D (625) D (626)

_9 B hAB
=—5 WP DaDpB — 2=—5-(DaB)(D5).
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Treéi ¢lan:

1 ur  AB c 1 ur hAB C 2
= 59797 Do(Um0rgan) = =59 — 5 Do(UT0:(r"has))
= L h P Do (rUChag) = S50 De(r?U 0, hap)
= —gr 5 Do(rUh* P hp) — grg Do(rPUCh*P8,hap) (B.45)
= _297’2 Dc(TUC)
=28
=2—DcUC°.

r

U prethodnom racunu smo iskoristili kompatibilnost metrike, izraz (4.30), Cinjenicu
da derivacija radijalne koordinate po angularnim koordinatama iscezava i definiciju
inverzne metrike hPh,p = 2. Raspisi idué¢ih nekoliko ¢lanova su vrlo sli¢ni i po-
trebno je koristiti ve¢ spomenute koncepte pa racune istih ne¢emo detaljno provoditi.

U nastavku navodimo konac¢ne rezultate:

ur 72ﬁ
— 5 70 0V T0gan) = =00,
9" B e 4B
= o779 0V 10ugap) = =5 h 0 0,Duhap,
(B.46)
ur 6—26
- gﬁgABar(\/?D(AUB)) = T[hAB(athc)DAUC + h*B(0,hac)DpUC|
e % 4 A
+ TaT(T DAU )

Zadnju kontrakciju u (B.46) ¢emo zapisati u malo drugacijem obliku, ali da bismo
to napravili moramo iskoristiti identitet koji mozda nije toliko oCit pa ¢emo ga sada

dokazati. Raspi§imo faktor 9, (r*D,U*) u tre¢oj jednakosti unutar (B.46):

Or(r* DU =0,D 4 (r*U*)

=0,[0A(r*UA) + T45(rUP))

Opvh
Vh

opvh
\/E T

(B.47)

=0,04(r*'U™) + 0, (r*U®)

=040, (r'U™) + (r*U?),

gdje smo u posljednjoj jednakosti iskoristili izraz 0,deth g = 0. S druge strane, ocito
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vrijedi:

OpVh
7

Da(8,(r*UA)) = 940, (r*U4) + 0,(r'U®). (B.48)

Kako su izrazi (B.47) i (B.48) identi¢ni, 9, i D4 u ovom slucaju komutiraju te ¢emo

ovu Cinjenicu iskoristiti u zapisu tre¢e kontrakcije unutar (B.46):

,2,3
i]/_ 780,(\/fDaUg) (W48 (9, hpe) DAUC + W48 (9,hac) DU
(B.49)

28

—DA[0,(r*U™)].

Kontrakcije preostalih ¢lanova ne uklju¢uju nista sa ¢im se ve¢ nismo sreli. Citatelj se

po potrebi moze uvjeriti da vrijedi iduce:

2 4
g4Bo, (\/_ @gAB) = —T—26*2ﬁa,nv — ﬁe*%v — QKe%hABararhAB,

2f .
1 1
- 5(9 V9P gapgsr(0,U")(0,U") = —§T2€74BhAB(8rUA)(8TUB),

1
QQWQCEQAB[(&"gCA)(@ugBE) + (0r908)(0ugar)] = —e P h*80.0,hap,

1 2
~g""g“C g*P[(0,904) DeUp + (0,9c8) DpUa] = — (W2 (0, hpc)DAUC (B.50)

2 2
28
4 AP0, hae) DpUC] — 25 —DeU”,
1V ur CE _AB V —281, AB
17979779 [(0r9£4)(OrgBC) + (0,9E8)(0r9ac)] = 2 h*" 0.0 hap
+46_25K

r3

Sumacijom svih kontrakcija dolazi do kracenja velikog broja ¢lanova te skalar g*? R 4

poprima oblik:
AB 1 . ohAB e 26 AriA
9" Rap =—R— ——[DaDpB + (DaB)(Dpp)] + —Dal0:(r"U")]
r ] r? 1 r (B.51)
— §r26’45hAB(8TUA)(8rUB) —2e7—(0,V).
T

Za potrebe 2. glavne jednadZbe, trebamo odrediti i skalar m“m®”R 5. Ponovno

¢emo kontrahirati jedan po jedan ¢lan u (B.42), pri cemu koristimo svojstva vektora
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mA data u podpoglavlju 4.2. Krenimo s kontrakcijom tenzora Rz:

AmBRA =m mBRCACB

_mAmBhCDRDACB
1 o
=mAmB— (mcmD +mPm )RDACB
| e
:ﬁ(mA CTTLDRDACB +m mB DmCRDAcg)
1
=—(m*mPmmP Rpacg + m*mPmm” Roapp)
XX
1 (B.52)
=—(m*mPm mP Rpace — m*mPmCmP Racpp)
XX
1
=— (m* mPmmP Rpacs — m* mPm mP Rppea)
XX
1
=— (mAmPmmP Rpacy — mEmAmEmP RDACB)
XX
1
_XX (mAmPmmP Rpacs — m*mPmCmP RDACB)

=0.

U prvom redu smo Rag napisali kao kontrahirani Riemmanov tenzor Rpacp kons-
truiran s obzirom na h,p. Nakon raspisa inverza metrike pomocu izraza (4.107),
napravili smo preimenovanje slijepih indeksa D < C' u drugom c¢lanu 4. reda. U
idu¢em koraku smo iskoristili svojstvo Riemmanovog tenzora ]?CADB = —}?ACDB
¢ime se u 6. redu pojavio — predznak. Potom smo iskoristili simetri¢cnost Riemmano-
vog tenzora u zamjeni parova prvih i drugih dvaju indeksa: Racps = Rppac. U 2.
¢lanu 7. reda smo preimenovali indekse B —+ A, A — C'i C' — B te smo u konacnici
samo razmjestili vektore kako bismo pokazali da se Clanovi krate i izraz isCezava.
Idu¢ih nekoliko ¢lanova u (B.42) je poprilicno jednostavno kontrahirati pa iznosimo

samo konacne rezultate:

2

mAmPB (— DD/ |gur| | = mAm?B (—26_6DADB€6),
V | UT|

2

mAm? <_%9urDc (Ucﬁr(gAB)>> = mAmB[%e_m(arhAB)(DCUc)

2 B.53
+ %G_QBUCDc(arhAB)], ( )
mAm?P [— [ \/_&gAB + 0, \/_8ugAB H = mAmPBPe” [ 20,0, hap
—|—3’I“8uhAB],
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mAm?B {—g—ar(\/?D(AUB))} = e r2mAmPB (0.hac)hpp(DCUF + DFUC)

v
+ 2" rmAmPhachpp(DCUF + DPUC)
- 6_226 r*m*m®hachpe(d,(D°UF) +0,(DPUY)),
mAm®B :;\;}& (\/?%argwﬂ = —%e‘zBmAmBar(TV@hAB) (B.54)
— e PmAmPV (0, hap) — > AmPo,(r*Vhag),
m*m” -_%(QUT)29AE9BF((9TUE)(aTUF)} =

1

— §r4e’45mAmBhAghBD(8rUc) (0,U").

Malo detaljnije ¢emo razmotriti idu¢u kontrakciju. Jednostavno se pokazuje da vri-
jedi:

1
m*m” gwgCE[(argCA)(augBE) + (argCB)(augAE)] =

2 (B.55)

— 6_2/3T m mthE(a hCA)(a hBE) — 26 Tm m (a hAB)

no ono $to nije toliko ocito jest da prvi ¢lan s desne strane jednakosti isCezava.

Pazljivim raspisom konformne metrike preko izraza (4.107), pokazuje se da je za-

dovoljeno:
A BROE(D,he ) (Ouhis) = ——[mAm® (Bums) (0,4)
(xx) (B.56)
+ mAmP(0,mp)(0,m4) + mAmP(0,mp)(0,m4) + mAmP (9,m ) (0,mp)]

Iz identiteta (4.114) je sada vidljivo kako su svi ¢lanovi u uglatoj zagradi jednaki

nuli. PiSemo dakle:

1
m*m® 2QWQCE[(3TQCA)(3USJBE) + (@%B)(augAE)] =
(B.57)

— 2¢" P rmAm®B (0, hap).
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Preostaje nam kontrahirati posljednja dva ¢lana u (B.42). Rezultati su:

1
mAmP §QUTQCE[(arQCA)DEUB + (arQCB>DEUA}] -
—2e X rmAmPhachpe DU — e 2r*mAm®(0,hac)hpe DCU*

_ (B.58)

1V
mm® | =2—g" g [(0,9p4) (9rgne) + (argEBxargAC)]] =

2PV mAm®(0,hap).

Spomenimo samo da smo pri racunu posljednje kontrakcije koristili raspis slican po-
put onog u (B.56). Jedina razlika jest Sto su u ovom slucaju obje parcijalne derivacije
po radijalnoj koordinati, ali to ne mijenja konacni rezultat, odnosno Cinjenicu da iz-
raz (5.56) iscezava uz zamjenu v — r. Kontrahirane veli¢ine sada mozemo sumirati

i grupirati nakon Cega slijedi:

mAmP R g =mAmP[er20,0,hap + e 2P3rd,hap — e *P2r(0yhaB)]
1
+ mAmB[—§e_256T(rV8rhAB) — eV (0,hap)
1
—e % ﬁar(TQVhAB) + 272V (0,hag)]
+mAmP[—2eP D Dpe”]
A __Br.—28 r’ c —28 r’ c
+m m [6 —(&hAB)(DCU ) +e —U Dc(arhAB>
2 2 (B.59)
+e 21 (O0,hac)hpe(DU" + DPUC)
+ e 22rhychpp(DCUF + DFUC)
2
fe 2 %hAChBE(&(DCUE) +0,(DEUCY)
1
— 5e*‘*ﬁrﬁmcmgp(aTUC)(&qu7) —2¢ rhchppDUE
— e r2(0,hac)hpeDUF].
Sada ¢emo jo$ jednom zasebno promotriti i raspisati svaki od cetiriju ¢lanova

prethodnog izraza u uglatim zagradama. Prvi ¢lan se simplificira u idu¢i oblik:

mAmPBle P r20,0,hap + ¢ 3r0,hap — e 22r(0,hap)] = (B.60)
e PmAmPro, [r(OuhaB)],

pri ¢emu smo iskoristili identitet 70, [r(0,hap)] = r20,0,hap + r0,hap. Drugi ¢lan se
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takoder znatno pojednostavljuje:

1 1
mAmB[—ge_Z'B@T(rV&hAB) - e‘QﬂV(&hAB) — 6_2B—8T(T2VhAB)

r2

, (B.61)
267V (@chap)) = —ge”m mP0,rV (0:has)]

Treci Clan ostavljamo kakav jest te se okrecemo cetvrtom clanu. Nakon poduljeg

raspisa pokazuje se da vrijedi:

mAmP [e‘Zﬂg(ﬁThAB)(DCUc) e28” Uch(a hag)

+ e 2Pr2(0,hac)hpe(DCUE + DEUC) + e 292rhpchpp(DCUE + DEUC)

+e g—zhAchBE(ar(DCUE) + 0,(DFUY)Y)

- %e_4ﬁr4hAchBD(&Uc)(@rUD) — 2¢ BrhachgpDCUF (B.62)
2r2(0.hac)hpe DCUP] = mAmPle _25hCADB[3r(T2UC)}

— %r‘le_‘whAchBD(&Uc)(@TUD) e (a hag)(DcU®)

+ e 12U D (0,hap) — 6_25r2(8rhAC)hBE(DCUE — DFUY)).

Osvrnimo se na dva klju¢na koraka u dokazu prethode jednakosti. U prvom dijelu do-
kaza je koristen identitet 2m*mPBPe=2rh ,chpp DEUC = e=2PmAmBPho D0, (r?UC)]—
e 2PmAmPr2he 2D (0,U°) koji se jednostavno pokazuje deriviranjem. Nadalje, u

jednom trenutku je koristena i iduc¢a jednadzba:

—mAmPe 12 he ,Dp(0,U°) + m*mPe " r’hychprd,(DCUF) =
1 (B.63)

56 Br2mAmBUYDe(0rhag) — e 2P r?mAm B(0,hac)hpeD CUE.

Prethodni izraz nije ocit, ali moze se pokazati da vrijedi raspisom kovarijantnih de-
rivacija preko Christoffelovih simbola. Konac¢no, sumacijom Cetiriju kontrahiranih

¢lanova dobivamo traZeni izraz za skalarnu veli¢éinu m*mP R,z:
-2
€ -8 g
9 &[rV(@rhAB)] — 2e DADB€

1
§r4e‘4BhAchBD(8TUC)(&UD)

mAmPRag :mAmB[e_mr@r[r(auhAB)] -

+ 6_2'8hCADB[8r(T2UC>] —
(B.64)
+ 6_2B (8 hAB)(DcUc) +e —2p 2Uch(a hAB)

5r2(0vhac)hpe(DCUE — DEUY).
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Dodatak C Dokaz jednadzbe evolucije Bondijeve mase

Cilj ovog dodatka je raspisati drugi dodatni uvjet (4.65). Pritom ¢emo zadrzati samo
dominantne ¢lanove i pronaci oblik jednadzbe u prostornoj bekonacnosti. Spomenuti

izraz implicira da mora biti zadovoljeno:

E", =0, (C.1)
Sto raspisujemo kao:

1
E', =R", — §R6Tu — 81",
=g"" R, — 871", (C.2)

=¢""Ruu + 9" "Ry + grAR A — ST, = 0.

Racun provodimo u vakuumu, Sto znaci da tenzor energije-impulsa iskljuc¢ujemo.
Nadalje, Ne¢emo raspisivati cijeli prethodni izraz, ve¢ ¢emo samo vidjeti Sto nam daje

jednadzba:

Rije¢ je o Einsteinovoj jednadzbi u vakuumu koja mora biti zadovoljena neovisno
o drugom dodatnom uvjetu. Naime, (C.2) i (C.3) u vode¢em redu (uz 7,, = 0)
daju potpuno isti rezultat [11]. Kako (C.3) vrijedi automatski ako su 1. i 2. glavna
jednadzba zadovoljene, koristit ¢emo rjeSenja koeficijenata metrike koja iz ovih jed-
nadzbi slijede. Ista su pronadena u podpoglavlju 4.3., gdje je dan i njihov asimptotski

razvoj. Iz (B.2) dobivamo:

R.) = 9,10, = 0., + 0,1, + 0aT5,,
R® = —0,0,In(v—=9),

RY) = T7,05n(v/=g) = T4, 0uln(v/=g) + I}, 0:in(v/=g) + T11,04ln(v/=g), (C.4)
Ry = -Tq, %, = -Tu It T, 0 —TaTh,

= —rv e —ore,ra —orr ra 1T —TATE,

uu—- uu ur urs ur
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Prvo ¢emo razviti u red koeficijente T'%,, T7 i T4 . Slijedi:

uu?

1 V 1
Ll =ulne™ = 30 (7> = 5 Ohne® — (=)0, (r*hapU"U”)

— (I_QMCAT—ECA% - O(r‘3)) - % (—ZM;—,} - O(r‘3))

- <1 - (9(7“_2)> (;—;CABCAB;—?,Q + O(r“‘))

+ 30— 2 s 0@ o [P + 00 (T 060

4yt

-1
1—8U(CABC’AB) — M) + O(T_3)
(C.5)
Na isti nac¢in nalazimo i preostala dva koeficijenta:
1 -2
I, =—(=0,M)+ O(r =),
7"1 (C.6)
A A _
e, = ﬁﬁu(ﬁEC’ By + 0.
Po provedbi derivacija, nalazimo odmah RG):
(1) 1 1 AB 1 AE -3
Trazimo sada R\). Kako vrijedi:
In(v/=g) = (Inr® + 28 + InVh), (C.8)
dobivamo odmah:
R® = 20,0, = 12 (%auau(cABCAB)> +O(r ). (C.9)
T
Sumirat ¢emo (C.7) i (C.9):
1
R+ RE) = 550,048,507 + O(r). (C.10)
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Nakon razvoja, faktori u R postaju:

CuOuln(v/=g) = O(r™),

2 _
FLudidn(V=g) = =50.M + O(r™), (C.11)
A e 1 AE aA\/E -3
iz Cega slijedi:
2 1 oavVh
3) — _2 AEyZA -3 C.12
R T28UM+ o 550u(0pC™) ——= N +O(r). ( )

Sumiramo sada (C.12) i (C.10) i koristimo ¢injenicu da 0 i 0, komutiraju jer metrika

na sferi ne ovisi o retardiranom vremenu:

1 h
(C.13)
Pomocu identiteta V,V# = T .(v/|g|V*#), uotavamo da prethodni izraz moZemo
g
zapisati u formi:
RW 4+ RZ) 1 RG) — : —20,M + 6A6E(6 CABY| + O(r73). (C.14)

Konacno, preimenovat ¢emo slijepe indekse £ — B i iskoristiti definiciju tenzora

novosti (4.137). Slijedi rezultat:
1
RY + R® + RG) = [—20,M + 89405 N*P] + O(r™®). (C.15)

Preostaje jos izraCunati Rq(ﬁ} Iz (C.5) vidimo odmah da je prvi faktor u (C.4) reda
—Iv Te, = O(r=*). Nije se teSsko uvjeriti i da svi ostali faktori osim posljednjeg

ne sadrze ¢lanove koji su viSe potencije od r—2 u radijalnoj koordinati. Redu r 2

doprinosi jedino produkt —I'4,T'3, i to samo umnoZak 3. ¢lana u (A.35) s istovjetnim
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faktorom u I'2,. Razvoj daje:

1 1 1 hAC 1 hBE
59’40%(930)59%%(9@) 257,—251»(7“27130)5?%(7“2%13)

1 C
=—(¢"“ + O(r™))du(gpc + %C +0(r™?)):

4
C
(4" + O(™)ulaar + =~
1
:@qACqBEauOBcauOAE + O(T’_3)

1

+0(r %) (C.16)

Kako ovaj faktor ulazi s minus predznakom, dobivamo:

1
R{Y) = — 5 NP N+ OG2), (C.17)

uu

Suma izraza (C.17) i (C.15) daje komponentu Riccijevog tenzora R, koju izjedna¢avamo

s nulom:

iQ [—20,M + 8,05 N*? — NapN*P] + O(r~?) = 0. (C.18)

r

Nakon mnozZenja s 72 i uzimanja limesa r — oo, dolazimo do jednadzbe evolucije

Bondijeve mase:

20,M = d,05N4P — N g N4, (C.19)

Ako znamo N,p za vremena uy < u < uj, integracija odreduje Bondijevu masu
M s obzirom na njenu vrijednost u po¢etnom trenutku M (ug, x*). Uz prisutan tenzor

energije impulsa, prethodna jednadzba bi sadrzavala faktor proporcionalan s r27,,,.
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Dodatak D Difeomorfizmi i translacije

Primarni cilj ovog dodatka jest izvesti generator konacnih translacija duz krivulja na
mnogostrukosti. Pritom ¢emo napraviti kratki uvod u difeomorfizme i dati interpre-
taciju Liejeve derivacije kao infinitezimalnu promjenu tenzora uslijed koordinatnih
translacija. U nastavku uglavnom pratimo [5].

Pretpostavimo da imamo dvije mnogostrukosti M i N i preslikavanje ¢ : M — N.
Ogranicit ¢emo se na slucaj u kojem su ove dvije mnogostrukosti iste, tada postoji i
inverz ¢~' : N — M. Ukoliko imamo tenzor T+i#2-#, . na M te set 1-formi W

i vektora V) na na N, tada vrijedi [5]:

(¢*T)(W(1)7 Y W(k)’ V(l)’ ot VU)) = T(¢*W(1)7 ceey ¢*W(k)7 [¢_1]*V(1)7 . [¢_1]*V(l)>7
(D.1)

gdje je (¢.T) tenzor T gurnut sa M na N, dok su ¢*W® i [¢~!],V® povlatenja 1-
formi W i vektora V) sa N na M. Prethodni izraz interpretiramo na iduéi naéin:
djelovanje tenzora 7' gurnutog sa M na N na vektore i 1-forme na N je ekvivalentno
djelovanju tenzora 7' na M na vektore i 1-forme povucene sa N na M. Ukoliko N
opremimo s koordinatama y* i M sa z*, tada je guranje tenzora 7' sa M na N dato

izrazom [5]:

oyt Jy“r dx* 8x”le“Hk

Oxr " Jake JyPr ™ Oyb v (D.2)

(puT) MY, g, =

Ukoliko bismo 7' definirali kao tenzor na /N, tada je povlacenje istog sa N na M:

Oxt  Oxtr OyPr  HyP
s €T Y ) Talmakﬁ 8- (D’S)

s, =
(0°T) T Qyen T Qyek Qv D e

(D.2) i (D.3) ¢emo kasnije i dokazati. Opcenito sa jedne mnogostrukosti na drugu
moZzemo povlaciti samo tenzore tipa (0, /) (nula indeksa gore i [ indeksa dolje) i gurati
samo tenzore tipa (k,0) (k indeksa gore i nula indeksa dolje). Medutim, ukoliko
postoji inverz ¢! preslikavanja ¢ izmedu mnogostrukosti, one su iste te mozemo
povlaciti i gurati proizvoljne (k, () tenzore [5]. Tada je preslikavanje ¢ difeomorfizam

i vrijede izrazi (D.2) i (D.3). Prisjetimo se da je standardna transformacija tenzora
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uslijed koordinatne transformacije z* — z# dana formulom [5]:

7 e H1 v
T“ll"'“;fl,/ /:83; Oxtx Ox ox T

v Qe Qi Ot Qv e

(D.4)

Vidimo da su izrazi (D.4) i (D.2) u biti ekvivalentni, dok je (D.3) ekvivalen-
tan inverznoj transformaciji (D.4). Kada govorimo o standardnim koordinatnim
transformacijama, pritom mislimo da su takve transformacije pasivne. Dakle n-
dimenzionalnu mnogostrukost M drzimo fiksnom i napravimo promjenu koordinatne
karte z# : M — R™ u y* : M — R™. MoZemo i uvesti difeomorfizam ¢ : M — M,
¢ime efektivho pomic¢emo toc¢ke na M, evaluirati koordinate novih tocaka te uvesti
koordinatnu transformaciju putem povlacenja (¢*z)* : M — R". Ovakve transforma-

cije zovemo aktivnim transformacijama. Oba pristupa su prikazana na slici D.1.

t R’

(¢*0)*
Slika D.1: Pasivne i aktivne koordinatne transformacije. Preuzeto iz [5].

Obrazlozimo detaljnije transformacije putem difeomorfizama. Pretpostavimo da
na M imamo proizvoljnu tocku p, s koordinatnom kartom z*(pg). Istu koordinatu
mozemo translatirati putem dobro definirane krivulje na M i evaluirati ju na nekoj
drugoj toc¢ki p. Rije¢ je o guranju x#(py) — x*(p) = y*(p). Namjerno smo iskoristili
oznaku y* bududi da je rije¢ o koordinati ekvivalentnoj onoj koju smo oznacili sa y
pri uvodenju koordinatne karte na mnogostrukosti N. U ovom slucaju su M i N iste
te mozemo koristiti izraze (D.2) i (D.3) kao i ranije, ali pamtimo da se y“ odnosi
na translatiranu, odnosno gurnutu koordinatu duz krivulje na M. Jednom kada smo
evaluirali koordinate tocke p, mozZemo napraviti povlacenje = (p) — #*(po), gdje je
T"(po) sada transformirana koordinata originalne totke. Treba vrijediti i ##(p) =
x*(po) [31, ali ovo ¢emo pokazati malo kasnije.

Pozabavimo se sada metodom povlacenja i guranja duz krivulja na mnogostru-
kosti. Neka ponovno imamo difeomorfizam ¢ : M — M i tenzor T+ W+, . ., ()
na istoj mnogostrukosti. Zanima nas razlika izmedu vrijednosti ovog tenzora na nekoj

tocki p i njegove vrijednosti povulene sa ¢(p) natrag na p, ¢*[TH#2t, . . (d(p))].
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Kako bismo specificirali preslikavanje ¢ : p — ¢(p), uvodimo jednoparametarsku fa-
miliju difeomorfizama ¢, tako da je zadovoljeno ¢, o ¢; = ¢, za Vt, s € R. Nadalje,
definiramo vektor V*#(z) tangencijalan na krivulju z*(¢) na M parametriziranu sa

t € R. Odnosno vrijedi:

V(L) = : (D.5)

Konacno, napravimo zahtjev prema kojem difeomorfizam ¢, predstavlja preslika-
vanje ¢, : M — M duz krivulje z*(¢). Dakle s ¢, je definiran "tok” niz ”integralnu
krivulju” z#(t). Ovakva krivulja je odredena s vektorskim poljem u (D.5), koji na-

zivamo ”generatorom difeomorfizma”. Kao Sto smo rekli, zanima nas razlika [5]:

AtTMM”'Msz.HW (p) = (b: [Tmmmukml@mw(¢t(p))] - TMWZ--MleVQWW (p) (D6)

Promotrimo sliku D.2 kako bi bilo jasnije o ¢emu govorimo.

Slika D.2: Brzina promjene tenzora duz integralne krivulje. Preuzeto iz [5].

Imamo tenzor 7'(p) evaluiran na tocki p na M. Pomoc¢u difeomorfizma ¢, : M —
M vrSimo preslikavanje ¢; : p — ¢:(p) duz krivulje 2#(¢) i evaluiramo 7" na tocki
¢:(p), odnosno imamo 7'(¢;(p)). Konacno, ¢;[T(¢:(p))] predstavlja tenzor na tocki p
povuclen iz toc¢ke ¢,(p) natrag u tocku p. Liejeva derivacija duz vektorskog polja (D.5)

je dana izrazom [5]:

t—0 t

A Tmuz---uky v
LyTre-e, = lim ( t 1. z) 7 (D.7)

pri ¢emu je zadovoljeno Leibnitzovo pravilo Ly (T ® S) = (LyT) @ S+ T & (LyS)
i linearnost Ly (a1 + bS) = a(LyT) + b(LyS), gdje su T'i S tenzori i a i b kons-
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tante. Jednostavno je uvjeriti se i da se Liejeva derivacija skalarne funkcije svodi na

usmjerenu derivaciju duz generatora difeomorfizma [5]:

Lyf=V",.f. (D.8)

Prije nego nastavimo s diskusijom o akciji Liejeve derivacije na tenzore, napra-
vit ¢emo kratku digresiju radi potreba kasnijih razmatranja. Zamislimo ponovno da
imamo mnogostrukosti M i N (koje mogu biti razli¢itih dimenzionalnosti), preslika-

vanje ¢ : M — N i funkciju f : N — R kako je prikazano na slici D.3.

Slika D.3: Povlacenje funkcije f sa N na M preko preslikavanja ¢ : M — N je
ekvivalentno kompoziciji f o ¢. Preuzeto iz [5].

Pritom su uvedene koordinatne karte z* : M — R™ iy~ : N — R". Kompozicija
funkcija (f o ) : M — R je po definiciji jednaka povlacenju funkcije f sa N na
M preko ¢, odnosno f o ¢ = ¢*f. Ukoliko imamo vektor V' na M, tada mora biti

zadovoljeno:

(@.V)(f) = V(o™ ), (D.9)

odnosno djelovanje vektora gurnutog sa M na N na funkciju f na N je jednako
djelovanju vektora V' na M na funkciju f povucenu sa N na M. Vektor V ima oblik
V = V*9,, dok gurnuti vektor mozemo zapisati u formi (¢.V') = (¢.V)*0,, pri ¢emu
smo pazili da indeksi budu u skladu s odabirom kordinatnih karti. Prema tome, (D.9)

piSemo kao:

(0 V) 0uf = VFOu(f 0 §). (D.10)
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Da bismo ovaj izraz dalje raspisali iskoristit ¢emo lanc¢ano pravilo. Promotrimo

prvo sliku D.4.

R™ RI

-]
A
g gyl

%, R

Slika D.4: Lancano pravilo povezuje derivacije kompozicije g o f sa derivacijama
funkcija f i g. Preuzeto iz [5].

Preslikavanja na slici su f : R™ — R" i g : R® — R!. Data je i kompozicija
(go f) : R™ — R Oznadimo sada to¢ke svakog prostora na idu¢i na¢in: z* na
R™, y* na R" i z¢ na R!, gdje je raspon indeksa ovisan o dimenzionalnosti pojedinog

prostora. Uz ovakav odabir koordinata, lan¢ano pravilo je dano izrazom [5]:

0 . aft dg°
8xa(gof) = b %Tyb’ (D.11)
koje se cesce zapisuje kao:
O oo -
ore - Ox® Oyb (D.12)
Koriste¢i ovo pravilo, deriviramo kompoziciju u (D.10):
9 0
L(fo9) —@(f ° ¢)
oy® of
=D 5. 9y (D.13)
oy~
= 9un %

U prethodnom raspisu smo iskoristili ¢injenicu da je kodomena funkcije ¢ na N, na-
kon ¢ega smo iskoristili koordinatnu kartu y* : N — R”, dok je kodomena funkcije

f prostor realnih brojeva. Usporedbom izraza (D.10) i (D.13) vidimo da je zadovo-
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ljeno:

(V)0 f =vilo. (D.14)

oxh

Ova jednakost nas navodi da uvedemo operaciju guranja ¢, kao matri¢ni operator

preko relacije (¢.V)* = (¢.)*,V*. Iz (D.14) je sad jasno vidljivo da vrijedi:

_ oy
- Oxr’

()% (D.15)

Na slican nacin nalazimo i matri¢ni operator povlacenja. Ukoliko imamo vektor
V' na M i 1-formu W na N tada mora vrijediti (¢*W)(V) = W(¢.V'). Postoji jednos-
tavan matri¢ni opis djelovanja operatora povlacenja na forme, (¢*W), = (¢*),“Wa,

koji se moze izvesti koriste¢i lanc¢ano pravilo. Dan je jednadzbom [5]:

_ o

=2 D.16
gy (D.16)

()"
Dakle matrice guranja i povlacenja su jednake. Jedina razlika je u tome $to se kontra-
hiraju razlic¢iti indeksi. (D.15) i (D.16) je jednostavno poop¢iti za proizvoljne tenzore
¢ime smo dokazali (D.2) i (D.3).

Vratimo se sada analizi difeomorfizma ¢; na M definiranog preko (D.5). Neka su
koordinate na ovoj n-dimenzionalnoj mnogostrukosti z# = (z!,...,2"). Odaberimo
sada koordinatu ! kao parametar duz integralnih krivulja. Tada o¢ito vrijedi V* =
d#1, odnosno V* = (1,0, ...,0). U punoj formi ovaj vektor dakle ima oblik V' = 6,0, =
0. Uotimo da uz ovakav odabir koordinatnog sustava izraz (D.5) moZemo pisati u

idu¢em obliku:

dzt(t)

oo =1= dx'(t) = dt. (D.17)

Prethodnu jednadzbu mozemo integrirati od ¢t = 0 do neke proizvoljne vrijednosti

¢ime dobivamo:

2t (t) = 2'(0) + ¢, (D.18)
i uvesti zapis z'(t = 0) = 2!, Az' =t, y' = 2'(¢t # 0). Dakle translatirali smo koor-
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dinatu z' za neku proizvoljnu vrijednost parametra ¢. To jest, proveli smo guranje:

ot — oyt = (2t -t "), (D.19)

Koordinatna transformacija na originalnoj tocki gdje vrijedi ¢ = 0 je tada dana

povlatenjem z'(t = 0) = z'(t = 0) — t. Ovo rjeSenje mozemo translatirati na isti

nacin kao u (D.18) ¢ime dobivamo z'(¢t) = z'(t = 0) +t = x'(t = 0), $to je u skladu s

izrazom i#(p) = x*(py). Iz (D.16) mozemo pronaci matri¢ni operator povlacenja:
oy”

(@) = 50 = 0" (D.20)

pri ¢emu smo napravili zamjenu u oznacavanju indeksa « — v bududi da povlacenje
vr§imo preko krivulje na istoj mnogostrukosti. Iskoristili smo izraz y* = (z' +
t,x? ..., 2") i ¢injenicu da vrijedi t = konst. Rije¢ je samo o parametru kojim odredujemo
za koliko smo se pomakli na M. Operator guranja poprima isti oblik:

oy”

(66)"n = 5 = 0" (D.21)

Kako je kroneckerov simbol simetri¢an u smislu §,” = ¢”,, (Cesto se piSe jednostavno

d), povlacenje u izrazu (D.6) moZemo izraziti preko operatora guranja u obliku:

(1) = 0. (D.22)
Prema tome, komponente tenzora povucenog sa ¢;(p) u p su:

(bt* [Tﬂl#Zm#kulzxg...ul(¢t(p))] = Tulu2muku1uz...ul<x1 + t, x27 () xn)’ (D23)

gdje smo iskoristili (D.22) i ¢injenicu da je preslikavanje ¢, : p — ¢;(p) dano s (D.19).

Liejeva derivacija (D.7) postaje:

K12 o 1 2 nY _ THLA2. 1 n
£y Tk —limT e (@ Ftx? L a) =T vy (T oy ™)
viva...vp T
t—0 t
_dTulm"'Mkuluz...ul

- dt

(D.24)
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Rezultat mozemo interpretirati na idué¢i nac¢in. Iz (D.24) je jasno vidljivo da je
infinitezimalna promjena tenzora uslijed pomaka za 6t duz integralne krivulje z#(t)
dana izrazom 07 = 6tLyT. 1z ovoga slijedi da se uslijed infinitezimalne koordinatne

translacije z'(t = 0) — z'(t # 0) = z'(¢t = 0) + 6t (D.18), tenzor T mijenja kao:

T(x'(t=0),....,2") = T(x*(t #0),...,2") = T(z'(t = 0),...,a") + 0tLyT. (D.25)

Jednadzbu (D.25) ¢emo poopciti malo kasnije. Za sada primjetimo da se uz ova-
kav odabir koordinatnog sustava (u kojem je koordinata z' birana kao parametar duz

integralne krivulje), Liejeva derivacija (D.24) svodi na:

0
‘CVTulllQ.”“leVQ...Vl — axlTmm"'”kvwz---w' (D.26)
Derivacija vektora je:
out

Prethodni izraz nije kovarijantan, ali znamo da je komutator [V, U] dobro defini-

ran tenzor neovisan o izboru koordinata. U ovom sustavu imamo:

[V,U]* =V o,U" — U"9,V*"

—510,U" — U"8,8", (D.28)
our

_W.

Kako smo dobili isti rezultat kao u (D.27), znamo da mora vrijediti:

Ly U" = [V, UJ". (D.29)

Kao posljedicu imamo odmah £y U = —L;V. Djelovanje Liejeve derivacije na 1-
formu se moze dobiti ukoliko razmotrimo djelovanje iste na skalar £y (1W,V*). Ova
operacija mora biti jednaka usmjerenoj derivaciji skalara duz generatora difeomor-
fizma. Akciju Liejeve derivacije na 1-formu tada mozemo izvudi primjenom Leibnit-

zovog pravila na originalni skalar. Koriste¢i ovaj postupak pokazuje se da vrijedi [5]:
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LyW, =V 8,W, + (8,V")W,. (D.30)

Slicnom procedurom koju ovdje ne¢emo provoditi nalazimo i djelovanje Liejeve de-

rivacije na proizvoljan tenzor [5]:

LyTrarz=tn, - =V, Trbzth, (Ot

— (8,\V”2)T”l’\"’“"'ylw...ul - (D 31)
+ (D VATt

4+ (0, VA THr b2t

Iako nije ocito, prethodni izraz vrijedi i uz zamjenu parcijalnih derivacija sa kovari-

jantnim derivacijama uz odsustvo torzije. Mozemo dakle pisati i [5]:

o e L AUD...
ﬁVTM1M2 MleVQ---Vl :V VUTMM MleVQ--J/l _ (V,\V“)T 2 MleVQ---Vl

- <V)\V'u2)T'L“)\m‘u‘kljlllg...l/l - (D 32)
+ (Vm V/\)TMLLLQ.“MC)\VQ...V

1

+ (W, VA THb2ebtie

Obje formule su korisne ovisno o situaciji.

Prije nego konstruiramo generator konac¢nih translacija, napravit ¢emo kratki re-
zime i poopciti osnovne rezultate. Neka imamo n-dimenzionalnu mnogostrukost M
i difeomorfizam ¢. : M — M koji predstavlja tok niz integralne krivulje z*(¢) para-

metrizirane sa ¢ € R. Ovakve krivulje su definirane s generatorom difeomorfizma:

dxt(e)
de

g (D.33)

Infinitezimalna promjena koordinate jest ox* = de&#, dok je infinitezimalna koordi-

natna translacija uslijed pomaka za de duz integralne krivulje:

zH(e=0) = at(e #0) = 2t (e = 0) + de&” (2" (e = 0)) (D.34)

Cesto ¢éemo koristiti oznake z#(¢ = 0) = z# i 2(e # 0) = y*. Uslijed infinitezimalne
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translacije koordinata © — y = x + de£(x) tenzori se transformiraju kao:

TH () = TP () = TP (2) + SeLegn TP,y (x), (D.35)

gdje je infinitezimalna promjena tenzora 07" = JeLT odredena Liejevom derivacijom
(D.31) ili (D.32). Zelimo naéi operator kona¢ne translacije tako da je zadovoljeno
dxH (e - dxt(e)

T) = &MV (€)) 1 =52 ]e=0 = £"(2"(e = 0)). Tvrdimo da je za proizvoljne pomake

uz ¢ > 0 konacna translacija dana izrazom [13]:
a#(€) = e @ (=M (¢ — ), (D.36)

gdje je e€"(@7(<=0)9 generator translacije. Pritom treba imati na umu da je ovdje

o i _ a . . . Ve .o s,
Oy = 505 = 5av(=o) (=p)- Primjetimo prvo da ocito vrijedi:

2(€)]e—o :eeé”(z"(ezo))au|6:0xu(€ =0)

(D.37)
=zt (e = 0).
Provjerimo dalje je li zadovoljena infinitezimalna transformacija:
2" (€) = (14 e£”(27 (e = 0))9, + O(e?))a* (e = 0) (D.38)

Uz zahtjev e = e mozemo odbaciti O(e?) ¢lanove u razvoju ¢ime odmah dobivamo:

2 (€ # 0) =a#(e = 0) + de€” (27 (e = 0))%

=zM(e = 0) + e (27 (e = 0))0",, (D.39)
=zt(e = 0) + 0e€* (27 (e = 0)).

Dokazimo sada da (D.36) vrijedi opcenito.

Yy — " (@)0 1
2 3
{1+ € (@)0, + S € (@DE(@)05) + T @D, ()0, (@))] + ]
(D.40)

Napravimo na trenutak kratku digresiju kako bismo iznijeli vaznu tvrdnju. Pro-
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. v 2 . . v . . . 7. Ve
motrimo ¢lan uz §; prethodnog razvoja. Isti se moze raspisati na idudi nacin:

08 (x)

“(x)&° D.41
e Oy + ()67 (2)0,0,. (D.41)

§"(2)0,(£7(2)05) = " (x)

Operator (D.41) djeluje na z*. Prvi ¢lan ¢e dati kroneckerov simbol, dok drugi
istezava jer imamo 0,0,z = 0,0*, = 0. Dakle jednom kada raspetljamo izraz,
dovoljno je zadrzati samo ¢lanove koji djeluju 1. derivacijom na z*, ostali is¢ezavaju.

Derivirat ¢cemo sada (D.40) po . Dobivamo:

dy* 2 3¢
W2 e ()0, + e ()0, (0)0,) + S € @A @(E (2)D,)] + ]
2
@0+ 00+ 58 @O @OE @D+l
=€ ()01 + €67 ()0, + € (2)0,(E7 (1)D,) + o
—=£ ()0, e (@ g1t
S druge strane, ocito vrijedi:
Oy = 0,6 (@) 1t (D.43)
oxVv
Usporedbom (D.42) i (D.43) vidimo da je zadovoljeno:
dyt ., | O0y"
" £ (x)axy. (D.44)

No iz (D.2) slijedi da je desna strana prethodne jednadzbe guranje vektora £”. Pomocu

izraza (D.23) zakljucujemo da se uslijed ovakve operacije vektor transformira kao:

20U
§'(a)5 s =¢"W). (D.45)
Tada vrijedi:
dy*
de §"(y), (D.46)

$to je ekvivalentno izrazu %ﬁ(e) = ¢"(z¥(e)). Time smo pokazali da je (D.36) uistinu
konac¢na koordinatna translacija. Pomoc¢u ovakvih transformacija mozemo pomicati

i krivulje na M kao Sto je prikazano na slici D.5.
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A=0

xH(1) Py

Slika D.5: Guranje krivulja na M. Preuzeto iz [3].

Donja krivulja (koja moze predstavljati svjetsku liniju Cestice ili trajektoriju ruba
jednodimenzionalne strune) je parametrizirana s 7 € R. Pritom 7 raste kako se
pomicemo s lijeva na desno. Svaku tocku ovakve krivulje mozemo gurati pomocu
(D.36) (uz ¢ — \) duz integralne krivulje parametrizirane s A\ kre¢uci od vrijednosti
A = 0 do nekog proizvoljnog odredista (obi¢no se bira A = 1). Koriste¢i konvencije
koje smo uveli ranije, donju krivulju mozemo prametrizirati kao x*(7) = z#(7, A = 0)
i gornju kao y*(7) = z#(1, A = 1).

Zavrsimo ovaj dodatak s analizom djelovanja Liejeve derivacije na tenzor metrike.

Koristit ¢emo difeomorfizam uveden u (D.33). 1z (D.31) slijedi:

‘Cfguu :favaguu + (v,ug)\)g)\l/ + (vug)\)g,u)\
=V, + V,.E, (D.47)

=2V (&),

pri ¢cemu smo iskoristili kompatibilnost metrike. Uz infinitezimalnu transformaciju

r — y =z + Je&(z), metrika se mijenja kao:

9 () = 9w (V) = g (%) + 0€Le(2) Gy (7). (D.48)

Ukoliko je metrika invarijantna na ovakvu transformaciju, odnosno ako je zadovo-
lieno dg,, = d0eLe(z) 9 () = 0, Liejeva derivacija metrike is¢ezava te iz (D.47) dobi-

vamo:

Vs =0, (D.49)
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S$to prepoznajemo kao Killingovu jednadzbu. Generator difeomorfizma je stoga ujedno
i Killingov vektor. Ako vrijedi L¢(;)g,,(2) = 0, tada kazemo da je difeomorfizam izo-
metrija. Uslijed transformacije + — y = = + 0e£(z) metrika moze dozivjeti i konfor-

mno reskaliranje:

g#l’(x) — g,ul/(y) - Q(x)g#,,(x), (DSO)

gdje je Q(z) pozitivno definitna funkcija. MoZe se pokazati da u ovakvom slucaju

generator difeomorfizma zadovoljava idu¢u jednadzbu [5]:

V. + Vi€ = f(2)gu, (D.51)

za neku skalarnu funkciju f(x). Kontrakcijom prethodne jednadzbe sa ¢g** dobivamo

odmah f(z) = 2V,¢*, pri ¢emu je n dimenzija mnogostrukosti. UvrStavanjem u

T on

(D.51) proizlazi:

2
V/L&/ + Vugu = _g/vaép- (D52)
n

Prethodni izraz predstavlja konformu Killingovu jednadzbu. Vektor koji zadovoljava
(D.52) se zove konformni Killingov vektor. Ako je f# ovakav vektor na S?, tada je

specijalno zadovoljeno i [15]:

1
040590 f¢ :§QA360606EJCE

= — qapopf¥,

(D.53)

gdje je 04 kovarijantna derivacija s obzirom na metriku ¢4 na jedini¢noj S2.
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Dodatak E Asimptotske izometrije Bondi-Sachsove me-

trike

U ovom dodatku trazimo difeomorfizme koji zadovoljavaju Bondijev uvjet 9,det (44£) =
0 i cuvaju granicna opadanja metrike (4.166). U nastavku sporadi¢no pratimo racune

i usvajamo odredene konvencije uvedene u [1]. Neka je generator difeomorfizma:

dx“(e)_ . E.1
de =& -1

tako da se uslijed infinitezimalne translacije koordinata duz integralne krivulje z —

y = = + de&(z) Bondijeva metrika mijenja kao:

9o () = G (Y) = G (x) + 0L(@) Gy (). (E.2)

Metrika (4.165) je asimptotski ravna. Zelimo pronaéi difeomorfizme koji asimp-
totsku ravnost ¢uvaju, odnosno, transformacije (E.2) ne smiju uzrokovati promjene
u opadanjima komponenti metrike (4.166). Ukoliko bi do takvih promjena doslo,

automatski bi bili naruSeni rubni uvjeti (4.121). Postavljamo dakle uvjete [15]:

Guu = —1+00™Y) = 8gu = O(r™),
Jur = —1 + (9(7”2) = 0Gur = (’)(7”2),
Jua =0+ O(1) = dgua = O(1),
A (1) A ( £3)
gaB = TQQAB + O(r) = dgap = O(r)
grr =0—09g,. =0,

grAa = 0— 5grA = 07

gdje je 99, = d€Le(2)9u(x). Prema (E.3), ravni dio metrike uslijed transformacija
(E.2) ostaje nepromijenjen, dok ostali ¢lanovi u razvoju postuju opadanja skladna s
rubnim uvjetima. Difeomorfizmi koji zadovoljavaju (E.3) su stoga asimptotske izo-

metrije. Postavit cemo joS jedan uvjet koji formuliramo jednadzbom [1]:

9*P6gap = 0. (E.4)
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Prethodnim izrazom izrazavamo zahtjev prema kojem ne Zelimo da angularna me-
trika uslijed transformacije dozivi konformno reskaliranje. Ukoliko bi vrijedilo ga5(y) =

gaB(z) + dgap = Q(x)gap(x), tada odmah slijedi:
g (2)89a5 = g* (2)gap(x)(Qx) — 1) # 0. (E.5)

Postoje i generalizacije u kojima je reskaliranje dozvoljeno, ali mi ¢emo se drzati
uvjeta (E.4). Kako je infinitezimalna promjena metrike dg,, u potpunosti odredena
Liejevom derivacijom (do na faktor d¢), generatore difeomorfizama mozemo pronaci

pomocu jednadzbe:

Legu = V& + Vo6, (E.6)

Promotrit ¢emo prvo $to nam daje peti uvjet u (E.3). Imamo ocito g, = 0 —

Le¢g = 0. Odnosno:

Vrgr + Vrfr =0— Vrgr =0. (E7)
Raspisujemo (E.7):

vaT :8T€T - Fﬁrg,u
0,6~ Th 6~ Th& — Th, (E.8)

:87“57” - F:rgr .

Izjednacavanjem zadnje jednakosti u (E.8) s nulom i uvrStavanjem Christoffelovog

simbola (A.24) dobivamo jednadzbu:
& = 26,0,5. (E.9)
Rjesenje ove jednadZzbe jest:
& = flu,z")e?’, (E.10)

gdje je f(u,z?) proizvoljna funkcija koja ovisi o koordinatama u i z#, ali ne i o radi-

jalnoj koordinati. UvrStavanjem u (E.9) se moZemo uvjeriti da je rjeSenje ispravno:
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0,6 =f(u, 4)0,.e*
=f(u, z)e*"20,p (E.11)
=2¢,0,3.

Okrenimo se sada analizi posljednjeg uvjeta u (E.3) koji implicira da mora biti

zadovoljeno:

V. €4+ Vi =0. (E.12)
RaspiS$imo ovaj izraz:

0 :8T€A - FﬁA I + 8A§7‘ - Firgu
=064 + 048 — 20746, — 20746
=064+ 04y + e (=04e® — r?hap(0,UP))¢, (E.13)

1
- T_QhBCaT‘(TQhAC)gBa

—0,&4 — ?hapf(0,UP) — ;fA — (8rhac)hPCEp = —e* (04 f).

U prethodnom rac¢unu smo uvrstili koeficijente konekcije iz dodatka A i iskoristili
rjeSenje za &, (E.10). Pokazat ¢emo prvo da je posljednja jednakost u (E.13) ekviva-

lentna izrazu:

0,(EgPP — fUP) + ¥ gAP(04f) = 0. (E.14)

Imamo:

aT(ngBD - fUD) + ezﬁgAD(aAf) = gBDarfB + gBargBD - farUD

+ e g PO, f

1 —9 1 1 (E.15)
=—_hPPo,tp + E5(—hPP + = 0,hPP) — fO,UP + 2P S nAPo,f

7“2 7“3 7“2 T2

=0.
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Posljednju jednakost kontrahiramo sa r?hpc. Slijedi:

2
680065 — ;53530 + E8hpc0,hPP — 2 hpe fO,UP + e264:04f = 0,
S0 - %50 4 €500, (hpoh®P) — WBPdhpe) — r*hpe fO,U7 (E.16)

+ 62’880f =0.

Primje¢ujemo da faktor 9, (hpchPP) istezava jer je rije¢ o derivaciji kroneckerovog
simbola. Ako u posljednjoj jednakosti unutar (E.16) napravimo zamjenu C' — A i
preimenujemo slijepi indeks D — B dobivamo upravo izraz (E.13). Trazimo dakle
¢p koji zadovoljava (E.14). Uvrstit ¢emo probno rjeSenje:

[eS) €2ﬁhCD

fB = —hDBfD’f’2 -+ fUDhDB’/’2 + TQhDB(acf)/ 7”’2 dT/ (E17)

T

i provjeriti je li ispravno. U (E.17) smo uveli dvije proizvolje diferencijabilne funkcije

fA = fAa*,u), odnosno vektor na S? tako da je zadovoljeno f4 = ¢*Zfz. Ovaj

vektor (isto kao i funkcija f iz (E.10) s kojom ga ne smijemo mije$ati) ovisi o u i 2%,

ali ne i o r. Uvrstavamo (E.17) u prvi ¢lan izraza (E.14):

1
0, (épgPP — fUP) :ar[ﬁhBD(—hCB fér? + fU hepr?

) eQBhEC

+r2h03(8Ef)/ 5 dr') — fUP]

T

oo eQﬁhEC
=0,[—0PcfC¢ + fUSP o + 6P (0 f) / mdr’
r r (E.18)
— fU"]
o) eQﬂhEC ,
:87[—fD + (aEf) / 2 dT]
r eQ,BhDE ,
—— @e0, [ “ar

U nastavku koristimo identitet 2= [* f(¢)dt = f(z). Dakle:

12

o T r? (E.19)
=— e g*P(0af).

r 28 DE 261, DE
(D)0, / R = — ()

Rjesenje (E.19) se pokrati s drugim ¢lanom u (E.14) ¢ime dobivamo nulu. Nase
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probno rjesenje je stoga to¢no. MozZemo pisati:

&a=—hpafPr®+ fUPhpar® + r’hpal®, (E.20)
gdje je:
00 28}, BD
1P = (0f) / — dr’. (E.21)

Radi potreba buduc¢ih razmatranja, proucimo i kako izgleda asimptotski razvoj

ovog integrala:

dr’

00 =2 BD _ CBP P2
19 ~opy) [ UG S5 00

72
oo BD oo ~BD o)
=(9Bf) { / i—/2dr'— / (’;,3 dr' + / O(r’—4)dr’] (E.22)

= PP(05f) ~ 55 (05110 + O,

U nastavku raspisujemo uvjet (E.4) koji je ekvivalentan izrazu g2 (V 4¢5+Vpéa) =

1
9P (Valp + Vpéa) = T—QhAB(aAfB + 0péa — 2T g — 215, — 209 5¢c)  (E.23)

Desnu stranu zadnjeg izraza izjedna¢avamo s nulom i mnozimo s 2. Odmabh slijedi:

AP sy = WP (0als + Opéa — 2456, — 2T pEc). (E.:24)

Uvrstimo sada koeficijent ' ;. Lijeva strana jednakosti (E.24) postaje:

-1
QhABFZBgu =2n*P <7) 9""0,(948)8u
—(2re 1B hap + 12 P AP0, hap)E, (E.25)

=dre= ¢,

(E.25) umecemo u (E.24), mnozimo jednakost s % te iskoristavamo cinjenicu da
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vrijedi h*B(0.&p + 0p€a) = 2h*BD4&p. Time dobivamo:

26

e
§u = _§<FTAB§T + FngC — aAfB)hAB' (E.26)

U (E.26) sada uvrstavamo Christoffelove simbole i rjeSenja za &, i £4. Slijedi raspis:

6o =~ 0" Dy ~ 29 Ousn ~ L0000
u — o g (AUB) 29 wdAB , rJAB))Sr
1 y
+ (TQ'WUCargAB + FgB)fC _ aAfB]hAB
1 i~
== 5 [(DalgpeU AT = 2V)g + (2rU + 2T ph"F)éc
— e hP9,¢p]
1 29
T 5[(T2DAUA —2V)&, + (20U + ThABhCE(QCK)AhBE — Oghag))éc
_ 62BhABaA€B]

1 }
== 5 ((P0aU" + ° T3 U = 2V) fe?
r (E.27)

+ (2rU° + ?hABhCE(wAhBE — Ophag))
(—hpcfPr?* + fUPhper® + r*hpcl®)
— P04 (—hppfPr? + fU hppr? + r*hppl”)]
_ %[_w £628 _ 23 UC 2 4 203 fhpoUCUP + 23 hpoUC TP
— P2 fPRABY  hgp + ?ﬂ FPRABOphag + e r*h Ao, (hpp fP)
+ ¥ IPhAB(9,4hpp) — ?ﬁIDhAB(aDhAB) —Pr?h B9, (hppl®)
— e UA(0af)],
gdje smo u posljednjoj jednakosti uvrstili I'4,, = shAP(Dahep 4+ Ochpa — Ophac) =

Th*Pdchp 4. Koristedi iduce jednostavno dokazive identitete:

28
— 625T2thABaAhBD + %TQthABaDhAB + 625T2hABaA(hDBfD) =

GQﬁZDAB 28,2 A€252 D\ AB
-7 fPRABOLhAg + 221204 f =5 Op(hapfP)RAB,
(E.28)
e
626T21DhAB(3AhBD) - 7T2IDhAB(8DhAB) - 62BT2hABaA(hDBID) =
28 2p8

= S I @phag) — 1?01 = =10 (hapI ")h ",
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(E.27) se pojednostavljuje u oblik:

e2Pr e2Pr 2

I}
§u=— - Op(hasf )P + (04U + %8D(hABID)hAB

v (E.29)
+ e —f + r*hap(U 7 - UUP f = UALP)

U idu¢em koraku razmatramo 4. uvjet u (E.3) koji implicira da mora biti zado-
voljeno V&g + V& = O(r). Princip je sljededi; raspisat ¢emo prvo lijevu stranu
ovog izraza i razviti koeficijente metrike u red pomocu (4.147), (4.161) i (4.162).
Clanove éemo tada grupirati i izjednaditi s nulom faktore koji mnoze r™ za Vn > 1.

Slijedi:

Valp + Vpls =046 — FZB@ +0p&a — F%Afu

=0a€p + Op€a — 20 &, — 217 3¢, — 2T pée

(E.30)

Imamo 5 ¢lanova od kojih racunamo svaki zasebno. Pritom ¢emo (kada god to bude
moguce), nastojati prepoznati koji faktori doprinose s O(r). Takve faktore necemo
eksplicitno ni racunati jer nisu interesantni za ovu analizu, odnosno ne daju nikakve

restrikcije. Prvi ¢lan u (E.30) daje:

Oaép =0a(=hppfPr* + fhpgUPr* + r’hppl®)
s 4 o) 02

-
+ (g + 06N L o) o2
2r? (E.31)

DE

+ (apn + O ) (=(@xf) + O

=0a[—(qpB +

=0al—appfPr* + O(r)]

= — T’2aAfB + O(T)

Drugi ¢lan je ekvivalentan do na zamjene A <> B:

Opéa = —r*0pfa+ O(r). (E.32)
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Treéi ¢lan:

6257’
_QFZBgu :gur(argAB)[_T

2By
+ TaE(hCDIE)hCD +

28
Ou(hon fEYRCD + %(a,; fUE

g
’

+ TQhCD(UCfD o UCUDf . UC.[D)]

20 +28+ 0((28))2((ae + “2 + O() ) hP

+ L1428+ (@A) 01— + 0()

104201 0((26))0k((aen + “2 + OG=) (-4 (96 ) + O~
(14 28+ 0((2my) MO

+rt(aon + 2 1 02T o

—r(ao+ £ 4 062 (2 4 06 (ST o)
—r2(aon+ £ + 0“2 4 06 (L E(0p) + 06

(E.33)

Promotrimo prvo kako izgleda razvoj faktora —e=2%0,(r2h ) koji mnozi uglatu za-

gradu:

— e 20,(r®hap) = —(1 — 28 + O((28))))(r?0,hap + 2rhap)

1 CCHC C C
(4 T+ O (00, (gan + —22 + O ) + 2r(qan + 2 + O()
—(1+

iCGHCGH
16
= —2rqap — Cap +O(r™1).

r2 + O(T_g))(QTQAB + Cyp + @(7,—1))

(E.34)

Ono Sto bi trebalo biti ocito jest da su ¢lanovi u uglatoj zagradi maksimalno reda
O(r) (ne postoje faktori reda r? ili visih potencija). Kako ova zagrada mnozi faktor
koji je reda O(r) (prethodni razvoj), pronaéi ¢emo samo ¢lanove reda r! koji nakon

mnozenja s —2rqsp daju trazene veli¢ine reda r?. Ostale O(1) faktore u zagradi
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ignoriramo. Prvi ¢lan je (nakon razvoja tenzora h°? i funkcije 3):

OLMO CD
- L OG- )as((gen + 2 + O e e ~ T+ O()
= —OslaenfT)a"” + O(1).

Preostali ¢lanovi:

L1+ 00 2) (0N~ + 06~) = 06,

L+ 06~ )ds((aen + “2 + 06 (CaF (0rF) + O ) (0™ + 06~) = O(),
(1+00 )01 - 20 1 061 = 0(),

#aen + L2 + 06" 4 0617 = 0(),

(o + £ 4 062 (2L 4 06 ) (2T L o) f = 06,
(o + S+ 0 ) (L 4 0 (g E 01 ) + 06 ) = 00,

(E.36)

Dakle redu r? doprinosi samo eksplicitno izra¢unati ¢lan u (E.35). Treéi faktor u

(E.30) je stoga:

2% 56, =(~2rqan) (-Ox(acns ") ") + O()
2 (E.37)

r

:§QABaE(QCDfE>qCD + O(r).

Raspisujemo sada 4. ¢lan u (E.30) i ponovno trazimo faktore reda r2. Imamo:

1 1 V
_QFZB&" = — 2f€26[6_26§(DAUB + DBUA) + 56_25(8u<7‘2h143) - ?aT(T2hAB))]
1 1 1V
= — Qf[i(DAUB + DBUA) + §T26uhAB - 5?(7’28rh,43 + 27"hAB)]
(E.38)
Promotrimo prvo:
DAUB :DA(gBCUC> = DA(TthcUC) = ’l“th(jDAUO (E 39)

=r?(qpc + O(r ")) (0.UC + TS, UM).
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Uotimo za potetak da je U4 = O(r2). Kako je I'{,, reda r° (sadrZi produkte

tipa h*20ghcr), (E.39) ne sadrZi traZene faktore i ukupno je reda r°. MoZemo dakle

pisati:
1
§<DAUB—|—DBUA) = 0(1) (E.40)
Drugi faktor u (E.38) je:
1 1
ETZauhAB :§T2au(QAB + % + O(T_2))
:Lﬂ(aucﬂ +O(r2)), (E.41)
2 T
=0(r)

koji takoder ne doprinosi redu r2.

Razvoj posljednjeg ¢lana u (E.38) daje:

1V 1 2M
———(r*0yhap +2rhap) = — =[1 — =— + O(r )][2rqap + Cap + O(r™ )]
2r 2 r
(E.42)
=0(r)
Prema tome, Cetvrti faktor u (E.30) nam nije interesantan. PiSemo:
—QFQB@« = 0(7’) (E43)

Preostaje nam vidjeti $to daje ¢lan —2I'G ;¢ Imamo:

_QFZBSC’ = (g“TUCOTgAB — Qf‘gB)(—hpchTQ + fUDhD0T2 + TQhDC]D) (E44)
Primjetimo prvo da ocito vrijedi:

— hpa fPr* = O(r?),
fUPhper® = O(1), (E.45)
r*hpcI® = O(r).
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Razvoj prvog ¢lana u lijevoj zagradi s desne strane (E.44) jest:

_(%)HOCH -3 -1
——— +007)(2rqap + Cap + O(r 7))

§UC0,gap =(—14+ O(r2
a5 =(=14+O(2)(— 46

= 0.

Ovaj faktor umnoskom s velicinama (E.45) ne moze dati clanove koji sadrze vise
potencije u radijalnoj koordinati od r'. S druge strane, znamo da je I'(; = O(1).
Dakle produkt ovog koeficijenta s prvim faktorom u (E.45) moze dati ¢lanove reda

r? koje Zelimo izra¢unati eksplicitno. Promotrimo:

— QFgB(—)thfDT’Q = QTQ%hCE(aAhBE + thAE — aEhAB)thfC
=r?(¢“F + O(r™))[0algse + O(™)) + 0(qae + O ™)) + 0rlqas + O ™H))]-
[apc + O(r )] P

= 12q“%(0aqpr + 0qar — Opqan) fo + O(r).
(E.47)

Sve skupa:

—2I'Gpéc = Tzqu(aAQBE + 0qag — Orqag) fc + O(r). (E.48)

Mozemo sada sumirati rezultate (E.31), (E.32), (E.37), (E.43) i (E.48) ¢ime do-

bivamo:

1
Valp + Véa =r*[—0afp — Opfa+ §QABaE(QCDfE)qCD
(E.49)

+¢“%(0aqpE + Opqap — Oqas) fc] + O(r).

Faktor u uglatoj zagradi izjedna¢avamo s nulom i primje¢ujemo da vrijedi $¢°? (9aqpp+
Oqap — Opaan) = V4, gdje je v{5 Christoffelov simbol na S? uveden u (4.140). Sli-

jedi rezultat:

1
— (Oafp —95fc) — Opfa—v5afc) = —§QA33D(QCEfD)qCE
(E.50)

1
— 0afp+0pfa= EQABaD(QCEfD)qCEa

pri cemu smo prepoznali faktore u zagradama kao kovarijantne derivacije s obzirom
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na qup, iskoristili odsustvo torzije i preimenovali slijepe indekse. Raspisimo desnu

stranu posljednje jednakosti u (E.50):

1 1 1
_C]ABaD((]CEfD)qOE :_QABQCEQCEanD + _QABQCE(aDQCE)fD
2 2 2 (E.51)

1
= qap(Op + §QCE(8DQC’E))fD

Uoc¢imo jo$ da vrijedi:

qasOnf” =qap(Opf” + b f")

1
=qap(Opf¥ + §QDF(6DQEF + Opqpr — Orqpe)fF) (E.52)

1
=qap(0p + §qDF(aEQDF))fE-

Dakle (E.51) i (E.52) su ekvivalentni izrazi. MozZemo pisati kona¢no:

Oafp +0pfa = qapdcfC, (E.53)

Sto prepoznajemo kao konformnu Killingovu jednadzbu (D.52) uz n = 2, sto je di-
menzija prostora S2. Uvjet dgap = O(r) se stoga svodi na zahtjev da f* bude kon-
formni Killingov vektor.

Okre¢emo se analizi 3. uvjeta u (E.3) koji implicira da mora biti zadovoljeno
Viéa + Va&, = O(1). U ovom slucaju ¢emo izjednaditi s nulom sve faktore koji su
reda r” za Vn > 0. Racuni su sli¢ni onima koje smo proveli ranije te je ¢esto moguce

pozvati se na razvoje koji su ve¢ napravljeni. Liejeva derivacija komponente metrike

GuA je:

Viba+ Vabu = 0ua + Oabu — 20560 — 2006 — 20 04Ep. (E.54)
Citatelj se moze uvjeriti da nakon razvoja proizlazi:

Ouba = 0|1 fa+1(0af — Cpaf®) +O(1)],
046y = 3A[—£aE(QCDfE>qCD + O(1)],
—Mpabu=0(), —2T5.6 =0( ),

— 28, ¢5 = 145 f30,Cac + O(1).

(E.55)
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Spomenimo samo da je u racunima koriStena jednakost (4.142) i ¢injenica da vrijedi

CL, = O(r'). Sumacijom faktora u (E.44) dobivamo:

vuSA + vAgu = TQ(_aqu)
1
+r[0,0af — au(CDAfD> - ZaA(aE(QCDfE)qCD) + qBCfBauCAC] (E.56)

+0(1).

Clan uz 72 daje:

Oufa=0— fa= fa(a®). (E.57)

Odnosno, konformni Killingov vektor f# na S? smije ovisiti samo o angularnim ko-
ordinatama. Ovaj uvjet sada mozemo iskoristiti u raspisu faktora uz r koji takoder

izjednacavamo s nulom (¢lanovi koji sadrze C'4p se pokrate). Slijedi:

0al0uf — ;laE(QCDfE)qCD] =0

1
— Ouf = ZaD(QABfD)qAB.

(E.58)

Time smo u principu gotovi. Nismo pokazali da su zadovoljeni 1. i 2. uvjet u
(E.3), ali oni ne daju nista novo. To jest, dat Ce restrikcije koje smo ve¢ uveli. Primje-
rice, rjeSavanjem jednadzbe dg,, = O(r~?) i izjedna¢avanjem s nulom ¢lana uz r° do-
bili bismo upravo uvjet (E.58). Iskoristit ¢emo sada jednadzbu 1qapdp(ger )¢ =
qaB9p fP koju smo izveli koriste¢i (E.51) i (E.52). Ova jednakost implicira da mora

vrijediti i 20p(gapfP)g*? = dp fP. (E.58) postaje:
1 D

Rezultat mozemo uvrstiti u konformnu Killingovu jednadzbu (E.53) ¢ime dobivamo:

0afp +0pfa =2qap0.f. (E.60)

Ukoliko ovu jednadzbu parcijalno deriviramo po i iskoristimo (E.57), odmabh slijedi:
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2f =0. (E.61)
Rjesenje za f koje zadovoljava (E.59) i (E.61) je stoga ocito:
f(u,2) = (@) + 584 (@°). (E.62)

gdje je a(x%) potpuno proizvoljna funkcija koja ovisi samo o angularnim koordina-
tama. Preostaje nam jos dignuti indekse na (E.10), (E.20) i (E.29) i uvrstiti (E.62).
Racunamo dakle £* = ¢"*¢, za sve vrijednosti indeksa p. Krenimo s ;1 = u kompo-

nentom:

' =g"¢, =g = —e e = —f. (E.63)
Iz (E.65) sada slijedi:
£ = —a(a€) — gm FA@C). (E.64)
Za i = A imamo:
¢ =g"e = 9"+ g (E.65)
Nakon uvrstavanja ¢4 2, ¢/, £5 i &, proizlazi rezultat:

= AT (E.66)

Prethodni rezultat je egzaktan, ali nas zanima kakve fizikalne fenomene opisuju

difeomorfizmi u blizini Z* pa ¢emo integral I? razviti pomo¢u (E.22). Slijedi:

1 1
=—f ;QBA(ﬁBf) - ﬁ(an)CBA +0(r™%) E67)
=—f4+ %qBA(aBa + g@B(ﬁcfc)) — 2%203’4(93(04 + g?)cfc) +0O(r™?).
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Moramo jo$ pronac¢i komponentu &". Ista je dana izrazom:

T =g, = gU e 4 g+ g

(E.68)

Po uvrStavanju komponenti metrike i 1-formi ¢, te provedbe 1/r razvoja dobiva se:

1 1 1
§" ZT[EanD + ZfDqABaDQAB] + ZfD(qABaDCAB — C*®0pqap)

1 1
- éap(qBDan) - ZqABqED(aEf>aDQAB +0O(r ).

(E.69)

Ono $to mozda nije toliko ocito jest da izraz u drugoj zagradi iscezava. Dokazimo

stoga da je to istinita tvrdnja. Prvo ¢emo iskoristiti ¢injenicu da trag tenzora Cp

is¢ezava. Imamo:

Op(C*Bqap) = C*0pqap + qapdpC*® =0

— CABaDQAB = _QABaDCAB~
Ekvivalentno se pokazuje i da je zadovoljeno:
Capdpq*”? = —¢*P0pCap

Faktor ¢“20,C 45 sada moZemo raspisati na iduéi naéin:
q

qABaDCAB :qABaD(QAEQBFCEF)
=P qapaeropCEr + ¢*PaasCF  0pqpr + ¢*PasrCF  Opqap
—qapOpCA + 2C*P0pqup

=qap0pC*P — 2qap0pCH7,

gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili (E.70). Vrijedi dakle i:

¢*POpCap = —qapdpCE.
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Ovaj rezultat koristimo u raspisu druge zagrade s desne strane jednakosti u (E.69):

1 1
ZfD(qABaDCAB — C*P0pqap) :ZlfD<_QABaDOAB — C*B0pqap)
T ifDaD(QABCAB) (E.74)

=0.

Time smo tvrdnju dokazali. Prvi faktor u (E.69) je jednostavno:

1 D 1 D _AB 1 D

§8Df + Z_Lf q¢""0pqap = §6Df ; (E.75)
Sto smo pokazali u (E.52). Nakon uvrStavanja (E.62) preostala dva faktora daju:

—~ 8D( PPopf) — ~¢*P¢"P (0rf)0pqas = ——5D6Da - —6DE§DE§E fE. (E.76)

¢ime dobivamo:

€ = 206 — 536000 — M8:0°0,f + 06 ). (E.77)

Napraviti ¢emo redefinicije f4 = —Y“4

i a = —v i uvesti natrag originalne oznake
Y4 — f4 ~ — a kako bismo se rijesili minus predznaka na nespretnim mjestima.
Na kraju, iskoristit éemo svojstvo konformnog Killingovog vektora na S? 8,004 f4 =

—20¢ f¢ koje slijedi iz (D.53) radi kompaktnijeg zapisa £”. Kona¢ni rezultati su:

£ = a(z%) + gﬁAfA(xc),
=1t % PA(0pa + 383(801"0)) + %OBAaB(a + géc O+ 03, (E.78)

= “+T50f0+ 50c0% +0(r 7).

Najopcenitiji moguéi generator difeomorfizma { = &0, koji ¢uva asimptotsku

ravnost dakle poprima oblik:

£ =(a+ gaAfA)au + (-

+ (- %6‘4(1 - 2_1;51450,}‘0 +O(r7?))da.

50 + %608004 + O 1)a,
(E.79)
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Uzimajudi limes » — oo, nalazimo generator difeomorfizma na Z+:

£ = (a+ gmf/*)au + fA0, (E.80)

Primjetimo da komponenta " ovdje divergira, ali translacije koordinata u pros-
toru gdje one poprimaju beskonacne vrijednosti nisu dobro definirane. Buduca svje-
tlosna beskonac¢nost je trodimenzionalna povrsina parametrizirana sa (u, z, z), dakle

potrebni su nam &, £ i &%,
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Dodatak F Ocuvani naboji

Cilj ovog dodatka je pronaci izraz koji daje ukupnu energiju prostor-vremena. Vidjet
¢emo da je isti dan Komarovim integralom u prostornoj beskona¢nosti. Ovaj integral
¢emo evaluirati za Schwarzschildov prostor jer se analogija jednostavno moze povuéi
i na Bondijevu metriku. U nastavku uglavnom pratimo [5].

Stokesov teorem je u najopcenitijem obliku dan idu¢om jednadzbom:

/dw:/ w, (F.1)
M oM

gdje je M n-dimenzionalna mnogostrukost s metrikom g, i koordinatama z* (u =
1,...,n). Integral s desne strane jednakosti se provodi po (n — 1)-dimenzionalnom
rubu ove mnogostrukosti 0M s induciranom metrikom (koja se moZe dobiti povlacenjem)
7;; 1 koordinatama y* (i = 1,...,n — 1). Sa w je oznacena (n — 1)-forma, dok je dw
eksterna derivacija od w, odnosno n-forma. Formu w mozemo zapisati kao Hodgeov

dual 1-forme V, odnosno:

w = *V. (F.2)
Pokazano je da integrandi u (F.1) poprimaju iduce oblike [5]:

dw =V, V"\/|g|d"x,
w = n,V"y y[d" ™y,

(F.3)

gdje su g i v determinante metrika na M i M, dok je n* jednini¢ni vektor okomit na
OM . Za prostornolike povrsSine (povrSine konstantnog vremena) se bira normalizacija
n*n, = —1, dok za vremenolike povrsine vrijedi n#n, = +1. Stokesov teorem (F.1)

se stoga svodi na:

/d"m\/]g]V“V“:/ "y |y In VP (F.4)
M oM

Prouc¢imo prvo kako se definiraju ocuvani naboji u elektromagnetizmu. Neka je
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J# o¢uvana struja na M:

V. JH=0—d(xJ) = 0. (F.5)

Naboj koji prolazi kroz hiperpovrsinu X se definira kao:

Qy = —/*J. (F.6)
b

Usporedbom s (F.2) i (F.3), vidimo da se integral (F.6) moze prevesti u oblik:

Qs = — / A"y Jy|n,Jm. (F.7)
¥

Obic¢no se ¥ bira kao hiperpovrsina konstantnog vremena; tada (F.7) predstav-
lja ukupni naboj u prostoru u tom vremenskom trenutku. Minus predznak je stvar
konvencije kojim kompenziramo minus predznak koji vremenolika komponenta je-
dini¢nog vektora n* na ¥ pokupi uslijed spustanja indeksa. Time pozitivna gustoca
naboja p = J° daje daje pozitivan integrirani ukupni naboj. 1z Maxwellovih jednadzbi

vV, F" = J¥, vidimo da je (F.7) ekvivalentan izrazu:

Qx = —/d”_ly\/h\nﬂv,,FW. (E.8)
s

Koristedi ¢injenicu da je F*¥ antisimetrican tenzor, moze se pokazati da iz Stoke-

sovog teorema slijedi [5]:

/d”_ly\/|7|nMVVF‘“’:/ d”_QZ\/h(aEHnuayF“”, (F.9)
5 o%

pri cemu je 0% n — 2 dimenzionalan rub hiperpovrSine > s koordinatama 2% (a =

1,...,n — 2) i metrikom 7(22

a

). Jedini¢ni vektor o* je na 9% okomit. Ukoliko bismo
radili u prostoru Minkowskog s metrikom (2.2), (F.8) bi reproducirao tockasti naboj
q uz elektritno polje (u Heaviside-Lorentzovim jedinicama) £" = L.

Okrenimo se sada analizi o¢uvanih naboja u gravitacijskom polju. Pretpostavit

¢emo da je prostor Cetverodimenzionalan i da sadrzi Killingov vektor K* koji zado-
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voljava jednadzbu:

VK, =0. (F.10)
U nastavku ¢e nam trebati i iduca svojstva Killingovih vektora:

V. V,K" = R,,K",
(F.11)
K*V,R = 0.

Prva jednadZba slijedi iz kontrakcije izraza V,V,K” = R*,,, K", dok je druga ekviva-
lentna tvrdnji da usmjerena derivacija Riccijevog skalara duz Killingovog vektorskog
polja is¢ezava. Ocuvanu struju moZzemo definirati preko tenzora energije-impulsa na

iduéi nacin:
JE = K, T (F.12)

Dokazimo da je ova struja ocuvana:

YV, JE =(V,.K)T" + K,(V,T")

SVAE)T™ 4 (V,5,)T]
1 (F.13)
5 [(V“Kl,) + (VVK“)]T“V

=0.

U dokazu smo iskoristili o¢cuvanje tenzora energije-impulsa, ¢injenicu da je isti sime-
tri¢an, i Killingovu jednadzbu (F.10). Koriste¢i analogiju iz elektrodinamike, integra-
ciju moZemo provesti po prostornolikoj hiperpovrsini ¥ i definirati ukupnu energiju

kao u (F.7):

Er = / dx/|y|n, JE. (F.14)
=

Pretpostavimo da je prostor-vrijeme opisano Schwarzschildovom metrikom. Ova-
kav prostor sadrzi Killingov vektor, ali tenzor energije-impulsa svugdje iscezava. Iz
(F.14) bismo mogli naivno zakljuciti da je energija crne rupe jednaka nuli, ali ista

sadrzi singularitet zbog kojeg je integral tesko evaluirati. Iz tog razloga, energiju
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zelimo dobiti kao integral po rubu od > u prostornoj beskonacnosti. Uvedimo alter-

nativnu definiciju oCuvane struje:

Jh = K, R™. (F.15)

Kontrakcijom Einsteinove jednadzbe (4.42) sa g** dobivamo:

R = —87GT, (F.16)

S$to znaci da ju mozemo pisati u obliku:

R* = 8rG(T" — %Tg’“’). (F.17)
Struja (F.15) je dakle:

Jb = 8rGK,(T" — %Tg””) (F.18)

Promotrimo jo$ $to nam daje divergencija Einsteinove jednadzbe sa dignutim indek-

sima:

1
VR = SVu(Rg") = 8V, 1"

) (F.19)
= VR = SV'R.

Druga jednakost je u biti kontrahirani Bianchijev identitet. Sada mozemo pokazati

da je struja (F.15) zbilja o¢uvana:

Viln =VulKRT) (F.20)
—(V,K,)R" + K,(V,R").

Prvi Clan iscezava zbog simetri¢nosti Ricijevog tenzora i Killingove jednadzbe (jed-

nako kao u (F.13)). Iz (F.19) vidimo da se (F.20) svodi na:

1
V. Jh= 5K, VR, (F.21)

ali desna strana jednakosti je proporcionalna usmjerenoj derivaciji Riccijevog skalara
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duz K, $to znaci da imamo:

V,.Jk=0. (F.22)

Bududi da je struja je ocuvana, mozemo kao i ranije definirati energiju asociranu s

ovom strujom:

1
Er=— 3 = .
R= G 2al /|y dy (F.23)

Faktor normalizacije ¢emo objasniti neSto kasnije. Primjetimo za sada da je prva

jednakost u (F.11) ekvivalentna izrazu V,(V*K") = K,R"’. Prema tome, iz (F.15)

slijedi:
Jp =V, (VFK") (F.24)
tako da je energija:
1
Ep = —/d3x\/|’y|nﬂvy(V“K”) (F.25)
47TG b
Kako iz Killingove jednadZbe dobivamo V# K" = —V”K*, faktor pod kovarijantnom

derivacijom u (F.25) je antisimetri¢an te mozemo iskoristiti Stokesov teorem kao u

(F.9) i pisati:

1
Ep=—— d? (2) SVHKY F.26
R= 100G s r/|y®|n,o (F.26)

Ovo je Komarov integral asociran s vremenolikim Killingovim vektorom K*. MoZe
se interpretirati kao ukupna energija prostor-vremena. Sada ¢emo izracinati £ za

Schwarzschildov prostor. U koordinatama z* = (t,r, ©, ¢) metrika je:

2 2 -
ds? = — (1 — Gm) dt* + (1 - Gm) dr? + r*dQ?, (F.27)
T r
s komponenetama:
2G 2Gm\ ™
oo = — (1 - Tm) y 911 = <1 - rm) . (F.28)



tigh =(gu)™". U

(F.25), ¥ je hiperpovrsina konstantnog vremena, vektor n* dakle mora imati formu

Kako je metrika dijagonalna, znamo da su inverzi ¢® = (gqo)

n* = (n°0,0,0). U ovom sluéaju 9% je 2-sfera u prostornoj beskonaé¢nosti. Prema
tome, vrijedi: o = (0,0!,0,0). Ove vektore moZemo prona¢i pomoc¢u normalizacija

uvedenih ranije u ovom dodatku. Imamo:

2G
nunt = gun'nt = goon’n® = — (1 - m) (n0)2 =1

,
5 _
—>n0:<1— Gm)
r

U korjenovanju (no)2 postoji neodredenost u predznaku, ali bira se tako da je usmje-

(F.29)

N[

ren prema buduéim vremenima. Slijedi:

— vo__ 0
Ny = Guwh = Guoh

%nozggonoz—(l—sz) <1_2Gm> :_(1_2Gm) .
r r r

Ostale komponente is¢ezavaju zbog dijagonalnosti metrike g,0 = ¢,goo. Na slican

(F.30)

N[

nacin nalazimoio,:

2Gm\ "
0,0t = g,0"0c" = guoto! = <1 — m) (01)2 =+1

r
1
92 3
—>01:(1— Gm) .
r

Ovdje se predznak bira tako da je vektor okomit na rub hiperpovrSine usmjeren

(F.31)

”prema van”. Odnosno u pozitivhom 7 smjeru. Dobivamo konac¢no:

_ v __ 1
U/L - guua - gula

-1 % —
%01:91101:(1—2(;7”) (1_2Gm) :<1_2Gm)
r r r

Ostale komponente ponovno is¢ezavaju zbog identiteta g,; = d,'¢;;. Promotrimo

(F.32)

SIS

dalje ¢emu je jednak faktor n,0, V* K" u Komarovom integralu:

n,0, VK" =ngo V' K' = -V'K' = — ¢V ,K' = —¢g"V,K'
(F.33)
- gOO(aOKl + F(l»\K/\)
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Koristimo ¢injenicu da je vremenoliki Killingov vektor Schwarzschilovog prostora jed-

nostavno [5]:
K" =(1,0,0,0).
Prema tome, (F.33) postaje:

n,o, VFK" = —g%T} K°.

Christoffelov simbol od interesa konstruiran s obzirom na (F.27) je [5]:

I%o: Gm (1_2Gm>'

72 r

Slijedi:

Metrika na S? u prostornoj beskonacnosti je:
vff)dxidmj = 7r*(dO* + 5in*Odg),
$to znaci da imamo:
V@] = r?s5in®.

Prethodni izraz moZemo zapisati i u idu¢em obliku:

V17| =2y /|detq;;],

(F.34)

(F.35)

(F.36)

(F.37)

(F.38)

(F.39)

(F.40)

pri ¢emu je detq;; determinanta metrike na jedinicnoj 2-sferi. U sfernom sustavu

vrijedi +/|detq;;| = sin®. Nakon uvrstavanja (F.30) i (F.40) u Komarov integral,
J j y
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dobivamo:
1
Er=— [ & | KO :
RE G /azd xy/|detq;;| K°Gm (F.41)

Izraz smo namjerno zapisali u ovakvom obliku jer je pogodan za izracun energije

Bondijevog prostor-vremena. Koriste¢i K° = 1 i d*z = dOd¢, slijedi kona¢no
1 :
Er = 4—/d®d¢sm(@)m =m, (F.42)
7

Sto je dakako trazeni rezultat kojim je ujedno i objasnjena normalizacija 1/47G. Po-
tvrda da F’r zbilja moZemo interpretirati kao energiju dolazi iz formulacije opce te-
orije relativnosti putem Hamiltonijana. Ukoliko bismo paZzljivo definirali generator
vremenske translacije u asimptotski ravnom prostor-vremenu i identificirali pripadni
ocuvani naboj s ukupnom energijom, dobili bismo tzv. ADM energiju. Asimptotski

ravna metrika se moze zapisati kao u perturbacijskoj teoriji:

Guv = Muw + h,ul/; (F43)

pri ¢emu zahtjevamo da komponente tenzora h,,, budu male u prostornoj beskonacnosti,
ali ne nuzno i svugdje drugdje. ADM energija ovakve metrike se moze pisati kao in-

tegral po S? u prostornoj beskonaénosti [5]:

_ 1 20 A (2) | 40 ] ]
EADM = 167TG /azd X |’Y( ) g (ajhji — @h]j), (F44)

gdje se prostorni indeksi dizu sa §%/, odnosno prostornom metrikom u beskonacnosti.

Pokazano je da se ADM i Komarova energija slazu [5].
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