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Uvod

Vrijednost matemati¢kog pristupa prepoznata je u mnogim znanostima, a da je to slucaj
i u ekonomiji, svjedoci ¢injenica da je matematika posljednjih tridesetak godina prozvana
jezikom ekonomije. Precizna 1 jezgrovita matematicka analiza sa sobom nosi cijelo bogat-
stvo teorije, nudi vrijedan uvid u generalizaciju problema te moZe pruZiti i pouzdan temel]
za donoSenje raznih ekonomskih odluka. Kao Sto su ekonomisti motivirani ¢injenicom
da u pozadini svake ozbiljne primjene ekonomske teorije lezi matematika, tako su i ma-
tematicari Cesto Zeljni proucavanja primjene matematicke teorije, $to je i tema ovog rada.
U prvom poglavlju, naglasak je stavljen na primjenu diferencijalnog racuna u ekonomiji,
odnosno na primjenu pojmova kao Sto su derivacija, parcijalna derivacija i lokalni ekstrem.
U drugom poglavlju obraduje se teorija uvjetne optimizacije i metode Lagrangeovih mul-
tiplikatora te daju primjeri njihove primjene. U srediStu posljednjeg poglavlja funkcijsko
je svojstvo homogenosti.






Poglavlje 1

Primjena diferencijalnog racuna

1.1 Teorija diferencijalnog racuna

Na pocetku, prisjetimo se nekih osnovnih definicija i teorema teorije diferencijalnog
racuna.

Definicija 1.1.1. Realna funkcija realne varijable f : {a,b) — R je diferencijabilna (ili
derivabilna) u c € {a, b) ako postoji limes

o SO - O

x—c¢ xXxX—-cC
U tom slucaju, taj limes je jedinstven i broj
-c

x—c¢ X

d
zovemo derivacija funkcije f u tocki c. Jos se koriste oznake Df(c) ili d—f(c).
X

KaZemo da je f diferencijabilna na intervalu / ako je ona diferencijabilna u svakoj tocki
iz I. Tada je na [ dobro definirana funkcija x — f’(x) koju prirodno oznacavamo s f” i
takoder zovemo derivacija od f na /. Nadalje, od operacija s funkcijama, valja se prisjetiti
sljedecih;

Teorem 1.1.2. Neka su funkcije f, g : I — R diferencijabilne u tocki c otvorenog intervala
L

e Funkcija fg je diferencijabilna u tocki c i
(f8)'(c) = f'(c)gle) + f(e)g' (c).
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o Ako je funkcija {EC definirana na I, onda je i diferencijabilna u tocki c i

o fogle) - flog )
4 g(c)

Teorem 1.1.3. Neka su f : I - R, g : J — R inekaje f(I) C J, tj. kompozicija
go f: I — R jedobro definirana na 1. Ako je funkcija f diferencijabilna u tocki c € I i
funkcija g diferencijabilna u tocki d = f(c) € J, onda je kompozicija g o f diferencijabilna
ucivrijedi

(g0 /) () =g @Df (o). (1.1)

(T.1I) nazivamo lancano pravilo. Dokazi prethodnih teorema mogu se pronaci u [[7, str.
94] 1 [[7, str. 95]. Prije nego pojam diferencijabilnosti lako poopéimo na funkcije vise
varijabli, definirajmo joS i rastucu funciju te prokomentirajmo svojstvo konveksnosti.

Definicija 1.1.4. Za funkciju f : I — R kaZemo da je rastuca na skupu I C R ako za svaki
X1, X € I vrijedi x) < x, = f(x1) < f(x).

Definicija 1.1.5. Za realnu funkciju f kaZemo da je konveksna na intervalu I C R ako za
svaki xy, x, € I vrijedi da je

X1+ X2 f(xl) +f(X2)
) —=—

Teorem 1.1.6. Neka je f : I — R diferencijabilna funkcija na otvorenom intervalu I C R.
Funkcija f je konveksna na I ako i samo ako je njena derivacija f’ rastuca funkcija na I.

Dokaz prethodnog teorema nalazi se u [7, str. 110].

Definicija 1.1.7. Neka je A C R" otvoren skup. Funkcija f : A — R je diferencijabilna u
tocki c € A ako postoji linearni operator L € L(R",R™) takav da vrijedi

i W = f(0) = Lix = oll _
1m =

x—e llx = cll

0.

Analogno, funkcija f je diferencijabilna na A ako je ona diferencijabilna u svakoj tocki
skupa A.

Definicija 1.1.8. Linearni operator L iz prethodne definicije naziva se diferencijal funkcije
f u tocki c i oznacava se s Df(c).

Operacije s funkcijama jednostavno se generaliziraju, kao i lancano pravilo, odnosno
diferencijabilnost kompozicije.



Teorem 1.1.9. Neka je A C R" otvoren skup i f : A — R"™ diferencijabilna u tocki c € A.
Neka je B C R™ otvoren skup, f(A) C Big : B — R? diferencijabilna u d = f(c). Tada je
i kompozicija g o f diferencijabilna u c te vrijedi

D(g o f)(c) = Dg(f(c)Df(c).

Dokaz prethodnog teorema moZe se pronaci u [3, str. 62]. Dotaknimo se jo§ pojma
visih diferencijala.

Definicija 1.1.10. Neka je A C R" otvoren skup i f : A — R diferencijabilna na A.
Ako je funkcija Df : A — L(R",R™) diferencijabilna u tocki ¢ € A kazemo da je f dva
puta diferencijabilna. Pripadni diferencijal D(Df)(c) € L(R", L(R",R™)) oznacavamo s
D?f(c) i zovemo drugi diferencijal ili diferencijal drugog reda.

Vise diferencijale definiramo na analogan nacin, proucavajuci diferecijabilnost drugog,
odnosno visih diferencijala.

1.2 Granicni trosak, prihod i profit

Analizu nekih primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji zapocinjemo proucavanjem
grani¢nog troska, prihoda i profita. Granicni troSak (MC) definira se kao promjena troska
proizvodnje izazvana proizvodnjom jedne dodatne jedinice nekog dobra. Analogno, grani¢ni
je prihod (MR) promjena prihoda izazvana prodajom jedne dodatne jedinice. Profit se de-
finira kao razlika prihoda i troSkova, a grani¢ni profit (M P) kao promjena razine profita os-
tvarena proizvodnjom ili prodajom jedne dodatne jedinice. Opcenito, koncept grani¢nosti
u ekonomiji nalazi primjenu u sklopu ideje da bi poduzeca, potroSaci i drugi ekonomski
sektori mogli donositi odluke upravo uzimajuci u obzir taj utjecaj malih promjena na pos-
tojecu situaciju. Primjerice, ako je prodajna cijena nekog proizvoda visa od grani¢nog
troSka, poduzece bi onda trebalo odluciti proizvoditi taj proizvod. S druge strane, ako je
grani¢ni troSak visi od prodajne cijene proizvoda, njegova proizvodnja nije profitabilna za
poduzece. Dakle, proizvodnja se odvija dok grani¢ni troSak nije visi od prodajne cijene.
Zaista, primjena koncepta grani¢nosti Siroka je i mnoge se odluke zasnivaju na njoj. Od
interesa je, stoga, promatrati grani¢ni koncept raznih ekonomskih funkcija. Iako ¢emo u
ovom potpoglavlju to napraviti samo za funkcije troska, prihoda i profita, ideja za svaku
ekonomsku funkciju je ista; grani¢ni koncept funkcije derivacija je te funkcije. Preciznije,
radi se o derivaciji pripadne ekonomske funkcije koja predstavlja njenu ukupnost.

Buduc¢i da su funkcije ukupnog troSka (C), ukupnog dohotka (R) i ukupnog profita (P)
funkcije koli¢ine proizvodnje, odnosno prodaje (Q), imamo sljedece:

_ac
e
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AR

MR = —
e,
oP

MP=_—
90

U biti, ovdje se radi o linearnoj aproksimaciji funkcije f oko tocke xy. Iz alternativne
formule za derivaciju
J(xo + Ax) — f(xo)

Ax

o = fin

vidi se da je za Ax relativno malen

f(xo + Ax) = f(xo)

f(x) = Ax

Otuda za funkcije C(x), R(x) 1 P(x), gdje je x koli¢ina proizvodnje, odnosno prodaje, i za
Ax =1 imamo sljedece:

e GraniCni troSak u x pribliZan je troSak proizvodnje x plus prve jedinice:

MC(x)=C(x+1)—-C(x)

e Granicni prihod u x pribliZan je prihod od prodaje x plus prve jedinice:

MR(x) ~ R(x + 1) — R(x)

e Granicni profit u x priblizan je profit od proizvodnje (prodaje) x plus prve jedinice:

MP(x) ~ P(x+ 1) — P(x)

Kao sto vrijedi
P(x) = R(x) — C(x),

vrijedi i
MP(x) = MR(x) — MC(x).

Primjer 1.2.1. Neka je troskovna funkcija poduzeca dana s
C(x) = 0.00001x" — 0.003x* + 5x + 1000
novcanih jedinica. Odredimo granicni troSak te opisimo i interpretirajmo njegovo ponasanje.
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oRjesenje:

MC(x) = C'(x) = 0.00003x* — 0.006x + 5

Graf funkcije MC parabola je otvorena prema gore s tiemenom u (1000, 2). Dakle, grani¢ni
troSak prvo pada, a zatim dostiZze minimum cija je vrijednost 2 na pripadnoj razini pro-
izvodnje 1000. Nakon toga, grani¢ni troSak raste.

Na temelju ponaSanja grani¢nog troSka, lako zaklju¢ujemo o ponasanju troSkovne funk-
cije. Budu¢i da je MC uvijek pozitivna, troSkovna funkcija je uvijek rastuca Sto je 1 eko-
nomski opravdano. Stovise, buduéi da MC pada za razinu proizvodnje manju od 1000, a
raste za razinu proizvodnje vecu od 1000, troSkovna funkcija je konkavna za razinu pro-
izvodnje manju od 1000, a konveksna za razinu proizvodnje vecu od 1000. Opcenito,
vecina funkcija grani¢nih troSkova ponasa se poput ove iz primjera. Razlog stoji u ekono-
nomskoj opravdanosti. Naime, za male razine proizvodnje, proizvodnja dodatnih jedinica
podlijeZze naCelima ekonomije proizvodnje, odnosno, jedini¢ni troskovi se smanjuju. S
druge strane, povecana proizvodnja vodi do prekovremenog rada, koriStenja manje efi-
kasnih pogona te trziSnog natjecanja za oskudne materijale i sirovine zbog ¢ega jedinicni
troSkovi rastu.

y=C'(z)
(1000, 2)

1000

Slika 1.1: Grani¢ni troSak



y = C(x)

1000

Slika 1.2: TroSkovna funkcija

1.3 Granicna Kkorisnost, proizvod rada i proizvod
kapitala

I u ovom potpoglavlju, ideja grani¢nih koncepata ostaje ista. Medutim, za proucavanje
grani¢nih koncepata nekih ekonomskih funkcija, potrebno nam je poznavanje parcijalnih
derivacija.

Neka je A € R" otvoreninekaje f : A —» R™. Nekasu fi, ..., f,, : A = R komponentne
funkcije od f tako da je f(x) = (fi(x), ..., fiu(x)). Svaka od funkcija f; funkcija je n varijabli,
pa za danu to¢ku ¢ = (cy,...,c,) € A moZemo definirati realne funkcije jedne varijable
gij(h) = fici,...,cj-1,¢j + h,cjs1, ..., cy), definirane na nekom otvorenom intervalu u R
koji sadrzi 0. Ovime zapravo promatramo samo ponasanje funkcije f; na nekoj otvorenoj
okolini tocke ¢ koja je sadrZzana u A i to samo duz osi x;.



afi
Definicija 1.3.1. Parcijalne derivacije funkcije f u tocki ¢ € A, u oznaci a—f(c) ili 0;fi(c),
Xj

dane su s
of; oy o Jilct, s Cjo, €t Iy sty s €0) = fiCly s Cn) T filc + hej) — fi(c)
a_x](c) = gij(o) = }ll_f)% h = }11_1)% A .

Teorem 1.3.2. Neka je A C R" otvoren skup i f : A — R™ diferencijabilna funkcija u tocki

c € A. Tada sve parcijalne derivacije a—l(c) postoje. Nadalje, ako definiramo matricu
x.

Vf(c) € Myu(R) s

ofi ofi ofi
6—1(0) B_xZ(C) 9 n(C)
0
a—fz@) 63((:) f(c)
Vi) =[x |
O0fm Ofm O0fm
8—)61(@ a—xz(c) “ x, ()

tada je V f(c) zapis od D f(c) u paru kanonskih baza od R" i R™.

Dokaz prethodnog teorema moZe se pronaci u [, str. 56]. Matricu V f(c) zovemo Jaco-
bijeva matrica funkcije f u tocki c, a ponekad i derivacija vektorske funkcije viSe varijabli.
U slucaju m = 1, to jest kad je f realna funkcija viSe varijabli, Jacobijeva matrica u tocki ¢
je matrica dimenzije 1 X n. Vektor iz R" s istim komponentama naziva se gradijent od f u
¢ ioznacava se s gradf(c).

Parcijalne derivacije viSeg reda u tocki c definiraju se na isti nacin.

Teorem 1.3.3. Neka je A C R" otvoren skup i f : A — R dva puta diferencijabilna funkcija
2

u tocki c. Tada postoje sve parcijalne derivacije drugog reda (c) te je matrica dru-

ivAj

gog diferencijala D? f(c) € BL(R" x R",R) (bilinearni funkcionali) u kanonskoj bazi dana
Hesseovom matricom od f u tocki c

~f &~ f

0x,0x, o leaxn(c)
Hf(c) = : .. :
Pf Pf

0x,0x; © .. 8xn8xn(c)



Dokaz prethodnog teorema moze se pronaci u [3, str. 72].

Primjene parcijalnih derivacija najprije prou¢avamo u kontekstu grani¢ne korisnosti.
Ona je dio problema kojim se bavi teorija koja proucava kako potrosaci rasporeduju do-
hotke na razli¢ita dobra i usluge kako bi maksimizirali svoje blagostanje. Ta teorija naziva
se teorija ponaSanja potroSaca. Jedan od osnovnih pojmova te teorije je pojam trziSne
koSare koji oznaCava popis odredenih koli¢ina jednog ili viSe dobara. Brojcana vrijednost
koja predstavlja zadovoljstvo koje potroSa¢ dobiva od odredene trZiSne koSare naziva se
korisnost, a funkcija koja pojedinacnim trziSnim koSarama pridruZuje razinu korisnosti na-
ziva se funkcija korisnosti. To je upravo ekonomska funkcija ¢iji nam je grani¢ni koncept
trenutno od interesa. Grani¢na korisnost (MU) odrazava dodatno zadovoljstvo ostvareno
potro$njom jedne dodatne jedinice dobra.

Kao potrosaci, u svakodnevnom Zivotu svjedo¢imo brojnim primjenama prethodne te-
orije. Uzmimo za primjer savrSene komplemente, odnosno dobra koja nam pruzaju ko-
risnost samo u slucaju da se konzumiraju zajedno. TrziSna koSara koju Cine lijeve cipele
1 njihove pripadne desne cipele primjer je koSare savrSenih komplemenata jer cipela bez
svog para nema nikakvu korist. Iz toga slijedi da pripadna funkcija korisnosti ima oblik
U(xy, x,) = min(xy, x,) gdje je x; koli¢ina lijevih, a x, koli¢ina desnih cipela.

Op¢i oblik funkcije korisnosti je U = U(xy, X2, ..., X,) gdje su xi, x, ..., x, koliine
razli¢itih dobara koja se troSe. Pretpostavimo da imamo potrosaca s funkcijom korisnosti
U : R,?> — R. Grani¢na korisnost prvog dobra dana je s

Ax;—0 Axl 6)(1

Granic¢na korisnost drugog dobra definira se analogno.

VaZan pojam u mikroekonomiji je takoder 1 krivulja indiferencije. Ona prikazuje sve
kombinacije trziSnih koSara koje osobi osiguravaju istu razinu zadovoljstva. Gradijent kri-
vulje indiferencije, odnosno nagib tangente u tocki krivulje indiferencije, u ekonomiji je
poznat pod nazivom grani¢na stopa supstitucije (MRS ). Nju interpretiramo kao koli¢inu
dobra koju je potrosa¢ spreman Zrtvovati da bi dobio dodatnu jedinicu drugog dobra.
Bududi da je to podatak koji je korisno znati za donoSenje ekonomskih odluka, Zelimo
ga dobiti preko grani¢nih korisnosti.

Promatrajmo situaciju u kojoj potroSa¢ mijenja koli¢inu oba dobra u svojoj trzisnoj
kosari (Ax;,Ax;), ali na nacin da ostane na istoj krivulji indiferencije, to jest korisnost
ostaje konstantna.

0=AU =AU + AU, = MU Ax; + MU, Ax,. (12)
Bududi da je
A)Cz
MRS = —,
A)C]

10



iz (1.2) slijedi
MUl
MU,
Zanimljivo je spomenuti i ekonomsko nacelo opadajuce grani¢ne korisnosti koje kaze
da ¢e se povecanjem koli¢ine dobra koje se trosi dodatno zadovoljstvo dobiveno potroSnjom
dodatne jedinice dobra biti sve manje i manje.

MRS = -

Primjer 1.3.4. Neka je funkcija korisnosti dana s
U(xi, xp) = x20x)8,

Odredimo grani¢nu korisnost te provjerimo zadovoljava li nacelo opadajuce granicne ko-
risnosti.

oRjeSen je:

ou
MU; = —(x1,x%) = O.6x;0'4xg'8
(9x1

oUu
MU, = —(x1,x) = 0.8x?'6x50'2
0)C2

Vidimo da MU, pada kad se x; povecava (dok se x, drzi konstantom) i da MU, pada kad
se x, povecava (dok se x; drzi konstantom) ¢ime se poStuje nacelo opadajuce granicne
korisnosti.

U drugom dijelu ovog potpoglavlja, proucit ¢emo joS i grani¢ni koncept ekonomske
funkcije proizvodnje. Analiza e biti analogna onoj od funkcije korisnosti buduci da se 1
ovdje radi o primjeni parcijalnih derivacija na realnu funkciju viSe varijabli.

Op¢i oblik funkcije proizvodnje je

Q= f(K,L)
gdje je K kapital, a L rad. Parcijalnim deriviranjem dobivamo sljedece grani¢ne funkcije:
0
mpk = 22
0K
MPL = (9_Q
oL

MPK, odnosno grani¢ni proizvod kapitala, pokazuje promjenu ukupnog proizvoda koja
nastaje zbog ulaganja dodatne jedinice kapitala. MPL, odnosno grani¢ni proizvod rada,
pokazuje promjenu ukupnog proizvoda koja je rezultat povecanja ulaganja rada za jednu
jedinicu uz ostale uvjete neizmijenjene. I ovdje je zanimljivo uoditi da je razumno zakljuciti
da ¢e se s vremenom korist zapoSljavanja novih radnika smanjiti. Na primjer, prevelik broj
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zaposlenih u poduzeéu moze dovesti do neu€inkovitog rada. Do istog zakljucka dolazimo
1 u slu€aju povecanja kapitala. Radi se o ekonomskom zakonu opadajuceg grani¢nog pro-
izvoda. Navedeno ¢emo demonstrirati na primjeru Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje.
Iako je model koji predstavlja poprili¢no pojednostavljen, pokazao se iznenadujuce tocnim
pa ne Cudi Sto je Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje omiljena u primjeni.

Primjer 1.3.5. Neka je Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje dana s
0 = AK°If

gdje je A parametar koji odraZava tehnoloski nivo proizvodnje, a parametar koji oznacava
pribliznu postotnu promjenu produktivnosti pri jednopostotnoj promjeni kapitala, a 8 pa-
rametar koji oznacava promjenu produktivnosti pri jednopostotnoj promjeni rada i kons-
tantnoj vrijednosti kapitala. Odredimo granicni proizvod rada i granicni proizvod kapitala
te provjerimo da je za 0 < a, 8 < 1 zadovoljen zakon opadajuceg granicnog proizvoda.

oRjeSen je:

00 BAK®
MPL = — = =
oL L'
Ako K drzimo konstantnim, za zadane a, 81 A, brojnik ovog izraza je konstanta. U naziv-
niku, kako povecavamo L, tako se povecava i L'™? (buduci da je 0 < 8 < 1) pa se MPL
smanjuje. Dakle, povecanjem koli¢ine uloZenog rada, vrijednost grani¢nog proizvoda rada

pada.

BAKLF!

5 ALP
mpk =22 — qakepp = &
0K Ki-e

Analogno, ako povecavamo K dok L drzimo konstantnim, vrijednost M PK ¢e padati.

1.4 Cjenovna elastiCnost potraznje

U ekonomiji nas ¢esto moze zanimati osjetljivost jedne varijable na drugu koju mjeri
elasticnost. U ovom potpoglavlju proucavat ¢emo cjenovnu elasti¢nost potraznje E,. Ona
oznacava postotnu promjenu kolicine potraznje za nekim dobrom koja je izazvana poras-
tom cijene tog dobra za 1%.

Pretpostavimo da je funkcija potraznje za prvim dobrom Q; funkcija cijene tog dobra
Py, cijene P, nekog drugog dobra i dohotka /. Tada je cjenovna elasticnost potraZnje
za prvim dobrom Ep, jednaka omjeru postotne promjene u potraznji za prvim dobrom i
postotne promjene u cijeni prvog dobra.
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Postotna promjena u cijeni prvog dobra dana je s

AP, AP, 100 AP, -100

: %.
P, P, 100 P,

Promjena cijene prvog dobra dovodi do promjene u potraznji za prvim dobrom. Postotna
promjena potraznje za prvim dobrom dana je s

AQ, AQ; 100 _AQ - 100
0 Q: 100 01

Omjer postotne promjene u potraznji za prvim dobrom i postotne promjene u cijeni prvog
dobra je

%.

_AQ/0;
~ AP/P,’

P

Sto moZemo zapisati kao
_ P AQ,

Epr = .
70, AP

(1.3)

Za mali AP; imamo

AQ; = g—gll - AP,
pa (L.3) sada postaje
Py - S2L(Py, Py, 1)
Q1(Py, P>, 1)
Cjenovna elasti¢nost potraznje obi¢no ima negativnu vrijednost. Kad cijena dobra poraste,
koli¢ina potraznje obi¢no pada.

Ep,

1.5 Maksimizacija prihoda i profita

U mikroekonomiji Cesto se polazi od pretpostavke da poduzeca imaju za cilj maksimi-
zaciju svog profita. Pitanje je li to zaista tako okruzeno je kontroverzama. Primjerice, u
veéim tvrtkama menadZeri koji svakodnevno donose operativne odluke imaju djelomi¢nu
slobodu pri upravljanju poduzecem bududi da ih vlasnici ne mogu redovno kontrolirati. To
moZze dovesti do situacije u kojoj menadzZeri mogu viSe brinuti o maksimizaciji prihoda,
rastu prihoda ili isplati dividendi dioni¢arima. Medutim, menadZerska sloboda pri izboru
1 ostvarenju drugih ciljeva osim maksimizacije profita ograniena je. Takoder, tvrtke koje
ne maksimiziraju profit dugoro¢no ne mogu opstati. Zato je radna pretpostavka maksimi-
zacije profita razumna pretpostavka u mikroekonomiji pa nam je cilj u ovom potpoglavlju
prouciti maksimizaciju dohotka i profita za koje nam treba teorija odredivanja ekstrema.
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Definicija 1.5.1. Neka je A C R" otvoren, f : A - Ric € A.
e Ako postoji okolina U(c) od ¢ na kojoj je f(c) maksimalna vrijednost of f, tj.
fx) < f(e),¥x € Ulc),
onda kaZemo da je c lokalni maksimum, a f(c) je vrijednost lokalnog maksimuma.
e Ako postoji okolina U(c) od ¢ na kojoj je f(c) minimalna vrijednost of f, tj.
flo) < f(x),Yx € Ulc),
onda kaZemo da je c lokalni minimum, a f(c) je vrijednost lokalnog minimuma.

e Za tocku c kaZemo da je lokalni ekstrem of f ako je lokalni minimum ili lokalni
maksimum funkcije f.

e Za tocku c kaZemo da je stacionarna tocka ako je funkcija f diferencijabilna u c i
Df(c) =0.

Definicija 1.5.2. Neka je A C R" otvoren skup. Za tocku ¢ € A kaZemo da je sedlasta tocka
funkcije f : A — R ako je c stacionarna tocka koja nije lokalni ekstrem od f.

Teorem 1.5.3. Neka f : I — R u tocki c otvorenog intervala I C R ima lokalni ekstrem.
Ako je f diferencijabilna u c, onda je f'(c) = 0.

Prethodnim teoremom, koji je poznat pod nazivom Fermatov teorem, dan je nuzan uvjet
za lokalni ekstrem, a generaliziramo ga u sljedecem teoremu.

Teorem 1.5.4. Neka je A C R" otvoren skup i f : A — R diferencijabilna u tocki c € A.
Ako je c lokalni ekstrem funkcije f, onda je Df(c) = 0, to jest c je stacionarna tocka

funkcije f.
Preostalo nam je joS dati dovoljan uvjet za lokalni ekstrem.

Teorem 1.5.5. Neka je I C R otvoren interval, f : I — R, f € C"*V(I). Neka je c € I
stacionarna tocka, to jest f’(c) = 0. Ako postoji n € N, takav da za svaki k € {1, ...n} vrijedi
fP>e) =0i f"*D(c) £ 0, tada u slucaju

e kad je n+ 1 paran broj i f™V(c) > 0, f ima u c strogi lokalni minimum,
e kad je n+ 1 paran broj i f™V(c) <0, f ima u c strogi lokalni maksimum,

e kad je n + 1 neparan broj, f nema u c lokalni ekstrem (ima horizontalnu infleksiju).
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Dakle, zan = 11 f : {a,b) — R ako funkcija ima lokalni minimum ili maksimum u
tocki ¢ € (a, b) i ako je funkcija diferencijabilna u ¢, tada je f’(c) = 0. Ako je jo§ funkcija
dva puta diferencijabilna u tocki c i f”’(c) < 0, tada je c (strogi) lokalni maksimum, a ako
je f(c) > 0, tada je c (strogi) lokalni minimum. U nastavku donosimo poopcenje ovog
rezultata, ali prije toga definiramo pozitivno definitnu, negativno definitnu i indefinitnu
matricu.

Definicija 1.5.6. Za simetricnu matricu H € M, (R) kaZemo da je:
e pozitivno definitna (pisemo H > 0) ako je (Hx|x) > 0 za svaki x € R"\{0}.

e pozitivno semidefinitna (pisemo H > 0) ako je (Hx|x) > 0 za svaki x € R".

negativno definitna (pisemo H < 0) ako je (Hx|x) < 0 za svaki x € R"\{0}.

e negativno semidefinitna (pisemo H < 0) ako je (Hx|x) < 0 za svaki x € R".

indefinitna ako nije ni pozitivno ni negativno semidefinitna.
Teorem 1.5.7. Nekaje A C R" otvoreni f : A — R klase C>.

e Ako je ¢ € A stacionarna tocka i H f(c) negativno definitna matrica, onda f ima
lokalni maksimum u c.

o Ako f ima lokalni maksimum u c, onda je H f(c) negativno semidefinitna.

e Ako je ¢ € A stacionarna tocka i H f(c) pozitivno definitna matrica, onda f ima
lokalni minimum u c.

e Ako f ima lokalni minimum u c, onda je H f(c) pozitivno semidefinitna.

e Ako je ¢ € A stacionarna tocka i H f(c) indefinitna matrica, onda f nema u tocki ¢
lokalni ekstrem, to jest c je sedlasta tocka funkcije f.

Kako za danu matricu nije lako odrediti njenu definitnost iz same definicije, navodimo
kriterij, poznat pod nazivom Sylvesterov kriterij, koji nam to uvelike olakSava.
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Teorem 1.5.8. Neka je H = (h;;) € M,(R) simetricna matrica. Oznacimo redom determi-
nante

A1 = hll
hll h12
A, =
: h2l h22
l’lll e ]’112
hy oo

e H je pozitivno definitna ako i samo ako je A; >0 za svei=1,...,n.
e H je negativno definitna ako i samo ako je

A] <O,A2 >0,A3 <0,...

Dokazi prethodnih teorema mogu se pronaci u [7]] 1 [S].
Zapoc¢nimo proucavanje primjene na primjeru maksimizacije funkcije prihoda. Ako x
jedinica dobra prodajemo po jedini¢noj cijeni p, ostvarujemo prihod R(x) dan s

R(x) =x-p. (1.4)

Nakon grafickog prikaza funkcije prihoda, uslijedit ¢e zadatak u kojem ¢emo rijeSiti kon-
kretan problem maksimizacije funkcije prihoda na primjeru jedne aviokompanije. U praksi,
problem odredivanja cijena karti kao i ulaznica za razna dogadanja moze biti poprilicno
kompleksan zbog brojnih faktora koje treba uzeti u obzir. No, kao i uvijek, treba imati
na umu da je matemati¢ki model aproksimacija stvarnog svijeta koja u pravilu ne opisuje
posve precizno pojave iz stvarnog svijeta, ali mu je, ako je model dobar, dovoljno bliska i
kao takva korisna.
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Slika 1.3: Funkcija prihoda

Primjer 1.5.9. Na odredenoj ruti, regionalna aviokompanija preveze 8000 putnika mjesecno.
Cijena aviokarte iznosi 50 dolara i aviokompanija ju Zeli povecati. Medutim, odjel za
istraZivanje trZista procijenio je da ¢e za svaki dodatni dolar povecanja aviokompanija
izgubiti 100 putnika. Odredimo cijenu aviokarte koja maksimizira prihod aviokompanije.

oRjeSenje: Neka x oznaCava broj putnika mjesecno i neka p oznacava cijenu karte.
Broj putnika ovisi o cijeni aviokarte i jednak je pocetnom broju putnika (8000) umanjenom
za broj putnika koje je aviokompanija izgubila poveéanjem cijene aviokarte. Cijena karte
se povecala za p — 50, a buduéi da za svaki dolar povecanja aviokompanija izgubi 100
putnika, broj takvih putnika iznosi (p — 50) - 100. Dakle, vrijedi

x = 8000 — (p —50) - 100 = 13000 — 100p.
Otuda dobivamo

1
P = —l—oox+ 130

Sto, kad uvrstimo u (I.4), nam daje funkciju prihoda

1
R(x) =x- (—mx + 130).

Graf ove funkcije je parabola otvorena prema dolje s nultockama x = 0 i x = 13000.
Maksimum se postize na poloviStu duzine izmedu nultocaka, odnosno u tocki x = 6500.
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Cijena koja odgovara tom broju putnika je

1
=—-——-6500 + 130 = 65.
P="100
Dakle, s cijenom aviokarte od 65 dolara aviokompanija ¢e ostvarivati najvisi mjesecni
prihod.
Do kraja potpoglavlja, bavit ¢emo se maksimizacijom profita. Prije primjera, prou¢imo
zasto vrijedi sljede¢i vaZzan ekonomski rezultat.

Teorem 1.5.10. Na razini proizvodnje koja maksimizira profit P, granicni troSak MC mora
biti jednak granicnom prihodu MR.

Dokaz. 1z P = R — C koriste¢i nuZan uvjet za ekstrem dobivamo trazenu tvrdnju.

o _OR _OC _
90 90 90
R _ oC
40 90
MR = MC
O
Yy
y = R(z)
! y = C(z)
:
|
V4 |
e !
|
:
- I
|
|
|
|
1 T
a

Slika 1.4: MR = MC za optimalnu razinu proizvodnje a
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Primjer 1.5.11. Proizvodac je utvrdio da, kako bi prodao x jedinica dobra, jedinic¢na ci-
Jjena, izraZena u dolarima, mora biti

p(x) = 1000 — x.
Proizvodac je takoder utvrdio da je ukupan trosak proizvodnje x jedinica dobra dan s

C(x) = 3000 + 20x.

Odredimo koliko jedinica dobra proizvodac mora proizvoditi i prodavati kako bi maksimi-
zirao svoj profit i koliko on iznosi te kolika mora biti jedinicna cijena dobra kako bi se taj
maksimalan profit ostvario.

oRjeSen je:
Prvo odredimo funkciju ukupnog prihoda.

Rx)y=x-p
R(x) = x(1000 — x) = 1000x — x*

Sad kad imamo funkciju troSka i prihoda, moZemo odrediti funkciju profita.
P(x) = R(x) — C(x)
P(x) = (1000x — x*) = (3000 + 20x) = —x* + 980x — 3000

Sad trazimo stacionarne tocke od P(x), odnosno racunamo P’(x)=0.

P'(x) = —2x + 980
P'(x) =-2x+980=0
x =490

Imamo samo jednu stacionarnu tocku. Idemo za nju provjeriti pomocu druge derivacije da
je zaista lokalni maksimum.
P’(x)=-2

Bududi da je P”(490) = -2 < 0, profit se zaista maksimizira proizvodnjom 490 jedinica
dobra. Idemo izracunati koliko iznosi taj maksimalni profit i koliku jedini¢nu cijenu on
zahtjeva.
P(490) = —(490)* + 980 - 490 — 3000 = 237100
p =1000-490 = 510

Dakle, maksimalan profit iznosi 237100 dolara, a jedini¢na cijena dobra mora iznositi 510
dolara kako bi se taj profit ostvario.
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Primjer 1.5.12. Poduzecée ima funkciju proizvodnje danu s
C =120+ 0.1x".

Svoje proizvode prodaje na prvom trZistu sa sljedecom cijenom i prihodom:
p1 =400 - 0.5x,

R, = 400x, - 0.5x],

a na drugom trzistu:
P2 = 300 — 0.4)(,'2

R, = 300x, — 0.4x3.

Pronadimo razine proizvodnje na svakom od trZista koje maksimiziraju ukupan profit po-
duzeca.

oRjeSen je: Buduci da je ukupna proizvodnja jednaka
X=X+ X
funkcija ukupne proizvodnje postaje:
C =120+ 0.1x* = 120 + 0.1(x; + x5)* = 120 + 0.1x7 + 0.2x,x, + 0.1x3.
Ukupan profit poduzeca jednak je razlici ukupnog prihoda i ukupnih troSkova.
P =R, + Ry - C = 400x; — 0.6x;] + 300x; — 0.5x5 — 120 — 0.2x x,

Nuzan uvjet za maksimum nam daje sljedeci sustav dvije jednadZbe s dvije nepoznanice

oP
— =400-1.2x;, - 02x, =0
('3x1
oP
— 1 300 _ xZ - O.ZX] = O,
(9x2

odnosno imamo sustav jednadzZbi
1.2x; + 0.2x, = 400
0.2x1 + xo = 300.
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Njegovim rjeSavanjem (na primjer metodom supstitucije) dobivamo pribliZno rjeSenje x; =
293.11 x, = 241.4. JoS ¢emo iskoristiti Sylvesterov kriterij kako bismo se uvjerili da se
zaista radi o razinama proizvodnje koje maksimiziraju ukupan profit poduzeca.

O*P
—=-1.2
ox?
o*pP
=-0.2
6X15x2
o*pP
i |
8x§
o°pP
=-0.2
6x26x1

Hesseova matrica, stoga, izgleda ovako:

~12 -02
H‘(—o.z —1)'

Bududi da su

A =-12<0
~12 -0
A = ‘_0'2 e ‘ =1.2-0.04 = 1.16 > 0,

Sylvesterov kriterij nam govori da je Hesseova matrica negativno definitna Sto potvrduje
da su x; = 293.11 x, = 241.4 traZene razine proizvodnje.

1.6 Minimizacija ukupnih troskova u kontekstu kontrole
inventara

U ovom potpoglavlju primijenit ¢emo matematicku teoriju iz prethodnog poglavlja,
ali umjesto maksimizacije, bavit ¢emo se minimizacijom. U ekonomskoj praksi mini-
mizaciju primjerice susreemo u strategiji inventara. To je svakodnevna metodologija za
narucivanje, odrZavanje i obradu stavki (u skladiStu). Za potrebe primjera, uzmimo da se
radi samo o zalihama za skladiste.

Poduzeée mora odrediti optimalnu veli¢inu narudzbe zaliha koja minimizira troSkove
narucivanja i troSkove skladiStenja. Treba imati na umu da naknadno narucivanje dodatno
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koSta zbog administracije, dostave i sli¢noga, no treba imati na umu i da skladiStenje
kosta. Dakle, ako poduzece napravi nekoliko velikih narudzbi, imat ¢e visoke troSkove
skladiStenja, a ako napravi mnogo manjih narudzbi, imat e visoke troskove naknadnog
narucivanja. Sad ¢emo prouciti kako poduzece, s obzirom na navedeno, moze odrediti
optimalnu veli¢inu narudzbe.

Pretpostavimo da je Q ukupna godiS$nja potraznja za komponentama (koje se narucuju)
jednoliko rasporedena tijekom godine na koli¢ine g. Koristit ¢emo 1 pretpostavku da nove
posiljke dolaze tek kada se sve komponente, odnosno zalihe iz skladiSta potroSe. Neka
F oznacava fiksni troSak svake pojedine narudzbe, a S neka oznacava jedinicnu godiSnju
cijenu skladiStenja. Ako posiljke veli¢ine g dolaze u konstantno razmaknutim intervalima
vremena, onda je prosjecna koli¢ina zaliha u skladiStu jednaka g/2.

N

q

\\
0 12 { 2t -

('S ]
Py

Slika 1.5: Prosjecna koli€ina zaliha g/2 kad posiljke dolaze s vremenskim razmakom ¢

Stoga ¢e ukupni godiSnji troskovi skladistenja iznositi (¢/2)S. Broj napravljenih na-
rudzbi u godini iznosit ¢e Q/q pa ¢e ukupni godiSnji troSkovi naru€ivanja iznositi (Q/q)F.

Odredimo veli¢inu narudzbe koja minimizira ukupne troskove C koji su jednaki zbroju
troSkova narucivanja i troSkova skladiStenja.

C=(§)F+(%)S
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Trazimo stacionarne tocke imajuci na umu da su Q, F'1 S egzogeno dane konstante.

é)—C:_QF+£:O

dq q° 2
20F
T—CI
_[20F
=N "5

Budu¢i da zbog prirode problema Q, F 1 ¢ moraju biti pozitivni, vidimo da se zaista radi o

minimumu zbog
a*C
— =2QFq¢> > 0.
e QFq

1.7 Komparativnostaticka analiza

Parcijalne derivacije mogu se koristiti i za dobivanje raznih multiplikatora modela za
odredivanje (nacionalnog) dohotka. Modeli se, izmedu ostalog, sastoje od endogenih i eg-
zogenih varijabli. Endogene varijable su one koje model objaSnjava, a egzogene one koje
dolaze izvan modela i1 utjecu na endogene. Dolazimo do podru¢ja komparativnostaticke
analize koja ispituje kako moZemo ocekivati da ¢e se ravnotezna (ekvilibrijska) razina en-
dogene varijable mijenjati kao odgovor na promjenu neke egzogene varijable ili parametra
modela. Uvedimo model na kojem ¢emo raditi.

Y=C+I+G+(X-2) (1.5)

gdje je Y dohodak, C potrosSnja, I investicije, G vladina potroSnja, X izvoz i Z uvoz.
Kako bismo dobili ravnoteZnu razinu od Y, u oznaci Y, jednostavno u uvrstimo
zadane dodatne informacije.
Neka imamo zadano
C=Cy+bY

I1=1y+aY¥
G =G,
X=X,
Z =2

gdje je b grani¢na sklonost potrosnji, a grani¢na sklonost investiranju te Co, Iy, Go.Xo 1 Z
egzogeno dane varijable. To sve uvrStavamo u (1.5) i dobivamo ekvilibrijsku razinu od Y,
u oznaci Y.

_ 1
Y:—(C0+I()+Go+X()—Z()).
1-b-a
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Uzimanje parcijalne derivacije po nekoj od varijabli ili parametara daje nam pripadni mul-
tiplikator. Primjerice, multiplikator vladine potro$nje dan je s

oY 1

Gy 1-b-a

Vidimo da ako se vladina potro$nja povecava, nacionalni dohodak raste. Kao drugi primjer
pogledajmo parcijalnu derivaciju po grani¢noj sklonosti investiranju a.

(9? _ (C()+I()+G()+X()—Z()) _

or Y
da (1-b-a)P l-b-a

Vidimo da se nacionalni dohodak povecéava i kad a raste §to je zaista u skladu s o¢ekivanjima.

1.8 Dodatna motivacija

Na kraju poglavlja, vrijedi istaknuti da postoje jo§ brojne primjene diferencijalnog
racuna u ekonomiji koje nisu navedene u ovom radu. Spomenute primjene samo su ilustra-
tivni primjeri obradene teorije i svjedoci sve uZe povezanosti matematicke analize i eko-
nomije. lako nije predmet rada, razmatranje diferencijalnog racuna prirodno za sobom
povlaci 1 integralni racun koji nalazi jednako znacajno mjesto u ekonomiji kao 1 diferen-
cijalni racun. Neke od problematika, odnosno polja u kojima ga susreemo su potroSacev
1 proizvodacev visak, raCunanje ukupnog profita, racunanje buduce vrijednosti investicije,
sadaSnja i buduéa vrijednost neprekidnog toka prihoda, planiranje transporta, upravljanje
investicijama i akumuliranje kapitala i tako dalje.
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Poglavlje 2

Primjena uvjetne optimizacije i metode
Lagrangeovih multiplikatora

2.1 Teorija uvjetne optimizacije

Do sada smo se bavili optimizacijom bez uvjeta koji bi ograni¢avao skup tocaka do-
mene. Medutim, u ekonomiji ¢esto nailazimo na neka ogranicenja koja proizlaze iz prirode
problema, na primjer zbog ograni¢enosti resursa. Stoga ¢emo u ovom poglavlju proucavati
primjenu optimizacije uz uvjet. Ogranicit ¢emo se na optimizaciju uz samo jedan uvjet i
to na primjeru funkcija dvije varijable. Problem se lako generalizira i na situacije s viSe
uvjeta i varijabli, ali takvim se primjerima neemo baviti u ovome poglavlju.

Definicija 2.1.1. Neka je Q@ C R” otvoren skup i neka je f neprekidna na € te neka je
S C Q. Ekstrem funkcije fls : S — R nazivamo uvjetni ekstrem funkcije f s obzirom na
skup S.

Nakon iskaza teorema o implicitnoj funkciji, slijedi teorem koji nam daje nuZne uvjete
za ekstrem u slucaju kad imamo jedan uvjet gdje ¢emo se susreti s Cestim na¢inom zada-
vanja skupa S kao

S ={PeQ:g(P)=0,8(P)=0,..,g,(P) =0},
gdjesu g; € C(Q),i = 1,...,m,m < n, dane funkcije.

Teorem 2.1.2. Neka je A C R" X R"™ otvoren, F : A — R™ klase C?, p > 1. Pretpostavimo

da (x9,y0) € A zadovoljava F(xy,yy) = 0 i neka je 6_(x0’y0) regularna matrica. Tada
y

postoje otvorena okolina U C R" od x,, otvorena okolina V. C R™ od y, i jedinstvena
funkcija f : U — V klase C? takva da vrijedi

F(x, f(x))=0, xeU.
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Dokaz prethodnog teorema moze se pronaci u [3, str. 96].

Teorem 2.1.3. Neka je Q C R" otvoren skup, f,g : Q — R funkcije klase C' i neka je
zadan skup S = {P € Q : g(P) = 0} te neka vrijedi Vg(P) # 0, VP € S. Ako je Py € S
tocka lokalnog ekstrema za fls, onda postoji A € R sa svojstvom

Vf(Py) = AVg(Py), 2.1)

odnosno
0;f(Py) = 10;g(Py), i=1,2,...,n.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati za slucaj kada je n = 2, a analogno se dokazujeizan > 2.
Kako je Vg(x,y) # 0, bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da je Z_i(PO) # 0,
Py = (x0,y0). Primjenom teorema o implicitnoj funkciji na funkciju g dobivamo otvoreni
interval / C R takav da je x( € I i diferencijabilnu funkciju ¢ : I — R sa svojstvima

o(xo0) =yo, x€l
glx,p(x)) =0, xel.

Pritom je
9g(x, p(x))
0x
dg(x. ()
Ay
Sada je jasno da je tocka (xg, yo) tocka lokalnog uvjetnog ekstrema za funkciju f uz uvjet
g(x,y) = 0 ako i samo ako je x, to¢ka lokalnog ekstrema za funkciju f : I — R definiranu
s f(x) = £x, ().
Nadalje, kako je funkcija f funkcija klase C', zaklju¢ujemo da i funkcija f ima nepre-
kidnu prvu derivaciju na intervalu /. Upotrebom pravila za derivaciju kompozicije funkcija
viSe varijabli dobivamo da za sve x € [ vrijedi

_ 0 0
f= —af(x, @(x)) + —f(x, @(x) - ¢’ (x).
X Oy

¢ = - (2.2)

Ovu jednakost, uvazavajuci formulu (2.2)) i uvrStavajuci x = xo, moZzemo zapisati kao

08 xor30)
0 o (X0, Yo
_f(-XanO) - —f(xo,yo)—ax =0,
Ox Jy g
8—()50,)’0)

y
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Sto je ekvivalentno jednakosti

d 0
6—’;<xo,yo> g /la—i(xo,yo),
zZa
of
a(xoa)/o)

og
(’)_x(xo’ Yo)

Time smo dokazali da vrijedi
Vf(Po) = AVg(Po).

O dovoljnim uvjetima bit Ce rijec u sljede¢em potpoglavlju.

2.2 Algoritam metode Lagrangeovih multiplikatora

Metoda Lagrangeovih multiplikatora jedna je od metoda za rjeSavanje problema iz po-
drudja uvjetne optimizacije. Pokazuje se jako pogodnom u praksi, primjerice kad je alter-
nativna metoda, metoda supstitucije, prekomplicirana ili nemogucéa. Njezini poceci vezu
se uz francuskog matematicara J. L. Lagrangea koji je 1797. godine doSao na zamisao
da od funkcije cilja i uvjeta iz zadanog problema uvjetne optimizacije pomocu varijable
A, Lagrangeovog multiplikatora, dobije novu funkciju, Lagrangeovu funkciju, kojom se
problem uvjetne optimizacije svodi na problem bezuvjetne optimizacije.

Neka je f funkcija cilja, a g uvjet kao u prethodnom potpoglavlju. Uvodimo Lagran-
geovu funkciju

F(-xl,x27 b4 'xl’l? /.l) = f(xl’ x2’ "'7'x}’l) - /lg(-xlax27 A xn)’

gdje je A varijabla koju nazivamo Lagrangeov multiplikator. RjeSavanje optimizacijskog
problema svodi se na rjeSavanje sljedeceg sustava jednadZbi kojeg dobivamo parcijalnim
deriviranjem funkcije F po svim varijablama xi, x, ..., X,;, 4 1 izjednacavanjem tih parcijal-
nih derivacija s nulom. Nazivamo ga Lagrangeov sustav jednadZzbi.

oF
(X1, x2, 0y X5, ) = 0
6.X1
oF

(-x19 X2y eeey Xpy /l) = 0
0x,,
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oF
(X1, X2, X, A) = 0

01

Primijetimo da na taj nacin dobivamo nuZne uvjete za ekstrem u slucaju kad imamo jedan
uvjet pri cemu parcijalna derivacija od F po A daje uvjet g(xy, ..., x,,) = 0. Dakle, imamo

of dg

A s s e Ap) = A— > 5 eees AR

o, (X1, X2, «ves Xn) o (X1, X2, «ves Xn)

af ag

2 EARAA] n = ﬂ’ b 9 0 n
ax. (X1, X2, «ves Xn) ax, (X1, X2, «ves X)
g(x1, s X)) =0

Sto je to¢no (2.1).

Kao Sto je vec reCeno, ovi rezultati lako se generaliziraju 1 na uvjetnu optimizaciju kad
imamo viSe uvjeta, ali time se ne¢emo baviti u ovome radu.

Sada kada vidimo da su zaista zadovoljeni nuzni uvjeti za ekstrem, navedimo 1 rezultat
o dovoljnim uvjetima u slucaju kad imamo jedan uvjet i funkciju dvije varijable.

Teorem 2.2.1. Neka je Q C R? otvoren skup, neka su f,g : Q — R funkcije klase C? i
neka je S = {P € Q : g(P) = 0}. Dodatno, neka je Py = (xy,yo) € S rjeSenje Lagrangeovog
sustava jednadZbi i Ay € R vrijednost Lagrangeovog multiplikatora pripadne Lagrangeove
funkcije

F(x,y, ) = f(x,y) = 48(x, y).

Neka je sljedecim izrazom dana tzv. obrubljena Hesseova matrica:

g dg
0 a(xo, Yo) a—y(xo, Yo)
b= 0g 0*F 0’F
= a(xo,yo) P 6x(x0’y0) m(xo,yo) .
0g 0*F 0’F
a_y(x()a Yo) 8y 8x(x0’ Yo) dy ﬁy(xo’ Yo)

Ako je
o detH > 0, funkcija f(x,y) ima lokalni uvjetni maksimum u tocki (xo, yo)-

e detH < 0, funkcija f(x,y) ima lokalni uvjetni minimum u tocki (xy, yo)-
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Dokaz. Neka je ¢ funkcija kao u dokazu teorema [2.1.3
Uocimo da je (x, yo) tocka lokalnog uvjetnog ekstrema za funkciju f uz uvjet g(x,y) =
0 ako i samo ako je x, tocka lokalnog ekstrema za funkciju f : I — R definiranu s f(x) =
f(x,¢(x)) (pri tome je interval I C R kao u dokazu teorema . Sada ra¢unamo £ (xp).
Imamo
af

_ 0
f(x)= a—(x, @(x)) + —f(x, @(x)) - ¢'(x).
x ay
Uocimo da je

oF
—f( ) = /l—(x y) = —(x ¥, A)

(9 6
—f( ,Y) — /1—( ) = —y(x,y,ﬂ)

paje
_ oF 0 oF 0
F) = (a—<x, P ) + A5 (x, ¢(x)>) + (a—<x, P ) + A5 (x, so(x))) ¢ ().
X X 'y 'y

Kako je iz (2.2) B o)
8(X, p(X
0x
dg(x, p(x))
Qy

¢'(x)=-

imamo

. oF oF
fx)= 6—(36, @(x), D) + —(x, 9(x), 4) - ¢" (%)
X ay
. 02F O’F »’F
f'(x) = (X @(x), 1) *3 (X @(x), ) - ¢ (x) *3 (X @(x), ) - ¢'(x)

aZF ’ 2 ”
+ W(x’ @o(x), D) - @' ()" + G_(X’ @(x), ) - " (x)
y y

1 g * °F
= ——2[ - [0_))()‘:7 QD(X)):| W(x’ (p(.X), /1)

og
[a—y(x, so(x))]
2

0 6 F
n 2a—i<x, () - (x A2 (000, 1)~

2 0

0g OPF
—(x @(x)) W(x, so(x),ﬂ)]
y

or .
5y (% 900, ) - 7 ()
Y
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rrr 1 aF ’7
7 (xo0) = - sdetH + E(XO"P(XO),AO) - " (x0).

0
[8_§(x0’ @(x0))

Kako je (xo, yo) rjeSenje Lagrangeovog sustava jednadzbii Ay € R vrijednost Lagrangeovog
multiplikatora pripadne Lagrangeove funkcije, to je

0 0
a—f(xo,yo) = 2022 (x0, Yo)
y dy
paje
oF
8—(?60,)’0, Ap) =0,
y
odnosno
_ 1
f”(X()) = - 3 det H.

0
[a—i(xo,SD(Xo))]

Tocka (xo,yo) je lokalni maksimum funkcije f uz uvjet g(x,y) = 0 ako i samo ako je
f"(x0) <0, tj. ako 1 samo ako je det H > 0.

Tocka (x¢,yo) je lokalni minimum funkcije f uz uvjet g(x,y) = 0 ako i samo ako je
f"(x0) > 0, tj. ako 1 samo ako je det H < 0. O

2.3 Interpretacija i primjena Lagrangeovih
multiplikatora

Prije nekoliko primjera primjene, osvrnimo se na (ekonomsku) interpretaciju Lagran-
geovih multiplikatora. Lagrangeov multiplikator A aproksimira grani¢ni utjecaj promjene
konstante u funkciji uvjeta na vrijednost funkcije cilja. Dakle, promjena, odnosno povecanje
ili smanjenje, konstante u funkciji uvjeta za jednu jedinicu uzrokuje istu vrstu promjene
vrijednosti funkcije cilja za pribliZzno A jedinica. Takoder, Lagrangeove se multiplikatore
cesto zove cijenama iz sjene. Naime, ako je funkcija cilja funkcija korisnosti koja se mak-
simizira, a funkcija uvjeta oznacava odredeno budzetsko ograniCenje, tada A aproksimira
grani¢nu korisnost dodatne novcane jedinice prihoda. Formalizirajmo to sljede¢im teore-
mom za slu¢aj maksimizacije, a analogno vrijedi 1 za minimizaciju. No, prije teorema,
navodimo jo$ jednu varijantu lancanog pravila koja ¢e se koristiti u dokazu teorema.
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Teorem 2.3.1. Neka su
x = g()

y = h(1)

diferencijalne funkcije u varijabli t i neka je z = f(x,y) diferencijabilna funkcija u varija-
blama x i y. Tada je z = f(x(t), y(t)) diferencijabilna funkcija i vrijedi

o 0
20 = 6—fc(x, ¥) - X () + a_i("’ -y ). 2.3)

Teorem 2.3.2. Neka su f i g funkcije dvije varijable koje su klase C'. Za bilo koju fiksnu
vrijednost parametra a, neka je (xo(a), yo(a)) rjeSenje problema

f(x,y) = max 2.4)

glx,y) =a,

gdje je g uvjet, uz odgovarajuci multiplikator Ao(a). Pretpostavimo da su xy, y i Ao funkcije
u varijabli a klase C'. Tada vrijedi

%)
Ao(a) = 8—f(x0(a),y0(a)).
a
Dokaz. Lagrangeova funkcija za (2.4)) glasi

F(x,y,4;a) = f(x,y) — Ag(x,y) — a).

Rjesenje (xo(a), yo(a), Ao(a)) za svaki a zadovoljava

oF
0= a—(x()(a), yo(a), Ao(a); a)
X

g 0
0= a_f(xo(a),yo(a)) — Ao(a) - 2 (x0(@), yo(a)) (2.5)
X 0x

te takoder OF
0= a—y()m(a),yo(a), Ao(a); a)

) 0
0= a—f(xo(a),yo(a)) — Ao(a) - —g(xo(a),yo(a)). (2.6)
y dy

Stovise, buduéi da je g(xo(a), vo(a)) = a, Ya, koristeéi (2.3) imamo
0 , 9 ,
2 (xo(a), 3o(@) - y(a) + 6—(5(360(61),)’0(0)) Yia@) = 1,Va.
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Koriste¢i (2.3), (2.3) i (2.6), dobivamo trazenu tvrdnju. Zaista, vrijedi
0 0
£ (xo(a), yo(a)) = a—z(xO(a),yo(a)) - Xola) + %(m(a),yo(a)) - yo(a)
0 0
= Ao(a) - 5 (%o(@), 30(@) - x4(@) + Ao(@) - 3 (0(@). y0(@)) - ¥p(@)
X y

0 0
=%@-§%@mM»%@+ﬁWMMM»%@
X oy
= Ao(a) - 1

Primjer 2.3.3. Rijesimo problem optimizacije Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje
q= K0.3L0.5

s uvjetom
6K + 2L = 384.

oRjeSen je: Lagrangeova funkcija glasi
Q = K%L% — 1. (6K + 2L — 384).

Dobivamo Lagrangeov sustav jednadzbi:

8Q -0.770.5

— =03KL" - 61 =
% =03 64 =0
90 _ 0.5K°3 L5 ~21=0
oL

00 _384-6K-2L=0.
04

Dijeljenjem, iz prve dvije jednadzbe dobivamo:

0.3K%71% 64

0.5K03L-05 ~ 2
iz Cega slijedi

0.6K'L=3
L_3
K 0.6
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Uvrstavanjem posljednje jednadzbe u

99 _ 3846k -21=0,
oA

1mamo
384 -6K—-2-(5K) =0,

iz ¢ega konacno dobivamo

KO =24
L() = 120
Obrubljeni Hessijan glasi
0 6 2

H=|6 -021K;'7L0% 0.15K;°7L;%° |,
2 0.15K;%7L;% -0.25K°3L;'?

a uvrStavanjem K, = 24 i Ly = 120 dobivamo

0 6 2
H=|6 -0.01036 -0.00148|.
2 -0.00148 -0.05921

Budu¢i da je det H = 2.13748 > 0, funkcija g ima lokalni uvjetni maksimum u tocki
(Ko, Yo) = (24, 120).

Za kraj poglavlja, navodimo dva vazna ekonomska rezultata zajedno s njihovim doka-
zima u kojima koristimo metodu Lagrangeovih multiplikatora.

Teorem 2.3.4. Neka je funkcija korisnosti dana s
u= Ax“yb ,
a uvjet optimizacije dan s
P.x+ Pyy=B8B.

Uvjet predstavlja budZetsko ogranicenje gdje je su Py i Py cijene. U tocki uvjetnog maksi-
muma omjer cijena mora biti jednak omjeru granicnih korisnosti, odnosno mora vrijediti

P, MU,

P, MU,
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Dokaz. 1z Lagrangeove funkcije
U = Ax“y’ — A(P,x + P,y — B)

dobivamo Lagrangeov sustav jednadZbi

ou
— =aAx" Y - AP, =0 (2.7)
ox
ou
— =bAXy' AP, =0 (2.8)
Ay
ou
6_/1 :B—Pxx—Pyy:O.
U (2.7) prepoznajemo da je
aAx" Y0 = u, = MU,
te u (2.8)) da je
bAXY™ = u, = MU,.
Iz (2."7) imamo
1= aAx*1yb _ MU,
P, P’
aiz (2.8) imamo
1= bAx“y"' MU,
P
Izjednacavanjem A dobivamo traZenu tvrdnju.
MU, MU,
P, P,
MU, P,
MU, P,

O

Teorem 2.3.5. Neka se optimizacijski problem sastoji od funkcije cilja koja je Cobb-
Douglasova funkcija proizvodnje dana s

g = AKI?
i uvjeta koji predstavlja budZetsko ogranicenje dano s
PyK + P;L =B.

Tada na razini inputa koja minimizira troskove vrijedi
K (YPL
L BPx’
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Dokaz. Koriste¢i Lagrangeovu metodu multiplikatora, dobivamo sljedece:

Q = AK°If — A(PxkK + P,L — B)
09

K aAK ' — AP =0 (2.9)
0
a_% = BAK“IF™' = AP, = 0 (2.10)
0
8—% =B-PyK-P,.=0
Iz 2.9) i (2.10) imamo
aAK'IP 1o BAK®IF!
Pe T P
iz ¢ega dobivamo
P, BAKIF!
Px  aAKe [P
P, BK
Px alL’
Iz toga slijedi
K _ Q'PL
L BPx
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Poglavlje 3

Primjena homogenosti, Eulerovog
teorema i homogenizacije funkcije

3.1 Definicija i primjeri homogenih funkcija

Nakon §to smo se uvjerili u vaznost i Siroku primjenu diferencijabilnih funkcija, u
ovom posljednjem poglavlju obradit ¢emo teoriju te prouciti primjenu jednako vazne klase
homogenih funkcija.

Definicija 3.1.1. Za bilo koji skalar k, realna funkcija f(xy, ..., x,) homogena je stupnja k
ako vrijedi

f(txy, ..., tx,) = tkf(xl, s X)),

za svaki x1, ..., x, 1 za svaki t > 0.

Obicno ¢emo raditi s homogenim funkcijama definiranima na R’}. U svakom slucaju,
domena homogene funkcije mora biti konus zbog vaznog svojstva kojeg posjeduje; ako je
neki x u skupu, onda je svaki pozitivan skalarni viSekratnik 7x takoder u tom skupu.

Pogledajmo par polaznih primjera na kojima ¢emo komentirati homogenost. OCito je
da su monomi jedne varijable

y = ax*
homogeni stupnja k. Monomi oblika

_ ki ko kn
z=ax|'xy..x,

homogeni su stupnja k; + ... + k,. Lako se provjeri i da je zbroj monoma koji su homogeni
stupnja k polinom koji je homogen stupnja k. Medutim, zbroj monoma koji su homogeni,
ali razlicitog stupnja, polinom je koji nije homogen.
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Primjer 3.1.2. Funkcija

_ 3 133
f(x1,x2,x3) = x,

9

2
X5 + X[ X5%y
homogena je stupnja 3.

Primjer 3.1.3. Funkcija

%— X1X2
5

5x
Sx1,x2) = 5
3x]

homogena je stupnja —% (: 2 — %)
Valja primijetiti da se u sluCaju jedne varijable to¢no zna oblik homogene funkcije,
odnosno, da je samo jedan moguci.

Teorem 3.1.4. Homogene funkcije jedne varijable na R, funkcije su oblika
7=ax*
gdje je k € R.

Dokaz. Pretpostavimo da je x > 0 proizvoljan.
Neka je z = f(x) proizvoljna homogena funkcija jedne varijable stupnja k i neka je
a = f(1). Tada je
f) = flx- 1) =xf(1) = axt,

3.2 Homogene funkcije u ekonomiji

Poticaj za proucavanje homogenih funkcija, izmedu ostalog, je njihova Cesta upotreba
u ekonomiji. Svojstvo homogenosti ponekad proizlazi iz prirode problema. Neki od pri-
mjera su funkcije potraznje koje su prirodno homogene u cijenama i dohotku, funkcije
profita i troSkova izvedene iz funkcija proizvodnje te funkcije potraZnje izvedene iz funk-
cija korisnosti. S druge strane, homogenost funkcije ponekad se koristi kao pretpostavka
kako bi se (jednostavnije) dokazali teoremi nekih ekonomskih modela. Naime, puno vise
toga mozZemo reci i zakljuciti o modelima s homogenim funkcijama u odnosu na modele
reprezentirane funkcijom bez svojstva homogenosti.

Neka je g = f(xy, ..., x,) funkcija proizvodnje koja je homogena stupnja 1. Tada vrijedi

ftxy, .ntx,) = tf(x1, ...y Xn)
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za sve trziSne koSare (xi, ..., x,) 1 za svaki t+ > 0. Uzimajuéi da je, primjerice, t = 2,
ta jednadZba nam govori da ako poduzece s tom funkcijom proizvodnje udvostruci sve
inpute, udvostrucit ¢e i outpute, odnosno proizvodnju. Za takvo poduzece kazemo da ima
konstantne prinose na obujam S$to, dakle, znaCi da uravnotezeno povecanje svih inputa
dovodi do proporcionalnog povecanja proizvodnje.

S druge strane, pretpostavimo da je funkcija proizvodnje homogena stupnja k > 1. Ako
poduzece s tom funkcijom proizvodnje udvostruci koli¢inu svakog inputa, njezin output
narast ¢e s faktorom 2. Budu¢i da je k > 1, output ée se i viSe nego udvostruditi. Kazemo
da takvo poduzece ima rastuce prinose na obujam jer uravnotezno povecanje svih inputa
dovodi do 1 viSe nego proporcionalnog povecanja proizvodnje. Analogno, u slucaju kad je
k < 1, govorimo o padajué¢im prinosima na obujam jer dolazi do manje nego proporcional-
nog povecanja proizvodnje.

Jo$ jedan vrijedan primjer homogene funkcije je Cobb-Douglasova funkcija za koju
smo ve¢ komentirali da je omiljena u primjeni. Ona moZe biti zadana u obliku monoma
viSe varijabli

q=Ax{"x3 ... x5,
gdje su ay, ..., a, obi¢no pozitivni razlomci. O tome je li njihov zbroj jednak, veci ili manji
od 1 ovisi ima li poduzece Cija je proizvodnja opisana ovakvom Cobb-Douglasovom funk-
cijom konstantne, rastuce ili padajuce prinose na obujam. Empirijske studije pokazale su
da je ta suma obic¢no vrlo blizu 1.

3.3 Svojstva homogenih funkcija

U ovom potpoglavlju navest ¢emo dva vazna teorema vezana uz svojstva homogenih
funkcija koje su i diferencijabilne. Oba teorema imaju vaZne posljedice u ekonomiji. Prvo
dokazujemo svojstvo da su parcijalne derivacije diferencijabilnih funkcija koje su homo-
gene stupnja k opet homogene funkcije, ali stupnja k — 1. Ovo svojstvo poprili¢no je
intuitivno 1 o€ito je zaSto vrijedi za homogene polinome. Slijedi teorem u kojem ¢emo
formalizirati ovu tvrdnju i dokazati ju za openite homogene funkcije.

Teorem 3.3.1. Neka je z = f(x) funkcija klase C' na otvorenom konusu u R". Ako je
f homogena funkcija stupnja k, njene parcijalne derivacije (prvog reda) homogene su
stupnja k — 1.

Dokaz. Funkcija f je homogena pa vrijedi

fltxy, ... tx,) = 5 f(xy, ..., Xy)
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za sve trziSne koSare (x, ..., x,,) 1 za svaki ¢t > 0. RacCunanjem parcijalne derivacije po x;
dobivamo
of

0
t=—=—(tx1,...,tx,) = tk—f(xl, X2y y Xp).
(?x,- 8xl-

Dijeljenjem obje strane jednakosti s t dobivamo trazenu tvrdnju.

6—f(txl, cesxy) = tk‘la—f(xl,Xz, cees Xp)
ox; 0x;

Sljedeci teorem vrijedi i u R”, ali ga navodimo i dokazujemo za R? gdje ¢e nam in-
puti biti rad L i kapital K. Prije njega ¢emo objasniti grani¢nu stopu tehnicke supstitucije
MRTS.

MRTS pokazuje za koliko se mora smanjiti kapital ako se poveca rad za jednu dodatnu
Jjedinicu tako da razina proizvodnje ostane nepromijenjena. Grani¢na stopa tehnicke sups-
titucije izmedu dva inputa jednaka je omjeru grani¢nih proizvoda ta dva inputa. U nasem
primjeru radi se o radu i kapitalu pa imamo

MPL
MRTS = ——.
MPK

Dakle, grani¢na stopa tehniCke supstitucije nagib je izokvante, odnosno krivulje koja po-
vezuje sve moguée kombinacije inputa za koje je razina proizvodnje jednaka.

Teorem 3.3.2. Neka je g = f(L, K) homogena funkcija stupnja k i klase C' naR2. Tangente
na izokvante imaju konstantan nagib duZ pojedine zrake iz ishodista.

Dokaz. Zelimo pokazati da je graniéna stopa supstitucije konstantna duZ pojedine zrake iz
ishodista.

Neka su (Ly, Ky) i (L1, K;) = t(Ly, Kp) dva para inputa na istoj zraci iz ishodista kao Sto
je prikazano na sljedecoj slici.
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Z

Lo L:

Slika 3.1: MRTS je konstantna duz zrake iz ishodiSta

Iz definicije od MRTS slijedi

MPL
MRTS = ——.
MPK
MRTS u tocki (L, K;) iznosi
of of
—(L, K —(tLy, tK,
GL( 1, K1) _ 6L( 0, 1Ko)

of of
a—K(Ll, Ky) 6_K(tLO’ tKo)

Koristeci teorem [3.3.1] dobivamo

of of of
a—L(lLo,lKo) _ fk_la—L(Lo, Ko) B B_L(LO’ Ko)

of of of
%(tLO,tKO) tk*lﬁ(Lo,Ko) %(LO,KO)

2
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gdje je
of
G_L(LO’ Ko)

0
6_IJ;(LO’ Ko)

= MRTS (Lo, Ko).

Dakle, imamo
MRTS (L(), K()) = MRTS (Ll, Kl)

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Jednostavnom ekonomskom analizom temeljenoj na prethodnom teoremu, dolazimo,
izmedu ostalog, do sljede¢ih vaznih rezultata u ekonomiji.
Ako je funkcija korisnosti homogena stupnja k, tada je:

e MRS konstantna duz zraka iz ishodista.
e putovi povecanja dohotka su zrake iz ishodista.
e odgovarajuca potraznja linearno ovisi o dohotku.

e dohodovna elasti¢nost potraznje identicki je jednaka 1.

3.4 Eulerov teorem

Prou¢imo sad nuZan i dovoljan uvjet homogenosti za funkcije koje su klase C'. Nuzan
uvjet poznat je pod nazivom Eulerov teorem i u ekonomiji predstavlja jedan vrlo koristan
analiticki alat u radu s homogenim funkcijama. On predstavlja n-dimenzionalnu verziju
sljedeceg jednostavnog rezultata za monom f(x) = ax*:

x(ax*y = k(axb),

odnosno

xf'(x) = kf ().

Teorem 3.4.1. Neka je f funkcija klase C' na R". Funkcija f je homogena stupnja k ako i
samo ako za svaki x € R’} vrijedi

D Fig (e ) = Kf (1), (3.1)
-1 O
Sto u notaciji s gradijentom zapisujemo kao

x- V() = kf(x).
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Dokaz. —
Bududi da je f homogena stupnja k, vrijedi

f(txy, ..., tx,) = tkf(xl, vees Xip)

za svaki (xy, ..., x,) 1 svaki ¢ > 0. Deriviramo svaku stranu po ¢ i dobivamo

0
—f(txl, e 1X,) = ktk_lf(xl, cees Xn)s

ot
odnosno
xlﬁ(txl, v IXy) s+ Xy, of (tx1, ..., 1x,) = krk_lf(xl, s X))
0x; 0x,
Zat = 1 slijedi traZena tvrdnja.
—

Neka vrijedi (3.1). Fiksirajmo (x, ..., x,) i definirajmo funkciju g kao

g(t) = 5 ftxy, ..., tx,) = f(x1, ooy Xp).

Deriviranjem dobivamo
n

&' () = —kt ™ Ftxy, oy 1) + £ ; xig—i(le, o 1),

Po (3.1) imamo
n af

Z txi—(txy, ..., tx,) = kf(txy, ..., tx,)

i=1 dx;
pa je

g'() =0,V
Stoga je g(¢) konstanta. Bududi da je g(1) = 0, imamo da je g(f) = 0 za svaki ¢ iz Cega
slijedi da je
Fxy, ontx,) = 5 f(x1, o0 X)

za svaki ¢t > (. Dakle, funkcija f je homogena stupnja k. i
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3.5 [Eulerov teorem u ekonomiji

Standarna primjena Eulerovog teorema u ekonomiji je sljedeca. Neka je f(xy, ..., X,)
funkcija proizvodnje nekog poduzeca. Pretpostavimo da je f homogena stupnja k. Eulerov
teorem stoji u pozadini rezultata koji kaze da ako je cijena i-tog inputa njegova grani¢na

proizvodnja (9_(x1’ ...» X,), tada je ukupan troSak dan s
Xi
Z xia_xi(xla cees Xn)

i=1
jedan ukupnom outputu, odnosno jednak f(xi, ..., x,).

Prou¢imo sad joS jednu primjenu Eulerovog teorema koja nas dovodi do rezultata koji
je u ekonomiji poznat kao Wicksellov zakon. Neka je ¢ = f(x, x,) funkcija proizvodnje
koja ima:

e konstantne prinose na obujam
ftx) =1f(x)
e padajucu grani¢nu proizvodnju od x;
O f

0.
8.X16X1 <

Buduci da je f homogena stupnja 1, parcijalna derivacija Fr homogena je stupnja 0. Pri-
X1

mjenom Eulerovog teorema na F dobivamo:
X1
0 of o (aof o (adf
R S A A Y
odnosno
o f x; 0*f
axﬁxl B XzaxlaX]'
Bududi da je
O f
0,
8X1(9X1 <
slijedi da je
o*f
0.
0x20x; g

To nam govori da se grani¢na proizvodnja jednog faktora proizvodnje poveca kad se drugi
faktor smanji.
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3.6 Homogenizacija funkcije

Sad kad smo se uvjerili da homogene funkcije imaju korisnu primjenu, lijepa svojstva
1 prirodno se pojavljuju u ekonomiji, postavlja se pitanje je li svaka funkcija definirana
na konusu u R” restrikcija neke homogene funkcije koja je definirana na prostoru vise
dimenzije. Odgovor je potvrdan, a sama konstrukcija poprili¢no je izravna.

Teorem 3.6.1. Neka je f realna funkcija definirana na konusu C u R" te neka je k cijeli
broj. Definiramo novu funkciju F koja je funkcija n + 1 varijable dana s

X1 X,
Pt = (2 ).
< <

Tada je F homogena funkcija stupnja k na konusu C X R, u R™'. Bududi da je f(x) =
F(x,1) za svaki x € C, f moZemo smatrati restrikcijom od F na n-dimenzionalni podskup
od Rn+1 .

Dokaz. Zasvakit € R, i(x,z) € CxR,, pomocu definicije od F' dobivamo traZenu tvrdnju.

F(tx,tz) = (tz)kf(étx) = tkzkf(%x) = *F(x, y).

Pokazimo da vrijedi i obrat ovog teorema.

Teorem 3.6.2. Pretpostavimo da je (x,z) — F(x,z) funkcija koja je homogena stupnja k
na skupu C X R, gdje je C neki konus u R". Definirajmo funkciju f na C s

f(x) = F(x, 1).
Tada je
F(x,2) = z"f(%x),‘v’(x, z) € C X R,.

Dokaz. Koristimo Cinjenicu da je F homogena stupnja k.

F(x,2) = F(z . (lx, 1)) =z~ F(lx, 1)
Z Z

F(x,1) = f(x),

Buduéi da imamo

slijedi tvrdnja.

4

F(x,2) =Z"-F(%x,l) =Zk-f(lx)
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Primjer 3.6.3. Za funkciju na R, danu s
f(x) =x"

homogenizacija stupnja 1 glasi

X ‘ a —a

F(x,y) =y-(—) = Xy

y

Primjer 3.6.4. Za nehomogenu funkciju danu s
X x —ax’

homogenizacija stupnja 1 glasi

reen s3] ol

Primjer 3.6.5. Za funkciju

fGy) = 2xy°
homogenizacija stupnja 3 glasi
X x ¥y 2x
F(x,y,2) =2 'f(—’X) =27~ y—3 ==
2z Z Z b4

3.7 Homogenizacija funkcije u ekonomiji

Na samom kraju, navedimo jednu primjenu homogenizacije u ekonomiji, koja se od-
nosi na situaciju kad nam je dana nepotpuna lista faktora funkcije. Neka je, primjerice,
f(x1, ..., x,—1) funkcija proizvodnje koja je procijenjena nepotpunom listom faktora pro-
izvodnje xi, ..., x,—;. Pretpostavimo da imamo jedan neprocijenjeni faktor x, i da potpuna
funkcija proizvodnje F, odnosno ona sa svih n procijenjenih faktora proizvodnje, ima
konstantne prinose na obujam. Homogenizacija nam omoguéava da na temelju funkcije
f dodemo do funkcije F na sljedeci nacin:

F(x1y s X) = X, -f(ﬁ, L )
Xn Xn
Primjer 3.7.1. Za neki dvofaktorski proces proizvodnje s konstantnim prinosima na obu-
Jjam, ekonometricar je procijenio da kad se drugi faktor drZi konstantnim, funkcija pro-
izvodnje prvog faktora je
fe) =x7, ae(0,]1).
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Od interesa je znati funkciju proizvodnje oba faktora. Po Primjeru imamo da homo-

genizacija stupnja 1 glasi

F(x, %) = x4x379,

sto je upravo Cobb- Douglasova funkcija proizvodnje.
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Sazetak

Brojne primjene matematicke analize u ekonomiji svjedoce o njihovoj neraskidivoj po-
vezanosti. Grani¢ni koncepti poput grani¢nog troSka, prihoda, profita, korisnosti, pro-
izvoda rada 1 proizvoda kapitala, cjenovna elasti¢nost, kontrola inventara te komparativ-
nostaticka analiza samo su neki od primjera u kojima se primjenjuje diferencijalni racun.
Njega direktno koristimo 1 u maksimizaciji i minimizaciji nekih ekonomskih funkcija.
Medutim, uvjeti poput budZetskog ogranicenja Cesto proizlaze iz prirode problema §to nas
vodi do uvjetne optimizacije. Jedna pogodna metoda za pronalazenje uvjetnih ekstrema je
metoda Lagrangeovih multiplikatora. Osim diferencijabilnosti, vazno svojstvo je i homo-
genost koja se Cesto pretpostavlja u ekonomskoj teoriji gdje su primjenu pronasli 1 Eulerov
teorem 1 homogenizacija.






Summary

There are numerous applications of mathematical analysis in economics evidencing
their inextricable bound. Marginal concepts such as marginal cost, revenue, profit, uti-
lity, the product of labour and the product of capital, price elasticity, inventory control and
comparative statics analysis are only some of the examples where calculus is used. Cal-
culus is also directly used in maximization and minimization of some economic functions.
However, constraints like budget constraints naturally arise, which leads us to constraint
optimization. One convenient method for finding constrained local extrema is the method
of Lagrange multipliers. Other than differentiability, one other important function property
is homogenity that is often assumed in economic theory, where also Euler’s theorem and
homogenization found their application.
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