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Uvod

Geometrijske konstrukcije koje se izvode samo ravnalom i Sestarom danas se nazivaju eu-
klidskim konstrukcijama. Popularno pitanje je jesu li (i kako) konstrukcije pravilnih mno-
gokuta izvedive samo ravnalom i Sestarom. Konstrukcije pravilnih mnogokuta najcesée se
izvode upisivanjem mnogokuta u zadanu kruZnicu. Konstrukcije mnogokuta s parnim bro-
jem stranica su lako izvedive dok se konstrukcije s neparnim brojem stranica, primjerice
konstrukcija peterokuta, sedmerokuta, deveterokuta i slicno, smatraju kompliciranijima.
Jedna od zanimljivih konstrukcija pravilnog mnogokuta je konstrukcija pravilnog sedam-
naesterokuta.

Da se pravilan sedamnaesterokut moze konstruirati samo ravnalom i Sestarom dokazao
je 1796. godine Carl Friedrich Gauss. U to vrijeme to je bio jedan od najneocekivanijih
rezultata njegovog istraZivanja teorije brojeva. U prvom poglavlju opisan je Gaussov do-
kaz konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta koji se temelji na podjeli kruznice na 17
sukladnih dijelova.

Poznato je da Gauss nije nikad izveo konstrukciju pravilnog sedamnaesterokuta niti je
za to bio zainteresiran. Ipak, dugi niz godina sve poznate konstrukcije pravilnog sedamna-
esterokuta temeljile su se upravo na njegovoj analizi. Neke od njih prikazane su u drugom
poglavlju. Tu se, izmedu ostalog, nalaze i konstrukcije samo ravnalom i samo Sestarom.

Tek pocetkom 20. stoljeca pojavile su se konstrukcije koje se ne temelje na Gaussovoj
analizi. One su opisane u tre¢em poglavlju ovog rada.



Poglavlje 1

O mogucnosti konstrukcije pravilnog
sedamnaesterokuta (Gaussov dokaz)

1.1 O konstrukciji ravnalom i Sestarom

Pod pojmom geometrijskih konstrukcija podrazumijevamo onaj dio geometrije u ravnini
(planimetrije) koji probleme rjeSava konstruktivnim metodama. Konstruiranje se obavlja
uz pomo¢ instrumenata za konstrukciju. Konstrukcije u kojima su kao jedini instrumenti
dopusteni ravnalo 1 Sestar nazivamo euklidskim konstrukcijama. Naime, prva tri postulata
(od pet) u Euklidovim Elementima kazu:

e da se moZe nacrtati duZina izmedu dvije zadane tocke;
e da se neka duZina moZe produZiti neograniceno;
e da se oko svake tocke moZe nacrtati kruznica s danim polumjerom.

Dani postulati takoder podrazumijevaju da se sjeciSta dvaju pravaca, pravca i kruznice te
dviju kruZnica smatraju uvijek odredenima.
Upotrebom ravnala i Sestara moguce je izvesti sljedece operacije:

1. konstrukcija pravca kroz dvije dane razliCite tocke;

2. konstrukcija sjeciSta dvaju danih neparalelnih pravaca od kojih je jedan zadan s dvije
razlicite tocke;

3. konstrukcija kruZnice sa sredisStem u danoj tocki koja prolazi kroz drugu danu tocku;

4. konstrukcija dvaju sjeciSta dane kruznice 1 jednog pravca (koji sijeCe tu kruZnicu)
koji je zadan s dvije svoje razliCite tocke; konstrukcija dvaju sjeciSta danog pravca
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1 jedne kruznice (koja sijeCe taj pravac) koja je zadana svojim srediStem 1 jednom
svojom to¢kom;

5. konstrukcija sjecista jedne dane kruznice i jo$ jedne kruznice (koja sijece prvu kru-
Znicu) koja je zadana svojim srediStem 1 joS jednom svojom to¢kom.

Konstrukcije ravnalom i Sestarom se koriste u konstrukcijama pravilnih mnogokuta.
Konstrukcija pravilnog n-terokuta svodi se zapravo na zadatak dijeljenja jedini¢ne kruZnice
na n sukladnih dijelova. Tada su tetive te kruznice, koje spajaju uzastopne djeliSne tocke,
stranice pravilnog n-terokuta. Sve do kraja 18. stoljeca vjerovalo se da se ravnalom i
Sestarom, od svih pravilnth mnogokuta s neparnim brojem stranica, mogu konstruirati
samo trokut, peterokut i petnaesterokut. U to vrijeme dokazano je da se moze konstru-
irati svaki mnogokut ¢iji je broj stranica prost broj koji umanjen za jedan daje potenciju
broja dva, &iji je eksponent opet potencija broja dva. To su prosti brojevi oblika 22" + 1,
opcenito poznati i kao Fermatovi brojevi. Do danas je poznato pet brojeva tog oblika koji
mogu biti stranice pravilnog mnogokuta. Upravo tih pet prostih brojeva danas nazivamo
Gaussovi prosti brojevi, a oni su 3,5,17,257 1 65537. Gauss je pokazao da se samo za
ove brojeve, pri provodenju analize konstrukcije, mogu dobiti kvadratne jednadZbe Cija su
rjeSenja konstrukcijski izvediva ravnalom i Sestarom. U nastavku Ce biti obradena, ne tako
popularna, konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta, koju je dokazao upravo Gauss.

1.2 Gaussov dokaz konstrukcije

Carl Friedrich Gauss (1777. — 1855.) se intenzivno bavio pitanjem konstrukcija pravilnih
n-terokuta ravnalom i Sestarom. Svoje matematiCke rezultate zapisivao je vodeci dnev-
nik. Prva zabiljeska datira 30. ozujka 1796. godine, dan nakon Sto je, prema vlastitim
rije¢ima, doSao do dokaza mogucnosti konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta ravna-
lom 1 Sestarom. O svom otkri¢u Gauss je prijatelju Christianu Ludwigu Gerlingu, profe-
soru matematike, fizike i astronomije u Marburgu, u rujnu 1819. napisao pismo u kojem
opisuje dokaz konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta.
Dokaz se zasniva na podjeli kruga na 17 sukladnih dijelova. Neka je

2 = 17¢.
Uocimo da je cos ng = cos(17 — n)¢. Uvedimo sljedece oznake:
a=cosg+cosdp, b=cos2p+cos8y,

c =cos3¢ +cosSp, d=cosbp+cosTp,

e=a+b, f=c+d.
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Imamo
16

8
2(e+f):2(a+b+c+d):2Zcoskgo:Zcosk<p.

=1 k=1
Neka je g = 2,1{21 sin k. Tada je
16

2Ae+ f)+ig = ) (coskg+isinkg)
k=1

16
Z (cos ¢ + i sin )
k=1

_ (cosp+ising)” -1 |
(cosp +ising) —1

_ cosl7¢,0+isin17go—1_1
cosp +ising — 1

B cosZ7r+isin27r—1_1
cosp+ising —1

= 1.

Kakojee+ feRigeR,toje2(e+ f) = —11g = 0. Dakle,
1

+f=—-=.

e+ f >

KoriStenjem formule za pretvorbu umnoska kosinusa u zbroj dobiva se

2ab = 2(cos¢ + cos4p) (cos2¢ + cos 8¢p)
= 2(cosg-cos2¢ + cosy - cos 8y + cosdy - cos2¢ + cos 4y - cos 8¢)
= cosp +cos3p + cosTe + cos9p + cos 2¢ + cos 6p + cos 4y + cos 12¢
= cos@ + cos 3¢ + cos 7¢ + cos 8¢ + cos 2¢ + cos 6¢ + cos 4 + cos S¢
= a+b+c+d

= e+ f
1
-5
2ac = 2(cosg + cosdy)(cos3p + cosSp)
= 2(cosg-cos3¢ + cosy:cosSp+ cosdy - cos3¢ + cosdy - cosSp)
= €082¢ + cosdy + cos 4y + cos 6 + cos 7p + cos ¢ + cos ¢ + cos Y
= 2cos¢+ 2cosdp + cos2¢p + cosbp + cos 7¢ + cos 8

= 2a+b+d,
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2ad

2 (cos ¢ + cos 4p) (cos 6¢ + cos 7¢)

= 2(cosg-cosby + cosy - cos Ty + cosdy - cosby + cosdy - cos Tp)

= €085¢ + cos7¢ + cos 6@ + cos 8 + cos 10¢ + cos 2¢ + cos 11¢ + cos 3¢
= c0s8¢ + cos2¢p + cosS5¢p +cos3p +2cosbp +2cosTe

= b+c+2d,

2bc = 2(cos2¢p + cos 8p) (cos 3¢ + cos 5¢)
= 2(cos2¢p - cos3p+ cos2¢ - cosS¢ + cos 8y - cos3p + cos 8y - cos 5¢)
= €0S¢@ + cosS¢ + cos 3¢ + cos Te + cos S¢ + cos 11 + cos 13¢ + cos 3¢
= cosp +cosdp +2cos3p+2cosS5¢ + cosby + cos Ty
= a+2c+d,

2bd = 2(cos2¢p + cos8yp)(cos by + cos Tp)
= 2(cos2¢-cosbp + cos2p - cosTe+ cos 8y - cosby + cos 8y - cos Te)
= cos 8¢ + cosdyp + cos 9y + cos S5¢ + cos 14¢ + cos 2¢ + cos 15¢ + cos ¢
= cos@+cosdp +2cos2¢p+ 2cos 8y + cos 3¢ + cos S
= a+2b+ec,

2cd = 2(cos3¢ + cosSp) (cos by + cos Tp)
= 2(cos3¢-cosby + cos3p - cosTe+ cosSy - cosbp + cosSe - cosT)
= ¢c0s9¢ + cos 3¢ + cos 10¢ + cos 4 + cos 11¢ + cos ¢ + cos 12¢ + cos 2¢
= c0s® + cos 3¢ + cos Tg + cos 8¢ + cos 2¢ + cos 6@ + cos 4p + cos S¢
= a+b+c+d
= e+ f
1
-5
Odavde slijedi
2ac + 2ad + 2bc + 2bd = 4a + 4b + 4¢ + 4d,

t.
2ef=-2 ili ef=-1.

lze+ f= —% ief = —1 vidi se da su ei f korijeni kvadratne jednadzbe

1
x2+§x—1=0.
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Korijeni te jednadZzbe su

—1+ V17
T

X12 =
Primijetimo da je

e—f

a+b—-c—-d

= (cos@ — cos7p) + (cos 2¢ — cos 6¢) + (cos 4 + cos 8¢) — (cos 3¢ + cos S5¢)
= 2sin3¢sindg + 2sin2¢ sin4p + 2 sin 2¢p sin 6 — 2 sin ¢ sin4¢

= 2sin4g(sin 3¢ — sin @) + 2 sin 2¢ sin 4¢ + 2 sin 2¢ sin 6¢

= 4singsindpcos2¢ + 2 sin 2 sin 4 + 2 sin 2¢ sin 6¢.

Kako su ¢, 2¢, 4,60 € (0,7), to su sin ¢, sin 2¢, sin 4y, sin 6¢ pozitivni, a kako je joS i
20 € <0, 7—T> , to je i cos2¢ pozitivan, paje e — f > 0, tj. e > f. Dakle,

2
-1+ V17 -1- V17
e=——m i f=—-.
4 4
Nadalje, a i b su rjeSenja jednadzbe
1
2
_ - Z-=0
X —ex—7
pa su njihove vrijednosti
e+ Ve? + 1

preciznije,

0| =—
+

0| =—

—_——

V17 + \/34—2\/ﬁ),
b:—é+é(\/ﬁ— \/34—2\/ﬁ).

Predznaci u a i b su takvi jer vrijedi
a—b = (cosg+cosdyp)—(cos2¢ + cos8yp)
= (cos¢ — cos2¢) + (cos4y — cos 8p)

3
= 2sin§sin7”0 + 2sin2¢ sin6p > 0

3
obzirom da su sin g, sin %0, sin 2¢, sin 6¢ pozitivni. Dakle, dobili smo a —b > 0, tj. a > b.
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Takoder, vrijedi ¢ > d jer je

c—d = (cos3¢p+ cosS¢p)— (cosby + cosTy)
= (cos 3¢ — cos 6¢) + (cos 5S¢ — cos T¢)
9 3
= 25in¥sin%0+2$ingosin6go>0.

Prema tome,

NP NPT
SEART:EI R OFES AL /Y]

2

c:—%—%(\/l_— m)

d:—%—%(\/ﬁ+ 34+zvﬁ).

Bududi da je cos ¢ + cosdg = aicosgcosdy = %c, dobiva se da su cos ¢ i cos 4¢ rjesenja
kvadratne jednadzbe

X —ax+—=c=0.

2
Kako su ¢, 4¢ € <O, g> , a funkcija kosinus je padajuca na tom intervalu, to je

a+ Va*t-2c a—- Va? -2c

cosp = > , cosdyp = 3

Konacno,

a+ Vat-2c

2

1 1 1
-—— 4+ — V1 — /34 -2V1
16+16\/_7+16 3 \/_7

cos ¢

1
+§\/17+3\/1_— \/34—2«/ﬁ—2\/34+2\/ﬁ.

Poznato je da, ako su zadane jedini¢na duZina i duZina duljine x, moguce je ravnalom 1
Sestarom konstruirati duzinu duljine +/x, pa je moguée Konstruirati i sve duZine koje se iz
zadanih duZina dobiju operacijama zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja i uzimanja
drugog korijena. Prema tome, iz prethodnih razmatranja slijedi da je ravnalom i Sestarom

2 o T . o
moguce konstruirati cos (L a stoga i pravilni sedamnaesterokut.



POGLAVLIJE 1. O MOGUCNOSTI KONSTRUKCIJE (GAUSSOV DOKAZ) 8

U nastavku ¢emo pokazati Gaussovu analizu. Gauss svoj dokaz mogucnosti konstruk-
cije pravilnog sedamnaesterokuta zasniva na rjeSavanju jednadzbe x'” — 1 = 0, gdje je x
duljina stranice pripadajueg sedamnaesterokuta. On odbacuje trivijalno rjeSenje x = 1 te
rjeSava jednadzbu

KO e x+1=0.

Klju¢nu ulogu u rjeSavanju jednadzbe x'7 — 1 = 0 igra Cinjenica da ostatci razli¢iti od
nule modulo 17 (tosu: 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 151 16) tvore ciklicku
grupu u odnosu na mnozenje, tj. da se mnoZenje tih ostataka ponasa kao zbrajanje ostataka
modulo 16. Takoder, treba primijetiti da se svaki ostatak razli¢it od nule modulo 17 moze
prikazati kao potencija nekog od tih ostataka. To slijedi iz ¢injenice da je broj 17 prost
broj. Gauss je za rjeSavanje koristio potencije broja 3, tj. sljedecu tablicu potencija broja 3
1 pripadnih ostataka modulo 17:

pOt. 31 32 33 34 35 36 37 38 39 310 311 312 313 314 315 316
ost. |3 19 |10/13 |5 |15|11|16|14| 8 |7 | 4 |12] 2 |6 | 1

Primjerice, iz prethodne tablice zaklju¢ujemo 15 - 8 = 1 (mod 17) jer je 3° - 310 = 316,

Ostatci modulo 16 mogu se prirodno podijeliti u dvije grupe ostataka: grupu parnih i
grupu neparnih ostataka. Ovakvoj podjeli ekvivalentna je podjela ostataka modulo 17 na
potencije s parnim 1 potencije s neparnim eksponentima, odnosno na kvadrate i nekvadrate.
Podjela je sljedeca:

kvadrati | 39 [ 32 [ 3% [ 36 [ 38 [ 30 [ 312 [ 314
1|19 |13]15]16| 8 | 4 | 2
nekvadrati | 37 | 33 [ 35 [ 37 | 39 | 31T | 33 | 315
31105 (11|14} 7 |12 | 6

JednadZzbu
KO e x+1=0

2 2
rjeSavamo tako da rjeSenje x; bude cos 1_77r + isin %

Na osnovi podjele ostataka modulo 16 u grupe kvadrata i nekvadrata, uvodimo supsti-
tuciju
wo=x+x +x2 +xP + x4+ 2%+ x4+ 42,
wi=x + x40+ 1+ xR0,
tako da se u wy nalaze potencije broja x Ciji su eksponenti kvadrati modulo 17, a u w;

nalaze se potencije broja x Ciji su eksponenti nekvadrati modulo 17. Ocigledno, vrijedi
wo + w; = —1. Ako pomnozimo wy i wy, o¢igledno éemo dobiti 64 pribrojnika. DokaZimo
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najprije da niti jedan od njih nije 0. Kada pomnoZzimo jedan pribrojnik iz wy s jednim
pribrojnikom iz wy, dobivamo pribrojnik oblika

2k | 22j+1
X3 +3

1 treba dokazati da je
34 £ —3% (mod 17).

Kako je 3% = —1 (mod 17), to je
—3% = 328 (mod 17).
Ako bi vrijedilo 3%/*! = 32%*8 (mod 17), tada bi bilo
2j+ 1 =2k + 8(mod 16),

a to nije moguce jer paran broj ne moZe biti kongruentan neparnom broju modulo 16.
Dakle, pri mnoZenju wy 1 w; dobivaju se 64 pribrojnika oblika

2%, 22j+1
=T 1<n<le.

Rezultat mnoZenja wy 1 w; podijelit éemo u grupe. Prvu grupu, sy, Cinit ¢e pribrojnici koji
se dobivaju mnoZenjem prvog pribrojnika od wy s prvim pribrojnikom od w;, mnoZenjem
drugog pribrojnika od wy s drugim pribrojnikom od w; 1 tako redom. Za prvu grupu pri-
brojnika dobiva se

So = xx3 + nglo + X13X5 + xlsx“ + x16x14 + X8X7 + x4x12 + X2X6
= A+ x+ 7+ a0+ 8

= Wy.

Ako gornje pribrojnike prikazemo pomocu eksponenta potencije x-a kao potencije broja 3,
dobivamo:

0 13l 0,3l 12
x4:xx3:x3x3 :x3+3 :X3 .

Drugi pribrojnik u sy jednak je

2 33 2,133 2030431 2312 2+12
x2:x9x10:x3x3 :x3+3 :x3(3+3):x33 :x3

tre¢i pribrojnik u s jednak je

2= 30 = x34x35 — x34(30+31) — x343'2 — x34+12

i dalje analogno. Dakle, svaki pribrojnik u sy dobiva se tako $to se u eksponentu paran
stupanj trojke pomnozi sa 3° + 3! = 4 = 3!2 (mod 17), a 3'? je eksponent prvog pribrojnika
u Sp.
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Kako bismo dobili s;, mnozimo na sljede¢i nain: od w; uzimamo pribrojnike pomje-
rene ciklicki udesno za jedno mjesto, tj. prvi pribrojnik od wy mnoZi se s drugim pribroj-
nikom od wy, drugi pribrojnik od wy mnoZi se s tre¢im pribrojnikom od w, itd. Predzadnji
pribrojnik od wy mnozi se sa zadnjim pribrojnikom od wy, a zadnji pribrojnik od wy mnozi
se s prvim pribrojnikom od w;. Tada vrijedi:

ST = x.xlo + x9x5 + x13x11 + x15x14 + x16x7 + x8x12 + x4x6 + x2x3
= XM Hat e+ a+ +x X

= Wi.

Objasnimo rezultat mnoZenja za s;, drugu grupu pribrojnika. Prvi pribrojnik je

0 3 0,23 7
= 0 = 303 = 393 = 3

Drugi pribrojnik jednak je

2 5 2,175 220,73 227 2+7
x4 = 000 = R = T = PO - 3
treci pribrojnik je
4 7 420,123 427 4+7
o= B3yl = 303 = ) 30 3
itd. U s; se svaki pribrojnik dobiva tako da se u eksponentu paran stupanj broja 3 mnoZi s
istim brojem, tj. sa 11 = 3° + 3* = 37 (mod 17), a 37 je eksponent u prvom pribrojniku.
Ako je prvi pribrojnik u umnosku x***+3"" = 3%, tada su ostali oblika

2(k+m) 4 22(j+m)+1 2k+2m 4 22j+142m 2m 2k 22j+1 2mas 2m+s
K343 = 3 I SR A I T T/

Kada je s paran dobiva se wy, a kada je s neparan dobiva se wy. Za ostale grupe pribrojnika
dobivamo:

Sy = xx5+---:x6+---:x315+---:w1,
§3 = xx“+---:x12+...:x313+...:W1,
Sq4 = XX14+”':x15+"':x36+"':W0,
S5 = xx7+---:x8+---:x310+---:w0,
s¢ = xx12+"'le3+"'=X34+---:w0,
57 = 4=+ =X 4= wy,

pa je konacno

WoW1 = Wo + Wi + Wy + Wi + wo + wo + wy + wy; = 4wy + wp) = —4.
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Dakle, dobili smo sustav
wo +wp = —1, wow; = —4,
koji je ekvivalentan kvadratnoj jednadzbi
w +w-4=0

¢ija su rjeSenja

-1+ V17

—

Ovaj postupak rastavljanja na pribrojnike moZe se nastaviti analogno. Pribrojnik wy, moze
se rastaviti na dva pribrojnika: potencije od x Ciji su eksponenti parne potencije broja
3 u kojima su eksponenti oblika 4k, njih ¢emo oznaciti sa wy, te potencije od x Ciji su
eksponenti parne potencije broja 3 Ciji su eksponenti oblika 4k+2, oznaceni sa w;. Takoder
1 w; rastavimo u dvije grupe pribrojnika. Pribrojnici €iji su eksponenti neparne potencije
broja 3 s eksponentima oblika 4k + 1, oznaceni sa wy, te pribrojnici u kojima su eksponenti
neparne potencije broja 3 s eksponentima oblika 4k + 3, oznaceni sa wy;. U konacnici
dobivamo

Wo,1 =

woo = x+x+x+xP wp= + x40,
wop = X+ x2 + x4 X5, wio = x° + x7 + x4 x10,

Vrijede sljedeci sustavi jednadzbi:

Woo + Wio = Wo,

WooWio = Wor + Wig + woo + wip = wo +wy = —1,
Wor + Wi = wy,

WoiWir = Wio+ Wi +Wor + Woo = Wy + Wq =—1.

MnozZenje moZemo izvesti direktno ili primjenom analognog postupka kao i pri mnozenju
wo 1 wi. Zaklju¢ujemo da su wyy i wyo rjeSenja jednadzbe z> — woz — 1 = 0, a wo; i wy;
rjeSenja jednadZbe z> — wiz — 1 = 0. Dakle,

wo £ A/wp +4 Wit (Wi +4

w = s w =

00,10 5 01,11 5
Treba biti oprezan pri odredivanju predznaka ispred korijena. Algebarski, rjeSenja kva-
dratnih jednadzbi su medusobno ekvivalentna, no ako ih promatramo kao kompleksne
brojeve, ona imaju odredene vrijednosti, tj. medu sedamnaestim korijenima iz 1 postoji
jednoznacno uredenje (poredak) na jedini¢noj kruznici o kojem ovisi predznak rjesSenja.
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2 2
Odredivanje predznaka korijena tako da se dobije x; = cos 1—77T + isin 1—77T, analizirat ¢e se
kasnije.

Nastavljajuéi analogan postupak podjele pribrojnika iz wgy = x + x* + x'® + x'3 dobiva
se
Wooo = X + X16, Wio00 = X4 + XB,

iz Cega slijedi

_ _ .5 12, 14, 3 _

Wooo + W100 = Woo,  WoooW1i00 = X + X7 + X+ X = Wy,

pa su wogo 1 wioo rjesenja jednadzbe 72 — wooz + wy;. Kako je

X+ x'% = wpo, xx0=x"=1,
to su x i x'% su rjeSenja jednadzbe

2 _
77— WopoZ t+ 1=0.

Za konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta ovu jednadZbu nije potrebno rjeSavati jer
vrijedi da je

1 2
Wooo = X+ X0 =x+— = 2003—7r
X 17
: 2 .. 2¢; L .
ako je x = x; = cos T +isin L U opéenitom slucaju je
k
2 2
X = (cos% +isin£)
pa je
2 2 2 2
X174 = cos (17 - k)l—;r +isin(17 - k)% = cosk£ - isink% =%,
tj. x17-x 1 x; su konjugirano kompleksni brojevi. Odatle je
Xk + X17 2k

*=2cos=—€eR, k=1,2,...,16.
cosl7e, ,2,...,16

Odredimo predznake pri rjeSavanju kvadratnih jednadZbi tako da dobijemo da je

T .. 2
X1:COSﬁ+lSIIlﬁ,

21
tj. daj =2 —.
] a J€ Wooo COS 17
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Vrijedi:

2n vy
Wooo = X + X16 = 2cos ﬁ, Wio0 = )C4 + x13 = 2C084ﬁ’

JT T
Wolo = X° + X0 =2c0s8==, wyj0=x>+x" =2cos2=,

17 17
2r 2w
Woo1 = X3 + X14 =2cos3—, Wio1 = XS + )C12 =2cos5—,
17 17
T 2
Wo11 :X7+X]O:2COS7—, W111 :X6+X” =2cos6—.
17 17
Buduc¢i da je kosinus padajuca funkcija na intervalu (0, rr), to je
2km 2mr
2co08— >2cos—, 1<k<I[<8,
17 17
pa vrijedi
Wooo > Wii0 > Woor > Wigo > 0 > wigr > Wi > wori > wolo-
Koriste¢i cos @ = —cos(m — @) za 0 < @ < m, dobivamo nejednakosti
—Wo10 > Wooo > —Woi1 > Wito > —Wir1 > Woor > —Wio1 > Wigo > 0.
Imamo
_ 4 16 13 _
Woo =X+ X +X + X~ = Wy + Wi00 >0,
Wio = P+ +xP+0 = Woro + Wiio < 0,
WwWo1 = X3 + X12 + X14 + XS = Woo1 + Wi01 > 0,
Wi = X6 + )C7 + x“ + xlo = wor1 + Wi < 0,
a takoder 1

Woo = Wooo + Wi100 > Wooo = Woo1 > Woo1 + Wior = Woi.

Buduci da je kosinus monotono padajuca funkcija na (0, 7r), vrijedit e wy > 0, odnosno

2 4
w000:2c0s1—77r >2cosg = V3, W110=20081—77T >2cosg = V2,

Wi00 > 0 i wWo10 > —1.

Kada sve zbrojimo, dobivamo

Wo = Wooo + Wo10 + Wioo + Wi10 > \/§+ \/§+O—1>O.
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Takoder, —wi11 > woo1, worr < 01wy <0, pa je
Wi = woo1 + Worr + wior + wipp < 0.

Bududida je wp > 01w, <0, vrijedi

-1+ V17 -1- V17 .
wo=———, wi=———— 1 |wi[>][wgl
2 2
Znamo da je woy + wip = wo > 01 woowyo = —1, pa zbog wyg > 0 > wyq vrijedi
wo+ Wi +4 14+ VIT+ +34-2V17
Woo = 5 = 4 s
wo— \wo+4  —1+ V17— /34 -2V17
WlO - 2 - 4 )
[wool > [wiol.
Takoder, znamo da je wo; + wi; = wy < 01wgwy; = —1, pa zbog wy; > 0 > wyy vrijedi
wit+ Wi +4 1= VIT+ {34+ 217
WO] - 2 - 4 D)
wi— Wi +d 1= V17— 34 +2V17
Wi = ) = 4 ,

wiil > woil.

Konacno se iz sustava jednadZzbi
Wooo + Wi100 = Woo,  WoooW100 = Wol,

ekvivalentnog kvadratnoj jednadzbi x* — wgox + wo; = 0 te iz woog > Wigo > 0 dobiva

2
2 =
cos 7

Wo00

1 a VT + 34— 217 \/17+3\/1_— V170 + 38 V17
8 " 3 ’
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8

2 -
COS 17 W100

14 VT + 34— 217 \/17+3«/1_— \170 +38 V17
8 - 4 '

Analogno se iz sustava jednadzbi

Woio + Wiio = wio < 0, woiowi10 = wip <0,

ekvivalentnog kvadratnoj jednadzbi X2 —wipx+wy =0i ¢injenice wyyp > 0 > wyyg, UZ
Iwoiol > [w110l, dobiva

2co0s— = Wi

17
14 VT = 34— 21T \/17+3x/ﬁ+ V170 + 38 V17

+
8 4 :

16
2 cos —ﬂ- = Wo1io0

17
4 VT = 34 -2 \/17+3\/ﬁ+ V170 + 38 V17
8 - 4 ‘

1z sustava jednadzbi
woo1 + Wior = wor > 0, woorwior = wio <0,

ekvivalentnog kvadratnoj jednadzbi x> — wo;x + wyo = 0 i injenice wog; > 0 > wyg, uz
IWoo1] > [wio1l, dobiva se

61
ZCOSﬁ = Woo1
=TT+ 34— 217 \/17—3«/1 — /170 + 38 V17
= —+ ,
8 4
107
ZCOSF = Wio1

1= V7 + 34— 217 \/17—3«/ﬁ+ {170 — 38 V17
8 - 4 ’
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te konacno, iz sustava jednadzbi
worr + wiin = wi <0, wonwinn = weo > 0,

ekvivalentnog kvadratnoj jednadzbi x> — wy;x + wgo = 0 i Cinjenice 0 > wyy; > wop, Uz
[Wor1l > w111, dobiva

127
ZCOSF = Wi
1= V17 = 34+ 217 \/17—3\/ﬁ— 170 - 38 V17
= +
8 4 ’
14rn
ZCOSF = Wo11

1= V17 = +J34+ 217 \/17—3«/1_— {170 - 38 V17
8 - 4 '

Ovdje zavrSava Gaussova analiza iz koje je vidljivo da je pravilan sedamnaesterokut mogude
konstruirati pomocu ravnala i Sestara.

Tek sad moZemo dati geometrijsku intrepretaciju rjeSenja koje je Gauss opisao u svom
pismu. Za x = cos ¢ + i sin ¢ imamo

wo = x+x+xt+ 8+ 0+ xR0

= (cos@ +ising) + (cos2¢ + isin2¢) + (cos 4¢ + i sin 4¢)
+ (cos 8¢ + isin 8p) + (cos 9y + i sin9p) + (cos 13¢ + isin 13¢)
+ (cos 15¢ + isin 15¢) + (cos 16¢ + i sin 16¢)

= (cos@ +ising) + (cos2¢ + isin2¢) + (cos 4¢ + i sin 4¢)
+ (cos 8¢ + isin 8p) + (cos 8y — isin 8p) + (cos 4y — isindyp)
+ (cos2¢ — isin2¢) + (cos ¢ — i sin )

= 2(cosg+ cos2¢ + cosdp + cos8p) = 2(a + b) = 2e,

kao 1

wi = X+ + 20+ 1+ 10 x4 x4
= (cos3¢ + isin3¢p) + (cos S¢ + isin 5¢) + (cos 6 + i sin 6¢)
+ (cos 7@ + isin 7p) + (cos 10¢ + i sin 10¢) + (cos 11¢ + i sin 11¢)
+ (cos 12¢ + i sin 12¢) + (cos 14¢ + i sin 14¢)
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= (cos3¢ + isin3¢p) + (cos S¢ + isin S¢) + (cos 6¢ + i sin 6¢)
+ (cos 7¢ + isin7) + (cos 7o — i sin 7p) + (cos 6@ — i sin 6p)
+ (cos 5S¢ — isinS5¢) + (cos 3¢ — isin3¢p)
= 2(cos3¢ + cosS¢ + cosbp + cosTp) = 2(c +d) = 2f.
Slijedi
4 PIETT
Sto je ranije dobiveno primjenom trigonometrijskih identiteta.

-1+ V17 f_—l—\/ﬁ

e



Poglavlje 2

Neke konstrukcije pravilnog
sedamnaesterokuta na osnovi Gaussove
analize

U ovom poglavlju prikazat ¢emo nekoliko konstrukcija koje koriste Gaussovu analizu
mogucnosti konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta. Zanimljivo je to da Gauss nikad
nije izveo geometrijsku konstrukciju pravilnog sedamnaesterokuta, niti je za to bio zainte-
resiran.

2.1 O konstrukcijama pravilnog sedamnaesterokuta na
osnovi Gaussove analize

Jedan od pogodnih nacina za konstrukciju pravilnog sedamnaesterokuta je primjenom rje-
Senja jednadZzbe x? — woox + wg; = 0, tj. jedne od veli¢ina

8 8
Wooo = 2(:051—77r ili wyp = 2005% = Zsin(g - %) = 2sin -

2n ) . ..
Ako racunamo wyyy = 2 cos Tk tada nad polumjerom jedini¢ne kruznice trebamo konstru-

irati normalu u @. Presjek te normale i kruZnice su dvije tocke. Te tocke 1 tocka u kojoj
polumjer sijeCe kruZnicu su tri uzastopne toc¢ke pravilnog sedamnaesterokuta.

Ukoliko raCunamo wjpp = 2sin 3%, tada dobivamo stranicu pravilnog poligona od 34
stranice upisanog u jedini¢nu kruznicu. Ako konstruiramo kruZnicu cije je srediSte pro-
izvoljna tocka polazne jedini¢ne kruznice, a polumjer wigy = 2 sin l, tada presjek ove

34
dvije kruznice predstavlja dvije uzastopne toCke pravilnog sedamnaesterokuta.

18
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U prethodnom poglavlju dobili smo
wo+wr=-1 1 wow = -4,

tj. wo i wy su rjeSenja kvadratne jednadzbe x> + x — 4 = 0, u kojoj su svi koeficijenti
poznati. Pri konstrukciji ovih rjeSenja treba uzeti u obzir da je wy > 0 > wy, ako koristimo
orijentirane duZine, odnosno da je |w;| > |wy| kada ih ne koristimo.

Konstrukciju pravilnog sedamnaesterokuta mozemo izvesti po koracima sljedece alge-
barske analize:

1. Konstruiramo rjeSenja wy i w; kvadratne jednadzbe x*> + x — 4 = 0.

2. Konstruiramo po apsolutnoj vrijednosti veée rjeSenje, wyy, kvadratne jednadzbe
2
x*=—wox—1=0.

3. Konstruiramo po apsolutnoj vrijednosti manje rjeSenje, wy;, kvadratne jednadzbe

X—-wx—-1=0.

4. Konstruiramo veée rjesenje wooy kvadratne jednadzbe x* — woox + wg; = 0.
C e v . . vy AV wees s . Wo000
5. U jedini¢noj kruZnici odredimo kruZzni isjecak srediSnjeg kuta « ¢iji je kosinus —

Danim koracima lako se konstruira pravilni sedamnaesterokut ako se koristi neki graficki
nacin rjeSavanja kvadratnih jednadzbi. U konstrukciji pravilnog sedamnaesterokuta najcesce
se koristi Carlyleov teorem o konstrukciji rjeSenja kvadratne jednadZbe.

Teorem 2.1.1 (Carlyleov teorem). Neka su p i q realni brojevi te neka kvadratna jednadzba

X —px+qg=0

ima realna rjeSenja. Neka je dana kruZnica Ciji je jedan promjer odreden tockama A(0, 1)
i P(p,q). Presjek kruznice i osi apscisa neka su tocke X (x1,0) i X>(x,,0). Tada su x, i x,
rjesenja dane kvadratne jednadZbe.

+1
Dokaz. SrediSte zadane kruZnice je tocka S (g, qT)’ a polumjer ima duljinu |AS |, tj.

Tada je jednadZba zadane kruznice

(8 b5 -5
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odnosno

xz—px+y2—(q+1)y+q:0.

Slika 2.1: Konstrukcija rjeSenja X; i X, kvadratne jednadzbe x> — px +g =0

Da bismo odredili presjek kruZnice s x-osi, rjeSavamo jednadzbu y = 0. Dobivamo da
apscise to¢aka presjeka X; i X, zadovoljavaju jednadZbu x> — px + g = 0.

Tvrdnja se lako dokazuje i geometrijski. Neka je P, ortogonalna projekcija tocke P na
x-0s, a P, ortogonalna projekcije tocke P na y-os. Ako je §; ortogonalna projekcija tocke
S na x-os, tada je |OS (| = |S1P1]|1|X1S 1] = |51 X5], odakle slijedi |OX,| = |X,P;| 1 konacno

|0X1| + |0X,| = |OP,| odnosno x; + x; = p.
Iz potencije toCke O na kruZznicu slijedi da je

|0X,|-10X;| = |OA| - |OP,| odnosno  xjx, = q.
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Za konstrukcijsko rjeSavanje kvadratne jednadZbe dovoljno je odrediti srediSte kruZnice
S jer pomoéu polumjera SA lako konstruiramo traZenu kruZnicu. Kada je ¢ # 1, tada
kruznica sijeCe os ordinata u dvije tocke, A i P,, a vrijedi |OP,| = |P,P| = g, pase S dobiva
kao sjeciSte simetrala duzina OP,iAP,.

Poseban slucaj predstavlja rjeSavanje jednadzbe x*> — px — 1 = 0 jer se tada srediste
S, poloviste duzine AP, poklapa s polovistem duZine OP;. Ovaj poseban slu¢aj pojav-
ljuje se u drugom i treCem koraku prethodno navedene analize za konstrukciju pravilnog
sedamnaesterokuta.

Slika 2.2: Konstrukcija rjeSenja X; i X, kvadratne jednadzbe x*> — px— 1 =0

Carlyleov teorem moZe se poop€iti na rjeSavanje kvadratne jednadzbe oblika x* — px +
ab = 0. U tom sluc¢aju konstruiramo kruznicu ¢iji jedan promjer ima krajnje tocke A(0, a)
1 P(p, b). Kada se stavia = 11 b = g dobiva se Carlyleov teorem.

Prema tome, wy 1 w; se dobiju kao presjeci x-osi 1 kruznice €iji je promjer odreden

tockama (0, 1) 1 (=1,—-4); wy kao presjek x-osi i kruZnice sa srediStem u (O, %) koja
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prolazi kroz (0, 1), pri ¢emu se bira toCka presjeka udaljenija od ishodiSta; wy; kao presjek
x-osi 1 kruznice sa srediStem u (0, %) koja prolazi kroz (0, 1), pri ¢emu se bira to¢ka
presjeka blize ishodiStu; wyyy kao presjek x-osi 1 kruznice €iji je promjer odreden toCkama
(0, 1) 1 (wgo, wo1), pri Cemu se bira veca vrijednost.

2.2 Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta
uzastopnim rjeSavanjem kvadratnih jednadzbi

Uz pomoc¢ Carlyleovog postupka, rjeSavanjem niza kvadratnih jednadzbi, upisat ¢emo pra-
vilan sedamnaesterokut u jedini¢nu kruZnicu sa srediStem u ishodistu O koordinatnog sus-
tava. Neka je T, presjek te kruZnice s pozitivnim dijelom x-osi.

Prvo treba (konstrukcijski) rijesiti jednadzbu

X+x—-4=0.

Koriste¢i Carlyleov teorem za rjeSavanje kvadratne jednadzbe x*> + x — 4 = 0, konstru-
iramo kruZnicu nad promjerom AP, pri cemu je A(O, 1), a P(—1,—4). Neka ova kruzZnica
sijeCe pozitivan dio osi apscisa u tocki Ey(wy, 0), a negativan dio osi apscisa u tocki E;(wy, 0).

U sljedeéa dva koraka treba rijeSiti kvadratne jednadZbe

X -wx—1=0 i X¥*-wx-1=0
¢iji je slobodan ¢lan —1, a u tom slucaju se srediSte traZzene kruZnice nalazi na osi apscisa.
U oba slucaja potrebno je konstruirati samo vece rjesenje kvadratne jednadzbe.

Za jednadZzbu x*> — wox — 1 = 0 srediste Carlyleove kruZnice je u tocki Fy, polovistu
duzine O_EO, a za jednadzbu x> —wix—1=0utocki Fy, polovistu duzine OFE;. Za kons-
trukciju veéeg rjeSenja jednadzbe x> —wox — 1 = 0 opisimo luk kruZnice sa sredistem u Fy,
polumjera AF, koji sije¢e pozitivan dio x-osi. Tu to¢ku oznacimo sa G. Za konstrukciju
veéeg rjeSenja jednadzbe x> — w;x — 1 = 0, na analogan nacin opiSemo luk kruZnice sa
srediStem u F, polumjera AF, koji sije¢e pozitivan dio x-osi. Tu to¢ku oznacimo sa G,.
Tada je

|0Gol =woo 1 0G| = wo;.
Ostaje jos konstruirati vece rjeSenje jednadzbe x> — wyox + wg; = 0. U tocki G, podig-

nemo okomicu na x-0s i na njoj oznacimo tocku Q takvu da je

|GoQ| = 10G,|.

KruZnica ¢&iji je promjer AQ i srediite tocka M, sijede pozitivan dio x-osi u tockama I i J.
Sa I oznac¢imo toCku koja je udaljenija od ishodiSta koordinatnog sustava. Tada za to¢ku
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S, poloviste duZine OI, vrijedi

0S| = cos 2—7T

[051= cos 77
Sa T, 1 T7 oznaimo sjeciSta normale na x-os konstruirane u tocki S s jedinicnom kruzni-
com sredista O i polumjera OT. Tocke T7, T; i T, predstavljaju tri uzastopne tocke pra-
vilnog sedamnaesterokuta upisanog u jedini¢nu kruZnicu. Ostale to¢ke pravilnog sedam-
naesterokuta lako se konstruiraju prenosenjem duljine osnovice 71T, uz pomo¢ Sestara.

Slika 2.3: Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta direktnim rjeSavanjem kvadratnih
jednadzbi
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2.3 Callagyjeva konstrukcija pravilnog
sedamnaesterokuta

Konceptualno jednostavnu konstrukciju pravilnog sedamnaesterokuta dao je, bez dokaza,
engleski matematicar James J. Callagy 1983. godine. L
Neka je dana jedini¢na kruZnica sa srediStem O i neka je OT, njen polumjer. Neka je

na kruznici odabrana toc¢ka B takva da vrijedi OB L OT}, te tocka C takva da vrijedi OC L
OB|

OB. Na polumjeru OB konstruiramo to¢ku E takvu da je |OE| = 1081 i konstruiramo pravac

ET,. Neka u pravokutnom trokutu AT;EQO simetrala unutarnjeg kuta pri vrhu E sijeCe
nasuprotnu katetu OT u tocki F 6, a simetrala vanjskog kuta pri vrhu E sijeCe produzetak
nasuprotne katete u tocki F 1

Promotrimo pravokutni trokut AOTE s pravim kutom pri vrthu O. Duljine kateta tog

1 17
trokuta su |OT;| = 11 |OE| = 7 pa je hipotenuza duljine |[ET| = £ Teorem o simetrali

unutarnjeg kuta trokuta tvrdi da simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli tom kutu nasu-
protnu stranicu u omjeru preostalih stranica. Dakle, ako promotrimo simetralu <OET,
vrijedi

I0Fi| _ 10k
\FyTy| — |IThEl
odakle slijedi .
OF)| 3
1-10F) V17’
4
paje
OF) = 1 :—1+x/ﬁ:1_—1+«/ﬁ:1.w(}
1+ V17 16 8 2 8

Analogno tome, iz pravokutnog trokuta AOCE s pravim kutom pri vrhu O, dobije se
1
OF{| = = - wy.
| 1| 3 1

Neka je tocka G, presjek kruZnice sa srediStem F, radijusa F(E i pravca OT| (sjeciSte

s desne strane tocke O), a toCka G presjek kruZnice sa srediStem F{, radijusa F| E i pravca
OT, (sjeciSte s desne strane tocke O). Iz prethodne konstrukcije slijedi
Wol

oG} = —.
0G| =~

Woo

0G| =
10Gol =~
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Konstruirajmo kruZnicu ¢iji je promjer duzina CG/. Presjek te kruznice i pravca OB, s do-
nje strane to¢ke O, oznac¢imo sa H. Koristeci svojstvo potencije tocke na kruznicu, imamo

|OHI* = |0C| - |0G1],

a kako je |OC| = 1,to je
VWoi
7
S donje strane pravca OT; konstruirajmo polukruznicu Ciji je promjer duzina OGj i na
njemu toCku K takvu da je |OK| = |OH|. Trokut AOKGj je pravokutan pa je

|OH| =

IKG)* = |0G)I* - |OK[
:Y&_ﬂl
16 4
_ W(2)0 4W01
B 16
odakle slijedi
Wéo — 4W0 1
|KGj| = n

Neka kruznica sa srediStem u G, polumjera G K, sijece duZinu G{T u tocki S. Tada je

0S|

0G| +1GS|

2
Woo WO

4 4
Woo + /W(Z)O - 4W01
4 b

pa je |OS| ocigledno polovina veéeg rjeSenja kvadratne jednadZzbe

0 4W01

X2 — woox + wo; = 0.

Dakle,

Wﬂ:%?:wﬁ7

Prema tome, presjek polazne kruznice i okomice konstruirane u tocki S na promjer CT su
tocke T, 1 T7 upisanog pravilnog sedamnaesterokuta.
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Slika 2.4: Callagyjeva konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

2.4 Von Pfleidererova konstrukcija pravilnog
sedamnaesterokuta

Christoph Friedrich von Pfleiderer, profesor matematike i fizike u Tiibingenu, prvi je na

osnovi Gaussove analize konstruirao pravilni sedamnaesterokut i konstrukciju opisao (bez

dokaza) u pismu Gaussu 1802. godine. Ova konstrukcija je objavljena javnosti tek 1917. go-

dine.
Konstruirajmo jedini¢nu kruZnicu sa srediStem u toc¢ki A(0, 1). Neka kruznica odredena

1 _
srediStem E ~5 0] 1 polumjerom ET, gdje je T(0,2), sijeCe x-os u tockama Ey i E, pri

¢emu je E, toc¢ka na pozitivnom dijelu, a E; na negativhom dijelu x-osi.
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Tada vrijedi

1
|OEo| = |EEo| - |OE| = |ET| - |EO| = V|OTP + |OEP* - 3

/4+1 1 1+x/ﬁ_
4 2" T T

|OE,| = —

Analogno se dobiva da je

V17
2

= Wi.

1
2

27

Slika 2.5: Von Pfleidererova konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

Nadalje, na x-osi konstruiramo tocke Fy i F'; takve da vrijedi

OFE OFE
| o|:@ i |0F1|=| 1|:ﬂ.

OFol = =5 2 2 2
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Zatim opiSemo kruzni luk sa sredi§tem u Fy, polumjera FyA i neka je tocka H, presjek
tog kruznog luka s negativnim dijelom x-osi. OpiSemo i kruZni luk sa srediStem u F,
polumjera F,A i neka je tocka H, presjek tog kruznog luka s negativnim dijelom x-osi.

Za razliku od prethodnih konstrukcija, von Pfleiderer nakon geometrijskog rjeSavanja
kvadratnih jednadzbi

P-wex—1=0 i ¥*-wx—-1=0

u kojima odabire manja rjeSenja, tj. |OHy| = wio 1 |OH| = wy,, rjeSava jednadzbu
x2 — WX +wp = 0.

U tocki H, konstruiramo okomicu na x-os, s donje strane x-osi, 1 na njoj odredimo to¢ku
P takvu da je |HyP| = |OH,|. Neka kruznica promjera AP sijeCe negativan dio x-osi u tocki

K. Tada vrijedi
2n T
OK| = =2cos8—= = —-2cos —.
| | = woio 17 17
Ako iz totke O konstruiramo kruZnicu polumjera OK, ona ¢e sjeéi jedini¢nu kruZnicu u
tocno dvije tocke, T, i T17. Ako stavimo 7' = T, dobivamo tri uzastopne tocke pravilnog

sedamnaesterokuta. Ostale tocke dobijemo pomocu Sestara.

2.5 Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta samo
Sestarom

Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta samo Sestarom pronadena je relativno kasno.
Naime, 1895. godine, njemacki matematicar Felix Klein se u svojoj knjizi o elementar-
noj geometriji pozalio da mu nije poznata spomenuta konstrukcija. Dvije godine poslije,
francuski matematicar Louis Gérard, objavio je konstrukciju pravilnog sedamnaesterokuta
izvedivu samo Sestarom.

Neka je u koordinatnom sustavu dana jedini¢na kruZnica sa srediStem u ishodiStu O.
Neka je B presjek kruznice i negativnog dijela x-osi. OpiSimo kruZnicu sa srediStem u tocki
B, polumjera OB. Presjek te i jedini¢ne kruZnice ozna¢imo tockom C. Presjek kruZnice sa
sredidtem u C polumjera OB i jedini¢ne kruZnice ozna¢imo sa D. Kona¢no, kruZnica sa
srediStem D polumjera OB sijece jedini¢nu kruZnicu u to¢ki 7. Trokut ABCT) je pra-
vokutan, s pravim kutom pri vrhu C, jer je C totka nad promjerom BT,. Buduéi da je
tocka C na kruZznici sa srediStem B i polumjerom |BO| = 1, a |BT,| = 2, iz ABCT; slijedi
|ICT,| = V22— 12 = V3. Analogno, iz pravokutnog trokuta AT, DB, s pravim kutom pri
vrhu D, slijedi |BD| = V3. Dakle, |BD| = |T;C| = V3.
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Neka se kruZnica sa sredistem B polumjera BD i kruZnica sa srediitem T, istog polu-
mjera, sijeku u tockama H 1 H'. 1z pravokutnog trokuta ABOH s pravim kutom pri vrhu O
vidimo da je

|OH| = |BHP> - |0B]> = V|BD]> — |OB2 = V3 -1 = V2,

a to je upravo duljina stranice kvadrata upisanog u jedini¢nu kruznicu. Neka kruZnica sa
srediStem B, polumjera OH, sijece jedini¢nu kruZnicu u tockama A i A’. Te tocke su upravo
presjeci jedini¢ne kruZnice s y-osi.

Odredimo sada tocke F (%, O) 1F (

Wi

5 0). Iz prethodne konstrukcije poznato je da

) . A . 1 i 17 o
su tocke Fy 1 F; sjeciSta x-osi i kruZnice sa srediStem (_4_1’ 0) , polumjera % Ako Zelimo

.. Lo C w1
ove tocke odrediti samo uz pomoc Sestara, postupak je sljedeci: u tocki (_4_1’ 0| konstru-

iramo okomicu na os apscisa i odredimo presjek te okomice s jedini¢nom kruznicom. Ta
okomica je upravo simetrala duZine odredene to¢kom O i polovistem duZine OB. Najprije
odredimo poloviste polumjera OB, to neka je tocka S. Neka kruZnica sa sredistem B, po-
lumjera BA, sijeCe kruZnicu sa sredi$tem 7T polumjera 1 u totkama K i K’. Koordinate
toCaka K i K’ dobivaju se rjeSavanjem sustava jednadzbi

+12+y*=(V2)2 i (x=1>+y* =1,

1
pa dobivamo da je apscisa tocaka K i K’ jednaka —.

Konstruirajmo dvije kruznice polumjera 1, jednu sa sredisStem K i drugu sa srediStem
K’. SaT; 1S oznacimo njihova sjeciSta. Tocka S je osnosimetri¢na tocki 7, u odnosu na
pravac KK’, paje S poloviste duzine OB. Neka kruZnica sa srediitem S polumijera 1 sijece
jedini¢nu kruZnicu (pocetnu, sa srediStem u ishodiStu) u tockama N i N’. U tom slucaju

tocka N pripada simetrali duZine OS. Buduéi da se ta simetrala nalazi izmedu to¢aka O i
— 1 1
S, atocka S je poloviste jedini¢ne duzine OB, jednadZba simetrale je x = 7 tj. xy = T

Ordinata tocke N, tj. yy dobije se iz pravokutnog trokuta u kojem je x% +y% = |ONJ*. Totka

2
N pripada jedini¢noj kruZnici pa vrijedi y2 = 1% — (4_1) , odnosno

)
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Slika 2.6: Gérardova konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta samo Sestarom

Buduci da su tocke A 1 B zadane koordinatama (0, 1) i (—1,0), to je njihova udalje-
nost jednaka V2. Neka kruZnica sa sredi§tem N polumjera |JAB| = V2 sije¢e kruZnicu sa
srediStem N’ istog polumjera u tockama F i F, pri ¢emu je Fy na pozitivhom dijelu x-osi.
Jasno je da je |[FoN| = V2. Tada vrijedi

1
|OF| + i |FoNI2 = y2,
[, 15 1 1 V17
|0F0|: 2___—:——4——:@.
16 4 4 4 3

12
Analogno se iz &injenice |[FN|* = (|F10| - Z) + y3 dobiva

pa je

|OF,| = -
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Sad prelazimo na drugi i treci korak konstrukcije. Neka jedini¢na kruZnica sa srediStem F)
sijee kruZnicu sa srediStem A, polumjera OF, u tocki Ly tako da je OF,LyA pravokutnik.
Nadalje, jedini¢na kruZnica sa srediitem F sije¢e kruZnicu sa sredi$tem A’, polumjera OF
u tocki L) tako da je OA’LjF, pravokutnik. Analognu konstrukciju izvodimo i s toCkom
F,. Dakle, to¢ku L; dobivamo kao presjek jedini¢ne kruznice sa srediStem F; 1 kruZnice sa
sredi§tem A, polumjera OF, tako da je OAL,F, pravokutnik, a L' dobivamo kao presjek
jedini¢ne kruZnice sa srediStem F; i kruZnice sa sredi§tem A’, polumjera OF, tako da je
OF LA’ pravokutnik.

Neka kruZnica sa sredistem u to¢ki Ly polumjera FyH sijece kruZnicu sa sredistem L
polumjera FoH u tocki Gy, desno od LoLj,. Dakle |FoH| = |GoLy|. Tada je

W
0G| = |OF,|+|FyGyl = 7‘) + VIGoLo2 — [FoLol?

- % + VIOFo + [OHP — |FoL,P
2 wo + W2+4
TN [TV PR i
2 2 2

pa je |0OG| pozitivno rjeSenje kvadratne jednadzbe x> — wox — 1 = 0, tj. |OGo| = woo.
Neka kruznica sa srediStem u toCki L; polumjera F'| H sijeCe kruznicu sa srediStem L}
polumjera F'y H u tocki G, desno od L;L}. Tada je

|0G ||

w
|OF\| + |F\G,| = 71 + VIGILP — |F{ L,

= 2L+ VIOF P+ OHP = FiLiP
Wi Wi 2 wy + 1[W%+4
= 22 v2-12 —X
2 (2) 2

pa je |OG,| pozitivno rjeSenje kvadratne jednadzbe x> — w;x — 1 = 0, tj. |OG,| = wy,.
Konstruiramo tocke M i M’ kao presjeke kruZnica sa srediStima u toc¢kama O i Gy,
polumjera BG. Tada je apscisa tocke M, buduci da se ona nalazi na simetrali duzine OG,

duljine wy, jednaka %, a ordinata je

2 2 5
N L e 2 TR

Neka se kruznice sa srediStima M 1 M’, istog polumjera G, C, sijeku u tockama / 1 J, pri
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¢emu vrijedi |O1| > |OJ|. Duljina polumjera tih kruznica jednaka je

2
1\’ 3 T
|G1C| = \/|G1S|2 + |SC|2 = J(W()] + 5) + (%J = W(Z)1 + wor + 1.

Woo \MM'|\
0J1 — 4+ MI? -
|01 > \/| | ( > )

2
Woo w
= 74— \/W(2)1+W01+1—(1+W01)2+%

w2 —
Woo WOO 4W01

+
2 2
pa je |Ol| vece rjeSenje kvadratne jednadZzbe X2 —woox +wo; = 0. Analogno se dobiva da je
drugo rjeSenje te kvadratne jednadZzbe

Tada je

2
w
w 0
oj=2-X
2 2
Kada iz tocke I opiSemo kruzni luk polumjera 1, on sijeCe pocetnu jedinicnu kruZnicu u
dvije tocke. Te tocke, T i1 Ty7 su tocke trazenog pravilnog sedamnaesterokuta, upisanog u

jedini¢nu kruZnicu.

0~ 4W01

2.6 Potencija tocke i kvadratna jednadZzba

U sljede¢im konstrukcijama pravilnog sedamnaesterokuta koristi se drugacije graficko rje-
Savanje kvadratnih jednadZzbi. Za graficko rjeSavanje kvadratnih jednadZbi moZemo primi-
jeniti potenciju tocke u odnosu na kruznicu.

Primjerice, treba rijesiti kvadratnu jednadZbu

Ptax-0*=0 & x(x+a)=">b%

: v .y . . a . . .
Prvo konstruiramo kruZnicu sa srediStem O i1 polumjerom 5 Konstruiramo proizvoljan

polumjer OA i u to¢ki A tangentu na kruZnicu. Na toj tangenti konstruiramo duZinu AB
duljine b. Konstruiramo pravac BO. Taj pravac sijeCe kruznicu u tockama C i D. Tada
vrijedi (potencija tocke obzirom na kruZnicu)

IBC| - |BD| = |ABF,
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Sto je ekvivalentno sa

x(x + a) = b*.

Slika 2.7: Graficko rjeSavanje uz pomo¢ potencije tocke (1)

Ako slobodan ¢lan kvadratne jednadzbe nije izrazen kao suprotan kvadratu, jednadZbu
je moguce graficki rijeSiti ako prethodno konstruiramo korijen slobodnog Clana. Primje-
rice, jednadzbu

2
Y-ax+b=0 x(a—x):(\/E)
rjeSavamo na sljedeci nacin: konstruiramo horizontalan pravac i na njemu oznac¢imo duzinu
AB duljine b. Na tom pravcu konstruiramo tocku E takvu da vrijedi |BE| = 1. Potom kon-
struiramo kruznicu kojoj je AE promjer. Neka su to¢ke F i H presjeci okomice podignute u
tocki B na pravac AB. Vrijedi |BF|-|BH| = |AB|-|BE| = b. U toc¢ki F opiSemo kruznicu po-
a
lumjera > i neka ona sijeCe pravac AB u tocki O. Zatim konstruiramo kruZnicu sa srediStem

O polumjera g i neka ona sijece pravac AB u to¢kama C i D. Ako stavimo |BC| = x, tada
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je |BD| = a — x. Vrijedi
|BC| - |BD| = |BF| - |BH|,

Sto je ekvivalentno sa

x(a—x):(\/l;)zzb.

2 —ar+b=0

Slika 2.8: Graficko rjeSavanje uz pomoc potencije tocke (2)

2.7 Ampereova konstrukcija pravilnog
sedamnaesterokuta

Francuski matematicar i fiziCar Andre-Marie Ampere je, na sastanku francuske akade-
mije znanosti, 1835. godine prikazao crtez vrlo jednostavne konstrukcije pravilnog sedam-
naesterokuta. Njegova konstrukcija koristi geometrijsko rjeSavanje kvadratnih jednadzbi
pomocu potencije to¢ke na kruZnicu.

Neka je OA vertikalan polumjer u jedini¢noj kruZnici sa sredistem O. U toc¢ki A kons-
truiramo tangentu na kruZnicu i na njoj tocku E, s lijeve strane tocke A, takvu da vrijedi

|OA|

|AE| = 7 Neka kruZnica sa sredi$tem E, polumjera OE, sijece tangentu u tockama Fy i
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F, tako da je F, s desne strane tocke A. Tada su |OFy| i |OF| polovine rjeSenja kvadratne
jednadzbe x> + x —4 = 0, j.

Wo . Wi
OFy| = — OF| = —.
|OF)| ) 1 |OF| )
Jednadzbe
¥-wx—1=0 i X*>-wx—-1=0
rjeSavaju se koriStenjem potencije tocke na kruZnicu (ovdje je slobodan ¢lan suprotan kva-
dratu).

Slika 2.9: Ampereova konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

Konstruiramo pravce OF( 1 OF, te opiSemo luk oko tocke F( polumjera FyA tako
da sijece OF; u tocki Gy s one strane tocke Fj s koje nije tocka O. Na analogan nacin
opisemo luk oko to¢ke F; polumjera FA tako da sijeCe OF; u tocki G, izmedu to¢aka O
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i F|. Veée rjeSenje jednadzbe x> — wox — 1 = 0 je vece i po apsolutnoj vrijednosti pa je
woo = |0G, a veée rjeSenje jednadzbe x*> — wx — 1 = 0 je manje po apsolutnoj vrijednosti
pa je wo; = |0G|.

Za rjeSavanje jednadZbe x> — wgox + wo; = O primjenjuje se graficko rjeSavanje jed-
nadzbi pomocu potencije tocke (za slucaj kada slobodan ¢lan nije suprotan kvadratu). Prvo
konstruiramo korijen iz vrijednosti wyg; = |OG,|. Neka je R presjek pravca OG, 1 polazne
kruZnice s one strane tocke O s koje nije to¢ka G;. U odnosu na prethodnu konstrukciju,
tocka R dobiva se jednostavnije. Tada je |OR| = 1. Ako upiSemo polukruznicu kojoj je G|R
promjer i oznac¢imo sa S presjek te polukruZnice i pravca OF) (s gornje strane tocke O), u
kruznici &iji promjer je G{R vrijedi

|0S® = |0G)| - |OR| = |0G,|.

Na pravcu OGq, s one strane tocke O s koje je tocka Gy, treba odrediti tocku N tako da
. _|0G,|
je ISN| =
polumjera |OL|, tako da sijeCe OG, u tocki N koja je s iste strane tocke O s koje je 1 tocka
G1. OpiSimo kruZzni luk sa srediStem N polumjera |NS| = |OL|. Neka taj luk sijeCe pravac
OG; u tocki J tako da je tocka O izmedu toc¢aka J i N.

Ako opiSemo kruZnicu sa srediitem A polumjera OJ, tada u presjeku s jedini¢nom
kruznicom dobivamo dvije uzastopne tocke pravilnog sedamnaesterokuta.

. Neka je tocka L poloviste OG,. Opisemo kruzni luk sa srediStem S,

2.8 Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta samo
ravnalom

Konstrukciju pravilnog sedamnaesterokuta, upisanog u kruznicu, samo ravnalom objavio je
1842. godine, bez dokaza, njemacki matematicar von Schtaut. Dokaz je objavio njemacki
matematicar Schroter tek 1872. godine.

Najprije ¢emo opisati Steinerovu konstrukciju koja omogucava rjeSavanje kvadratne
jednadZbe x> + px + g = 0 pomodu ravnala i jedne fiksne jedini¢ne kruZnice.

Teorem 2.8.1 (Steiner). Neka je dana kvadratna jednadZba
X 4+px+qg=0, p#0,

s realnim koeficijentima p, q, koja ima realna rjeSenja. Neka je dana jedinicna kruZnica
sa sredistem u ishodistu koordinatnog sustava. Neka su dane tocke A(0,1) i B(0,—1) te
konstruirane tangente y = 1 iy = —1. Neka su na tangentama konstruirane tocke D i C

4 4
takve da je |AD| = —=, 1. D(——,l) i1Bc| = -2 4. c(—i,—l). Sa M i N oznacimo
p p p p
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presjeke pravca CD s jedinicnom kruznicom. Konstruiramo pravce AM i AN. Neka je
presjek pravca AM s tangentom konstruiranom u tocki B oznacen sa X,(x1,—1), a presjek
pravca AN s tangentom konstruiranom u tocki B sa X,(x,,—1). Tada su x, i x, rjeSenja
polazne kvadratne jednadZzbe.

Slika 2.10: Konstrukcija rjeSenja kvadratne jednadzbe x> + px + g = 0

Dokaz. Promotrimo trokute AAMB i AABX;. Ti trokuti su sli¢ni prema K-K-K teoremu,
pa vrijedi
|AM| : |AB| = |AB| : |AX|

iz Cega se dobiva da je
|AM| - |AX,| = |ABJ.
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Potpuno analogno, iz sli¢nosti pravokutnih trokuta AANB i AABX, dobivamo
AN| - |AX,| = |ABP

pa vrijedi
IAM| - |AX,| = |AN| - |AX,| = |AB* = 4.

Iz ove jednakosti slijedi da tocke M, N, X, i X, pripadaju istoj kruZnici jer to¢ka A ima istu
potenciju u odnosu na tocke M i X, te na tocke N i X,. Upravo zbog toga za tocku C vrijedi
|CX,|-|CX;| = |CM|-|CN]|. Potencija tocke C u odnosu na kruznicu, kojoj pripadaju tocke
A,N, Bi M, jednaka je |CBJ> = |[CM| - |CN| pa dobivamo

ICXil - ICX,| = ICM] - ICN| = |CBP.
Bududi da je |CX| = |BC| + |BX;| i |CX,| = |BC| — |BX,|, vrijedi
(IBC| + |BXi]) (1BC| - |BX:|) = |BC*.

Kada izraz malo sredimo, kona¢no dobivamo

|BX;| - |BX;| _ X%
IBXi| + |BXa|  x1+x

Trokuti AAMO i AX,;MC su sli¢ni pa je

|AD| _ |AM| _ |AM| - |AX,|
IX,Cl  1XiM|  IXiM|-|AX;|

|BC| =

Takoder, vrijedi
[AM| - |AX\| = |ABP, IX\M|-|AX,| = |BX,[,

paje
|AD| _ |ABP?
IX,Cl  |IBX,[*
Slijedi
cxil= 220 1B
|ABJ*
Iz sli¢nosti trokuta AAND 1 AX,; NC analogno dobivamo da vrijedi
|AD| 5
CX;y| = - |BX,|".
CXol = s 1B

Kada se ove dvije jednakosti oduzmu, dobiva se

AD|
|ABJ?

CX\| - 1CXal = Z— (IBX,* - |BX,).
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Kako je |CX;| — |CX;| = |BX;| + |BX>|, odatle slijedi

|AD|
BXi| - |BX3]) =1,
e (BXil = 1BXaD
odnosno 5
AB 4
|AD| = AB] = .
|BX1| + |BX2| X1+ X2
4 4
Konatno, iz —2 = |BC| = -2 = |AD| = —= slijedi x, + x2 = —pixix = q,
X1+ X p X1t+Xx p
pa su x; i x, rjeSenja kvadratne jednadZbe x> + px + g = 0. O

Da bismo uspjesno konstruirali rjeSenja kvadratne jednadZbe pri konstrukciji pravilnog
sedamnaesterokuta, potreban je sljedeci teorem koji omogucuje konstrukciju koeficijenata
jednadzbe u sljedeéem koraku.

Teorem 2.8.2. Neka je dana jedinicna kruZnica sa sredistem u ishodistu koordinatnog
sustava. Neka su tocke presjeka s y-osi tocke A(0,1) i B(0,—1) i neka su u tim tockama
konstruirane tangente na kruznicu, tj. pravciy = 1iy = —1. Neka je na kruZnici dana tocka
M, razlic¢ita od A i B, te neka pravac AM sijece pravac y = —1 u tocki C, a pravac BM
pravac y = 1 u tocki D. Neka je zadana tocka I na promjeru AB takva da je |Al| : |BI| = 4

te neka pravac DI sijece pravacy = —1 u tocki E. Tada vrijedi
4
) |AD| = —,
(i) |AD BC]
AD
(ii) |BE| = |4—|

Dokaz. 1z sli¢nosti pravokutnih trokuta AABC i ADAB slijedi da je
|AD| : |AB| = |AB| : |BC]

odnosno
|IAD| - |BC| = |AB]* = 4

4
iz Cega slijedi |AD| = BCT odnosno tvrdnja (7).
Iz sli¢nosti pravokutnih trokuta ADAI 1 AEBI slijedi

|BE| : |BI| = |AD| : |Al

odnosno B
BE| =|AD| - —,
|BE| = |AD| Al

a kako je |Al| : |BI| = 4, slijedi tvrdnja (ii). O
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o D/

/E B=(0-1) C

Slika 2.11: Pomo¢ne konstrukcije za rjeSavanje kvadratne jednadzbe

Sada se svi koraci konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta mogu relativno lako iz-
vesti.

Konstruiramo jedini¢nu kruznicu i pravce y = 1 iy = —1. Na pravcu y = 1 ozna¢imo
toC¢ku (-4, 1), a na pravcu y = —1 tocku (4, —1). Kroz tocke (-4, 1) 1 (4, —1) konstruiramo
pravac i njegove presjeke s jediniénom kruznicom ozna¢imo tockama K 1 L. Na osnovi
Steinerovog teorema, kada iz tocke A konstruiramo pravce kroz tocke K i L, na tangenti
y = —1 dobivamo tocke Wy(wg, —1) 1 Wi(wy, —1). Pri tome su vrijednosti wy i w; rjeSenja
kvadratne jednadzbe

¥4+ px+q=0.

4
Vrijedi da je —4 = —— i 4 = - pa slijedi da je
p p
p=1 1 g=-4,
odnosno wy 1 w; su rjeSenja kvadratne jednadzbe

C+x—4=0.
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K
F=(4,-1)

wy B

Slika 2.12: Konstrukcija rjeSenja jednadzbe x> + x —4 = 0

Prijedimo na drugi korak, tj. nalazenje veceg rjeSenja jednadZzbe
X —wox—1=0.

Konstruiramo pravac BK 1 njegov presjek s pravcem y = 1 oznaCimo sa F. Na os-
novi prethodnog teorema 1 tvrdnje (i) vrijedi |AF| = —. Konstruiramo pravac F1, gdje
je I tocka koja pripada polumjeru AB i za koju vrijedi |Al| : |BI| = 4, i njegov pre-
sjek s pravcem y = —1 ozna¢imo sa M. Prema tvrdnji (ii) prethodnog teorema vrijedi

AF 1
|BM| = % = —. Presjek pravca FI s jedinicnom kruznicom ozna¢imo to¢kama K i K,
Wo

kao na slici. Analogno, presjek pravca G1, gdje je G tocka presjeka pravca BL s pravcem
y = 1, s jedinicnom kruZnicom oznalimo sa L; i Ly, kao na slici. Presjeke pravca AKj
i pravca ALy s pravcem y = —1 ozna¢imo sa wyy 1 wyg. Te tocke su rjeSenja kvadratne
jednadzbe

¥ +px+qg=0,



POGLAVLIJE 2. KONSTRUKCIJE PRAVILNOG SEDAMNAESTEROKUTA 42

u kojoj je
4 Wo 1
:——:—4~—:— 1 ——p | —-—— :_1
p |AF| 4 wo 1 ¢4 p ( wo) ’

tj. woo i wyo su rjeSenja jednadzbe x*> — wox — 1 = 01 wyg je vece rjeSenje te kvadratne
jednadzbe.

Slika 2.13: Konstrukcija rjeSenja jednadzbe x> —wox—1=0ix* —w;x—1=0

U tre¢em koraku konstruiramo rjeSenja wy; 1 wy; kvadratne jednadzbe
X-wx-1=0,

potpuno analogno kao i u drugom koraku i wy; je ve€e rjeSenje zadane kvadratne jednadzbe.
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Presjek pravca AK; s pravcem y = —1 je rjeSenje wyo, a presjek pravca AL; s pravcem
y = —1 je rjeSenje wy, odnosno ti presjeci su rjeSenja jednadzbi
X—wex—=1=0 i ¥*-—wx—1=0.

Prijedimo na Cetvrti korak konstrukcije. Konstruiramo pravac BK, i1 njegov presjek
s pravcem y = 1 ozna¢imo sa H. Na osnovi prethodnog teorema i tvrdnje (i) vrijedi

4
|AH| = —.
Woo

A H F @1

o
T,
| T
> 17
L
B
Wo1
R

Slika 2.14: Konstrukcija veceg rjeSenja jednadzbe x> — woox — wo; = 0

Wo Wo00 Yoo

Kroz tocke (4, 1) i wy; konstruiramo pravac i neka on sijece y-os u tocki R. Neka je s
duzina na pravcu y = —1 od to¢ke B do tocke presjeka pravca RH i pravcay = —1. Na
osnovi Talesova teorema o proporcionalnosti vrijedi

S Woi wor 4 _ Woi

AH T a0 PAle s=Tne s

Kada iz tocke A konstruiramo pravac koji prolazi kroz tocku koja je presjek jedini¢ne
kruznice i pravca RH, na pravcu y = —1, na osnovi Steinerova teorema dobivamo rjeSenja



POGLAVLIJE 2. KONSTRUKCIJE PRAVILNOG SEDAMNAESTEROKUTA 44

kvadratne jednadzbe

4
¥ +px+q=0 ukojojje p:—m:—woo 1 qg=—-sp=wo.

o . y : : 2n y :
Vece rjeSenje, na slici oznaceno sa wyy jednako je 2 cos 7 Ako pravac kroz tocku A i
Wooo presijeCemo s pozitivnim dijelom x-osi, dobit ¢emo tocku koja je od ishodista koordi-

. v T R . . .
natnog sustava udaljena tocno cos (e U toj tocki konstruiramo okomicu na x-os. Presjek

te okomice i jedini¢ne kruznice su to¢ke 7, i Ty; pravilnog sedamnaesterokuta. Tocka T}
je tocka s koordinatama (1, 0).

2.9 Graefeova konstrukcija pravilnog
sedamnaesterokuta

Kombinacijom Carlyleovog i1 Steinereovog grafickog rjeSenja kvadratne jednadzbe dobiva
se efektna kostrukcija pravilnog sedamnaesterokuta koju je 1910. godine objavio njemacki
matematicar Heinrich Franz Konrad Karl Friedrich Graefe. Konstrukcija je sljedeca.

U jedini¢noj kruZznici sa sredi$tem O konstruira se promjer AoB, kao na slici. U to¢ki
B konstruira se tangenta i na njoj se odredi tocka P takva da je |BP| = |A¢B|. Zatim se
opise kruZnica sa sredi§tem D polumjera OD, gdje je tocka D poloviste OB. Konstruira se
pravac DP i njegov presjek s kruznicom (D, OD) oznalimo sa U i V. Neka pravac QU

sijeCe konstruiranu tangentu u tocki Fy, a pravac OV u tocki F;. Vrijedi

wo . Wi
BFy| = — BF || = —.
|BF| > i |BF,| >

Konstruiramo kruznicu sa srediStem F,, polumjera FyB i njegov presjek sa OF oznacimo
sa R, a presjek kruZnice sa srediStem F; polumjera F'; B sa OF| ozna¢imo sa 7. Promotrimo

. wo \2
pravokutan trokut AOBF,,. Vrijedi |OF|* = |OB* + |BF,[* = 1? + (70) , odnosno |OF| =

2
[ w
1+ ZO' Tada se iz pravokutnog trokuta AOBF, dobiva

w2 W w A4+ w(z)
|OR| = |OF| - |RFo| = |OF,| — |BFy| = \/1 + ZO -2 |2 = |y,

2 2 2

pa je duljina duZine OR po apsolutnoj vrijednosti manje rjeSenje kvadratne jednadzbe

2 —wox—1=0.
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Slika 2.15: Graefeova konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

2
Promotrimo pravokutan trokut AOBF. Vrijedi |OF|* = |OB> + |BF,|* = 1% + (%) ,

2
[ w
odnosno |OF;| = 4/1 + Tl Zatim se potpuno analogno dobiva

w2 W w 1/4+w§
|OT| = |OF,| - |TF,| = |OF,| - |BF,| = \/1+7‘——1: = wal,

2 2 2

pa je duljina duZine OT po apsolutnoj vrijednosti manje rjeSenje kvadratne jednadzbe
X-wx—1=0.

Za rjeSenja wog; i wyo; kvadratne jednadzbe x> — wg, x + wyo vrijedi woo; + wigr = wo; i
Woo1Wi01 = Wio. Takoder, prema ranijoj analizi, vrijedi

6r . 10 7
woor > 0> w1,  wgor = 2cos % 1 Wi = 2cos 1—77( = -2cos 1—7,;

JednadZbu x* —wg; x+wo = 0 grafi¢ki rije§simo Carlyleovim postupkom. Pola konstrukcije
veé imamo. Pravci TO 1 OR sijeku se pod pravim kutom jer je <VOU kut nad promjerom
kruznice. U kvadratnoj jednadzbi x> — wo;x + wio = 0 vrijedi wyo < 0 pa u tocki T treba



POGLAVLIJE 2. KONSTRUKCIJE PRAVILNOG SEDAMNAESTEROKUTA 46

konstruirati okomicu na pravac OV. Odredimo tocku S takvu da je [T'S| = 1 i to tako da
tocke R 1S budu s razli€itih strana pravca OV. Konstruiramo kruZnicu kojoj je RS promjer
i neka on sijece pravac OV u tockama H i K. Tada je

6mr r
ITH| = woo1 = 2cos 17 a |TK|=wip =-2cos e

Konstruiramo kruZnicu sa sredistem B polumjera T H. Neka ona sijece jedini¢nu kruZnicu
desno od promjera AyB u tocki Ag. Zatim konstruiramo kruZnicu sa srediStem B polumjera
TK i neka ona sijece jedini¢nu kruZnicu desno od promjera AgB u tocki A;. Tocke Ag i A7
su dvije susjedne tocke pravilnog sedamnaesterokuta upisanog u danu jedini¢nu kruZnicu.
Ostale tocke pravilnog sedamnaesterokuta se lako dobiju.



Poglavlje 3

Ostale konstrukcije pravilnog
sedamnaesterokuta

Geometrijske konstrukcije rjeSenja niza kvadratnih jednadZzbi koje je postavio Gauss koris-
tile su se za konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta gotovo tijekom cijelog 19. stoljeca.
Jednadzbu x'” — 1 = 0 rjeSavamo eliminacijom trivijalnog rjeSenja x = 1 i supstitucijom

1 . . .
y = x + —. Imamo tzv. simetri¢nu jednadZbu
X
KO P P A R+ x4 1=0
koju najprije podijelimo sa x®. Dobivamo

1 1 1 1
S+ S+ S Hx+—+1=0.
X X X X

1
Uoc¢imo da se u gornjoj jednadzbi pojavljuje osam pribrojnika oblika x* + — - Stavimo
X

x2

[l 5)
YSe =X+ - [{X + | = Skr1 + Sk-15
X X

2
1 1 1

sk:x"+—kiy:sl.UoéimodajesQ:x2+—:(x+—) —2 =y?> -2 te da za svaki
x X

k > 2 vrijedi

paje
Sk+1 = YSk — Sk-1-
Slijedi
535 = ys—si=y -3y,
Si = ys3—s =y -4y’ +2,

47
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ss = ysa—s3=y -5y +5y,

S¢ = yss—s4=)"—6y" +9y* -2,

s1= yss—s5=y =Ty +14y° =y,

s = ys7—S6=y —8°+20y" — 16y* +2,

paje
0 = sg+S7+S¢+855+8S3+83+s8+5+1
= Y4y -0 —6y° + 15y +10y° — 10y* — 4y + 1.

Jednadzbu mozemo faktorizirati, odnosno prikazati kao umnozak dva polinoma cetvrtog
stupnja Ciji su koeficijenti iracionalni. Dakle, dobiva se

Yy =7y —6y° + 15y + 10y° — 10y* — 4y + 1

T 7
_ (y4+ 2\/_y3—3+2\/_y2+(2+\/ﬁ)y—1)

1+ V17 , 3- V17
-(y4+ +2\/_y3— 2\/_y2+(2—\/ﬁ)y—l).

Tek pocetkom 20. stoljeca talijanski matemati¢ar Alessandro Padoa pronaSao je ge-
ometrijski postupak za dokaz konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta koji ne koristi Ga-
ussovu analizu. Njegova ideja je izabrati Cetiri rjeSenja i za njih naéi jednadzbu Cetvrtog

. . . . . .. o 7
stupnja koja odgovara prvom polinomu gornje faktorizacije. Ako sa @ oznacimo kut e
tada trazimo jednadZbu ¢ija su rjeSenja

2cosa, 2cos2e, 2cosda 1 2cos8a.

Veza izmedu kuta 1 njegovog dvostrukog kuta se lako nade te na taj nacin Padoa izbjegava
algebarsku analizu 1 koriStenje kompleksnih korijena iz jedinice. Ipak, Padoino rjeSenje je
bilo dosta komplicirano 1 kasnije je ovaj postupak pojednostavljen. U ovom poglavlju bit
¢e izloZena dva rjeSenja, trigonometrijsko i geometrijsko.

3.1 Geometrijska analiza moguénosti konstrukcije
pravilnog sedamnaesterokuta

Sudedi po tome da se ova konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta nalazi u svim suvre-
menim udZbenicima, ¢ini se da je najpopularnija.
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Neka je dan pravilan 34-terokut upisan u kruznicu. U njemu ¢emo istaknuti jedan
karakteristicni trokut. To je jednakokracni trokut Cija je osnovica stranica pravilnog 34-
terokuta, a krakovi udaljenosti vrhova od srediSta kruZnice. Neka su / i J dva uzastopna
vrha pravilnog 34-terokuta, a A trei vrh karakteristicnog trokuta. Budu¢i da se radi o pra-

vilnom 34-terokutu upisanom u kruZnicu, kut pri vrhu A jednak je % Zbog jednostavnosti

T— —

17 87

= — = 8a.
2 17
U trokutu AAJI konstruiramo niz toCaka, odnosno duZina za koje vrijedi

|JI| = |IH| = |HG| = |GF| = |FE| = |ED| = |DC| = |CB|. Tada je AJIH jednakokraCan pa
vrijedi

¢emo staviti da je @ = % Tada su <AlJ 1 <AJI sukladni i iznose

<«IHJ = <HJI = <AlJ = 8a.

Tada je 1 <JIH = <IAJ = a. Dakle, AAlJ 1 AIJH su sli¢ni.

Trokut AIGH je takoder jednakokraCan jer vrijedi |/H| = |GH|. Tada je
<HGI = <HIG = <AlJ — <HIlJ = 8a — @ = 7a. Budu¢i da je zbroj sva tri kuta u tro-
kutu jednak =, vrijedi </[HG = n — 2<HIG = 17a — 2 - Ta = 3a. U trokutu AHFG je
<«GHF = n— <GHJ — <JHI = 170 — 3a — 8a = 6q, a tada je i <GFH = 6a pa je
<HGF =n—-2<GHF =17a -2 - 6a = Sa.

Analogno se dobiva i da je <FGE = <FEG = 5a, da je <EFD = <EDF = 4q, da je
<DEC = «<DCE =3aidaje <CDB = <CBD = 2a. Budu¢i da je <CBD vanjski kut trokuta
AABC, vrijedi <CBA =2 - <BCA, odnosno

<BCA = a = <BAC = |AB| = |BC|.

Dakle, AABC je jednakokracan.
1z sli¢nosti trokuta AAIJ 1 AIJH dobiva se omjer

|A| : |1J| = |1J] : |JH]|.
Ako pretpostavimo da je |IJ| = 1, tada iz gornjeg omjera slijedi
|All-|JH| = 1.

Promotrimo pravokutni trokut (u trokutu AAIJ) koji nastaje kad iz vrha A konstruiramo
visinu na stranicu /J i njegovu hipotenuzu Al. Primijenimo li poucak o kosinusu na kut

1/2
<JIH = 8a, dobivamo |Al| = /
cos 8a

, odnosno

1

Al| = .
A1l 2 cos 8

Tada, iz jednakosti |Al| - |JH| = 1 slijedi |JH| = 2 cos 8. Analognim postupkom dobivamo
|GI| =2cos7a, |EG|=2cosS5a, |CE|=2cos3a 1 |AC|=2cosa.
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Dakle,
|AI| = |AC| + |CE| + |[EG| + |GI| = 2cosa + 2 cos 3a + 2 cos Sa + 2 cos Ta.

Kada ove vrijednosti uvrstimo u gornji omjer, dobiva se

2cosa +2cos3a +2cosSa +2cosTa 1

1 " 2cos8a’

Slika 3.1: Konstrukcija pomoc¢nih trokuta

Nakon $to na lijevoj strani jednakosti prvi i Cetvrti te drugi i treci pribrojnik transfor-
miramo u umnozak, dobivamo

1
2cos8a’

4 cosdacos3a +4cosdacosa =

Sada na lijevoj strani izlu¢imo 4 cos 4« te zbroj kosinusa pretvorimo u umnozak:

odnosno 16 cos @ cos2a cosde cos 8a = 1.

4 cosda(cosa + cos3a) =
2 cos 8a
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Iskoristimo formulu za kosinus dvostrukog kuta
— a2 L2 2
cos2a =cos“a@—sin"a =2cos"a — 1

iz koje se dobiva
(2 cos @)’ = 2 cos2a + 2.

Odatle slijedi
(2cos2a)’ = 2cosda +2, (2cosda)’ =2cos8a +2,

(2cos8a)* =2cos 16 +2=2cos(m—a)+2 =—-2cosa + 2.

Ako stavimo da je
Xx; =-2cosa, xp=2cos2a, xz3=2cosda 1 x4=2cos8a,
dobiva se da je —2 cos % jedno od rjesSenja algebarskog sustava jednadnadzbi

xf:x2+2, x§:x3+2, x§:x4+2, xi:x1+2,

pri emu vaZzi veza
X1 X2X3X4 = —1.

Rijesimo algebarski ovaj sustav jednadzbi. Kada se od x? = x; + 2 oduzme x% =x4+2,
aod x3 = x3 + 2 oduzme x2 = x; + 2, dobiva se

X%-X%ZXZ—)M, x%—xﬁ:)g—xl
iz ¢ega nakon mnoZenja slijedi
(x1 + x3)(x2 + x4) = —1.

Uvodimo supstituciju u = x;x31v = x; + x3. Tada je

1

XoX4 = ——, Xo+Xq4=——.
u v
Ako sustav zapiSemo u obliku
T-l=x+l, ¥x-l=x+1, ¥5-l=x+1, x-1l=x+1

1 ove jednadZbe medusobno pomnozimo te podijelimo sa (x; + 1)(x; + 1)(x3 + 1)(x4 + 1),
dobivamo
(x1 = Dz = Dz = Dy = 1) = 1.
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Ako sad pomnoZimo prvu i trecu te drugu i Cetvrtu zagradu, dobivamo
(xixzs—x1=x3+ Dxpxy —x—x4+1)=1.

Gornja jednadzba se pomocu u 1 v moZe napisati u obliku

1 1
(u—v+1)(——+—+1):1.
u 1%

Bududidajeu # 01v # 0, ovu jednadZbu mozZemo pomnoziti sa uv # 0 i dobiti
(u—v+Dwuv—v+u) =uv.

Sve medusobno izmnozimo i1 dobivamo

MZV—MV+L£2—MV2+V2—I/tV+MV—V+M:MV,

odnosno, nakon sredivanja,

(u=vuv—-v+u+1)=0.

. .. ) ) ) 3
Ako je u = v, tada, ako pomnoZzimo x; = x, + 2 i x3 = x4 + 2, dobiva se da je u* = —= + 4.
u

1
Analogno se dobiva — = 3u + 4 kada se pomnoZe x3 = x3 + 2 i x; = x; + 2. Dakle, u je

u
zajednicko rjeSenje jednadZbama
w—4u+3=0 i 3uw+4u’-1=0.

Primjenom Euklidovog algoritma na polinome u* — 4u + 3 = 01 3u® + 4u*> — 1 = 0 dobiva
se da su oni medusobno prosti, tj. da nemaju zajednicko rjeSenje. Dakle,

w—-—-v+u+1=0

odnosno
1+u
y = .
1—-u

Ako sad pomnoZimo x7 = x, + 2 i x3 = x4 + 2 dobivamo jednadZbu

(X1X3)2 = XpX4 + 2()C2 + )C4) + 4.

Uvedemo supstituciju i dobivamo
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+u

1
Obzirom da je v = 7 , odatle slijedi

—u
W+ -6 -u+1=0.

Dobivenu simetri¢nu jednadZbu podijelimo sa u* # 0 te dobivamo

1 1
Wt = +u—~-—6=0.
u u

1 1
Uvodimo supstituciju s = u — —. Tada je s*> +2 = u® + —. Konacno se dobiva jednadzba
u u

s +s5s—4=0.

-1+

Njena rjeSenja su sy, = >

, odnosno dobivamo da je

1 -1+ V17

TuT T 2

Tada je u rjeSenje kvadratne jednadzbe

uw - ———u—-1=0,

2

1+u

pa ga je moguce konstruirati pomocu ravnala i Sestara. Obzirom da je v = , moguce

je konstruirati i v. Kako je x;x3 = ui x; + x3 = v, to su x; i x3 rjeSenja kvadratne jednadzbe
x> = 2vx+u=0. .
Time je dokazano da je x; = —2 cos — moguce konstruirati pomocu ravnala i Sestara,

Sto znaci da je pomocu ravnala 1 Sestara moguce konstruirati pravilni 34-erokut, a time 1
pravilni sedamnaesterokut.

3.2 Richmondova konstrukcija pravilnog
sedamnaesterokuta

Da bi se izvela konstrukcija na osnovi jednadZzbi dobivenih u prethodnom poglavlju, po-
trebno je uociti vezu izmedu zbroja 1 umnoska kosinusa kuta o = e odnosno uociti da
vrijedi

(2cos2a)(2cos 8a) = 2cos b6a + 2 cos 10a,
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kao i
—2cosa +2cosda = 2cos 16a + 2cosda = (2 cos 6a)(2 cos 10a).

U prvoj jednakosti je lijeva strana x,x4, a u drugoj x; + x3. Ako se uvede pomoc¢ni kut 8
takav da je

XoX4 =180,
tada je
2cosb6a +2cos 10a = tgg.
) I. e . 1+u .
Kako je x;x4 = —— 1 x; + x3 = vte vrijedi v = 1 ,toje
u —Uu
! 1
t tgef—1
(2 cos6a)(2cos 10a) = — 28 _BA=1 _ (,B— ’—r).
1 1+tgp 4
1+ —
tgp
Medutim, iz uvjeta
s=u—— i s+s—-4=0,

u

1
uzevsi u obzir da je —— = xx4 = (2cos 2a)(2 cos 8a) = tg B, dobiva se da je
u

1 te?B—1 2
s = tgﬁ e — g B = — s
tgp tgp tg2B
paje
4 2
— ——— —4=0,
tg?28  tg2p
odnosno
4(1 —tg’2B) = 2tg2B
1 konacno
2tg28
1-tg228
tj. B8 je rjeSenje trigonometrijske jednadZbe
tgdp = 4.

Neka je By najmanje pozitivno rjeSenje ove jednadzbe. Zbog uvjeta 0 < x,x4 = tgp, kut 8

mora biti Siljasti pa su moguca rjeSenja Sy 1 5y + T Kako je

tg (,8 - ;—T) = (2cos 6a)(2 cos 10a) < 0,
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buduci da je cos 6a > 0, a cos 10a < 0, to rjeSenje By + r otpada.

Sada se konstrukcija lako objasnjava i dokazuje. U jedini¢noj kruZnici konstruiramo
horizontalan promjer AT,. Potom konstruiramo na njega okomit polumjer OK, takav da je
totka K s donje strane duZine AT,. Taj polumjer produZimo s gornje strane totke O, za
malo viSe od pola duljine polumjera.

Neka su Ty, Ty, 15,73, T4 1 Ts uzastopni vrhovi pravilnog sedamnaesterokuta. Neka
je F noziste okomice spustene iz T5 na AT,. Kako je <T30F = 6a, primjenom poucka
o kosinusu na pravokutni trokut AT;0F, s pravim kutom pri vrhu F, dobivamo |OF| =
cos 6. Analogno, ako je G noZiste okomice spustene iz Ts na AT, tada vrijedi |0G| =
cos 10a.

Iz prvog uvjeta dobiva se da je

cos 6a + cos 10« 3 1t :
2 T g e

Dakle, najprije treba konstruirati Cetvrtinu veli¢ine tg 8. Ovo je lako izvesti uzmemo li u

obzir da je tg4f = 4. Podijelimo duZinu OK na &etiri dijela i neka je E to¢ka na OK takva

OK S
daje |OE| = |4—| Podijelimo kut <OBT), na Cetiri jednaka dijela. Neka je C tocka na OT

takva da je
1
<OBC = Z<OBT0.

Tada je
cos 6 + cos 10«

2 9

1
OC|= ~tgf =
|OC] 4gﬂ

tj. to¢ka C je poloviste duZine FG.
Iskoristimo sad drugi uvjet, tj.

1 n
60+ cos 10a = ;g (6 - 7).
cos 6a - cos 10« 4g,8 1

Konstruiramo kut <CBE veli¢ine ;—T tako da je toCka E na pravcu AT). Tada je kut
Vs
<OBE = — —
4 ﬁ

1
pa se zbog |OB| = 1 dobiva da je
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Ako opi$emo polukruznicu promjera ET,, tada je AET,H pravokutan, a OH je njegova
visina na hipotenuzu, pa je

1 (m
Dakle,

1
OHP? = ~ tg(Z —ﬁ) _ cos 6a - cos 10a = |OF| - |0G,

pa totka H leZi na polukruznici &ije je srediste tocka C, a promjer FG. Time je dokaz
konstrukcije zavrSen.

__Konstrukeija se izvodi na sljedeci nacin: u jedini¢noj kruZnici konstruiramo promjer
ATy ina a njega okomit polumjer OK, takav da je to¢ka K s s donje strane promjera AT,. Po-
lumjer OK produZimo s gornje strane tocke O. Polumjer OK podljehmi) nal| Cetiri jednaka

OK

dijela i sa E oznacCimo tocku koja je najbliza tocki O, tako da je |OE| = 1

Slika 3.2: Richmondova konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta
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Kut <T,EO podijelimo na &etiri sukladna dijela i odredimo to¢ku C na promjeru AT,
takvu da je

1
<CEO = 7<T,EO.

= . 7 . .- -— .-
Na duZini BC u vrhu B konstruiramo kut od T Presjek kraka kuta s duzinom AT, ozna¢imo

sa E. Nad duZinom ET s gornje strane opi$emo polukruZnicu. Njen presjek s produZetkom
polumjera OK ozna¢imo sa H. Konstruiramo polukruZnicu sa sredistem C polumjera CH
i neka on sijec¢e duzinu AT, u tockama F i G, kao na slici. U to¢kama F i G konstruiramo
okomice na duZinu AT, one sijeku jedini¢nu kruZnicu u to¢kama T3 i Ts s gornje strane
duZine AT,. Te totke, kao i to¢ka T, pripadaju pravilnom sedamnaesterokutu. Ostale tocke
lako konstruiramo.

3.3 Geometrijski izvod Gaussova dokaza

Ponovo promotrimo karakteristican trokut pravilnog 34-erokuta (vidite sliku 3.1). Os-
novice trokuta AABC, ABCD, A\CDE, ADEF, \EFG, AFGH, A\GHJ 1 AHJI ozna¢imo re-
dom sa yy, ¥, V3, V4, ¥s, Y6, ¥7 1 ¥g. Svi kraci ovih trokuta su duljine 1 pa je

y1 =|AC| =2cosa, y,=|BD|=2cos2a,

y3 = |CE| =2cos3a, y,=|DF|=2cos4a,
vs = |EG| = 2cosSa, y¢=|FH|=2cosba,
v7 =|GJ| =2cosTa, yg=|HI|l =2cos8a,

gdjeje a = % Trokut AA1J je jednakokracan. 1z jednakosti |Al| = |AJ| slijedi

L+ys+ys+ys+ys =y1+ys+ys+y;
odnosno
Y2+tyat+ystys—yi—ys—ys—y7=—1L

Lijevu stranu podijelimo na dva zbroja

Xp=Yr+ys+ys—y1 1 Xp=-y3—=Y5—y7+Ye.

Tada je moguce izraziti i x; x, kao zbroj ipsilona koriste¢i formulu za transformaciju umno-
Ska kosinusa u zbroj. 1z cos @ = — cos(mr—a) 12 cos @ cos 8 = cos(a+f)+cos(a—p) dobivaju
se formule za mnoZenje y; i y; :

i =2+ yai,
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ViVj = Yiej tVi—j zai # J,
Yi = —Yyi7-izai> 8.

Za oduzimanje se koristi apsolutna vrijednost razlike, budu¢i da je kosinus parna funkcija.

Slika 3.3: Konstrukcija pomo¢nih trokuta

Tada je

—x1x = (24 ya+ys —y)Os +ys — Yo +y7)
= Y2Y¥3 tY3¥g + Y3ya — Y1Y3 + Yoys + Ysys + YaYs — Y15
—Y2Y6 — Y6¥8 — YaYe + Y1Y6 + Y2y7 + Y7Y8 + Yay1 — Y1Y7
=S NFYys—=YetYstyitYr—=Ya—Y2t Y3+ Y7+ Y3 —Yat Y1 — Y8~ Yo — V4
Va—Ys Yot Y3— Yo+ Yyr+Ys+tyrtys—YgtYi—Y2—Ye+ Y3~ Yo— )8
= 4dy; — 4y, +4y; — 4y, + 4ys — dys + 4y7 — 4yg
= 4.

Dakle, dobili smo da za x; i x; vrijedi

X1+x=-1 1 xx=-4,
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odnosno da su x; i x, rjeSenja kvadratne jednadzbe x> + x — 4 = 0. RjeSenja ove jednadZbe

su
-1+ V17
5 .
Jedno rjesenje je pozitivno, a drugo negativno. Medutim, |ys| > |ys|, pa je x, < 01 zbog

toga je
-1+ V17 -1- V17
2 ) -x2 :W] = 2 .

Iz ovih jednakosti jasno je vidljivo da je negativno rjeSenje po apsolutnoj vrijednosti vece
od pozitivnog.
Ako se ovaj postupak grupiranja nastavi tako da se x; podijeli na

wWo,1 =

X1 =Wpo =

U=y, +ys, Uy=YyYs—Y1,

tada je
u+ u = xq,

iy = (y2 +y8)ys —y1)
= Yoya — Y1Y2 t Y4ys — V13
= Yot y2—Y3—Y1tystys+ys—y;
= -1,

pasu u; i u, rjeSenja kvadratne jednadzbe u?>—x,u—1 = 0. RjeSenja ove kvadratne jednadZbe

su
x|+ x?+4

Uyp =
2

Bududi da je | /xf +4 > 0, to je rjeSenje sa znakom plusa ispred korijena pozitivno, a sa
znakom minusa negativno. Jasno je da je u; > 0, pa je

X+ 4[XT+4 x| — AfXT+4

2 o = 2

Kako je x; pozitivna veliCina, to je u; vece rjeSenje i po apsolutnoj vrijednosti.
Analogno, kada se x; podijeli na dva pribrojnika

uy =

Vi=Y6e — Y7, V2= —y3—)Ys,

tada je
V1 + Vo = X,
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(V6 = y71)(y3 +¥s)

= Y3¥6 t+ Ys5Ye — Y3Y7 — Y5¥7

= WtV — Yot Y1 +Yr—Yst+tYs =
= 1,

—ViVa

pa su v; i v, rjeSenja kvadratne jednadZbe v2—x,v—1 = 0. Rjesenja ove kvadratne jednadzbe
su

Xt x5 +4
2

Kao i u prethodnom slucaju, rjeSenje sa znakom plusa ispred korijena je pozitivno, a sa
znakom minusa negativno. Jasno je daje v, = —y3 —ys < 0, pa je

Vig =

Xy + x§+4 Xy — x§+4

V1=—2 > V2 = 3

Medutim, x, je negativan broj pa je negativno rjesenje vece po apsolutnoj vrijednosti,
tj. [va| > |vyl.
Promatrajmo sad y, 1 yg. Za njih vrijedi y, > yg > 0, kao 1

Y2+Yys =uU, Yays = —y7+Ye = Vi
Zbog toga su y, 1 yg rjeSenja jednadZbe

2 —uz+v =0.

U * ,luf — 4

2

RjeSenja ove jednadzbe su

{12 =

Oba rjeSenja su pozitivna jer je (/u? —4v; < u;. Vece rjeSenje dobiva se kada se korijen
dodaje, a manje kada se korijen oduzima. Tada je

u; + 1/u%—4vl up — 1/u%—4vl

= 1 =
Y2 > Y8 5

3.4 Erchingerova konstrukcija pravilnog
sedamnaesterokuta

Na osnovi prethodne analize moZe se dokazati Erchingerova konstrukcija pravilnog sedam-
naesterokuta koju je on izlozio 1825. godine. Gauss je napisao pohvalan prikaz Erchinge-
rova izlaganja u kome je ukratko opisao samo konstrukciju, ali sam dokaz Erchingerove
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konstrukcije nije saCuvan niti je poznato da je kasnije negdje objavljen. Dalje u tekstu
dan je Gaussov opis Erchingerove konstrukcije s dodanim objasnjenjima kako bi se dobio
potpun dokaz.

Neka je na proizvoljnom pravcu istaknuta duZina BO. Konstruirat éemo tocke Ey i E;
takve da je |OEy| - |BEy| = |OE,| - |BE,| = 4|BOJ*. Ako je OB jedini¢na duZina, tada u
tocki O konstruiramo okomicu na nju te na njoj ozna¢imo tocku K takvu da je |OK| =
2|BO). Opisemo kruZnicu sa sredistem 7T, polumjera 7K, gdje je T poloviste duZine BO. Ta
kruZnica sijeCe pravac BO u tockama koje zadovoljavaju gornju jednakost jer je okomica
OK zapravo tangenta na kruZnicu promjera BO, a sve tocke na kruZnici sa sredistem T
polumjera TK imaju istu potenciju. Za to¢ku E, vrijedi

IBEo| - |OEo| = |BO| i |BE|-|OE| = 4|BOJ*.

Zbog toga su |BEy| i |OEy| rjeSenja kvadratne jednadzbe x> + x — 4 = 0, a analogno se
dobiva da su |BE| 1 |OE| rjeSenja iste te jednadZbe.

Neka je F, poloviste duZine OE,, a L poloviite duZine OK. Neka kruZnica sa srediitem
F, polumjera F, L sije¢e pravac BO u tockama G, i Hy. Tada, sli¢no kao i prije, vrijedi

GOl - IGoEol = |HoEy| - 1HoO| = |OLF® = 0B,

paje
IGoO| — [GoEol = |0Ey| i 1GoO|-|GoE| = |OBJ,

odnosno |Gy0| i |GyEy| su rjeSenja kvadratne jednadzbe x> — |OEy|x — 1 = 0. Pri tome je
|OE,| po apsolutnoj vrijednosti manje rjesenje jednadzbe x> + x — 4 = 0, a |0Gy| je po
apsolutnoj vrijednosti veée rjeSenje jednadzbe x*> — |OEy|x — 1 = 0, pa je |0OG,| pozitivno
rjeSenje.

Analogno kao i u prethodnom slu¢aju konstruira se poloviste duZine OE}, tj. tocka F.
Zatim konstruiramo kruZnicu sa srediitem F; polumjera F, L te njen presjek s pravcem BO,
s desne strane tocke O, ozna¢imo sa G,. Tada je

IG\E\| = 1G\0| = |OE\| i |G,0|-|G\E| = |0B.

Zbgo toga su |G,0| i |G, E| rjeSenja kvadratne jednadzbe x*> — |OE;|x — 1 = 0. Pri tome
je |OE,| po apsolutnoj vrijednosti veée rjeSenje jednadzbe x> + x — 4 = 0, a |OG,| je po
apsolutnoj vrijednosti manje rjeSenje jednadzbe x> — |OEy|x — 1 = 0, pa je |OG,| pozitivno

rjesenje.
Neka kruZnica ¢iji je promjer BG sijece u tocki R okomicu podignutu u O na BG,. Tada
je |BO| - |OG,| = |OR|*. Konstruiramo kruZnicu promjera OG i sa S oznaimo presjek te

kruZnice 1 paralele s pravcem OB konstruirane u R, tako da je S blize tocki R. Potom u
tocki S konstruiramo okomicu na BO. Presjek okomice i pravca BO oznac¢imo sa J. Vrijedi

|0J1-1JGo| = IS > = |ORI* = |BO| - |0G,|.
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Time je dobiveno manje rjeSenje sustava jednadzbi
|0J| + [JGol =10Go| 1 [0J]-1JGo| = |BOI- 0G|,

Sto je zapravo yg na osnovi analize prethodnog odjeljka.
Ako konstruiramo trokut ¢ije su dvije stranice duljine |BO|, a treca |OJ| i ako mu
opisSemo kruznicu, tada je OJ stranica pravilnog sedamnaesterokuta upisanog u tu kruznicu.

Slika 3.4: Erchingerova konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta
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Sazetak

U ovom radu izloZeni su dokazi mogucnosti konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta
samo pomocu ravnala i Sestara. Tu moguénost prvi je dokazao Gauss rjeSavajuci jednadzbu
x'7 =1 = 0. U ovom radu je opisano nekoliko konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta
koje se temelje na Gaussovoj analizi, ali 1 nekoliko konstrukcija koje su po svojoj prirodi
viSe geometrijske. Ukratko, konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta samo ravnalom i
Sestarom je izvediva, ali je vrlo sloZena.



Summary

In this work we present proofs of constructability of a regular heptadecagon (a seventeen-
sided polygon) using only a ruler and a compass. This possibility was first proved by Gauss
solving the equation x'” — 1 = 0. We describe several constructions of a regular heptadeca-
gon which are based on the Gauss’s analysis, and also several constructions which are of
a more geometric nature. Briefly, it is possible to construct a regular heptadecagon using
only a ruler and a compass, but it is very complex.
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