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Uvod

Analizirajuéi kurikulum za nastavni predmet Matematika za osnovne skole i
gimnazije u Republici Hrvatskoj uocavamo da se vise ne obraduje nastavna
cjelina Polinomi. To je zapravo rezultat kurikularne reforme kojom su izvan
snage stavljeni nastavni planovi i programi gimnazija stari cak 25 godina. S
druge strane, polinomi su elementarne funkcije u matematici koje su znacajne
i zbog ¢injenice da svoju ulogu pronalaze kod aproksimacija.

Stoga se na pocetku diplomskog rada posvetila paznja analizi udzbenika
koja prikazuje da se koncept polinoma indirektno provlaci kroz osnovnoskolsko
i srednjoskolsko obrazovanje, iako nedostaje pojam polinoma kao funkcije.
Razlicite poglede na tu temu imaju nastavnici ¢ija su iskustva u nastavi i
stajalisSta opisana na kraju prvog dijela.

Nakon toga slijedi osvrt na kvadratnu funkciju, odnosno polinom dru-
gog stupnja, zajedno s metodickim komentarima sto bi se moglo obraditi na
druk¢iji nac¢in nego u udzbenicima s ciljem produbljivanja znanja i razvija-
nja analitickog nac¢ina misljenja. Dodatno ¢emo opisati kvalitativno crtanje
grafova polinoma visih stupnjeva, Sto mozemo iskoristiti prilikom rjeSavanja
nejednadzbi.

Na samom kraju rada nalaze se zadaci s natjecanja koji pokazuju da takvi
zadaci mogu biti uklopljeni u nastavu i da se prilikom njihovog rjesavanja
ostvaruju trazeni ishodi iz predmetnog kurikuluma. Takoder, doprinose ra-
zvijanju razli¢itih nacina misljenja, kao i smanjenju otpora ucenika prema
natjecateljskim zadacima.



1 Jesmo li izgubili polinome?

Nastava matematike u srednjim skolama se od 1994. godine odvijala prema
Odluci o zajednickom i izbornom dijelu programa za stjecanje srednje skolske
spreme u programima opce, jezicne, klasic¢ne i prirodoslovno-matematicke
gimnazije (Glasnik Ministarstva kulture i prosuvjete, 1994.). Medutim, od
skolske godine 2019./2020. na snagu stupa Odluka o donosenju kurikuluma
za nastavni predmet matematika za osnovnu Skolu i gimnazije u Republici
Hrvatskoj. lako je kurikularna reforma trebala doprinijeti uskladenom i
ucinkovitom sustavu odgoja i obrazovanja, naglasavaju¢i povezanost izmedu
ishoda, procesa ucenja i poucavanja te vrednovanja, navedena reforma je u
konacnici uzburkala javnost, donijela val rasprava i podijeljenih misljenja.

Usporedujuéi prethodni nastavni program za gimnazije i trenutni pred-
metni kurikulum za nastavni predmet Matematika, mozemo uociti da se od
skolske godine 2019./2020. u nastavi matematike vise ne obraduje nastavna
cjelina Polinomi. lako je nekadaSnji nastavni program bio poprilicno si-
romasan, mislec¢i pritom da nije sadrzavao ishode niti opise ikakvih oc¢ekivanja
od ucenika razlozenih prema slozenosti, dubini i §irini, ovisno o dobi ucenika,
ipak se jasno moze iscitati od kojih je nastavnih jedinica bila sac¢injena cjelina
Polinomi.
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1.1 Osnovnoskolsko obrazovanje

Ne postoji nastavna cjelina koja se bavi samo polinomima, ali ucenici se ipak
susre¢u s polinomima na indirektan nac¢in jo§ u osnovnoj skoli. Najjednos-
tavniji algebarski izraz, odnosno monom, ucenici susre¢u veé¢ u petom raz-
redu osnovne skole. Primjenjujuéi svojstvo distributivnosti mnozenja prema
zbrajanju i oduzimanju, ucenici uce zbrajati i oduzimati monome. Primjeri
takvog zbrajanja i oduzimanja monoma su:

7-a+9-a=(7T+9)-a=16-a
17y —13-y=(17—13) -y =4-y.

Nadalje, u Sestom razredu obraduju se algebarski izrazi u skupu cijelih
brojeva. Uvodi se pojam algebarskog izraza kao matematickog zapisa u ko-
jem se pojavljuju slova koja zamjenjuju, tj. predstavljaju brojeve. Ucenicima
se naglasava da se znak mnozenja obi¢no izostavlja, a kao primjeri algebar-
skih izraza navode se razne formule i jednadzbe koje su ucenici susreli do
tada, na primjer 7 — x = 5, O = 2a + 2b. Ucenici zbrajaju i oduzimaju
istoimene monome te racunaju vrijednosti jednostavnih algebarskih izraza
za zadane vrijednosti. Pojmove monom i binom ucenici bi, prema predmet-
nom kurikulumu, trebali moc¢i opisati u sedmom razredu osnovnoskolskog
obrazovanja. Kroz sedmi i osmi razred prosiruje se njihovo znanje o algebar-
skim izrazima, mnozi se monom s monomom, binom s monom, kao i binom s
binomom. StoviSe, ucenici pojednostavljuju algebarske izraze u skupu raci-
onalnih i realnih brojeva zbrajanjem, oduzimanjem, mnozenjem i dijeljenjem.

Takoder se u osnovnoj skoli, to¢nije u sedmom i osmom razredu, obraduju
linearne i kvadratne jednadzbe. Rjesavanje tih jednadzbi zapravo je postupak
trazenja nultocaka polinoma prvog i drugog stupnja, redom. No, ucenici
nemaju jos dovoljno znanja da bi razmisljali na taj nacin, zapravo, jos nisu
ni upoznati s pojmom funkcije. Stoga se obraduje najjednostavniji oblik
kvadratne jednadzbe 22 = a, gdje je a racionalan broj, a pojam funkcije se
uvodi tek u srednjoj skoli.

1.2 Srednjoskolsko obrazovanje

Tijekom prvog razreda srednjoskolskog obrazovanja, ucenici nadograduju
svoje znanje o algebarskim izrazima nauceno u osnovnoj skoli. Na pocetku



ponavljaju sto je to monom, binom i trinom te se ¢ak spominje polinom kao
zajednicki naziv za algebarske izraze, sto ¢emo i mi koristiti u nastavku ovog
rada. Medutim, detaljniji govor o samoj definiciji polinoma, kao i njegovim
svojstvima, ne postoji. Po zavrsetku dijela o algebarskim izrazima, ucenici
se susrecu s algebarskim razlomcima, odnosno razlomcima koji u brojniku i
nazivniku imaju algebarske izraze, tj. polinome. Uvjezbavaju skracivanje,
mnozenje, dijeljenje, zbrajanje i oduzimanje te uvidaju kako se racun s al-
gebarskim razlomcima izvodi prema svim pravilima kao i racun s obi¢nim
razlomcima.

Tako se ne ¢ini tako, ova nastavna cjelina krije mnogo razlicitih zadataka
u kojima se manipulira s polinomima osim uobicajenih operacija zbrajanja
i oduzimanja. Tako se kod skrac¢ivanja algebarskog razlomka u pozadini za-
pravo krije dijeljenje polinoma istim polinomom. S obzirom da su ucenici veé¢
upoznati s potencijama proizvoljnog stupnja, kroz zadatke se pojavljuju po-
linomi viSeg stupnja u vise varijabli. Primjeri toga su poznate nam formule
za razliku i zbroj kubova, ali ucenici se susrec¢u i sa kompliciranijim izra-
zima. U iduca dva primjera preuzeta iz udzbenika vidimo polinome jedne i
viSe varijabli, gdje se skrac¢ivanje provelo tako da su se polinomi brojnika i
nazivnika algebarskog razlomka podijelili istim polinom. U prvom primjeru
radi se o dijeljenju polinoma polinomom =z, dok se u drugom primjeru dijeli
polinomom ab(a — 1)(a + 1), odnosno polinomom a®b — ab.

Primjer 1.1. Skratite algebarski razlomak Tal 20046

Tzt — 223 + 62 _ (7% — 222 4 6) P S
T T

L a®b—2a2b+ab

Primjer 1.2. Skratite algebarski razloma pET—

a’b—2a°b+ab  ab(a®—2a+1)  abla—1)*>  a-—1
a3b—ab  ab(a®—1)  abla—1)(a+1) a+1

Djeljivost polinoma uocavamo i u zadacima u kojima se trazi dokazivanje
da je odredeni algebarski izraz djeljiv nekim brojem.



Primjer 1.3. Dokazite da je, za svaki prirodni broj n, izraz
(5n +4)(2n — 3) — 10(n + 2)(n — 2)

djeljiv sa 7.

(5n +4)(2n — 3) — 10(n + 2)(n — 2) = 10n* — 15n + 8n — 12 — 10(n* — 2?)
=10n* — 7n — 12 — 10n* + 40
=T7(—n+4)

= 7|(5n + 4)(2n — 3) — 10(n + 2)(n — 2).

Kroz zadatke susre¢emo i odredivanje najvece zajednicke mjere polinoma.
U udzbenicima za srednju skolu postoje zadaci u kojima se izricito trazi
odredivanje najvece zajednicke mjere ili najveéeg zajednickog djelitelja al-
gebarskih izraza kojeg ucenici odreduju na nacin da prvo algebarske izraze
zapisu u faktoriziranom obliku, iz ¢ega lako ocitaju algebarski izraz najviseg
stupnja koji dijeli zadane algebarske izraze. Iz svega ovoga vidimo da ovi
zadaci zapravo kriju mnoga svojstva polinoma. Iz tog razloga promotrimo i
sljedeci zanimljiv primjer.

Primjer 1.4. Odredi nepoznate koeficijente A i B u sljedecoj jednakosti
8% — Ar* + 62 — 1 = (Bx — 1)°.

Primjenjujuci formulu za kub razlike pocetna jednakost je ekvivalentna:

82° — Az® 4+ 6x — 1 = (Bx)® — 3(Bx)* + 3Bx — 1
82° — Aa® 4+ 6z — 1 = B’2° — 3B*2” + 3Bz — 1.

Odavde slijedi da mora vrijediti:

8= B3
—A=-3B?
6 =38

Rjesavanjem sustava lako se dobije da vrijednosti koeficijenata moraju
biti A=121 B =2.



Primjer je zanimljiv zbog cinjenice da je ucenicima intuitivno jasno da
jednakost vrijedi kada su odgovarajuci koeficijenti algebarskih izraza jednaki.
No, u sustini primjenjuju Teorem o jednakosti polinoma, a da toga uopce nisu
svjesni. Svo ovo gradivo vezano je za polinome jedne ili vise varijabli, a da
ucenici ne znaju te pojmove, njihovu definiciju i svojstva. Takoder u ovim
primjerima mozemo uociti da se, iako je naglasak na formulama, ucenike
indirektno uéi zapis polinoma od potencije s najveé¢im eksponentom prema
potencijama s nizim eksponentom. S druge strane, racunanje s algebarskim
izrazima i algebarskim razlomcima nije jedini dio srednjoskolske matematike
gdje uocavamo svojstva polinoma i njihovo indirektno koristenje. U dru-
gom razredu razmatraju se rjeSenja potpunog oblika kvadratne jednadzbe
ar® + bwx + ¢ = 0, a nakon §to se s ucenicima obradi kvadratna funkcija,
rjesavaju se i kvadratne nejednadzbe. Ucenici kvadratne jednadzbe rjesavaju
metodom rastavljanja na faktore, koja se zasniva na smislenom rastavljanju
srednjeg ¢lana jednadzbe i grupiranju clanova. Zatim uce ostale metode,
a to su svodenje na potpuni kvadrat i koristenje formule za rjesenja kva-
dratne jednadzbe. Prilikom rjesavanja kvadratne jednadzbe svodenjem na
potpuni kvadrat uocavamo da se radi o metodi koja se ne bazira na Os-
novnom teoremu algebre. No, rjeSavanjem kvadratnih jednadzbi u faktori-
ziranom obliku i primjenom svojstva mnozenja koristimo ista znanja kao i
za polinom u faktoriziranom obliku. Na primjer, rjesavajuéi kvadratnu jed-
nadzbu (z + 5)(z — 4) = 0 zaklju¢ujemo da je umnozak jednak nuli ukoliko
je jedan od izraza jednak nuli, tj. z +5 = 01ili z — 4 = 0. RjeSavanjem
ovih jednostavnih linearnih jednadzbi zaklju¢ujemo da su rjeSenja x = —5
iz = 4. S druge strane, promatramo li polinom p(x) = (x + 5)(z — 4),
znamo da iz faktoriziranog oblika mozemo zakljuciti da je polinom djeljiv s
x4+ 5 te da je —5 nultocka. Analogno zakljucujemo da je i broj 4 nultocka
polinoma. Isto tako, prilikom rjesavanja kvadratnih nejednadzbi ili sustava
kvadratnih nejednadzbi ucenici se jako ¢esto koriste tablicom predznaka ili
analizom sluc¢ajeva. U tu svrhu promotrimo iduéi primjer.

Primjer 1.5. Ryjesi nejednadzbu g%ri > 0.

Prvi nacin je raspisivanje dvaju slucajeva: kada su brojnik i nazivnik
pozitivni ili kada su brojnik i nazivnik negativni. RjeSenje je unija rjeSenja
obaju slucajeva.

e r+22>0
2—x2>0
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=z €[-22).

r+2<0
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x>2

= nema rjesenja.

Konacno rjesenje je unija rjesenja po sluc¢ajevima, dakle = € [—2,2). Pos-
tupak smo mogli prikazati i tablicom predznaka.

S obzirom da su ucenici obradili gradivo kvadratne funkcije, zadatak je
moguce rijesiti i na drugi nac¢in. Danu nejednadzbu mozemo pomnoziti s
(2 — x)2, pod uvjetom da je izraz razlicit od nule. S obzirom da je kvadrat
realnog broja uvijek nenegativan broj, znak jednakosti se ne mijenja te je
pocetna nejednadzba ekvivalentna (x + 2)(2 — x) > 0, uz uvjet da je = # 2.
Sada promatramo kvadratnu funkciju f(z) = (z+2)(2 —z) kojoj su nultocke

T = —21my=2.

-2

-3

Slika 2: Graf kvadratne funkcije f(z) = (z 4+ 2)(2 — z)




Graf kvadratne funkcije je parabola koja je u ovom slucaju otvorom okre-
nuta prema dolje. RjeSenje su realni brojevi x za koje su funkcijske vrijed-
nosti parabole nenegativne, odnosno iznad z-osi. Sa skice uo¢avamo da su to
brojevi izmedu —2 i 2, no zbog uvjeta zadatka broj 2 isklju¢ujemo. Dakle,
slijedi da je rjesenje = € [—2, 2).

Na ovom primjeru takoder vidimo da smo se koristili znanjem polinoma
drugog stupnja. Stovise, ucenici su, kroz cjeline o linearnoj i kvadratnoj
funkciji, detaljno proucili svojstva polinoma prvog i drugog stupnja. Takoder,
analizirajuc¢i diskriminantu kvadratne funkcije ucenici uo¢avaju da kvadratna
funkcija ne mora uvijek imati realne nultocke. U grafickom prikazu to bi
znacilo da parabola ne mora uvijek sjeé¢i apscisu, dok kod linearne funkcije
to nije slucaj. Dakle, ve¢ na primjeru polinoma prvog i drugog stupnja vi-
dimo jako bitnu posljedicu Bolzano-Weierstrassovog teorema koja nam od
velike vaznosti za proucavanje polinoma i viseg stupnja.

Jos jedna dodatna poveznica srednjoskolske matematike i polinoma, koju
nikako ne smijemo izostaviti, su Vieteove formule. Spominju se na redov-
noj nastavi kod obrade kvadratnih jednadzbi, no nastavnici su svjesni da
Vieteove formule vrijede za sve polinome te da predstavljaju najbitniju vezu
izmedu nultocki i koeficijenata polinoma. Nije uvijek moguce faktorizirati
polinom koriste¢i formule poput formule za kvadrat zbroja ili razlike, for-
mule za razliku kvadrata i slicne formule. Takoder, nije lako ni uociti kako
rastaviti srednji ¢clan te kako provesti izluc¢ivanje odredenog faktora i grupira-
nje ¢lanova. Iz tog razloga nam Vieteove formule ponekad mogu pomoéi da
kvadratni trinom zapisemo u faktoriziranom obliku a(x —x;)(z — x9), gdje su
x1, To rjeSenja pripadne kvadratne jednadzbe. Nadalje, obrnutim postupkom
mozemo iz rjeSenja kvadratne jednadzbe odrediti njezinu jednadzbu.

lako postoje formule za rjesenja jednadzbe trecéeg i ¢etvrtog stupnja, one
se ne obraduju u srednjoj skoli, jer nisu jednostavne. No, to ne znaci da
polinome viseg stupnja ne susre¢emo u srednjoskolskom obrazovanju. Svoj-
stva polinoma stupnja viseg od dva ucenici mogu proucavati nakon sto nauce
pojam derivacije funkcije. S obzirom da je polinom najjednostavnija elemen-
tarna funkcija, slijedi da su najjednostavniji primjeri derivacije upravo deri-
vacije polinoma, Sto se svodi na jednostavan algebarski racun. Ucenici uce
derivaciju zbroja i razlike polinoma, derivaciju kompozicije, kao i derivacije
viseg reda. Dakle, ne samo da se derivacija polinoma pojavljuje u Skolama,
ve¢ se i vrlo detaljno obraduje. Sluzedi se derivacijama, ucenici su kroz ¢etvrti
razred naucili odrediti u kojim tockama funkcija ima ekstreme, na kojim dije-
lovima domene funkcija raste i pada te sada, pomoc¢u diferencijalnog racuna,



mogu analizirati grafove polinoma viseg stupnja. U udzbenicima se javljaju
najcesée polinomi treceg i cetvrtog stupnja, gdje ucenici takoder mogu uociti
da svaki polinom neparnog stupnja ima barem jednu realnu nultocku, dok
polinom parnog stupnja ne mora imati realnih nultoc¢aka.

1.3 Iskustva nastavnika u svojoj slobodi

Iz svega navedenog mozemo zakljuciti da se koncept polinoma razvija tijekom
cijelog skolovanja, indirektno i kroz razne nastavne cjeline. Stoga ne mozemo
zanijekati da poveznica s polinomima postoji, no zasigurno nedostaje pojam
polinoma. Drugim rijeCima, ucenici imaju odredena algebarska znanja o po-
linomima, znaju manipulirati s njima, zbrajati ih, oduzimati i mnoziti, ali
nedostaje definicija polinoma kao funkcije. Kada polinome promatramo u
punom svjetlu, odnosno u kontekstu funkcija, otvara se potpuno novi pogled
na sve nauceno. Tada je zanimljivo promatrati sto je stupanj polinoma i
kako se mijenja pri izvodenju raznih operacija s polinomima, sto se dogada
s grafom polinoma u okolini nultocke te mnogo drugih pitanja koja pojam
funkcije sa sobom nosi. Tako su ucenici upoznati s operacijama polinoma i
nesvjesno koriste odredena znanja o polinomima, kao sto je Teorem o jed-
nakosti polinoma i najvec¢a zajednicka mjera polinoma, ne mozemo ocekivati
da bez ikakvog nastavnikovog navodenja ucenici uoce spomenute koncepte.
Dodatno, za usvajanje gradiva nastavne cjeline Polinom: ne treba izdvojiti
puno nastavnih sati, bas iz tog razloga sto im je to gradivo u velikoj mjeri
poznato i intuitivno jasno. Na primjer, potpuno je prirodno zapisivati poli-
nom u kanonskom obliku, dijeljenje polinoma provodi se na slican nacin kao
i dijeljenje prirodnih brojeva i zato ucenici ne bi trebali imati poteskoca pri-
likom koristenja Teorema o dijeljenju s ostatkom. Isto tako, ve¢ spomenuta
¢injenica da polinom neparnog stupnja ima barem jednu realnu nultocku je
intuitivna, ali i geometrijski dosta jasna. Dakle, ostaje pitanje zasto se onda
polinomi, kao zasebna nastavna cjelina, vise ne obraduju.

S druge strane, mozemo postaviti pitanje je li ucenicima u srednjoj skoli
doista neophodno znanje o polinomima kao funkcijama te koliki utjecaj u
matematickom smislu ima znanje, odnosno neznanje o polinomima za dalj-
nje Skolovanje. Ako dodatno usvajanje znanja o polinomima ne iziskuje puno
vremena, zasto se to ne bi obradilo tijekom fakultativne nastave ili pak fa-
kultetskog obrazovanja s onim ucenicima koji se opredijele za matematiku?

Kako god, ono sto bi trebalo biti zajednicko svim nastavnicima matema-
tike je zelja da kroz poucavanje kod ucenika razvijaju razne vjestine i nacine
razmisljanja. Kroz sve prikazane nastavne teme u kojima nastavnici mogu



uociti pojavljivanje polinoma, bez dvojbe mozemo re¢i da ucenici zasigurno
njeguju algebarsko razmisljanje. No, uz algebarski nacin razmisljanja postoji
i analiticki na¢in razmisljanja koji je jednako vazan, ne samo za matema-
tiku, vec i za primjenu kod objasnjavanja i opisivanja stvari u svakodnevnom
zivotu. Jesmo li ga mozda na neki nacin izbacivanjem sadrzaja o polinomima
izostavili? Jo$ jedna vazna stvar koju je potrebno naglasiti u radu nastavnika
je njihova odredena sloboda u poucavanju.

Iz tog razloga, razvila se ideja o intervjuiranju nastavnika kako bi se dobio
uvid u stavove nastavnika prema ovoj tematici, a na osnovu toga i u njihov
rad. Zapravo, kroz pitanja se htjelo analizirati smatraju li ispitani nastav-
nici da su polinomi opravdano izbaceni iz predmetnog kurikuluma, hoce li
to imati posljedice za daljnje skolovanje te jesu li oni prilikom poucavanja
takoder izbacili gradivo o polinomima. Stoga su na sva ova pitanja svoje
misljenje dale i nastavnice iz razli¢itih gimnazija u Zagrebu. Toc¢nije, radi se
o pet nastavnica koje imaju preko 30 godina radnog staza tijekom kojih su
stekle mnogo iskustva. Dobiveni rezultati nisu bili u potpunosti u skladu s
ocekivanjem da ¢e se nastavnice jednoglasno izjasniti kao protivnici izbaci-
vanja osnovnih funkcija u matematici.
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Upitnik

1. Stomislite o &injenici da je nastavna cjelina Polinomi izbaéena iz predmetnog kurikuluma?
Slazete I1 se s tom odlukom 1l1 uoc¢avate neke nedostatke? Smatrate l1 da je potreban velik
broj nastavnih sati za obradu te cjeline?

2. Mogu h uéenici kroz druge nastavne cjeline mdirektnim putem _nadoknaditi™ znamje o
polinomima?

3. Uéenjem polinoma njegujemo algebarski 1 analiti¢ki nacin razmisljanja. Smatrate 11 da je
izbacivanjem nastavne cjeline Polinomi zapostavljen analitiéki naéin razmiéljanja? Ako
da, kako 1 u kojoj mjen?

4. Koliki utjeca), po Vasem musljenju, ima znanje/neznanje o polinomima za daljnye
gkolovanje (v matematickom smislu)?

5. Kako se ponasate Vi kao nastavnik koji ima odredenu slobodu poucavanja? Mozete 11 reci
nesto o svom radu $to se tie obrade polinoma? (npr. spominjete im polinome kada god
imate priliku za to, definirate polinom kao funkciyju (u kojem trenutku?), mozda odvojite
nekoliko nastavnih sati za obradu te nastavne cjeline ili 1h obradite na dodatnoj nastavi)

6. U sludaju da odvojite odreden broj nastavnih sati za obradu cjeline Polinomi, o kojem broju
nastavnih sati se radi te koja svojstva polinoma 1 teoreme obradujete?

7. Imate li nesto dodati §to nije obuhvaceno pitanjima, neki svoj dodatni komentar?

Slika 3: Upitnik

Podijeljenja misljenja se uocavaju ve¢ na pocetnom pitanju Sto misle o
¢injenici da je nastavna cjelina Polinomi izbacena iz predmetnog kurikuluma.
Cetiri ispitane nastavnice ne smatraju da je izbacivanje navedene nastavne
jedinice dobra odluka, navodec¢i da su polinomi elementarne funkcije te da
s tim pojmom ucenici trebaju biti upoznati prilikom obradivanja funkcija,
ali i derivacija i integrala. Neke su nastavnice naglasile vaznost polinoma,
ne samo u matematici, kodiranju ili numerickoj analizi, ve¢ i u drugim po-
druc¢jima - biologiji, ekonomiji, kemiji. Takoder isticu da je bitno da ucenici
nauce pojam varijable i razlikuju je od nepoznanice, da razumiju znacenje
nulpolinoma, odnosno da uocavaju razliku izmedu izraza p(x) = 0 za svaki
x ili za neki x. Za razliku od njih, preostala ispitanica, koja je sudjelovala
u izradi kurikuluma, misljenja je da se polinomi mogu indirektno uklopiti u
ostale nastavne jedinice te da se na taj nacin oni postupno uvode. Zapravo,
zadovoljna je Sto su odredene nastavne jedinice izborne te Sto nastavnici
mogu samostalno odluciti hoce li ih obraditi ili ne, ovisno o moguénostima

11



ucenika koje poucavaju. Takoder smatra da ¢e ucenici, kojima bude trebalo
gradivo o polinomima za daljnje skolovanje, moc¢i samostalno savladati taj
dio. Stovise, kao prednost novog kurikuluma navodi da se vodila briga o tome
da se u svakom razredu provlace pojedine teme. Stoga se u prvom razredu
srednje Skole obraduju potencije cjelobrojnog eksponenta, u drugom razredu
se ponavlja drugi korijen i uci treci korijen te operacije s korijenima, dok se
u tre¢em razredu uce potencije s racionalnim eksponentom. Na taj nacin se
tri godine radi s potencijama te ispitanica smatra da je to puno bolje nego
obraditi sve te sadrzaje u prvom razredu. Dodatno navodi:

Nazalost, ucenicima su u prvom razredu najtezi dio upravo poten-
cije i algebarski izrazi, a posebno algebarski razlomci. Najcesée ne
razlikuju algebarski razlomak od jednadzbe u kojoj se pojavljuje
nepoznanica u nazivniku. Mislim da bi im gradivo o polinomima
koje je nekad bilo u prvom razredu samo dodatno napravilo zbrku.

Misljenje da se polinomi ve¢im dijelom mogu nadoknaditi indirektnim
putem uglavnom dijele i nastavnice koje su se izjasnile kao pobornice obrade
polinoma u nastavi. Naime, podijelile su svoja iskustva i isticu kako u svom
radu to ¢ine na nacin da spominju polinome tijekom cijelog skolovanja, kroz
sva Cetiri razreda, posebno naglasavajuc¢i da su linearna i kvadratna funkcija
polinomi prvog i drugog stupnja. Na taj nacin ucenike upoznaju s pojmom
polinoma kao viseclanog algebarskog izraza, a kasnije i s pojmom polinoma
kao funkcije. Unato¢ tome Sto nastavnici u svom radu spominju polinome
kada god imaju priliku za to, jedna nastavnica se iznimno protivi ¢injenici
da se polinomi mogu nauciti indirektnim putem isticuc¢i da su svi doticni
nastavnici tijekom svog sata ipak morali odvojiti vrijeme kako bi objasnili
ucenicima Sto su to polinomi i gdje ih sve susre¢emo. Radi se o nastav-
nici koja ima 34 godine radnog staza te smatra da je nedopustivo da su
polinomi, kao osnovne funkcije koje imaju veliku vaznost i primjenu unutar
matematike, izbacene iz predmetnog kurikuluma. Iz tog razloga, navedena
nastavnica izdvaja otprilike 3 — 4 nastavna sata kako bi s ucenicima obra-
dila polinome. Na redovnoj nastavi obradi definiciju polinoma i u¢enicima
pripremi tablice u kojima je zadan odredeni polinom, a ucenici moraju odre-
diti stupanj polinoma i koeficijente ili pak obratno - napisati polinom ciji su
koeficijenti i stupanj zadani. Uz to ponovi s ucenicima operacije zbrajanja
i mnozenja koje su im otprije poznate te obraduje dijeljenje polinoma, jed-
nakost polinoma i grafove polinoma nultog, prvog i drugog stupnja. Rastav
na parcijalne razlomke obraduje ovisno o razredu i njihovim moguénostima.
U suprotnom, taj dio ostaje za dodatnu nastavu, kao i Teorem o dijeljenju s
ostatkom i Osnovni teorem algebre.
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Nastavnice se nadaju da, ukoliko matematiku predaje matematicar, nema
velike opasnosti za zapostavljanje analitickog nacina razmisljanja. Tvrde
da se matematicari uvijek trude da ucenici njeguju i algebarski i analiticki
na¢in razmisljanja, koji su prozeti kroz sve dijelove matematike. Medutim,
ipak navode kako je nastavna cjelina Polinom: idealna za razvoj tih nacina
misljenja, jer je za proc¢uvanje polinoma potrebno povezivanje, usporedivanje
i zaklju¢ivanje. Jedna nastavnica istice kako se algebra u osnovnoj i srednjoj
skoli uglavnom sastoji samo od manipulacije simbolima i raznih postupaka
koje nemaju preveliku vezu sa stvarnim svijetom te kako je to potrebno
promijeniti i staviti naglasak na razvoj misljenja i zakljuc¢ivanja. Takoder
naglasava da algebarsko misljenje ukljucuje i generalizaciju iz iskustva s bro-
jevima i rac¢unanjem, formalizaciju u smislu simbola i upoznavanje pojmova
uzorka i funkcija.

Iz svega navedenog mozemo zakljuciti da nastavnice imaju razlicite po-
glede na ovu temu te da u skladu s tim prilagodavaju svoj rad. Neki ¢e
ucenici zavrsiti srednjoskolsko obrazovanje bez da znaju podijeliti dva poli-
noma ili rastav na parcijalne faktore. No ipak, prilikom ovog intervjua bio je
veéi dio onih koji su protivnici izbacivanja polinoma iz predmetnog kuriku-
luma. Iz tog razloga, za kraj ovog poglavlja, citiram konstruktivno misljenje
nastavnice koje jos jednom daje cjelokupan pogled na situaciju:

Mislim da cjelina polinomi nije ni u dosadasnjem kurikulumu bila
obuhvacena na odgovaraju¢i nacin. Naime, tu se isprepli¢u dva
pristupa: ¢isto algebarski i funkecijski. Cisto algebarski mozemo
koristiti kod manipuliranja algebarskim izrazima. Funkcijski, t;j.
analiticki, nuzno gledamo na primjer kod primjene jednakosti po-
linoma. Tu se javlja taj zbunjuju¢i moment da znak jednakosti
ne znaci uvijek isto (moze biti jednadzba - trazimo x koji ¢ini da
je lijevo jednako desnom, a moze biti jednakost polinoma lijevo
je jednako desnom za svaki x). Ovo je ucenicima jako tesko. Sad,
pitanje je u kojem trenutku je prikladno s ¢isto algebarskih ma-
nipulacija koje ucenici zapocinju ve¢ u osnovnoj skoli (i za koje
mislim da ih neée nedostajati izbacivanjem te cjeline) napraviti
prijelaz na funkcijski. I mislim da se taj dio zapravo izgubio (ali
kao sto sam rekla ni do sada bas nije bio jako naglasen). Mislim da
bi bilo dobro da postoji poglavlje u kojemu se obraduju polinomi
(kao funkcije), gdje bi se govorilo o jednakosti polinoma, grafu,
nultockama. Naravno da je opéenito tesko govoriti o grafu, ali
moze se povezati faktorizirani zapis i crtanje kvalitativnog grafa
pomocu nultocaka. Prikladno bi mjesto bilo svakako nakon kva-
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dratne funkcije. Za to ne bi bilo potrebno odvojiti velik broj sati.
Mislim da je Steta Sto se to ne radi jer u konac¢nici polinomi su
vazni kao aproksimacije (Taylorovi polinomi).
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2 O polinomima na skolski nac¢in

Polinomi su mnogo vise od uobi¢ajenih operacija zbrajanja, oduzimanja,
mnozenja i dijeljenja. U ovom poglavlju bit ¢e rije¢i o polinomima drugog i
tre¢eg stupnja, odnosno prikazat ¢emo sto sve mozemo s polinomom drugog
stupnja, a Sto novo vidimo na polinomu treéeg stupnja. Drugim rije¢ima,
s polinomom drugog stupnja mozemo manipulirati algebarskim putem, dok
na polinomu treceg stupnja vidimo svu snagu polinoma kao funkcije. Stoga
¢emo u nastavku prikazati odredene stvari koje se uc¢enicima mogu predociti
u nastavi, a da su im lako razumljive.

Stovise, polinomi i njihova svojstva se javljaju na raznim natjecanjima
pa ¢emo iz tog razloga prvi dio ove cjeline posvetiti definiciji polinoma,
kao i nekim osnovnim znanjima i teoremima vezanim za polinome koji se
mogu s ucenicima obraditi na dodatnoj nastavi i koji ¢e nam biti potrebni za
rjesavanje zadataka s natjecanja koji se nalaze u zadnjoj cjelini ovog rada. S
druge strane, obrada polinoma drugog i tre¢eg stupnja takoder ¢e se bazirati
na definicijama i teoremima koji slijede te je nuzno spomenuti ih.

2.1 Osnovno o polinomima

Definicija 2.1. Funkcija f: R — R zadana formulom
f(x) =a,z" + 12"+ ...+ a1 + ag, (1)

gdje su ag,ay,...,a, € R zadani brojevi, a, # 0,n € N zove se polinom n-tog
stupngja (nad R).

Brojevi a;,i = 0,1, ...,n zovu se koeficijenti polinoma f. Koeficijent a,
zove se vodeci koeficijent of f, a koeficijent ag slobodni ¢lan od f. Broj n
se zove stupanj od f. To zapisujemo kao stf = n ili deg f = n. Ako je
a, = 1, polinom f se zove normiran polinom. Ako je f(z) =0 za sve x € R,
onda se f zove nulpolinom. Nulpolinom zapisujemo kao f = 0, a polinom f
zadan formulom f(z) = a,a € R\ {0} se zove konstantni polinom, ili krace
konstanta. Stupanj konstante je nula.

Drugi zapis za (1) je

Skup svih polinoma f : R — R oznacavamo sa R[z| i zovemo prsten
polinoma u jednoj varijabli z nad R. Sve $to vrijedi za polinome s realnim
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koeficijentima vrijedi i za polinome s kompleksnim koefcijentima, odnosno za
polinome iz Clz].

Definicija 2.2. Nultocka polinoma f € Clz] je svaki kompleksni broj o za
kogi je f(a) = 0.

Ako je « realan broj, onda se a zove realna nultocka, a ako je a € C,
onda se a zove kompleksna nultocka. Katkad se za nultocku kaze da je kori-
jen polinoma.

Lema 2.3. Ako je xg = a + bi,a,b € R, b # 0 rjesenje algebarske jednadzbe
f(z) = 0 s realnim koeficijentima, onda je To = a — bi takoder rjesenje te
jednadzbe.

Dokaz. Neka je f(z) = a,z™ + Ap_12" L+ ...+ a1 + ag, gdje su a; realni
brojevi. Znamo da je f(z) = 0. Koristeéi pravila za konjugiranje

21+t 29=7Z14+7%, Z1-22=21"%22, a=a, 21,20 €C,a€R,

izracunajmo f(Zp).

f(@0) = anad + ap 120t + ...+ a1To + ag

— T _
= a,xy + ap—12; " + ...+ @I + G

AT + Q2™ 1+ +az + ag

O

Vazno je naglasiti da nije uvijek bitno nac¢i nultocke odredenog polinoma.
Ponekad su vaznije neizravne informacije koje mozemo izvuéi iz danog poli-
noma, stoga je vazno razumjeti Sto je vise mogucée o odnosu nultocaka po-
linoma s drugim svojstvima. U tu svrhu ¢emo spomenuti nekoliko korisnih
teorema i njihovih posljedica. No, prije toga se prisjetimo da je polinom f
djeljiv polinomom g # 0, ako postoji polinom h, degh > 0, takav da vrijedi
f=g¢-h. Utom slucaju je deg f = deg g + degh.
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Teorem 2.4 (O dijeljenju polinoma s ostatkom). Za svaka dva polinoma

f,9 € Rz], g # 0 postoje jedinstveni polinomi q,r € Rlz| takvi da vrijedi
f=9-q+r

U slucaju da je r # 0, tada vrigedi degr < deg g.

Teorem 2.5. Polinom f(x) podijeljen polinomom g(z) = x — a daje ostatak

f(a).

Dokaz. Koristec¢i Teorem o dijeljenju polinoma s ostatkom znamo da polinom

f(z) mozemo zapisati kao f(x) = ¢(x)- (x —a)+r(x), pri ¢emu je degr = 0.
Ovo vrijedi za svaki = iz R[z] pa posebno i za = a. Tada imamo:

f(z) = (z —a)-q(x) +7r
fla) =(a—a)-q(a) +r
fla)=0-q(a) +r
fla)=r

]

Ovaj teorem nam omogucuje odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma line-
arnim polinomom bez direktnog dijeljenja. U idué¢em primjeru ¢emo vidjeti
primjenu navedenog teorema.

Primjer 2.6. Odredi ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = 2%+ 2™ + 22+

28 + x s polinomom q(z) = v — x>.

Ostatak 7(z) je jedinstveni polinom takav da vrijedi f(x) = g(z) - q(z) +
r(z), gdje je degr < deg g. Pretpostavimo da je r(z) = az?® + bz + c. Sada
je potrebno odrediti koeficijente a, b, c. To ¢emo posti¢i na nacin da u izraz
f(z) = g(x) - q(z) + r(x) uvrstimo nultocke polinoma ¢(z) = =z — 2* =
z(1 — 2?) = 2(1 — 2)(1 + z). Nultocke su —1,0, 1. Tada dobivamo sustav:

r=—-1 = —-3=a—-b+c,
r=0 = 0=c,
r=1 = bH=a+b+c

Rjesavanjem ovog sustava dobijemo da su koeficijenti a = 1,0 =4,¢ =0,
odnosno da je ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 2%+ 2™ + 23 + 28 + 2
polinomom ¢(x) = x — 2% jednak r(z) = 2% + 4x.
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Teorem 2.7 (Bézout). Broj a je nultocka polinoma f ako i samo ako je f
djeljiv polinomom g(z) = x — a.

Dokaz. Neka je a nultocka polinoma f, tj. f(a) = 0. Prema Teoremu o
dijeljenju s ostatkom postoje jedinstveni ¢ i r, gdje je r konstanta, takvi da
je f(x) = (x — a)q(x) + 7. Ovo vrijedi za svaku vrijednost x pa uvrstavanjem
x = « dobivamo f(«) = r. Prema pretpostavici vrijedi da je f(a) = 0 pa
je stoga r = 0. To znadi da je f(z) = (¢ — a)q(x), odnosno f(z) je djeljiv
polinomom ¢(z) =z — a.

Obrnuto, neka je f(z) djeljiv polinomom ¢g(x) = x — a. Prema definiciji
djeljivosti postoji polinom ¢(z) takav da vrijedi f(z) = (x —a)g(x). Ova jed-
nakost mora vrijediti za svaku vrijednost x pa tako i za x = «. UvrStavanjem
x = a dobivamo da je f(a) = 0, odnosno da je « je nultocka polinoma f.

]

Takoder je vazno spomenuti i kratnost nultocke. Ako je polinom f djeljiv
polinomom g(z) = (z — a)*, k € N, a nije djeljiv s h(z) = (z — a)*! onda
kazemo da je © = a k-struka nultocka od f ili da je kratnost (visestrukost)
nultocke r = « jednaka k.

Ne mora svaki realni polinom f € Rz] imati realnu nultoc¢ku, primjer
takvog polinoma je polinom f(x) = z? + 3. S druge strane, promatramo
li polinom f € Clz], tada ¢e uvijek imati (kompleksnu) nultocku. O tome
upravo govori Osnovni teorem algebre.

Teorem 2.8 (Osnovni teorem algebre). Svaki polinom
f(2) = apz™ 4+ an_12" ' + ..+ a1z + ag
stupnja n > 1 s kompleksnim koeficijentima ima nultocku u C.
Cesto se navode i posljedice ovog teorema, kao §to su iduéa dva teorema.

Teorem 2.9. Svaki polinom f(x) € Clz] n-tog stupnja moZe se na jedinstven
nacin prikazati u obliku produkta n linearnih faktora. Tocnije, ako je a,
vodeci koeficijent polinoma f, a o, ..., o, nultocke od f, onda vrijedi

f(@)=a,(z —a)(x —ag) - ... - (x — ap).

Teorem 2.10. Svaki polinom f(x) stupnja n > 1 s kompleksnim koeficijen-
tima 1ma tocno n nultocaka, ako svaku od njih brojimo onoliko puta kolika
je njezina kratnost.
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Promatrajuci polinome prirodno se javlja pitanje o grafu polinoma. Graf
polinoma moguce je detaljno nacrtati ispitujuéi tok funkcije, za Sto je po-
trebno odredeno znanje diferencijalnog racuna. Glavu ulogu prilikom crta-
nja grafa imaju nultocke polinoma. Ukoliko promatramo polinome s realnim
koeficijentima, mozemo biti sigurni da graf polinoma neparnog stupnja ima
bar jednu realnu nultocku.

Teorem 2.11. Polinom f s realnim koeficijentima neparnog stupnja ima bar
jednu realnu nultocku.

Za dokaz ovog teorema klju¢na je Cinjenica da je polinom neprekidno
preslikavanje te Bolzano-Weierstrassov teorem koji kaze da za neprekidnu
funkciju na segmentu [a, b] za koju je f(a)f(b) < 0 vrijedi da postoji tocka
c € {(a,b) takva da je f(c) = 0. S druge strane, za polinom f stupnjan > 1 s
realnim koeficijentima vrijedi da se, za sve dovoljno velike x € R po apsolut-
noj vrijednosti, predznak realnog broja f(z) podudara s predznakom vodeceg
koeficijenta polinoma. Sada je intuitivno dosta jasno da funkcija neparnog
stupnja za dovoljno velike x po apsolutnoj vrijednosti poprima funkcijske
vrijednosti razlicitih predznaka te da po Bolzano-Weierstrassovom teoremu
postoji realan broj ¢ takav da vrijedi f(c) = 0.

2.2 Polinom drugog stupnja

Polinom drugog stupnja zovemo jos i kvadratnom funkcijom, a opca kva-
dratna funkcija zadana je formulom f(z) = ax?®+bx+c. Graf kvadratne funk-
cije je parabola koja je otvorena prema dolje ako je a < 0 ili prema gore ako
je a > 0. Kvadratna funkcija se moze napisati u obliku f(z) = a(z —x¢)?+yo
iz cega zakljucujemo da je tocka (xg, 7o) tjeme te parabole. Dakle imamo:

f(z) =az®+bx+c

f(z)=a (9[;2 + éx) +c

a
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Odavde slijedi da su koordinate tjemena (g—f, %), odnosno (5—5, %),

gdje je broj D = b? — 4ac diskriminanta kvadratne funkcije.

Takoder je bitno znati odrediti i nultocke kvadratne funkcije. Ako je kva-
dratna funkcija oblika f(z) = ax? + ¢, tada jednostavnim racunom dobijemo
nultocke:

ar’ +c=0

ar® = —c
—c
2= —
a

—c

r =44/ —.

a

Za funkciju oblika f(x) = ax? + bz na slican nac¢in dodemo do rjeSenja:

ax® +bxr =0
ax® +br =0
z(ax +b) =0

iz Cega slijedi da su rjeSenjaz =01z = %b

Za op¢i oblik kvadratne funkcije f(x) = az? + bx + ¢ vrijedi formula:

—b+Vb? — 4dac

2a

T2 =

No, daleko je vaznije znati izvod ove formule:
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az® +br +c=0 /:a

b
2t —r 4+ =0
a a
b b\2 b\? ¢
24090 — — ) — = — =
vhe 2a+ 2a 2a +a 0
b 2o
v 2a)  4a?2 a
+b 2 b2 4ac /
T+ —| = ———
2a 4a? %
b2 — 4dac
~ 4
+2a 2a

Upravo iz ovog izraza vidimo kako diskriminanta, odnosno izraz pod
korijenom utjece na prirodu rjeSenja kvadratne jednadzbe. Tip rjeSenja
kvadratne jednadzbe zapravo ovisi o predznaku diskriminante. Ukoliko je
b* — 4ac > 0 postoje dva razli¢ita realna rjeSenja

2 2a
Za b* — 4ac = 0 rjesenje je dvostruko realno
—b
Tig= —.
1.2 2a

Dakle, ako je D > 0 kvadratna funkcija ima dvije realne i razlicite
nultocke te ¢e graf sije¢i z-os. Ukoliko je D < 0 graf kvadratne funkcije
ne sijece os x, a ako je D = 0 kvadratna funkcija ima jednu dvostruku realnu
nultocku i graf dodiruje z-os.
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Lako uoc¢avamo da se problem trazenja nultocaka kvadratne funkcije jed-
nostavno rjesava nadopunjavanjem izraza do kvadrata te da se ta metoda ne
bazira na Osnovnom teoremu algebre. Stovise, nadopunjavanje do potpunog
kvadrata temeljna je ideja u algebri koja je izuzetno vazna za nejednakosti,
Sto se u srednjoskolskom gradivu jako malo spominje. Metodom nadopu-
njavanja do potpunog kvadrata mozemo rijesiti kvadratne jednadzbe, ali i
puno kompliciranije zadatake vezane uz nejednakosti. Stoga bi naglasak u
skolama trebao biti vise na toj ideji, koja je ucenicima cCesto neshvatljiva i
apstraktna, a u sustini vrlo jednostavna, a manje na memoriranju formule
za rjeSenja kvadratne jednadzbe. Ucenici najéesée odmah koriste formulu
za rjesenja kvadratne jednadzbe, jer su sigurni da ¢e ih ona uvijek dovesti
do rjesenja. S druge strane, koriste¢i metodu nadopunjavanja do potpunog
kvadrata bit ¢e mozda potrebno iskoristiti neku dodatnu formulu, kao kva-
drat zbroja ili razlike, ali ¢e zasigurno vise pridonijeti razvoju misljenja i
zakljuc¢ivanja kod ucenika.

2.3 Vieteove formule

Sada ¢emo nesto reéi o najbitnijoj vezi izmedu nultocaka i koeficijenata po-
linoma. Pomoc¢u formula za nultocke polinoma drugog stupnja

f(z)=az®+bx+c

proizlazi da vrijedi

ZL‘1+332:—
a

c
12 = —,
a

u Sto se mozemo uvjeriti direktnim zbrajanjem i mnozenjem rjeSenja kva-
dratne jednadzbe. Zapravo imamo:

—b+ /b? — 4ac N —b—Vb? — 4dac
2a 2a
—2b

2a

T+ Ty =
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—b+Vb? —4ac —b— b —4dac

1Ty =
2a 2a
(=) = (VB? — dac)?
N 4a?
B b? — b% + 4dac
N 4a?

c
a .

Dobiveni izrazi poznati su kao Vieteove formule za polinom drugog stup-
nja. StoviSe, Vieteove formule postoje za polinome bilo kojeg stupnja, a
posebno za polinom treéeg stupnja f(z) = ax® + bx? + cx + d glase

—b
$1+$2+$3:—
a

Cc
T1XTo + T1T3 + Toky = —
a

—d

T1X2T3 — —.
a
Kako bismo proveli dokaz navedenih formula polinom
f(z) = ax® + ba* + cx +d
zapisat ¢emo kao f(z) = a(zr — x1)(z — x2)(x — x3). Izjednacavanjem ova dva

zapisa imamo:

az’® + bz’ + cx +d = a(z — 1) (v — 22)(x — 23)

az® + br? + cx +d = ax® + ar?(—x3 — 29 — 11) + ax (2179 + 1125 + To13) — aT1T2T3.

Nakon izjednacavanja koeficijenata dobivamo:

b= —a(acl + o+ .7}3)
¢ = a(xyxg + T3 + To3)

d = —ax1xox3,
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iz cega slijede formule.

Na isti nacin mozemo izvesti veze izmedu nultocki i koeficijenata pripad-
nog polinoma n-tog stupnja.

Teorem 2.12 (F. Viete). Neka je f(x) = 2"+a12"  +ax" > +...4a,_12+ay,
polinom (nad C), a x1,2s,...,x, njegove nultocke. Tada vrijede Vieteove
formule

T1+To+...+Tp =—aq

T1To +T1T3+ ... +T1Tp + ToZy + ToXy + ... +Tp_ 1T, = G2

T1Xox3 + T1XoXy + ... + XTp_oXy 12, = —a3

1Ty ...y = (—1)"ay,.
Ako polinom f nije normiran, tj. ako mu je vodeci koeficijent ay # 1,

onda na desnim stranama u izrazima umjesto a; treba pisati 3—0

Upotrebu Vieteoveih formula pronalazimo u zadacima u kojima bez di-
rektnog racunanja nultocaka trebamo izracunati trazene izraze.

Primjer 2.13. lzracunajte zbroj kubova rjesenja x3 + x3 u kvadratnoj jed-
nadzbi 3x* — 12x + 6 = 0.

Primjenjujuéi formulu za zbroj kubova dobivamo:

T3+ w3 = (zy + 30) (23 — 2129 + 23)
= (21 + o) (23 + 23 4 22129 — 20179 — T1T5)

= (21 + m2)((21 + 562)2 — 31123).

Sada koristimo Vieteove formule za zbroj i umnozak rjesenja kvadratne

—12
jednadzbe x1 + z9 = 3 =41ix20 = 3 = 2 te imamo:

T+ w =44 -3-2)

=4-10
= 40.
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Dakle, zbroj kubova rjeSenja zadane kvadratne jednadzbe iznosi 40.

Sljede¢i primjer ilustrira kako se na temelju Vieteoveih formula nekad
mogu pogoditi rjeSenja kvadratne jednadzbe. Drugim rijec¢ima, rjeSenja su
ona dva broja koja u zbroju daju broj suprotan koeficijentu linearnog clana,
a u umnosku broj jednak slobodnom ¢lanu zadane kvadratne jednadzbe.

Primjer 2.14. Bez koristenja formule za rjesenja kvadratne jednadzbe fak-
torizirajte kvadratni trinom x? — 5x + 6.

Uoc¢imo da broj 6 mozemo prikazati kao 6 = 2 - 3 te da broj —5 mozemo
dobiti kao —5 = —(2 + 3). U oba slucaja smo koristili iste brojeve te za-
kljuc¢ujemo da je x1 = 2 i x5 = 3 te je trazena faktorizacija:

2> =5z +6 = (z —2)(z — 3).

Primijetimo da nije lako uvijek uociti o kojim brojevima, odnosno nultockama
se radi. Na prvi pogled bi se moglo re¢i da je jedina metoda za pronalazenje
tih brojeva metoda pokusSaja i pogreski, no nije tako.

Jos su stari Babilonci bili upoznati s rjesavanjem problema u kojima se
traze dva broja koja moraju zadovoljavati zadani zbroj i umnozak. Drugim
rije¢ima, imali su algoritam za rjeSavanje sustava

r+y=>0
z-y=c

§to je ekvivalentno rjesavanju jednadzbe oblika x? + ¢ = bz, odnosno
2?2 — bz + ¢ = 0. Koristeéi babilonski algoritam za navedeni sustav gdje je
zbroj x +y = —b, moZzemo odrediti rjesenja jednadzbe x* + bz + ¢ = 0. To
radimo na nacin da polazimo od dva broja koja u sumi daju —b. Kljucna je
¢injenica da su ta dva broja jednako udaljena od njihove aritmeticke sredine,
stoga te brojeve mozemo zapisati kao %b +u i ’7” — u, gdje je u odredena
udaljenost od aritmeticke sredine koju trebamo izracunati. S druge strane,
znamo da umnozak ta dva broja mora biti jednak ¢ pa tako dolazimo do

sljedece jednadzbe:
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b2
Tow=e
b2
U2:Z—C
b2
U::l: Z—C

Dakle, odredili smo vrijednost broja u pa samim tim i trazene nultocke
—b N /b2 . —b b?
— ——c i — == —c
2 4 2 4

Zanimljivo je spomenuti da se prilikom koristenja prikazane metode pret-
postavlja da rjesenja postoje, nakon cega se kre¢e na racun. S druge strane,
prisjetimo se da smo nadopunjavanjem do potpunog kvadrata prvo pokazali
da rjesenja postoje te smo, ovisno o predznaku broja koji smo dobili, za-
kljucili da imamo realna ili kompleksna rjeSenja i racunali ih.

lako je babilonska metoda rjeSavanja spomenutog sustava poznata veé
dugi niz godina, 2019. godine americki profesor Po-Shen Loh ponovno ju
je popularizirao primjenjujuci je prilikom koristenja Vieteovih formula. Na
taj nacin prikazao je metodu trazenja nultocki kvadratne jednadzbe koja is-
kljucuje pamcéenje ve¢ poznate nam formule za rjeSenja kvadratne jednadzbe.
Navedena metoda ukljucuje pronalazenje i imaginarnih nultocki. Promo-
trimo to kroz nekoliko primjera.

Primjer 2.15. Odredi rjesenja kvadratne jednadzbe x* — 22 — 24 = 0.

Prema Vieteu, ako pronademo brojeve r i s takve da vrijedi r + s =2 i
rs = —24 tada pocetnu jednadzbu mozemo zapisati kao (x — r)(z — s) = 0,
gdje su r i s rjeSenja zadane jednadzbe. Sada preostaje izracunati r i s ko-
riste¢i babilonsku metodu.

Vazno je ponoviti da brojevi r i s u sumi daju broj dva te moraju biti
jednako udaljeni od njihove aritmeticke sredine, odnosno broja 1, stoga ih
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mozemo zapisati kao 1 +w i 1 —wu. Nadalje, njihov umnozak je —24, sto nam
daje sljedeci racun:

rs = —24

(14+u)(l—u)=-24

1—u?=-24

u? =25

u = £5.
Ako izaberemo u = 5 zaklju¢ujemo da su rjesenja jednadzbe r = 145 =6
is=1-5= —4. No, nije bitno koje rjeSenje izaberemo jer ¢emo uvijek
dobiti iste nultocke. U slucaju da smo kao rjeSenje izabrali u = —5 imali

bismor =1+ (-5)=—-4is=1—-(-5) =6.

2
Primjer 2.16. Odredi rjesenja kvadratne jednadzbe % —2x+3=0.

Primijetimo da je vodedi koeficijent u ovoj jednadzbi razlicit od 1, stoga
¢emo jednadzbu pomnoziti brojem 2 i dobit ¢emo ekvivalentnu jednadzbu:

22 —4r+6=0.

Sada na isti nac¢in kao u prethodnom primjeru zelimo faktorizirati jed-
nadzbu u oblik (z — r)(x —s) = 0. Znamo da mora vrijediti »r + s = 4 i
rs = 6. Analogno kao prije, brojeve r i s mozemo zapisati kao 2 +u i 2 — u.
Stovise, njihov umnozak mora biti jednak broju 6 te imamo:

rs =06
24+u)(2—u)=6
4—u*=6
u? = -2

u = +iV2.
Zakljuéujemo da su rjesenja kvadratne jednadzbe brojevi 2 + iv/2.
S obzirom da se ovakav nacin rjesavanja kvadratnih jednadzbi bazira samo

na Vieteovim formula i logickom zakljucivanju, ucenicima bi vjerojatno bio
zanimljiv i lagan iz razloga Sto pamcenje standardne formule za rjeSenja
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kvadratne jednadzbe za neke od njih predstavlja problem. Stovise, bilo bi
izuzetno zanimljivo kada bismo s ucenicima tijekom nastavnog sata proveli
diskusiju o tome koji im se nacin rjeSavanja vise svida. S obzirom da je
ideja nadopunjavanja do potpunog kvadrata kljucna ideja u algebri, sva-
kako bismo ucenicima trebali dati zadatak da tom metodom rijeSse opéenitu
kvadratnu jednadzbu ax?® + bx + ¢ = 0, ¢ime bismo zapravo proveli izvod
formule za rjesenja kvadratne jednadzbe koji smo veé prikazali. Nakon toga
ucenicima mozemo re¢i da ponovno rijese opéenitu kvadratnu jednadzbu ko-
riste¢i prikazanu metodu kako bismo dokazali da novom metodom mozemo
rijesiti svaku kvadratnu jednadzbu. U tom sluc¢aju bismo takoder dobili stan-
dardnu formulu za rjeSenja kvadratne jednadzbe, sto bi u¢enicima zasigurno
bilo neocekivano i dojmljivo:

ar® + bz +c=0 /:a
b

P-4 S0
a a

c
Sada nultocke r i s moraju zadovoljavati jednakosti r +s = ——irs = —.
a a

b _
Nadalje, brojevi r i s su oblika %0 +ui 2 Y te njihov umnozak mora biti
a a

c
jednak broju — :
a

_b+ —b c
— 4+ — —u | =-
2a 2a a
oo
4a? a
2 _ b ¢
 4a2  a
, b*—dac
u =
4a
b2 — 4ac
u =
2a

Sada mozemo izracunati nultocke:

—b n Vb?% — 4ac B —b+ /b? — 4ac

r =

% 2a 2a

—b Vb2 —4dac —b—+b?—4dac
S = — — — .

2a 2a 2a
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2.4 Analiticko razmisljanje u rjesavanju nejednadzbi

Za razliku od polinoma drugog stupnja, za rjeSsavanje problema vezanih za
polinom treéeg stupnja potrebno je mnogo vise znanja. Polinom treceg stup-
nja ili kubna funkcija je svaka funkcija oblika

f(z) = ax® + ba® + cx + d.

U nastavku kada budemo spominjali polinom tre¢eg stupnja, podrazumi-
jevat ¢emo da se radi o polinomu s realnim koeficijentima. Znamo da je
graf polinoma drugog stupnja uvijek parabola, a nultocke, kao i os simetrije,
mozemo odrediti jednostavnim algebarskim racunom. Algebarskim racunom,
tj. grupiranjem ili rastavljanjem odredenih ¢lanova takoder mozemo fakto-
rizirati i polinom trec¢eg stupnja. No, nije uvijek lagano uociti na koji nacin
treba rastaviti i grupirati ¢lanove u svrhu faktorizacije polinoma. Nadalje,
ukoliko uspijemo faktorizirati polinom i odrediti nultocke, preostaje pitanje
kako skicirati graf, jer graf polinoma treceg stupnja nije uvijek isti. Stoga je
izuzetno vazna cinjenica da polinom tre¢eg stupnja s realnim koeficijentima
ima bar jednu realnu nultocku. Stovise, Bolzano-Weierstrassov teorem koji
nam to potvrduje je i geometrijski jasan, tj. ako imamo neprekidnu funkciju
na segmentu [a, b] i ako je f(a)f(b) < 0, tada postoji tocka ¢ takva da vrijedi

f(e) =0,

Slika 4: Geometrijska interpretacija teorema. Izvor slike: [§]

Buduéi da prema Osnovnom teoremu algebre polinom n-tog stupnja s re-
alnim koeficijentima ima to¢no n nultocaka, zakljucujemo da polinom treceg
stupnja s realnim koeficijentima ima toc¢no tri nultocke od kojih je jedna si-
gurno realna. Preostale dvije nultocke mogu biti realne ili kompleksne. Pre-
ciznije, mogu biti tri razli¢ite realne nultocke, dvije razlic¢ite realne nultocke
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od kojih je jedna dvostruka, jedna realna trostruka nultocka ili jedna realna
i dvije kompleksno konjugirane nultocke.

Za crtanje grafova vazne su upravo realne nultocke te njihove kratnosti
ili visestrukosti. Zapravo vrijedi:

e ako je nultocka parne kratnosti onda su na intervalu oko te nultocke
funkcijske vrijednosti istog predznaka pa graf funkcije dodiruje os aps-
cisa.

e ako je nultocka neparne kratnosti onda su na intervalu oko te nultocke
funkcijske vrijednosti razli¢itog predznaka pa graf funkcije sijece os ap-
scisa.

Navedeno ¢emo ilustrirati kroz nekoliko primjera. Prvi primjer, odnosno
slika 5, prikazuje graf najjednostavnijeg polinoma trec¢eg stupnja, polinoma
f(x) = 23. Ocito je da je taj polinom ima jednu realnu trostruku nultocku
x = 0. S obzirom da se radi o neparnoj kratnosti, graf polinoma sijece os
apscisa.

Slika 5: Funkcija f(z) = z3

Rekli smo da za polinom koji ima dvije realne nultocke vrijedi da jedna
od njih mora biti dvostruka. To na grafu interpretiramo c¢injenicom da
su funkcijske vrijednosti oko te nultocke istog predznaka, odnosno da graf
funkcije dodiruje os apscisa, dok u drugoj nultocki graf sijece os. Takoder
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bitno je obratiti paznju i na predznak vodeceg koeficijenta te tako analizirati
ponaganje funkcije za velike agrumente po apsolutnoj vrijednosti.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

Slika 6: Funkcije f(z) = —2%(x — 1) i f(z) = (x — 2)*(x + 1)
Ukoliko funkcija ima tri realne nultocke, to znaci da svaka nultocka ima

kratnost jedan te da graf u svakoj nultocki sijece x-os. Primjer takve funkcije
prikazuje sljedeca slika.

Slika 7: Funkcija f(z) = —z(x + 2)(x — 3)
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Kao zadnja moguc¢nost za nultocke polinoma treéeg stupnja preostaje
jedna realna i dvije kompleksno konjugirane nultocke.

Slika 8: Funkcije f(z) = z(z* + 1) i f(z) = (x — 2)(z* + 1)

Dakle, grafovi takvih funkcija sijeku os apscisa u jednoj tocki. No, pro-
matrajuci grafove takvih polinoma uocavamo da kvadratni faktor bez realne
nultocke utjece na izgled grafa. Na primjer, iako naizgled grafovi funkcija
f(x) ==z(z* +1) i f(z) = 2> mogu izgledati isto, to nije tako.

z(x? 1+ 1)

11_33

-8 -6 -4

Slika 9: Funkcije f(z) = 2% i f(z) = z(2* + 1)
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Prilikom globalnog crtanja grafova to nije previse bitno. U tom slucaju
je naglasak na obliku grafa, kratnosti nultocke, svojstvu parnosti ili nepar-
nosti, simetriji te ponasanju funkcije za velike i male argumente. S druge
strane, detaljnim diferenacijalnim ra¢unom, odnosno ispitivanjem toka funk-
cije mogli bismo precizno, tj. lokalno nacrtati graf. Kako god, bitno je uociti
da tijekom analiziranja polinoma tre¢eg stupnja nismo mogli koristiti samo
osnovne Getiri operacije. Stovise, umjesto algebarskog pogleda, koji nam je
bio dovoljan za analiziranje polinoma drugog stupnja, ovdje smo trebali is-
koristiti i analiticki pristup. Od velike vaznosti nam je bio Osnovni teorem
algebre, kao i ¢injenica da smo koristili neprekidnost. Upravo iz tog razloga
mozemo reci da tek polinom tre¢eg stupnja promatramo zaista kao polinom,
koristeci i algebarski i analiticki pristup.

Crtanje kvalitativnog grafa polinoma mozemo iskoristiti kod rjesavanja
nejednadzbi. Na taj nacin se produbljuje znanje i konceptualno razumije-
vanje rjeSenja nejednadzbi te se time pospjesuje razvoj analitickog nacina
misljenja. Primjer rjesavanja nejednadzbe pomocu grafa polinoma drugog
stupnja ve¢ smo prikazali u prvom dijelu ovog rada. Sada slijedi primjer gdje
¢emo zadanu nejednadzbu rijesiti pomocu polinoma treceg stupnja.

2
Primjer 2.17. Rijesi nejednadzbu % > 0.

Jedna moguénost za rjesavanje nejednadzbe je podjela na slucajeve. Dru-
gim rijeCima, potrebno je analizirati dva slucaja: kada su brojnik i nazivnik
pozitivni ili kada su brojnik i nazivnik negativni. Konacno rjeSenje ¢e biti
unija tih slucajeva.

No, drugi nac¢in rjeSavanja nam je zanimljiviji. Zadanu nejednadzbu
moZzemo pomnoziti s (3 — 2x)? zbog ¢injenice da je kvadrat realnog broja
nenegativan broj te smo sigurni da se znak nejednakosti tada ne mijenja.
Stovise, izraz (3 — 2x)? mora biti razlic¢it od nule, to jest, = # 2. Nakon tog
koraka pocetna nejednadzba je ekvivalentna:

(z* 4+ 27+ 1)(3 — 27) > 0.

Ocito je da se radi o polinomu treceg stupnja ciji graf ¢emo lako skicirati
ukoliko odredimo sve realne nultocke polinoma. Uoc¢imo da je izraz u prvoj
zagradi zapravo kvadrat zbroja zbog ¢ega imamo:
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(z+1)*(3—21) >0
—(r+1)*(2x —3) >0 /- (=1)

(z+1)*(2r — 3) < 0.
Iz faktoriziranog zapisa mozemo lako ocitati nultocke, a to su —1 i %,
gdje je nultocka —1 kratnosti dva. To zapravo znaci da graf polinoma u toj
nultocki nece sijec¢i x-os, dok ¢e graf u nultocki % sije¢i os apscisa.

-4 -3

Slika 10: Graf funkcije f(z) = (z + 1)*(2z — 3)

Nakon sto skiciramo graf, jednostavno je ocitati za koje su realne bro-
jeve x funkcijske vrijednosti polinoma negativne. Primijetimo da broj %
moramo iskljuciti zbog uvjeta kojeg smo dobili prilikom mnozenja pocetne
nejednazdbe s izrazom (3 — 2z)%. S obzirom da se traZi stroga nejednakost
mozemo pitati ucenike na sto jos trebamo obratiti pozornost te kroz razgovor

doéi do c¢injenice da i nultocka brojnika treba biti isklju¢ena. Time dolazimo

do konacnog rjesenja:
3
x € (—oo,—1) U —1,5 :

Kako bismo potaknuli dodatnu diskusiju u razredu, mozemo pitati u¢enike
jesmo li morali nejednadzbu pomnoziti s —1 kako bi vodeéi koeficijent po-
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linoma bio pozitivan. Drugim rijecima, bismo li znali nacrtati graf poli-
noma ukoliko mu je vodeci koeficijent negativan. Dakle, zelimo skicirati graf
polinoma —(z + 1)%(2z — 3) i odrediti za koje je realne brojeve funkcijska
vrijednost veca ili jednaka nuli. U tu svrhu s ucenicima prvo diskutiramo
koje vrijednosti (pozitivne ili negativne) polinom treceg stupnja s pozitiv-
nim vodec¢im koeficijentom postize za dovoljno velike argumente po apso-
lutnoj vrijednosti. Nakon toga ih to isto pitamo za polinom s negativnim
vodeéim koeficijentom te zakljucujemo da polinom treéeg stupnja s nega-
tivnim vodeé¢im koeficijentom za velike argumente po apsolutnoj vrijednosti
postize prvo pozitivne, a zatim negativne vrijednosti. Na taj nacin dolazimo
do sljedeceg grafa polinoma s kojeg lako oc¢itamo da su rjesenja nejednadzbe
—(z + 1)%(2x — 3) > 0 oni realni brojevi x za koje vrijedi:

x € (—oo,—1) U <—1, %> .

|
o

|
'S

Slika 11: Graf funkcije f(z) = —(z + 1)*(2z — 3)

Razne zadatke slicne ovom mozemo pronaci u redovnoj nastavi. No, s ob-
zirom da nisu rijeSeni na ovaj nacin, poveznica s polinomima izostane, iako
postoji veliki potencijal za njihovu obradu. Ukoliko ucenici zaista razumiju
skiciranje polinoma treceg stupnja, na isti na¢in moci e rijesiti i nejednadzbe
viseg stupnja. Svrha tih zadataka ne bi trebala biti da ucenici bezuspjesno
pokusavaju faktorizirati zadani polinom kako bi odredili realne nultocke, veé¢
da se trude skicirati polinome viseg stupnja koriste¢i analogiju i generaliza-
ciju. Iz tog razloga im mozemo zadati zadatke u kojima su polinomi ve¢ u
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faktoriziranom obliku i pustiti u¢enike da samostalno pokusaju rijesiti za-
datke te ih naposljetku zajedno diskutirati.

Primjer 2.18. Rijesi nejednadzbu —(x + 3)*(z + 2)(z* — 1) < 0.

Uoc¢imo da se u posljednjoj zagradi nalazi razlika kvadrata te da danu
nejednadzbu mozemo dodatno faktorizirati:

—(x+3)*(x+2)(x+1)(z - 1) <0.

Iz ovog zapisa je lako ocitati realne nultocke, a to su brojevi —3, —2, —1
i 1, gdje je samo nultocka —3 kratnosti dva. To jest, samo u toj nultocki
graf polinoma nece sije¢i os apscisa. S obzirom da se radi o polinomu pe-
tog stupnja s negativnim vodeé¢im koeficijentom, zakljucujemo da ¢e za ve-
like argumente po apsolutnoj vrijednosti polinom poprimati prvo pozitivne
funkcijske vrijednosti. Tom analizom dolazimo do grafa zadanog polinoma s
kojeg ocitavamo da su funkcijske vrijednosti polinoma manje ili jednake nuli
za v € [—2,—1] UL, o0].

20

Slika 12: Graf funkcije f(z) = —(z 4+ 3)*(z + 2)(z + 1)(z — 1)

Takoder je bitno s ucenicima detaljno proc¢i kroz sve korake skiciranja
grafa i rjeSavanja nejednadzbe ukoliko danu nejednadzbu pomnozimo s —1.
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Prikazat ¢emo jos jedan primjer polinoma Sestog stupnja koji je takoder po-
godan za vjezbanje analogije i generalizacije u obliku samostalnog rada.

Primjer 2.19. Rijesi nejednadzbu (v — 1)*(z +2)(z + 1)3 > 0.

Nultocke polinoma su —2, —1,1 ¢ije su kratnosti 1, 3,2, redom. Vodedi
koeficijent zadanog polinoma Sestog stupnja je pozitivan, stoga zakljucujemo
da je za dovoljno velike argumente po apsolutnoj vrijednosti funkcijska vri-
jednost polinoma pozitivna te dolazimo do grafa polinoma.

4

13 VT? 0 1 2 3

Slika 13: Graf funkcije f(z) = (z — 1)*(z + 2)(z + 1)?

S obzirom da funkcijske vrijednosti moraju biti strogo veée od nule,
zakljucujemo da su rjeSenja oni realni brojevi x koji pripadaju intervalu
(—00,—2) U (—1,1) U(1,00).

Dodatno, u¢enicima mozemo re¢i da neke od ovih zadataka rijese analizom
slucajeva kako bi uocili kako s povec¢anjem stupnja polinoma broj slucajeva
postaje vedi i ra¢un kompliciraniji te kako je skiciranje polinoma brzi i ele-
gantniji nacin.

2.5 Primjer zadatka s polinomom s viSe rjesenja

Sve dosad prikazano pruza nam dovoljno znanja kako bismo rijesili mnoge
zadatke vezane za polinome. Veé¢ smo naglasili vaznost razlicitih nacina
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misljenja i prikazali razlicite metode za rjesavanje istog problema. Stoga
je vazno poticati ucenike na samostalno razmisljanje o problemu, kao i na
razli¢ite pristupe u njegovom rjesavanju gdje je to moguce. U tu svrhu slijedi
primjer zadatka s natjecanja, s nekoliko njegovih rjesenja, koje je 2017. go-
dine provela najveca svjetska udruga matematicara, studenata i entuzijasta
Mathematical Association of America. Zadatak bi zasigurno bio zanimljiv
u nastavi iz razloga sto bi ucenici vidjeli da ne postoji samo jedan ispravan
pristup. Dodatno, mozda bi potaknuo kreativnost ideja prilikom buduceg
rjesavanja zadataka. S druge strane, sigurno bi i nastavniku bilo zanimljivo
vidjeti na koji nacin ucenici razmisljaju te kako, po nama mozda najjednos-
tavniji nac¢in, ucenicima nije toliko blizak.

Primjer 2.20. Za odredene realne brojeve a,b,c polinom g(z) = 2* + ax* +
x+10 ima 3 razlicite nultocke i svaka nultocka je ujedno i nultocka polinoma
f(x) = 2* + 2% + bx® + 100z + c. Koliko je f(1)?

Prvi nacin:

Nultocke polinoma g(x) oznac¢imo redom s xq, 3, x3. Prema uvjetu za-

datka znamo da su to ujedno i nultocke polinoma f(x) ¢iju éemo Cetvrtu
nulto¢ku oznaciti s z4. Stoga mozemo polinom f(z) zapisati kao:

f(z) = (z — z4)g(). (3)

Dakle, potrebno je odrediti koeficijent a i nultocku z,. Koristec¢i Vieteove
formule za polinom treceg i cetvrtog stupnja imamo:

1+ 22+ T3 =—a
$1+ZL‘2+?L‘3+{L‘4:—1.

Odavde slijedi —a 4+ x4 = —1, odnosno x4 = a — 1.

Nadalje, primijenjujuci Vieteove formule na linearni i slobodni ¢lan funk-
cije g(z) te na linearni ¢lan funkcije f(z) imamo:
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T1X2X3 = —10
T1To + ToZg + T3x1 = 1

T1ToX3 + ToX3Ty + 3Ty + T4T1 Xy = —100.

Primijetimo da zadnju jednadzbu mozemo zapisati kao
12973 + x4(T2x3 + 371 + T122) = —100,

gdje mozemo uvrstiti prethodne dvije jednakosti te imamo:

T1T9T3 + Ta(@ows + T3x1 + 2122) = —100
—10 + 24 -1 = —100
xqy = —100+ 10
x4 = —90.
Na pocetku smo izracunali da je 4 = a — 1, iz ¢ega slijedi a = —89. Sada

jednakost (3) mozemo zapisati kao:

f(x) = (x —z4)g(x)
f(z) = (x +90)(2* — 892 + z + 10).

Sada je lako izracunati f(1):

F(1) = 91(1 — 89 + 1 + 10)
f(1) =91(=77)
f(1) = —7007.

Drugi nacin:
S obzirom da su sve nultocke polinoma g(x) ujedno i nultocke polinoma

f(z), a stupanj polinoma f(z) je vedi za 1, slijedi da polinom f(z) mozemo
zapisati kao

f(z) = Oz = k)g(x),
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gdje je k neki broj. Vodedi koeficijent polinoma f(z) je 1 te zbog toga
zaklju¢ujemo da je konstanta C' takoder jednaka 1. Tada imamo:

f(x) = Clz — k)g(z)
f(z) = (z — k)(2® + az® + = + 10)
ot 4+ 2° 4+ b2 + 100z + ¢ = 2* + (a — k)z® + (1 — ak)z® + (10 — k)z — 10k.

Izjednacavanjem polinoma dobivamo sustav:

l=a—k,
b=1-—ak,
100 =10 — &,
c = —10k.
Iz trec¢e jednadzbe proizlazi da je k = —90, tada iz prve jednadzbe imamo
da je a = —89, a iz zadnje ¢ = 900. Na kraju izracunamo da je vrijednost

koeficijenta b jednaka —8009.

Naposljetku, uvrstavanjem koeficijenata imamo:

f(z) = 2* + 2* — 8009z + 100z + 900
f(1) =14 1—8009 + 100 + 900
f(1) = —7007.

Stovise, nije bilo potrebno izracunati sve koeficijente. Mogli smo izracunati

samo vrijednost koeficijenata a i k te vrijednost f(1) odrediti na sljedeci
nacin:

flz) = (z —k)g(x

f(z) = (x +90)(2* — 892 + z + 10)
f(1)=91-(1—-89+1+10)

f(1) = —7007.
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Treéi nacin:
Promotrimo polinom h(z) = f(z)—xg(x), ¢iji je stupanj tri. Na taj nacin
smo ponistili ¢lan x*:

h(z) = f(x) — zg(x)
=2t + 23+ b2 + 1002 + ¢ — 2 — azx® — 2% — 10z
=1 —a)x®+ (b—1)2° + 90z + c.

S druge strane, polinom h(x) dobiven je razlikom polinoma f(z) i g(z)
koji imaju tri jednake nultocke pa slijedi i da polinom h(x) takoder ima te
iste nultocke. Dakle, polinom h(z) je oblika h(x) = ag(z), gdje je a neki
realan broj. Stoga mora vrijediti jednakost:

(1—a)z® + (b—1)2* + 90z + ¢ = ag(x)
(1—a)r® +(b—1)2*>+90z+c=a- (2° +ax’® + 2 + 10).

Iz ovoga je oc¢ito da mora vrijediti & = (1 — a) te imamo jednakost:

(1—a)z® + (b—1)2* + 90z + ¢ = (1 — a)(2* + az® + z + 10).

Izjednacavanjem koeficijenata polinoma dobivamo sustav:

90 =1-—a,
c=(1-a)lo
Iz druge jednadzbe slijedi da je a = —89 te rjeSavanjem sustava dolazimo

do ostalih koeficijenata b = —8009 i ¢ = 900.

Dakle, polinom f(z) je jednak f(z) = x* + 2* — 800922 + 100z + 900, a
trazena vrijednost polinoma f(1) iznosi —7007.
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Cetorti nacin:
Ukoliko provedemo direktno dijeljenje polinoma, znamo da ostatak pri

dijeljenju mora biti jednak nuli jer polinomi f(z) i g(z) imaju zajednicke
nultocke te su samim tim djeljivi.

(z* +2® +b2? + 100z +¢) : (2* +ax? + 2+ 10) =2+ (1 — a)

—x* —ax® — 22 — 10z

(1—a)z®+ (b—1)2? + 90z + ¢

—(1=a)x®> —a(l —a)z* — (1 —a)z —10(1 — a)

(b—1—a+a*)z>+ (90 — 1+ a)xr +c— 10+ 10a

Izjednacavanjem ostatka s nulpolinomom dobivamo sustav:

b—1—a+a®>=0,
89+ a =0,
c— 104 10a = 0.

Iz druge jednadzbe dobivamo a = —89 te uvrstavanjem u prvu i zadnju
jednadzbu imamo b = —8009 i ¢ = 900.

Sada znamo da je polinom f(z) = x* + 2® — 800922 + 100z + 900 te lako
izracunamo f(1) = —7007.
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3 Zadaci s natjecanja u nastavi matematike

Na samom kraju diplomskog rada slijede zadaci s raznih natjecanja u kojima
se pojavljuju polinomi opéeg stupnja. Svrha tih zadataka nisu samo njihova
rjeSenja, ve¢ je naglasak na ¢injenici da ti zadaci zaista mogu biti imple-
mentirani u nastavu, ako ne kao kompletni zadaci, onda barem neki dijelovi
tih zadataka kroz koje se mogu ostvariti trazeni ishodi, produbiti analiticko
i algebarsko misljenje te u konacnici detaljnije upoznati ucenike s pojmom
polinoma.

3.1 Algebra polinoma

Spomenuli smo da ucenici kroz prvi razred srednje skole vrlo detaljno obraduju
algebarske izraze i algebarske razlomke. Stovise, za zadane izraze racunaju
konkretne vrijednosti, pojednostavljuju izraze te provode cetiri osnovne oper-
cije. Takoder odreduju trazene koeficijente kako bi zadani algebarski izrazi
bili jednaki. Nadalje, s kompleksnim brojevima su se upoznali u drugom
razredu te ih znaju prikazati u algebarskom obliku i rac¢unati s njima, dok u
cetvrtom razredu racunaju funkcijsku vrijednost polinomne funkcije. Dakle,
nema razloga zasto se iduéi zadatak, kao i njemu slicni, ne bi mogli raditi
s ucenicama u srednjoj Skoli s obzirom da se kroz njih mogu ostvariti svi
navedeni ishodi.

Primjer 3.1 (Drzavno natjecanje, 4. razred, 2011. - B varijanta). Odredite
polinom treceg stupnja s realnim koeficijentima tako da zadovoljava uvjete

Pl+d)=3i—4 i P(—i)=4i—1.

Rjesenje:
S obzirom da se radi o polinomu treéeg stupnja, zapisimo njegov stan-

dardni oblik: P(z) = ax® + bx* + cx + d.
Znamo vrijednost polinoma za argument 1 + ¢, ¢ime dobivamo sljedece:
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P(1+z) a(144)> +b(1+4)* + (1 +1i) +d
—4=a(l+3i+3*+i*) +b(1+2i+i*) +c+ci+d
—4=a(2i-2)+b-2i+c+ci+d

3@—422@2—2a+2bz—|—c+cz+d

3i—4=(2a+2b+c)i —2a+c+d.

Izjednacavanjem imaginarnih i realnih dijelova dobivamo sustav:

3=2a+2b+c
—4=—-2a+c+d

Sada imamo sustav od dvije nejednadzbe s tri nepoznanice. No, iz drugog
uvjeta dobivamo:

P(—i) = a(—i)®> + b(—i)* + c¢(—i) + d
4i—1=ai—-b—ci+d
4i—1=(a—cli—b+d

odakle slijedi:

4=a—c

—1=—b+d

Iz prve jednadzbe mozemo izraziti ¢ = a — 4, a iz druge b = 1 + d.
Uvrstavajuci u prvi sustav imamo:

3=2a+2(14+d)+a—14
—4=—-2a+a—-4+d

3=3a+2d—2
—4=—a+d—-4 = d=a
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5 =ba
a=1.

Sada lako dobivamo ostale koeficijente b = 2, ¢ = —3, d = 1. Dakle,
P(z) = 2® + 22% — 3z + 1.

Rjesavajuéi ovaj zadatak uocavamo da nije potrebno nikakvo dodatno
znanje, osim onog Sto smo stekli kroz srednju skolu. Naravno, ne mozemo
ocekivati da ¢e svi ucenici ovo znati rijesiti, no sigurno ima onih ucenika koji
¢e biti zainteresirani za rjesavanje ovakvih zadataka. Stoga je vazno pokazati
1 ucenicima i nastavnicima da zadaci s natjecanja nisu nuzno neprimjereni
za nastavu i da ne se treba unaprijed stvarati otpor prema takvim zadacima.
Takoder je moguce zadatak pojednostaviti zadajuéi realne argumnete.

3.2 Djeljivost polinoma

Godine 2005. na opc¢inskom natjecanju u drugom razredu pojavio se zadatak
u kojem je trebalo odrediti koeficijente a i b, tako da zadani polinomi budu
djeljivi. Ucenici sada, prema predmetnom kurikulumu, ne obraduju dijelje-
nje polinoma. No ipak, to ne zna¢i da im pojam djeljivosti polinoma mora
ostati apstraktan i da se ne moze obraditi na redovnoj ili dodatnoj nastavi.
Za pocetak, promotrimo zadatak i njegovo rjeSenje.

Primjer 3.2 (Opcinsko natjecanje, 2. razred, 2005.). Nadite koeficijente a i
b takve da polinom ax® + bx* + 1 bude djeljiv s x> — x — 1.

Rjesenje:
Podijelimo li polinom az® + bz* + 1 s 22 — x — 1 imamo:
(ax® + bt +1): (22 —x — 1) = ax® + (a + b)z* + (2a + b)z + (3a + 2b)

—ax® + az* 4+ ax?

(a+b)z* +ax®+ 1

—(a+b)z* + (a + b)z* + (a + b)z?
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(2a +b)z* + (a+ b)a? + 1

—(2a + b)2® + (2a + b)x? + (2a + b)x

(3a +2b)x* + (2a + b)z + 1

—(3a + 2b)2? + (3a + 2b)x + (3a + 2b)

(5a +3b)x + (3a +2b + 1)

Dakle, kao kvocijent smo dobili polinom tre¢eg stupnja, a kao ostatak
polinom prvog stupnja (5a + 3b)z + (3a + 2b + 1).
S obzirom da polinom az®+bx*+1 mora biti djeljiv polinom 22—z —1 ostatak
pri dijeljenju mora biti jednak nuli, iz cega slijedi sustav dvije jednadzbe s
dvije nepoznanice:

2

5a+3b=10
3a+2b+1=0

Rjesavanjem ovog sustava dobivamo koeficijente a = 3 1 b = —5.

Vidimo da se dijeljenje polinoma odvija na slican nacin kao i dijeljenje
cijelih brojeva. Upravo je to primjer na kojem ucenicima mozemo jednos-
tavno objasniti dijeljenje polinoma, na njima blizak nacin. Dodatno, zadatak
mozemo modificirati te ga razloziti u nekoliko koraka, s dodatnim smjerni-
cama, kako bi ucenici sami pokusali do¢i do rjesenja, odnosno algoritma kako
podijeliti dva polinoma. Stovige, kroz gradivo o potencijama i algebarskim
razlomcima naucili su dijeliti monom s monom, Sto je osnovni korak pri di-
jeljenju polinoma. Stoga je moguce ucenicima pripremiti nastavni listi¢ te
ih pustiti da rade samostalno ili u paru. U tu svrhu slijedi primjer jednog
nastavnog listica kojeg je moguce iskoristiti.
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Tielienje polinoma
1. Pisanim dijeljenjem podijelite sljedece brojeve te svoj rezultat provierite mnoZzenjem:

a) 3732: 4
b) 6482:31

2. Nadopunite sljedecuo recenicu:
Ukoliko prilikom dijeljenja dva broja dobijemo ostatak, tada je on uvijek od
kolienika.

3. Pokusajte primijeniti sli¢an postupak za dijeljenje binoma s monomom 1 trinoma s

monomom. Rezultat provjerite mnoZenjem:

a)  (3x%+6x%):(3xY)
B (24x* 4+ 6x% + 9x%) ¢ (3x7)
c)  (5x®+2x%+7x): (x%)

4. Pedijelite polinome s polinomom 1 rezultat provierite mnoZenjem:
a (x*—4x+3):(x—3)
b) (2x°—x+5):(x—2)

5. Ukoliko prilikom dijeljena polinema imamo ostatak, u kakvom su odnosu ostatak i koliénik

5 obzirom na njihove stupnjeve?

6. Izrecite pravilo za dijeljenje polinoma p s polinomom g.

Slika 14: Primjer nastavnog listi¢a
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Dijelienie polinoma
(riesemja)

1. Pisanim dijeljenjem podijelite sljedece brojeve te svoj rezultat provierite mnoZzenjem:

a) 3732:4= 933

=36 933-4
13 3732
-1z
12
ot
]
b)  6482:31=209
—b2 209-31
28 627
=0 + _209
282 6479
-279 + 3
3 6482

2. Nadopunite sljedecu reenicu:
Ukoliko prilikom dijeljenja dva broja dobijemo ostatak, tada je on uvijek manji od

kolicnika.

3. Pokuiajte primijeniti sli€an postupak za dijeljenje binoma s monomom i trinoma s

monomom. Rezultat provierite mnoZzenjem:

a) (3x%+6x%):(3x%) = x4+ 2
(x% +2)-3x% =3x5 + 6x°

— 3x°
0+ 6x°
—6x*
0

Slika 15: Primjer nastavnog listi¢a - rjesenje
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b) (24x* +6x% +9x7): (3x™) = Bx" +2x + 3

— 24x*
0+ 6x3 (Bx% 4+ 2x + 3)-3x° = 24x* + 6x% + 9x°
— BxG
0+9x°
—9x*
0
c) (5% +2x% 4+ 7x) 1 (x%) = 5x% + 2x
— 5x*
0+ 2x* Gx® 4+ 20) - x* + Tx =5x% + 2x% + Tx
— 2x3
0+7x

4. Podyelite polinome = polinomom 1 rezultat provjerite mnoZenjem:

a) (P —4x+3DN:(x—-FN=x-1

—x*+3x
0—x+3 (x—3)-(x—1=x"—4x+3
x —3

0

) (2x*—x+5):(x—2)=2x+3

—2x% +4x
0 +3x+5 (x—2)-(2x+3)+11=2x°—x+5
—3x+6
11

5. Ukoliko prilikom dijeljena polinoma imamo ostatak, u kakvom su odnosu ostatak i koliénik
s obzirom na njthove stupnjeve?

Stupanj ostatka uvijek je manji od stupnja koliénika.

6. Izrecite pravilo za dijeljenje polinoma p s polinomom g.
Polinome p i g dijelimo na natin da vodedi clan polinoma p dijelimo s vodecim Elanom
polinoma gq. Dobiveni rezultat pomnoZimo s polinom g 1 oduzmemo od polinoma p. 5

algoritmom prestajemo kada dobijemo polinom koji je manjeg stupnja od polinema q.

Slika 16: Primjer nastavnog listica - rjeSenje

Dakle, prvo smo od ucenika trazili da se prisjete pisanog dijeljenja bro-

jeva i da rezultat provjere mnozenjem. Nakon toga bi ucenici na slican nacin
trebali pokusati podijeliti polinome s monom, a zatim s binomom te pokusati
izre¢i pravilo za dijeljenje polinoma. Takoder, s obzirom da prilikom dije-
ljenja brojeva ostatak uvijek mora biti manji od koli¢nika, ucenici analogno
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zakljucuju da kod polinoma stupanj ostatka mora biti manji od stupnja po-
linoma s kojim dijelimo.

Nakon sto ucenici usvoje algoritam dijeljenja polinoma, nema prepreke za
dijeljenje polinoma zadanih na natjecanju. Takoder je s ucenicima moguce
provesti dodatnu aktivnost ili usmenu diskusiju kroz koju ¢e ucenici ponoviti
da su dva broja djeljiva ukoliko im je ostatak pri dijeljenju nula te ¢e ana-
logno zakljuciti i za polinome. Na taj nacin, ucenici ne samo da ¢e uspjeti
podijeliti polinome az® + bz* + 1 i 22 — x — 1 s natjecanja, nego ée znati
da polinom koji smo dobili kao ostatak pri dijeljenju treba biti jednak nuli.
Ucenici bi trebali moé¢i bez problema izjednaciti dobiveni ostatak s nulpoli-
nomom, jer su se s tim susreli kod izjednacavanja algebarskih izraza, te tako
odrediti trazene koeficijente.

Stovise, ukoliko je ostatak pri dijeljenju nula, tada pocetni polinom p
mozemo zapisati kao p = ¢ - ¢, gdje je ¢ polinom s kojim smo dijelili. To
su zapravo ucenici sami napisali kada smo trazili od njih da rezultat pro-
vjere mnozenjem. Ovo je pogodno mjesto gdje mozemo komentirati da je
iz tog faktoriziranog zapisa lako iscitati barem jednu nultocku, ali i vjezbati
odredivanje nultocke na ostalim primjerima s nastavnog listi¢a, gdje je to
moguce. Nakon toga mozemo i obratno, re¢i u¢enicima da faktoriziraju poli-
nom ukoliko znamo jednu njegovu nultocku x;. Tu je vazno da ucenici uoce
da je u tom slucaju pocetni polinom djeljiv s polinomom (x — x1). Ovaj
dio diskusije nije nuzno provesti odmah nakon prikazane aktivnosti, niti je
vazno naglasiti da se u pozadini kriju bitni teoremi vezani za polinome. No,
zasigurno je korisno obraditi je, jer ¢e im sigurno biti od velike koristi kada
se susretnu s odredivanjem nultocaka polinoma viseg stupnja.

Provedenu aktivnost i diskusiju mozemo iskoristiti i za neke druge za-

datke vezane za djeljivost polinoma koje mozemo pronaci na natjecanjima.
Primjer takvog zadatka prikazan je u nastavku.

Primjer 3.3 (Republicko natjecanje, 1. razred, 2005.). Odredite realne bro-
jeve a i b tako da polinom x* — 223 + ax® 4 2z + b bude djeljiv s polinomom
x? — 2x — 3.

Rjesenje:

Direktnim dijeljenjem zadanih polinoma imamo:
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(xt =223+ ax® +2x +b) : (2?2 —2x —3) =2+ 3 +a

—z* + 223 + 322

(B4+a)z®+2x+b

—(B3+a)z?+2(3+a)r+3(3+a)

(8+2a)r+9+43a+0b

Ukoliko zelimo odrediti koeficijente a i b da polinomi budu djeljivi, to
znaci da ostatak pri dijeljenju mora biti jednak nula, odnosno moramo iz-
jednagciti polinom (8 + 2a)z + 9 + 3a + b s nulpolinomom. Iz toga proizlazi
sljededi sustav:

8+2a=0
9+3a+b=0
Iz prve jednadzbe dobivamo da je a = —4 te uvrstavanjem u drugu jed-

nadzbu dobivamo b = 3.

3.3 Faktorizacija polinoma

Ne rjesavaju se svi zadaci vezani za djeljivost polinoma direktnim dijelje-
njem. Postoje i drugi pristupi, tako je na primjer za idué¢i zadatak potrebno
faktorizirati polinom.

Primjer 3.4 (Skolsko natjecanje, 1. razred, 2013. - B varijanta). DokaZite
da je izraz n® — 5n3 + 4n djeljiv sa 120 za sve prirodne brojeve n.

Rjesenje:

Faktorizacijom zadanog polinoma mozemo uociti neke nove informacije
o samom polinomu. S obzirom da se radi o faktorizaciji algebarskog izraza
s ¢ime su ucenici ve¢ upoznati, sljede¢i koraci ne bi trebali predstavljati
problem:
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n® — 5n® 4 4n = n(n* — 5n? + 4)
=n(n* —n®—4n® +4)
=n(n*(n* — 1) —4(n* - 1))
(
(

=n(n* —1)(n* — 4)
=nn—1)(n+1)(n—2)(n+2).

3

Naslu¢ujemo da bi problem mogao nastati upravo nakon ovog koraka.
Stoga ucenicima mozemo zadati da faktoriziraju i broj 120, odnosno da ga
rastave na proste faktore. Nakon rastava na proste faktore 120 =2-3-4-5
zaklju¢ujemo da polinom treba biti djeljiv upravo s brojevima 2,3,4 i 5. Iz
tog razloga je potrebno dodatno promotriti polinom u faktoriziranom obliku
kako bismo nesto vise zakljucili. Ucenicima za pocetak mozemo sugerirati da
faktore poredaju od najmanjeg do najveceg, kako bi polinom bio zapisan u
sljede¢em obliku:

n® —5n® +4n = (n —2)(n — )n(n + 1)(n + 2).

Ovo je izuzetno zanimljiv korak u kojem ucenici razvijaju svoje logicko
razmisljanje i definitivno bi bilo bolje da nastavnik raznim potpitanjima
potice ucenike na razmisljanje, bez da im olako otkrije rjesenje. Ako ucenici
ne prepoznaju da se radi o uzastopnim brojevima, mozemo ih pitati za ko-
liko se, u danom izrazu, razlikuju svaka dva susjedna faktora. S obzirom da
se faktori razlikuju za 1, ocito je da se radi o 5 uzastopnih brojeva. Tada
ih mozemo pitati mozemo li s obzirom na tu ¢injenicu zakljuciti s kojim je
brojevima djeljiv dani izraz. Za pocetak mozemo krenuti s analiziranjem je
li ijedan od faktora djeljiv s brojem 2. Kod pet uzastopnih brojeva imamo i
parne i neparne brojeve te sigurno postoji broj djeljiv s dva, jer je svaki pa-
ran broj djeljiv s dva. Dodatno se mozemo pitati je li polinom djeljiv brojem
3. Drugim rije¢ima, mozemo pitati ucenike postoje li 3 uzastopna broja od
kojih nijedan nije djeljiv s 3. Analogno postavljamo pitanja za djeljivost s
brojevima 4 i 5 te zakljucujemo da je medu pet uzastopnih brojeva sigurno
jedan djeljiv s 2, jedan s 3, jedan s 4 i jedan koji je djeljiv s 5. Konacno
zakljucujemo da je njihov umnozak djeljiv s 2-3-4-5, odnosno s brojem 120.

Ovakav nacin pristupa bi sigurno potaknuo ucenike na razmisljanje Sto
vrijedi ili ne vrijedi za bilo kojih pet uzastopnih brojeva. Traze¢i od njih
argumente koji potvrduju njihovo razmisljenje ili im dajuéi primjere koji ga
opovrgavaju zasigurno bi zapoceli zanimljivu diskusiju u razredu u koju bi
se ukljucili svi ucenici.
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3.4 Nultocke polinoma

S odredivanjem nultocaka drugog stupnja ucenici su jako dobro upoznati te
bi trebali moéi rijesiti kvadratnu jednadzbu i provjeriti njezina rjesenja. Sto
se tice Vieteovih formula koje su vezane uz nultocke polinoma, dobrom ra-
zinom usvojenosti odgojno-obrazovanih ishoda smatra se kada ucenici znaju
bez rjesavanja kvadratne jednazdbe odrediti zbroj kvadrata nultocaka, zbroj
recipro¢nih vrijednosti i sli¢ne izraze. Stoga, ukoliko idué¢i zadatak pojed-
nostavimo na nacin da se trazi vrijednost izraza (5zq3 — 1)(5zy — 1) za una-
prijed zadani realni parametar m, gdje su x; i zs rjeSenja pripadne kva-
dratne jednadzbe, dobit ¢emo zadatke koji su identicni klasi¢nim zadacima
u udzbenicima. Zato nije nemoguce niti pretesko u razredu zadati zadatak
na nacin na koji je zadan na natjecanju.

Primjer 3.5 (Skolsko natjecanje, 2. razred, 2018. - B varijanta). Odredite
realni parametar m tako da za rjesenja x1, xo jednadzbe

522 —10m?x —mz — 3z +6m>+m—4=0

vrijedi (5x1 — 1)(bzy — 1) = 2018.

Rjesenje:

Vecina ucenika ¢e mozda unaprijed odustati kada vide nepoznati para-
metar m i jednazdbu koja im na prvi pogled izgleda nerjesiva. No, bitno je
prolaziti svaki korak detaljno i polako kako bi ucenici mogli pratiti. Stoga je
prvo vazno zakljuciti o kojem se polinomu ovdje radi. Ocigledno je da ovo
polinom drugog stupnja, odnosno da se radi o kvadratnoj jednadzbi te bi
prvi korak trebao biti svesti kvadratnu jednadzbu na njezin osnovni oblik.

522 —10m?*x —mx —3z+6m>+m—4=0
522 + (=10m?* —m — 3)z +6m* + m — 4 = 0.

Iz ovog oblika mozemo lako ocitati koeficijente polinoma te ih mozemo
oznaditisa =5, b= —10m?> —m —3ic=6m? +m — 4.

Iz uvjeta zadatka znamo da vrijedi (5z; — 1)(5xe — 1) = 2018, Sto raspi-
sujemo kao:

25ZE1$2 — 5($1 + 1'2) + 1 = 2018. (4)
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Umnozak i zbroj nultocki bi uc¢enike trebao podsjecati na Vieteove formule
te prema njima, za zadanu jednadzbu, vrijedi:

b 10m?>+m+3
$1+$2:—a:f

c 6m?+m —4
Ty = — = ——
a 5

Uvrstavanjem Vieteovih formula u jednadzbu (4), dobivamo da mora vri-
jediti sljedece:

25I1[E2 — 5(1‘1 + .172) + 1 = 2018

6m2 +m — 4 10m? 3
-m+5m _5. mzm+ 41 =12018

5(6m? +m —4) — 10m? —m — 3 = 2017
30m? + 5m — 20 — 10m? — m — 2020 = 0
20m? + 4m — 2040 = 0 /4
5m? +m — 510 = 0.

25

Dakle, trebamo naci realan parametar m za koji ¢e vrijediti dobivena jed-
nadzba. Drugim rijecima, trebamo naci nultocke kvadratne jednadzbe kojoj
je nepoznanica m. RjeSavanjem dobivene kvadratne jednadzbe dolazimo do
rjesenja:

51
5

my = 10, mo =

Idu¢i zadatak je mozda nesto slozeniji, no lijepo povezuje sve $to smo
dosad prikazali da se s uc¢enicima obraduje u nastavi i da se moze dodatno
uklopiti u redovnu nastavu ili eventualno obraditi na dodatnoj nastavi.

Primjer 3.6 (Zupanijsko natjecanje, 1. razred, 1994. ). Odredite sve korijene
polinoma

P(2) =22° — (54 6i)z* + 9iz + 1 — 3, z2eC

znajuci da je bar jedan od njih realan.
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Rjesenje:
Realnu nultocku oznac¢imo s z;. Tada mora vrijediti P(z;) = 0. Odnosno

220 — (5+61)27 +9iz +1—3i = 0.

S obzirom da je vrijednost polinoma kompleksan broj, trebamo razdvojiti
realni i imaginarni dio te ih izjednaciti s nulom.

228 — (5+6i)z; +9iz +1—3i =0
220 — 527 +6i2] + 9iz; +1—3i =0
(223 — 521 + 1) + (=627 + 92, — 3)i = 0.

Iz ovoga slijede dvije jednadzbe:

2:8 —52241=0 i —622492—-3=0.

Dakle, rjesenje jedne jednadzbe mora biti ujedno i rjeSenje druge jed-
nadzbe. Jednostavnije je rijesiti kvadratnu jednadzbu iz koje dobivamo da
surjesenja 11 % Kubnu jednadzbu zadovolja samo rjesenje % pa zakljucujemo
da je z = 3.

S obzirom da je z; = % nultocka pocetnog polinoma, slijedi da je on djeljiv

polinomom (z — %)

(223 — (5+6i)22 + 9iz +1—3i) : (2 — 5) =222 — (4+ 6i)z — 2 + 6i.

Sada je potrebno naéi nultocke polinoma 222 — (4 + 67)z — 2 + 64, sto lako
dobijemo koriste¢i formulu za rjesenja kvadratne jednadzbe:

4+ 6i++/16 + 48i — 36 — 48: + 16
4

22,3 =

4+ 6iEty/—4
e

= =142 i zz=1+i.
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Zbog ¢injenice da svaki polinom f(z) stupnja n > 1 ima to¢no n kom-
pleksnih nultocaka, sigurni smo da smo pronasli sve nultocke. No, ucenici
nisu upoznati s Osnovnim teoremom algebre, kao ni s njegovom posljedicom
koju smo naveli. Zapravo, nije ni potrebno ucenike opterecivati s raznim
teoremima koji ih mogu zbuniti. Nekada je mnogo lakSe odredene teoreme
provuéi kroz primjere i uc¢enicima rec¢i da vrijede i opc¢enito, bez detaljnije
diskusije. 1z tog razloga je dovoljno ucenike samo usmjeriti kako bi zakljucili
da polinom n-tog stupnja ima toé¢no n nultocaka, ako svaku od njih bro-
jimo onoliko puta kolika je njezina kratnost. Navedeno mozemo postié¢i kroz
sljededi nastavni listic¢.

Nuhroike polivoma

1. Koliko nultocaka imaju funkeye:
fi(x)=-5x+9
folx)=3x-2

2. Koliko nultoc¢aka imaju funkeye:
fil)=x*-2x+1
filx)=5x*—2x+6
filx) =5x*—2x -5

Posebno, zabroj _ kaemo da je dvostruka nultocka funkeye .
3. Koliko nultodaka imaju funkecyje:

filx) =x3

folx) =% —x?

falx) = x® —x

Posebno, zabroj _ kafemo da je trostruka nultocka funkeyje _ ,azabroj_ karemo da
je dvostruka nultocka funkeyje .

4. Pokusajte 1zreci poopcenu tvrdnju.

Slika 17: Nastavni listi¢ Nultocke polinoma
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NuHrodke polinoma
(rieZenia)

1. Koliko nultoéaka imaju funkcije:
fi(x)=—-5x+9
9
—5x+9=0 = x=-
>
folx) = 3x—2
2
Ix—2=0 = x=—
3

Prikazane lineame funkeyje imaju jednu nultodku.

2. Koliko nulto¢aka imaju funkeyje:
filx) =x*—2x+1

¥ —-2x+1=0 = (x—-1)° = x=1
folx) =5x*—2x+6

24V4—4-5-6 _1+1V29
10 B 5

Sx° —2x+6=0 = x;,=

filx) =5x*—2x -5

_2+v4+4-5-5 1426

5x2 —2x —5=0 = x,.
X X Xy 10 5

Prikazane kvadratne funkcye imaju dvye nultocke.

Posebno, za broj 1 kazemo da je dvostruka nultocka funkcije f; (x) .

Slika 18: Rjesenje nastavnog listica Nultocke polinoma
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NuHrodke polinoma
(rieZenia)

1. Koliko nultoéaka imaju funkcije:
fi(x)=—-5x+9
9
—5x+9=0 = x=-
>
folx) = 3x—2
2
Ix—2=0 = x=—
3

Prikazane lineame funkeyje imaju jednu nultodku.

2. Koliko nulto¢aka imaju funkeyje:
filx) =x*—2x+1

¥ —-2x+1=0 = (x—-1)° = x=1
folx) =5x*—2x+6

24V4—4-5-6 _1+1V29
10 B 5

Sx° —2x+6=0 = x;,=

filx) =5x*—2x -5

_2+v4+4-5-5 1426

5x2 —2x —5=0 = x,.
X X Xy 10 5

Prikazane kvadratne funkcye imaju dvye nultocke.

Posebno, za broj 1 kazemo da je dvostruka nultocka funkcije f; (x) .

Slika 19: Rjesenje nastavnog listica Nultocke polinoma
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Sazetak

Bududi da se polinomi vise ne obraduju kao zasebna cjelina u nastavi mate-
matike, cilj rada je analizirati gdje se kroz osnovnoskolsko i srednjoskolsko
obrazovanje polinomi pojavljuju i poucavaju indirektnim putem. U tu svrhu
se zapocelo s analizom udzbenika i razgovorom s nastavnicima iz razlicitih
gimnazija.

Nakon toga smo se posvetili definiciji polinoma i njegovim osnovnim svoj-
stvima. Zatim detaljno obradili polinom drugog i treceg stupnja, kao i kva-
litativno crtanje grafova polinoma, sto pridonosi analitickom razmisljanju u
rjeSavanju problema koji su prikazani kroz rad. Za kraj diplomskog rada oda-
brani su zadaci s natjecanja te prezentirani zajedno s metodickim napome-
nama, kako bi se mogli implementirati u nastavu kroz diskusije i aktivnosti.
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Summary

Since polynomials are no longer treated as a separate unit in mathematics
teaching, the aim of this thesis is to analyze where polynomials appear and
are indirectly taught through primary and secondary education. Therefore,
the analysis of textbooks and conversations with teachers from different high
schools began.

After that, we devoted ourselves to the definition of a polynomial and its
basic properties. Then we processed in detail the polynomials of the second
and third degree, as well as the qualitative drawing of polynomial graphs,
which contributes to analytical thinking in solving the problems presented
through the thesis. At the end of the thesis, the tasks from the competition
were selected and presented together with methodological notes, so that they
could be implemented in teaching through discussions and activities.
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