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Uvod

Faktorizacijom matrice prikazujemo matricu u obliku produkta matrica. Matricne nam fak-
torizacije daju moguénost jednostavnijeg rjeSavanja nekih problema i ubrzavaju racunski
proces. Osnovni su alat numeri¢ke matematike i najéesce se primjenjuju prilikom rjeSavanja
sustava linearnih jednadzbi, a jedna od najpoznatijih faktorizacija je QR—faktorizacija.

Iako sam problem matri¢ne faktorizacije postoji dugo i ve¢ su poznate brojne metode i
efikasni algoritmi za provodenje pojedinih faktorizacija, danas je njihovo proucavanje jos
uvijek veoma aktivno podruc¢je. U prilog tome istaknimo ¢lanak K. Burnika (vidi [1]) i
njegovu nedavno otkrivenu centrosimetricnu QR—faktorizaciju. Upravo Ce ona biti glavna
tema ovog diplomskog rada.

U prvom su poglavlju rada dane definicije, tvrdnje i rezultati linearne algebre koji ¢e se
koristiti u ostalim poglavljima rada. Osnovni pojmovi potrebni za razumijevanje glavnog
rezultata su vektorski prostori, skalarni produkt, norma, matrice i operacije s matricama te
linearni operatori.

Drugim se poglavljem opisuje klasicna QR—faktorizacija. Postupno se izgraduje po-
jam Hausholderove refleksije te se iskazuje i dokazuje teorem QR—faktorizacije realne
regularne matrice.

Kroz trece poglavlje Citatelju se priblizava pojam posebnog indefinitnog skalarnog pro-
dukta, tzv. perplektickog skalarnog produkta te matrica koje taj produkt cuvaju, a zovu se
perplekticke matrice. Nakon toga uvodi se pojam centrosimetricnih matrica te se isticu
1 dokazuju njihova svojstva. PojaSnjavaju se pojmovi Moore-Penroseovog inverza i du-
plostoZaste matrice te postupno razvija ideja na kojoj ¢e se temeljiti glavni rezultat ovog
rada, a za koji ¢e biti potrebni blok perplekticki reflektori 1 ulaganja matrica kojima Ce
se takoder posvetiti paznja. U nastavku se detaljno razraduje postupak provodenja cen-
trosimetricne QR—faktorizacije, iskazuje 1 dokazuje teorem o istoj te izlaze pregledni al-
goritam za njezino provodenje koji olakSava razumijevanje dokaza glavnog rezultata rada.
QR—faktorizacija centrosimetricne matrice opisana ovim radom ce, za razliku od klasi¢ne
QR—faktorizacije, saCuvati svojstvo centrosimetri¢nosti dobivenih matrica Q i R. Preciz-
nije, dobivena matrica Q bit ¢e perplekticka ortogonalna matrica, a matrica R duplostoZasta
centrosimetri¢na matrica. Na kraju se rada na konkretnom primjeru postupno provodi cen-
trosimetricna QR—faktorizacija.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Vektorski prostori

Definicija 1.1.1. Neka je G neprazan skup. Svako preslikavanje
*x:GXG—-G

nazivamo binarnom operacijom na skupu G. Svakom uredenom paru (x,y) € G X G
binarna operacija * pridruZuje element 7 = x *y € G.

Definicija 1.1.2. Neka je G neprazan skup i * binarna operacija na G za koju vrijede

svojstva:

(Gl) (xxy)*z=xx*(y=*2)zasvex,y,z€ G, (asocijativnost)
(G2) postoji e € G takav da je e+ x = x e = x za sve x € G, (neutralni element)
(G3) za svaki x € G postojiy € G takavdaje x xy =y * x = e. (inverzni element)

Uredeni par (G, *) naziva se grupa.
Grupa (G, %) je komutativna ili Abelova grupa ukoliko vrijedi i svojstvo:

(GS5) xxy=yx*xzasvex,y €G. (komutativnost)

Definicija 1.1.3. Uredena trojka (G, +, -) nepraznog skupa G na kojemu su definirane dvije
binarne operacije + (zbrajanje) i - (mnoZenje) je prsten ako vrijedi:

(1) (G, +) je Abelova grupa,

(i1) (G, ") je polugrupa, to jest vrijedi
x-(y-z2)=(x-y)-zzasve x,y,z € G, (asocijativnost mnoZenja)
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(i) x-(y+z)=x-y+x-zzasvex,y,z€G
(distributivnost mnoZenja u odnosu na zbrajanje slijeva)

(av) (x+y)-z=x-z+y-zzasvex,y,2€G
(distributivnost mnoZenja u odnosu na zbrajanje zdesna).

Neutralni element Abelove grupe (G, +) oznacavamo s 0 i zovemo nula. Ako postoji ne-
utralni element strukture (G,-), oznacavamo ga s 1 i zovemo jedinica te u tom slucaju
(G, +, -) nazivamo prsten s jedinicom. Ako za operaciju mnoZenja vrijedi svojstvo komuta-
tivnosti, prsten nazivamo komutativnim prstenom.

Definicija 1.1.4. Uredenu trojku (G, +, -) nazivamo poljem ako vrijedi:
(1) (G, +) je Abelova grupa,
(i1) (G*,-) je Abelova grupa, pri cemu je G* = G\{0},

(ii1) distributivnost mnoZenja u odnosu na zbrajanje slijeva i zdesna.

Polje mozZemo definirati i drugacije, kao komutativni prsten s jedinicom (G, +, -) kojemu su
svi elementi iz G* invertibilni. Najcesca oznaka za polje je F.

Definicija 1.1.5. Neka je (V, +) Abelova grupa i F polje. Za uredenu trojku (V, +, -) kaZemo
da je vektorski prostor nad poljem F ako je - : F XV — V preslikavanje za koje vrijedi:

(V) a-(B-a)=(a-B)-azasvea,B€F, aecV (kvaziasocijativnost)
(V2) (a+pB)-a=a-a+B-azasvea,feEF, aecV

(distributivnost mnoZenja u odnosu na zbrajanje u FF)
V) a-(a+b)=a-a+a-bzasvea€eF a,beV

(distributivnost mnoZenja u odnosu na zbrajanje u'V)

(V4) 1-a=azasveacV. (multiplikativni neutralni element)

Vektorski prostor nazivamo realnim vektorskim prostorom ukoliko vrijedi F = R odnosno
kompleksnim vektorskim prostorom ukoliko vrijedi F = C.

Vektorom nazivamo svaki element skupa V, a skalarom svaki element polja F.

MnoZenje vektora skalarom naziv je za operaciju - i ona se osim « - a nerijetko biljeZi i aa.
Nulvektor je naziv za neutralni element Abelove grupe (V, +) i oznacavamo ga s Oy.
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Primjer 1.1.6. Neka je n neki prirodan broj i neka je
R'=RXRX---XR={(x1,x,...,x,) : x; ER,i=1,...,n},
skup svih uredenih n—torki realnih brojeva. Zbrajanje u R" je definirano po koordinatama:
(X1, X2, o X)) + (V15 V25 ees V) = (X1 + Y1, X2 + Y2, o0y Xy + V),
kao i mnoZenje uredene n—torke s realnim brojem a:
a - (X1, X2, 000y X)) = (X1, OX2, ..., AXp).
Lako se provjeri da je (R, +) Abelova grupa i da je (R", +, -) realan vektorski prostor.

Definicija 1.1.7. Za vektorski prostor V nad poljem F, prirodan broj k, vektore a,, a,, ..., a;
i skalare ay, s, ..., @y, vektor koji je oblika:

aiay + aray + -+ apag
zovemo linearnom kombinacijom vektora a,, as, ..., a; s koeficijentima a1, as, ..., .

Definicija 1.1.8. Skup svih linearnih kombinacija vektora iz S, gdje je S C V, zovemo
linearnom ljuskom ili linearnim omotacem skupa S te oznacavamo [S]. Pisemo:

[S]={a; +---+a,a, :neN,a;,as,...,a, €S,a1,ay, ..., a, € F}

Definicija 1.1.9. Ako se svaki vektor vektorskog prostora V nad poljem F moZe prikazati
kao linearna kombinacija konacno mnogo vektora iz G, pri emu je G C V, tj. ako je
V = [G], za skup G kaZemo da razapinje ili generira prostor V. U tom slucaju skup G
nazivamo sustavom izvodnica za V.

Definicija 1.1.10. Ukoliko vektorski prostor sadrZi barem jedan konacan sustav izvodnica,
kazemo da je konacnogeneriran.

Primjer 1.1.11. Za proizvoljan vektor x = (x, x,) € R? vrijedi
x = x1(1,0) + x2(0, 1).

Iz toga slijedi da se svaki x = (x, x,) € R? moZe zapisati kao linearna kombinacija vektora
e; = (1,0) i e; = (0, 1) §to povlaci da je {e;, e;} sustav izvodnica za R>.

Generalno, vrijedi R" = [{ey, es, ..., e,}], pri cemu je e; = (1,0,...,0),e, = (0,1, ...,0), ..., e, =
0,0,...,1).

Zakljucujemo da je vektorski prostor R" konacnogeneriran.
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Definicija 1.1.12. Skup vektora S = {ai,as,...,ar} koji je podskup vektorskog prostora
V nad poljem F je linearno nezavisan ako nulvektor Oy moZemo pomocu vektora iz S
prikazati na jedinstven nacin, drugim rije¢ima ako iz jednadZbe

aja; + -+ aqpag = Oy (1.1)

slijedi vy =ay =---=a; =0.
Ako postoji izbor ay, s, ..., a; pri Cemu je barem jedan od skalara razli¢it od nule i vrijedi
(L.1), za skup S kazZemo da je linearno zavisan.

Primjer 1.1.13. Skup {e,, e, ...,e,} C R" je linearno nezavisan.

Definicija 1.1.14. Ako je B sustav izvodnica za V te linearno nezavisan skup u V, kaZemo
da je B baza prostora V.

Primjer 1.1.15. Skup {e, e, ..., e,} je baza za R", a zovemo je kanonska ili standardna
baza.

Teorem 1.1.16. Neka je vektorski prostor V konacnogeneriran i netrivijalan. Ako je G =
{ay,ay, ...,a,} sustav izvodnica za V, onda on sadrZi podskup koji je baza prostora V.

Korolar 1.1.17. Svaki vektorski prostor koji je konacnogeneriran i netrivijalan ima konacnu
bazu.

Definicija 1.1.18. Vektorski prostor s konacnom bazom nazivamo konacnodimenzionalan
vektorski prostor, a u suprotnom ga zovemo beskonacnodimenzionalnim.

Definicija 1.1.19. Neka je V netrivijalan konacnodimenzionalan vektorski prostor. Kazemo
da je broj vektora u proizvoljnoj bazi vektorskog prostora V njegova dimenzija.
Oznacavamo je s dimV.

Govorimo o n—dimenzionalnom vektorskom prostoru V ako vrijedi dimV = n.

Ako je V = {0y}, definiramo dimV = (.

Napomena 1.1.20. Primjer|l.1.15| pokazuje da je dimR" = n, stoga se za R" Cesto koristi
naziv realan n—dimenzionalni koordinatni prostor.

Definicija 1.1.21. Za W # 0 koji je podskup vektorskog prostora V nad poljem F kaZemo
da je potprostor od V ukoliko je W vektorski prostor nad poljem F uz iste operacije kao u
Vito biljezimo W < V.
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1.2 Skalarni produkt

Definicija 1.2.1. Za vektorski prostor V nad poljem F = R ili F = C definiramo pres-
likavanje s : V XV — FE. To preslikavanje uredenom paru vektora pridruzuje skalar
s(a,b) = {alb) € F, a zovemo ga skalarno mnoZenje ili skalarni produkt na prostoru V
ako vrijede svojstva:

(1) (ala) = 0 za svaki a € V, pri cemu {ala) = 0 akko a = Oy, (pozitivna definitnost)
(2) (alb) = (blay za sve a,b €'V, (hermitska simetric¢nost)
3) (Aalb) = Aa|b) za svea,b € V,A €F, (homogenost)
4) {a+ b|c) = {alc) + {b|c) za sve a,b,c € V. (aditivnost)

Skalarni produkt ili umnozak vektora a i b naziv je za skalar {a|b), a unitarni prostor nad
poljem F naziv je za uredeni par (V,{:|)) .

Primjer 1.2.2. Za vektore x = (x1,X2, ..., X)) 1 Y = (V1,25 ..., Yu) iZ realnog vektorskog
prostora R" definiramo

(X[y) = xiy1 + xXoy2 + - + Xy = 21 Xiyi.

Lako se provjeri da vrijede sva svojstva iz definicije[l.2.1]iz cega zakljucujemo da je R" pri-
mjer realnog unitarnog prostora. Definirani skalarni produkt zovemo standardni skalarni
produkt na R".

Definicija 1.2.3. Ako za vektore a i b unitarnog prostora V vrijedi {a|b) = 0, za njih kaZemo
da su medusobno ortogonalni i pisemo a L b.

Definicija 1.2.4. Za konacan skup vektora {a,, a,, ..., a;} u unitarnom prostoru V kaZemo
da je ortogonalan skup vektora ako vrijedi a; L ajzai # j, zasvei,je€ {1,2,..,k}.

Definicija 1.2.5. Na unitarnom prostoru V nad poljem F = R ili F = C definiramo presli-
kavanje

Il : V—>R
koje svakom vektoru a € V pridruzuje realan broj |\al| = V{ala). Vrijede svojstva:
(1) llall = 0O, pri cemu ||a|| = 0 akko a = Oy za svakia € V, (pozitivna definitnost)
(2) ||Aall = |4 - |lal| za sve a € V, A € F, (homogenost)

3) lla + bl < |lall + 1b]| za sve a,b € V. (nejednakost trokuta)
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To preslikavanje zovemo norma na prostoru V. Opcenitije, ako je V vektorski prostor nad
poliem F = Rili F = Cil|l-]|| : V — R je preslikavanje sa svojstvima (1)—(3), tada
preslikavanje || - || zovemo norma na prostoru V, a uredeni par (V, ||:||) zovemo normirani
prostor.

Primjer 1.2.6. Standardni skalarni produkt na prostoru R" inducira normu || -|| : R" - R,

_ |2 2
lall, = (/a7 + -+ a2

Propozicija 1.2.7. Neka je V unitaran prostor. Za svaka dva vektora x,y € V vrijedi
Cauchy-Schwarz-Bunjakowskyjeva nejednakost

eI < Il - Iyl
Jednakost se postiZe akko su vektori x i y linearno zavisni.
Definicija 1.2.8. Neka je V normirani prostor. Svaki vektor a € V za koji vrijedi
llall =1

nazivamo jedinicni ili normirani vektor.
Postupak kojim vektoru a € V\{Oy} pridruZujemo vektor
= L
0 = fai®
Zovemo normiranje vektora.

Definicija 1.2.9. Za skup vektora S = {a,as, ..., ar} u unitarnom prostoru V kaZemo da
Jje ortonormiran ako je taj skup ortogonalan i svi su mu ¢lanovi normirani, odnosno ako
vrijedi

(aijlaj) = 6;j za sve i, j € {1,2,...,k}.

Posebno, ako je ortonormiran skup S baza za V, zovemo ga ortonormiranom bazom.

1.3 Matrice
Definicija 1.3.1. Neka su m i n prirodni brojevi. Preslikavanje
A:{1,2,...m}x{1,2,...,n} - F

zovemo matrica tipa (m,n) s elementima iz polja F.
Oznaka za skup svih matrica tipa (m, n) je M,,,(F).
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Matrica A uredenom paru (i, j), pri¢emu je 1 <i <mil < j < n, pridruzuje skalar
polja F. Cesto za funkcijske vrijednosti koristimo oznaku a;; umjesto A(i, j) 1 biljezimo ih
u pravokutnoj shemi poput:

ayny dpp - Ay

dzy dzpp -+ dyy
A=

Aml A2 Aup

Mogu se koristiti uglate, ali i okrugle zagrade. Praznina na pojedinom mjestu u matrici
oznacava nulu. Matrica A ima m redaka 1 n stupaca. Kazemo da je uredena n—torka
(ai1, ap, ..., aiy) i—ti redak, a uredena m—torka (a, j, azj, ..., ;) j—ti stupac matrice A.

Definicija 1.3.2. Za matricu tipa (n,n) kazemo da je kvadratna matrica ili matrica reda
n. Oznaka za skup svih matrica reda n s elementima iz polja F je M, (F).

Uredenu n—torku (aiy, a, ..., a,,) matrice A € M,(F) nazivamo glavna dijagonala, a
uredenu n—torku (a,, az n-1, ..., 1) sporedna dijagonala matrice A.

Definicija 1.3.3. Dvije su matrice jednake ako su istog tipa i ako su njihovi elementi na
odgovarajucim pozicijama jednaki.

Definicija 1.3.4. Neka su A = [a;;] i B = [b;;] matrice tipa (m,n). Zbroj matrica A i B je
matrica C = [c;;] koja je tipa (m, n) i takva da za njezine elemente vrijedi c;; = a;j + b;; za
svei=1,2,...m, j=1,2,...,n. Koristimo oznaku A + B = C.

Napomena 1.3.5. Ukoliko su matrice razlicitog tipa, njihov zbroj ne definiramo.

Definicija 1.3.6. Matrica tipa (m, n) kojoj su svi elementi jednaki nuli zove se nulmatrica
i oznacavamo ju s 0 ili 0,,,.

Propozicija 1.3.7. Skup matrica M,,,(F) s operacijom zbrajanja matrica c¢ini Abelovu
grupu.

Definicija 1.3.8. Neka je A = [a;;] matrica tipa (m,n) i neka je A € F. UmnoZak matrice
A skalarom A je matrica B = [b;;] koja je tipa (m, n) i takva da za njezine elemente vrijedi
bij=Ada;jjzasvei=1,2,..m,j=1,2,..,n Biljeimo B = AA.

Teorem 1.3.9. Skup matrica M,,,(F) s operacijama zbrajanja matrica i mnoZenja matrica
skalarom cini vektorski prostor nad poljem F i dimenzija mu je m - n.

Definicija 1.3.10.

(a) Matrica D = [d;;] reda n je dijagonalna ako za sve i # j vrijedi d;; = 0.
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(b) Matrica S = [sij] reda n je skalarna ako je dijagonalna i ako za svei,j = 1,2,...,n
vrijedi s;; = sj;.

(c) Matrica I = [6;;] reda n je jedinicna ako je skalarna i ako za svakii = 1,2, ...,n vrijedi
5,’,‘ = 1

(d) Matrica G = [g;;] reda n je gornjetrokutasta ako za sve 1 < j < i < nvrijedi g;; = 0.
(e) Matrica H = [h;j] reda n je donjetrokutasta ako za sve 1 <i < j < nvrijedi h;; = 0.
Primjer 1.3.11. Slijede primjeri matrica iz prethodne definicije reda 3:

5 0 0]

(@) D=1{0 9 0} jedijagonalna matrica.
0 0 7

oo
(e

(b) § Jje skalarna matrica.

I

o

o0
E=X=}

=)
o

p—
=]
(=)

je jedinicna matrica.

(C)I—lO 1 0
0 1

=)

d G=

S O
SN B~
W O\ W

} Jje gornjetrokutasta matrica.

9 0 0
01 0
4 -3 6

(e) H= Jje donjetrokutasta matrica.

Definicija 1.3.12. Transponirana matrica matrice A = [a;;] € M,,,(F) je matrica B =
[bi;]1 € M,,,(F) takva da za njezine elemente vrijedi jednakost

bijj=ajzasvei=12,..,n,j=12,..,m
Koristimo oznaku B = A'. Za operaciju
t: M, (F) - M,,,(F)
koja preslikava A — A’ koristimo naziv transponiranje.

Propozicija 1.3.13. Za matrice A, B € M,,,,(F) i skalar A iz polja F vrijede jednakosti:
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(1) A =4,
(2) A+B) =A"+ B,
(3) (1A) = 2A~
Definicija 1.3.14. Za matricu A € M,(F) kaZemo da je simetricna ako vrijedi jednakost
A=A
odnosno antisimetricna ako vrijedi jednakost
A=-A

Definicija 1.3.15. Ako za matrice A i B vrijedi da je broj stupaca matrice A jednak broju
redaka matrice B, za te matrice kaZemo da su ulancane.

Definicija 1.3.16. Za ulancane matrice A = [a;;] i B = [b;;] redom tipa (m,n) i (n, p)
definiramo umnoZak matrica A i B kao matricu C = |[c;;] koja je tipa (m,p) i za Cije
elemente vrijedi:

cij = anbij +apbyj + -+ ayb,; = kzn:1 aibyj, pricemui=1,2,...m,j=1,2,..,p.
Koristimo oznaku C = A - B = AB. Time je definirana operacija mnoZenje matrica
-t My (F) X M,,,(F) = M,,,(F).
Propozicija 1.3.17. Za mnoZenje matrica vrijedi:
(1) opcenito nije komutativno,
(2) (AB)C = A(BC) za sve A, B i C za koje je izraz definiran,
(3) (1A)B = A(AB) = A(AB) za svaki A € F, za sve A i B za koje je izraz definiran,
(kvaziasocijativnost)
(4) ABB+C)=AB+ACi(A+B)C =AC+ BC za sve A, B i C za koje je izraz definiran
(distributivnost prema zbrajanju matrica slijeva i zdesna).

Propozicija 1.3.18. Jednakost
(AB)' = B'A’
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vrijedi za sve A i B za koje je izraz definiran.

Definicija 1.3.19. Za kvadratnu matricu A € M,(F) kaZemo da je regularna ili invertibilna
ako postoji matrica B € M,(F) takva da vrijedi

AB=BA =1

Tada matricu B nazivamo inverznom matricom matrice A te koristimo oznaku B = A™".
U suprotnom, matricu A nazivamo singularnom matricom.

Definicija 1.3.20. Neka je A € M,,,(F). Elementarne transformacije nad matricom A su:
(1) zamjena dvaju redaka (stupaca),
(2) mnoZenje retka (stupca) skalarom razlicitim od nule,

(3) pribrajanje retku (stupcu) drugog retka (stupca) pomnoZenog skalarom razlicitim od
nule.

Primjer 1.3.21. Neka je dana matrica A

6 1 -2 5
A=|-3 0 7 4}
-9 -5 0 2
Uvedimo oznake
oo (1000
F=|1 0 0| G= .
00 1 0 0 01
0 010

Uocimo da je matrica F dobivena zamjenom prvog i drugog retka jedinicne matrice, a
matrica G zamjenom treceg i Cetvrtog stupca jedinicne matrice.
Promotrimo sada

-3 0 7 4
F-A=[{6 1 =2 5|
-9 -5 0 2

Uocavamo da je elementarna transformacija nad retcima, toc¢nije zamjena prvog i drugog
retka matrice A, ostvarena mnoZenjem matrice A slijeva matricom F.
Analogno, promotrimo li
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6 -2

1 5
A-G=|-3 0 4 7|
-9 -5 2 0

uocavamo da je elementarna transformacija nad stupcima, tocnije zamjena treceg i cetvrtog
stupca matrice A, ostvarena mnoZenjem matrice A zdesna matricom G. MoZemo zakljuciti
da se svaka elementarna transformacija zamjene redaka ili stupaca matrice moZe ostvariti

mnoZenjem matrice slijeva ili zdesna odgovarajucim matricama.

Primjer 1.3.22. Neka je dana matrica A kao u prethodnom primjeru.
Uvedimo oznake

F=|0 1 0,G= )
00 2 0 010
0 001

Uocimo da je matrica F dobivena mnoZenjem treceg retka jedinicne matrice skalarom 2, a
matrica G mnoZenjem drugog stupca jedinicne matrice skalarom 5.
Promotrimo sada

6 1 -2 5
F-A=(-3 0 7 4|
-18 =10 0 4

Uocavamo da je elementarna transformacija mnoZenja retka matrice skalarom razlicitim
od nule, tocnije mnoZenje treceg retka matrice A skalarom 2, ostvareno mnoZenjem matrice
A slijeva matricom F.

Analogno, promotrimo li

6 5 -25
A-G=(-3 0 7 4|
-9 =25 0 2

uocavamo da je elementarna transformacija mnoZenja stupca matrice skalarom razlicitim
od nule, tocnije mnoZenje drugog stupca matrice A skalarom 5, ostvareno mnoZenjem ma-
trice A zdesna matricom G.
MoZemo zakljuciti da se svaka elementarna transformacija mnoZenja redaka ili stupaca
matrice skalarom razlicitim od nule moZe ostvariti mnoZenjem matrice slijeva ili zdesna
odgovarajucim matricama.

Primjer 1.3.23. Neka je dana matrica A kao u prethodna dva primjera.
Uvedimo oznake
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oo (1000
F=10 1 0| G= .
00 1 0010
0 0 01
Promotrimo
-6 1 26 21
F-A=|1-3 0 7 4|
-9 -5 0 2

Uocavamo da je mnoZenjem matrice A matricom F slijeva dobivena matrica A kojoj je
prvi redak uvecan za drugi redak pomnoZen s 4.

Promotrimo
6 1 0 5
A-G=|-3 0 7T 4.
-9 -5 -10 2

Uocavamo da je mnoZenjem matrice A matricom G zdesna dobivena matrica A kojoj je
tre¢i stupac uvecan za drugi stupac pomnoZen s 2.

Definicija 1.3.24. Matricu dobivenu jednom elementarnom transformacijom nad retcima
ili stupcima jedinicne matrice reda n nazivamo elementarna matrica reda n.

Definicija 1.3.25. Svaka je elementarna matrica invertibilna, a inverz elementarne matrice
opet je elementarna matrica.

Propozicija 1.3.26. Elementarne transformacije nad retcima matrice A € M,,,(F) os-
tvarive su mnoZenjem matrice A slijeva pogodnim elementarnim matricama reda m, dok
su elementarne transformacije nad stupcima matrice A ostvarive mnoZenjem matrice A
zdesna pogodnim elementarnim matricama reda n.

Definicija 1.3.27. Neka su matrice A, B € M,,,(F). KaZemo da je matrica A ekvivalentna
matrici B ako matricu B moZemo dobiti primjenom konacno mnogo elementarnih transfor-
macija na matricu A. Koristimo oznaku A ~ B.

Propozicija 1.3.28. Ako su dane ekvivalentne matrice A i B tipa (m, n), onda postoji regu-
larna matrica S reda m i regularna matrica T reda n takve da vrijedi jednakost B = S AT.

Definicija 1.3.29. Za matricu A = [a;;] € M,,,(F) i skup stupaca matrice A{S1,S,...,S,} C
M, (F) definiramo pojam ranga matrice A kao dimenziju linearne ljuske njenog skupa stu-
paca. Koristimo oznaku

r(A) =dim[{S1,S2,....S.}]
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Napomena 1.3.30. Ekvivalentna definicija je da je rang matrice A broj linearno nezavisnih
stupaca matrice A jer je po teoremu bilo koji sustav izvodnica moguce reducirati do
baze.

Teorem 1.3.31. Ako je matrica A’ dobivena primjenom elementarnih transformacija nad
stupcima matrice A, onda vrijedi

r(A) = r(A").

Teorem 1.3.32. Broj linearno nezavisnih redaka matrice A € M,,,(F) jednak je broju line-
arno nezavisnih stupaca iste matrice.

Korolar 1.3.33. Za matricu A € M,,,(F) vrijedi jednakost
r(A) = r(A").

Korolar 1.3.34. Ako su dvije matrice A i B medusobno ekvivalentne, onda vrijedi jednakost
r(A) = r(B).

Definicija 1.3.35. Za 0 < r < min(m, n), matricu D, € M,,,(F) za koju vrijedi [D,);; = 1 za
svaki i = 1,2, ...,r i kojoj su svi drugi elementi nule zovemo kanonska matrica ranga r i
tipa (m, n).

Propozicija 1.3.36. Matrica A € M,,,(F) ranga r moZe se svesti na kanonsku matricu
ranga r i tipa (m, n) primjenom konacno mnogo elementarnih transformacija nad stupcima
ili retcima matrice A.

Teorem 1.3.37. Za matricu A € M,,,(F) vrijedi r(A) = r akko A ~ D,.
Korolar 1.3.38. Dvije su matrice A, B € M,,,(F) ekvivalentne akko su istog ranga.
Propozicija 1.3.39. Neka je A € M,(R). Tada vrijedi

r(A) = r(AA").

Propozicija 1.3.40. Skup svih regularnih matrica iz M,,(F) s operacijom mnoZenja matrica
Jje nekomutativna grupa.

Napomena 1.3.41. Grupu iz prethodne propozicije zovemo opca linearna grupa i oznacavamo
je s GL(n,F).

Teorem 1.3.42. Matrica reda n je regularna akko je ranga n, odnosno punog ranga.

Korolar 1.3.43. Svaka se regularna matrica moZe napisati u obliku umnoska elementarnih
matrica.
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Korolar 1.3.44. Dvije su matrice A, B € M,,,(F) ekvivalentne akko postoje regularne ma-
trice S reda mi T reda n takve da vrijedi jednakost B = S AT.

Na sljede¢em primjeru pokazat ¢emo specificnost koja vrijedi opCenito, za svaku re-
gularnu matricu, a to je da se one mogu svesti na jedini¢ne matrice primjenom konac¢no
mnogo elementarnih transformacija samo po stupcima ili samo po retcima.

Primjer 1.3.45. Transformirajmo danu matricu A primjenom elementarnih transformacija
samo po retcima.

A=|-3 8 =54

=320 drugom retku dodamo prvi redak pomnoZen s 3 }
trecem retku dodamo prvi redak pomnoZen s — 2

2 -1 13
I -3 20 . v
o 21 6 |- { prvom retku dodamo drugi redak pomnoZen s — 3 }
0 5 -27 treCem retku dodamo drugi redak pomnoZen s 5
B (1) _01 é B { drugi redak pomnoZimo s — 1 } B (1) (1) —26
0 0 3 treci redak pomnozimo s % 00 1

01 0|l=L

{ prvom retku dodamo treci redak pomnoZen s —?2 } 100
0 01

drugom retku dodamo treci redak pomnoZen sa 6

Na primjeru koji slijedi pokazat éemo postupak odredivanja inverza regularne matrice.

Svakoj regularnoj matrici inverz se moze odrediti svodenjem iste na jedinicnu matricu
primjenom elementarnih transformacija samo po retcima ili samo po stupcima.
Za svaku matricu A € GL(n,F) postoje elementarne matrice By, By, ..., B; reda n za koje
vrijedi I = By ---B;A. Bududi da je inverz jedinstven, vrijedi A™! = B;---B;iA™! =
(Bi--- By)l. 1z toga zakljuCujemo da inverz matrice A mozemo dobiti transformiranjem
jedini¢ne matrice / istim transformacijama koje primjenjujemo po retcima (ili stupcima)
matrice A kako bismo od nje dobili jedini¢nu matricu. Opisano jednostavnije mozZemo
prikazati ovako:

(A : I) ~ { elementarne transformacije nad retcima (ili stupcima) } ~ (I : A™).

Primjer 1.3.46. Neka je matrica A kao u prethodnom primjeru. Odredimo joj inverz:

1 -3 20,1 00 1 -3 20,1 0O
A:D=l-3 8 54,01 0|~|0 -1 6 3 10

2 -1 1310 01 0 5 -27'-2 0 1
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1 0 2,-8 =3 0 10 2,-8 =30
~l0 -1 6!3 1 0|~[0 1 -6!-3 -1 0
0 0 3113 5 1 oo 1:%8 31

100,22 2 2

~|0 1023 9

00118 3

N w

] =A™

1

3

Definicija 1.3.47. Ortogonalna matrica je svaka matrica A € M, (R) za koju vrijedi jedna-

kost AA" = A’A = I, odnosno A" = A'. Oznaku O(n) koristimo za grupu svih ortogonalnih
matrica reda n s obzirom na mnozZenje matrica, a zovemo je ortogonalna grupa.

Napomena 1.3.48. Ortogonalne matrice cuvaju standardni skalarni produkt. Drugim
rijecima, ako je matrica A ortogonalna, tada vrijedi

(Ax|Ay) = (x|y) za sve x,y € R".

Neka je A = [a;;] € O(n). Buduéi je AA" = I, vrijede jednakosti
[AA"];; =[] =06;; 1 [AA'];= k;[A]ik[At]kj = 1;1 aixa ji,
iz kojih slijedi

2 Qi ji = 0jj.

k=1
Vrijedi da je suma kvadrata elemenata nekog retka (ili stupca Sto uo€avamo ako kre¢emo
od jednakosti A’A = I) jednaka 1, a skalarni produkt dvaju razlicitih redaka (ili stupaca)
jednak je 0.
Retke (ili stupce) matrice A moZemo shvatiti kao vektore iz R"” pa kazemo da su oni nor-
mirani (duljine 1) i medusobno okomiti ili ortogonalni (zato $to im je skalarni produkt
jednak 0).

Primjer 1.3.49. Primjer je ortogonalne matrice matrica:

sina@ cosa
A= ) ,a € R
—cosa sina

Definicija 1.3.50. Determinantu matrice A reda 2 definiramo kao

app anp
dzy adx

det(A) =

= dpdp — dppads;.
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1.4 Linearni operatori

Definicija 1.4.1. Za vektorske prostore Vi W nad istim poljem F definiramo preslikavanje
A: VoW

Ako za sve a,b € V,a € F vrijede svojstva:

(1) A(a+b) = A(a) + A(b), (aditivnost)

(2) A(aa) = aA(a), (homogenost)

tada preslikavanje A nazivamo linearnim operatorom ili linearnim preslikavanjem. Za
skup svih linearnih operatora V.— W koristimo oznaku L(V, W).

Definicija 1.4.2. Za linearni operator A : V. — W koji je bijektivan kazemo da je izomor-
fizam vektorskih prostora Vi W.

Definicija 1.4.3. Za vektorske prostore V i W kaZemo da su izomorfni ako postoji izomor-
fizam A 1V — W. BiljeZimoV ~ W.

Teorem 1.4.4. Vektorski prostori konacnih dimenzija definirani nad istim poljem F su izo-
morfni akko imaju jednake dimenzije.

Korolar 1.4.5. Svaki vektorski prostor nad poljem R dimenzije n izomorfan je prostoru R".

Propozicija 1.4.6. Ako su V i W vektorski prostori konacnih dimenzija nad istim poljem
F, e = (ey,e,...,e,) baza za V, a (by, by, ..., b,) proizvoljan niz vektora u W, onda postoji
jedinstven linearan operator A € L(V, W) tako da vrijedi

Ale))=b;,zai=1,2,...,n

Ako je f = (fi, f2, ..., fw) baza za W, tada za vektor A(e;), pri Cemu je 1 < j < n,
postoje jedinstveni skalari a,, @), ..., @,,j € F takvi da vrijedi

Alej) = ayifitanjfo+ -+ apjfin-

Time smo operatoru A pridruZili matricu

ay;; Q@ - Ay,

@y Q@ - A2y
A(f,e) =] .

U1 A2 - Ay

Matricu A(f, ) zovemo matricom linearnog operatora A u paru baza (e) i (f).
Preslikavanje A — A(f, e) je bijekcija L(V, W) — M, ,(F).



Poglavlje 2

Klasi¢cna QR-faktorizacija

2.1 Regularne matrice

Definicija 2.1.1. U n—dimenzionalnom vektorskom prostoru V svaki skup oblika
a+W={a+w:weW},
gdje je a vektor iz V, a W potprostor od V dimenzije n — 1, nazivamo hiperravninom.

Napomena 2.1.2. U daljnjem ce se tekstu pojavljivati hiperravnine koje prolaze kroz is-
hodiste. Za hiperravnine u n—dimenzionalnom vektorskom prostoru V koje prolaze kroz
ishodiste u definiciji moZe se uzeti da je vektor a nulvektor, drugim rijecima takve su
hiperravnine tocno (n — 1)—dimenzionalni potprostori od V.

Definicija 2.1.3. Za vektorski prostor V kaZemo da je direktna suma potprostora V,,V,, ..., V,,
ako se svaki vektor v € V na jedinstven nacin moZe zapisati u obliku sume vektora v\ + v, +
s+ v, pricemusuv; € Vi, zai = 1,2,...,m. Koristimo oznaku V=V, +V,+---+V,.

Propozicija 2.1.4. Ako su Wy, W, ..., W,, potprostori vektorskog prostora V takvi da vrijedi
W; L W;za sve i # j, onda je njihova suma direktna.

Definicija 2.1.5. Za direktnu sumu medusobno ortogonalnih potprostora Wy, W,, ..., W,
koristimo naziv ortogonalna suma i oznacavamo je s W, @ W, & --- @ W,

Definicija 2.1.6. Za potprostor W unitarnog prostora V moZemo definirati skup
Wt={xeV:xLwweW).

Za W+ kaZemo da je ortogonalni komplement od W u V.

18
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Moze se pokazati da je W* potprostor prostora W te slijedi da je ortogonalna suma
W & W+ dobro definirana.

Teorem 2.1.7. Ako je V unitaran prostor i W njegov potprostor, onda za svaki v € V postoji
Jedinstveni w € W tako da je v —w L W, odnosno V.= W & W+. Taj vektor w nazivamo
ortogonalna projekcija vektora v na potprostor W.

Napomena 2.1.8. Svako polje F moZemo shvatiti kao vektorski prostor nad samim sobom.

Definicija 2.1.9. Vektorski prostor linearnih operatora L(V,F), pri Cemu je V vektorski
prostor nad poljem F, zovemo dualni prostor, a oznacavamo ga s V'. Elemente prostora
V'’ zovemo linearnim funkcionalima.

Definicija 2.1.10. Neka je A € L(V,W). Za svaki linearan funkcional g € W’ definiramo
preslikavanje V — F,

vi— g(Av), vevy,

¢ime smo dobili linearan funkcional na V, a oznacavamo ga s A’g. Zapravo je dobiveno
preslikavanje A’ : W' — V' takvo da vrijedi

(A’g)(v) =g(Av), geW, 6 velV.

Lako se pokaZe da je preslikavanje linearno, odnosno da je A’ € L(W’,V’). Operator A’
zovemo adjungirani operator operatora A.

Definicija 2.1.11. Za vektorske prostore V i W nad istim poljem F € {R,C} definiramo
antilinearno preslikavanje kao preslikavanje ¢ : V. — W za koje vrijedi

plax +By) = @p(x) + fp(y), x.y€V,a.f€F.
Za polje F = R svako antilinearno preslikavanje je i linearno, razlika postoji kada je F = C.

Definicija 2.1.12. Neka je V vekiorski prostor nad poljem F € {R,C}. Konjugirani vek-
torski prostor prostora V je vektorski prostor V koji je jednak V s obzirom na zbrajanje
vektora, a u kojem je mnoZenje skalarom definirano na sljedeci nacin:

/lv:/_lv, v€V=‘_/,/l€IF.
Za F = R ne dobivamo novi vektorski prostor.
Propozicija 2.1.13. Vektorski prostori V i V su izomorfni.

Propozicija 2.1.14. Svako antilinearno preslikavanje ¢ : V. — W je linearno preslikavanje
V — W. Vrijedi i obrat.
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Korolar 2.1.15. Skup svih antilinearnih preslikavanja V. — W je jednak L(V, W).

Korolar 2.1.16. Ako je antilinearno preslikavanje V. — W izomorfizam, onda je i odgova-
rajuce linearno preslikavanje V.— W izomorfizam.

Definicija 2.1.17. Za unitaran vektorski prostor V sa skalarnim produktom (-|-) : VXV —
F i za svaki w € V moZemo definirati preslikavanje

l,:VoF ve (viw.
Buduéi da je skalarni produkt u prvom argumentu linearan, l,, je linearan funkcional na V.

Teorem 2.1.18. Uz oznake iz prethodne definicije, preslikavanje w v 1, je antilinearan
izomorfizam vektorskih prostora Vi V'. Posebno, za svaki | € V' postoji jedinstveni w € V
takav da je | = 1,,, odnosno da vrijedi

vy =(v|w), vevV.

Za unitaran vektorski prostor V sa skalarnim produktom (-|-)y i unitaran vektorski
prostor W sa skalarnim produktom (- |-)w, za A € L(V,W) i za svaki w € W definiramo
preslikavanje

VoFE v (Aviw)y,

koje je linearan funkcional na V. Iz teorema [2.1.18]slijedi da postoji jedan i samo jedan
vektor A*w € V tako da vrijedi

(Avw)w = (v|A*w)y, veV.
Time je dobiveno preslikavanje
A" W->V, we A'w,

za koje vrijedi
Av|wlw = (V|A*W)y, veV,weV. 2.1

Lema 2.1.19. Linearan operator A* € L(W, V) jedinstveno je odreden s (2.1)), a zovemo ga
hermitski adjungirani operator operatora A.

Definicija 2.1.20. Ako za linearan operator U : V — V na realnom ili kompleksnom
unitarnom prostoru V konacne dimenzije vrijedi jedna od sljedecih ekvivalentnih tvrdnji:

() U'U=UU" =1,

(i) (Ux|Uy) =<{x|y)zasve x,y €V,
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(1) ||Ux|| = ||x|| za svaki x € V,
(iv) Uey,Uey, ..., Ue, je ortonormirana baza za V za svaku ortonormiranu bazu ey, e, ..., ey,
(v) Uey,Ues,...,Ue, je ortonormirana baza za V za neku ortonormiranu bazu ey, e,, ..., e,,

nazivamo ga unitaran operator. Ako je V realan prostor, unitaran operator cesto nazivamo
ortogonalnim operatorom.

Definicija 2.1.21. Neka je a # 0 vektor unitarnog prostora V. Za proizvoljan x € V
moZemo definirati linearni operator

2x|a)

T,(x)=x-— o a.

Tako definiran linearni operator na potprostoru W = {(a)* djeluje kao identiteta. Drugim
rijecima, za svaki y € W, buduci da je (y|a) = 0, vrijedi

Ta(}’) =)
Za x = a dobivamo

T,a)=a- 2<(aa| |;>>a =a-2a=-a

Iz teorema 2.1.7) slijedi V = W @ (a). Nadalje, gornje jednakosti poviace da zay € W i
skalar A vrijedi

T,y + da) =y — Aa.
Dakle, imamo

T (y + da) = T,(y — da) = y + Aa,
IT.(y + Aa)|* = |ly = Aal* = lIylI* + [|all* = |ly + Aall%,

tojest T? = I i T, je unitaran operator. Za T, koristimo naziv unitarna refleksija s obzirom
na hiperravninu {a)*.

Definicija 2.1.22. Blok matricom nazivamo svaku matricu (A;;) kojoj su elementi A;; ma-
trice sa skalarnim elementima. Svaku od matrica A;; zovemo submatricom.

Definicija 2.1.23. Ako je (V,{-|-)) konacnodimenzionalan realan unitaran prostor unutar
kojeg se nalaze linearno nezavisni vektori b i ¢ takvi da vrijedi ||b|| = ||c||, onda vrijedi

(b—clb+cy=bl* +(blc) = (c|b)y = llcl’ =0,

drugim rije¢ima b — ¢ L b + c. Iz toga slijedi
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T, .b+c)=b+c, T,_.(b—c)=-b+c
to jest
Typ-c(b) = ¢, Tp-c(c) = b.

Hausholderova refleksija naziv je za operator T),_..
Analogno vrijedi u kompleksnom vektorskom prostoru ukoliko vrijedi (b|c) = {c|b), od-
nosno ako je skalarni produkt vektora b i c realan.

Teorem 2.1.24. Ako je matrica A reda n realna regularna matrica, onda postoje ortogo-
nalna matrica Q € M,(R) i gornjetrokutasta matrica R € M,(R) takve da vrijedi

A=OR

Dokaz. ZapiSimo matricu A u obliku blok matrice

A= (“” “12), pri &emu je b = (““) €R", @y € R, Ayy € My 1 (R).
@y Ax s

Ako je a;; razli¢it od 0, tada postoji Hausholderova refleksija 7; na R” tako da vrijedi

T\b = |Ibl| ey,
iz Cega slijedi
@y ap bl
T\A=T = 12
amnfon )= (0

zaneke o, € R"1i A}, € M,_;,-1(R), pri éemu je matrica A, regularna.
Oznacimo s b’ prvi vektor-stupac matrice A’, reda n—1. Ako b’ nije proporcionalan vektoru
¢} kanonske baze od R""', tada postoji Hausholderova refleksija 7, na R""! tako da vrijedi

0" = bl e,

1z Cega slijedi

rra( p)(8 )-8 g pmsemsers= (5 7]
te je prvi stupac matrice T;A’, vektor ||b’|le}. Postupak moZemo nastaviti i na taj nacin
dobili bismo niz ortogonalnih matrica T, T», ..., T,; reda n tako da je matrica
R=T,,...T,T)A
gornjetrokutasta, a matrica
Q=T ...TT))"

ortogonalna. Kako je oCito QR = A, ovo dokazuje tvrdnju teorema. O



Poglavlje 3

Centrosimetricna QR-faktorizacija

3.1 Perplekticke matrice

U prvom smo poglavlju definirali standardni skalarni produkt i oznacavali smo ga (-|-), a
sada ¢emo definirati indefinitni skalarni produkt kojeg ¢emo oznacavati s [-, -].

Definicija 3.1.1. Neka je m € N. Ako za funkciju [-,-] : C" x C" — C vrijede sljedeca
svojstva:

(i) lax) +Bxo,y] = alxi,y] + Blxz, yl za sve a, B € C, x1, x,y € C",
(linearnost u prvom argumentu)

(ii) [x,y] = m za sve x,y € C", (hermiticnost)
(iii) [x,y] =0zasvakiy e C" = x =0, (nedegeneriranost)
(iv) funkcija [-, -] nije pozitivno definitna, tj. ne zadovoljava svojstvo (1) iz definicije[l.2.1]
onda je nazivamo indefinitni skalarni produkt.

Napomena 3.1.2. Ako u definiciji zamijenimo C sa R, dobit ¢emo definiciju indefi-
nitnog skalarnog produkta na prostoru R™. U tom je sluc¢aju svojstvo (ii) jednostavnije:

(ii’) [x,y] = [y, x] za sve x,y € R™. (simetri¢nost)

U daljnjem tekstu opisat cemo posebnu QR—faktorizaciju. Ta faktorizacija proizlazi
iz posebnog indefinitnog skalarnog produkta koji se naziva perplekticki skalarni produkt.
Da bismo definirali perplekticki skalarni produkt, svakom vektoru pridruZujemo njegov
reverz.

Definicija 3.1.3. Svakom vektoru x € R" moZemo pridrufiti njegov reverz:

23
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X1 Xn

X2 Xn—-1
. H .

Xn X1

Oznaka za reverz od x je x~.

Definicija 3.1.4. Za jedinicnu matricu I, reda n definiramo reverz R, jedini¢ne matrice
reda n na sljedeci nacin:

R, :=
1

Lako je provjeriti da za svaki prirodan broj n vrijedi R? = . Upravo iz tog razloga R,
se u literaturi naziva i matricom zamjene.
Reverz vektora x € R” sada se moZe definirati i formulom x® := R, x.

Definicija 3.1.5. Za svaka dva vektora x,y € R" definiramo njihov perplekticki (skalarni)
produkt sa

[x, Ylr, = (X, R,y),

gdje je (-|-) standardni skalarni produkt na R". Cesto umjesto [x, Vi, koristimo oznaku
[x, y].

Definicija 3.1.6. Definiramo kvadratnu normu q : R" — R formulom
q(x) := [x, x].

Napomena 3.1.7. Primjetimo da q nije "prava” norma jer ne zadovoljava svojstvo q(x) >
0 za sve x € R", kao $to pokazuje sljedeci primjer.

Primjer 3.1.8. Neka je x € R? zadan s

Tada je njegov reverz

Racunajuci njegovu kvadratnu normu dobivamo
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qgx) =[x, x] =(x,R,x) =-5-4+4-(-5)=-40 < 0.
Propozicija 3.1.9. Za svaki vektor x € R" vrijedi
q(x)* < [l

Dokaz. Uo€imo da za svaki x € R” vrijedi ||)CR||2 = ||x||,. KoriStenjem propozicije m
slijedi da za svaki x € R” vrijedi

(x> = (x, x5 < [l || = 13-

Definicija 3.1.10. Matrica Q reda n je R,—ortogonalna ili perplekticka ako vrijedi

O'R,Q =R,. (3.1)

Definicija 3.1.11. Za grupu realnih matrica reda n koje ¢uvaju perplekticki produkt koris-
timo oznaku P(n). Simbolima tu grupu definiramo na sljedeci nacin:

P(n) :={A € M,(R) : [Ax,Ay] = [x,y],Vx,y € R"}.
Grupu P(n) zovemo realna perplekticka grupa.

Lema 3.1.12. Neka je Q realna matrica reda n. Tada je Q € P(n) ako i samo ako je Q
perplekticka matrica.

U tekstu koji slijedi vektore iz R" identificirat ¢emo s vektorima-stupcima. Za potrebe
dokaza leme 3.1.12 koristit cemo sljedece leme koje se lako dokazu direktnim raCunom:

Lema 3.1.13. Neka je A € M,(R) i {ey, e, ..., e,} kanonska baza za R". Tada za svaki a; j,
pricemu su i, j € {1,2,...,n}, vrijedi

a;; = elAe;.
Lema 3.1.14. Neka su x,y € R". Tada vrijedi

(x|y)y = x'y,
pri cemu je (- |-) standardni skalarni produkt na R".

Dokaz. Dokazimo sada lemu|3.1.12| Pretpostavimo li da je Q € P(n), onda zasve x,y € R”
vrijedi
[Ox, Oyl = [x,y],

odnosno
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(Ox|R,Qy) = (x| Ryy).
Po lemi |3.1.14slijedi
(Qx)'R,Qy = X'Ryy,
a po propoziciji [I.3.18] dobivamo
X' Q'R,Qy = X'Ryy.

Posebno, uvrstimo li x = ¢;iy = ej zai,j € {1,2,...,n} u zadnju jednakost, primjenom
leme dobivamo

(Q'R,Q)ij = (Rp)ijy 6 j€{l,2,...,n},

odnosno
QtRnQ = Rn

pa je po definiciji [3.1.10] matrica Q perplekticka.
Dokazimo i obrat. Neka je Q perplekticka matrica. Za sve x,y € R" vrijedi

[Ox, Oy] = (Ox|R,Qy) = (Qx)'R,Qy = ¥’ Q'R,Qy = xR,y = (x| R,y) = [x, ],

pri ¢emu druga jednakost slijedi po lemi [3.1.14] treca po propoziciji [I.3.18] Cetvrta jer je
Q perplekticka matrica, tj. O'R,Q = R, i peta po lemi 3.1.14} 1z dobivenog zaklju¢ujemo
daje Q € P(n). O

Definicija 3.1.15. Za svaki prirodan broj n, grupa perplektickih ortogonalnih matrica reda
n

PO(n) := P(n) N O(n)
zove se perplekticka ortogonalna grupa reda n.

Glavni problem kojemu u daljnjem tekstu posvecujemo paznju jest pitanje moZemo li
konstruirati varijantu QR—faktorizacije dane realne matrice A u kojoj je Q perplekticka
ortogonalna matrica. Glavna poteSkoca u rjeSavanju tog problema je pronalazak isprav-
nog oblika matrice R. Ukoliko prouc¢avamo posebne tipove matrice A, moZzemo pronaci
djelomicno rjeSenje. Tocnije, problem mozemo rijesiti za matrice koje su invarijantne na
istovremeno “reverziranje”, tj. pisanje unatrag, svojih redaka i stupaca, a zovemo ih cen-
trosimetricne matrice; stoga ¢emo ih u nastavku pobliZe opisati.
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3.2 Centrosimetricne matrice

Definicija 3.2.1. Realna matrica A reda (n, k) je centrosimetricna ako i samo ako vrijedi
A =R,AR;. (3.2)

Napomena 3.2.2. MnoZenjem jednakosti (3.2) zdesna matricom Ry dobivamo ekvivalentnu
Jjednakost AR, = R,A. Prema tome, realna matrica A reda (n, k) je centrosimetricna ako i
samo ako vrijedi

ARk = RnA
Propozicija 3.2.3. Ako je H realna matrica reda n, onda su svojstva
HR,H=R, HH=HH =1, R,H=HR, (3.3)

takva da bilo koja dva od tih svojstava povlace trece svojstvo. Posebno je svaka per-
plekticka ortogonalna matrica centrosimetricna.

Dokaz. Pretpostavimo li da je H perplekticka ortogonalna matrica, vrijedi H'R,H = R, i
H'H = HH' = I,. Slijedi da je HR, = HH'R,H = R, H $to znali da je H centrosimetri¢na
matrica.

Ako je H ortogonalna i centrosimetri¢na matrica, imamo H'H = HH' = I, i R,H = HR,
iz Cega slijedi H'R,H = H'HR, = R,,.

Pretpostavimo li da je H perplekticka i centrosimetricna matrica, vrijedi H'R,H = R, i
R,H = HR,. Buduéi je R?> = 1, slijedi H'H = H'R,R,H = H'R,HR, = R? = I,, dakle
H' = H',tj. H je ortogonalna matrica.

Iz toga zakljucujemo da bilo koje dvije jednakosti iz (3.3]) povlace trecu. m]

Napomena 3.2.4. Ako je A matrica reda (m,n), tada é¢emo za svaki j € {1,2,...,n} saju
daljnjem tekstu oznacavati j—ti stupac matrice A.

Propozicija 3.2.5. Realna matrica A reda (n,k) je centrosimetricna ako i samo ako za
svakii = 1,2, ...,k vrijedi a; = af_M.

Dokaz. Pretpostavimo li da je matrica A centrosimetri¢na, onda iz jednakosti (3.2)) slijedi
a; = af_i . zasvakii = 1,2,..., k jer se mnoZenjem matrice A s R; zdesna okreCe poredak
stupaca matrice A, a mnozenjem matrice AR, s R, slijeva okrece poredak redaka matrice
ARk.

Pokazimo i drugi smjer. Neka je a; = af ., za svakii = 1,2,...,k. Tada vrijedi A = R,AR;
pa je A centrosimetri¢na. O

Propozicija 3.2.6. Ako je matrica A reda (m,n) centrosimetricna, onda je dvostupcana
submatrica od A definirana kao
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Ai k Ak n—k+1
Ak = .
An—-k+1k  Am—k+1,n—k+1

min{m,n} ]

centrosimetri¢na za svaki k = 1,...,[ =

Dokaz. Uo¢imo najprije da, da bi submatrica A, bila dobro definirana, mora vrijediti £ <
n—k+1ik<m-k+1.S obzirom da je matrica A centrosimetri¢na, po propoziciji [3.2.5|
za svaki k = 1,2, ...,n vrijedi a; = a¥ , . Istaknimo da je to istinito za sve k < n za koje
je Ay dobro definirana. Ukoliko je A; dobro definirana, vrijedi 2k — 1 < min{m, n}, $to je

ekvivalentno s k < ™22+ Oznagimo sa d najveéi takav k. Tada vrijedi d = | 222l | =

[M]. Provjerimo sada da za sve k = 1,2, ..., d vrijedi jednakost (3.2) za A;. Imamo:
Am—k+1n—k+1  Am—k+1k Ak Ak n—k+1
Riy-2k12ArRy = : : = : : = Ag
Ak n—k+1 Ak Am—k+1k  Am—k+1n—k+1
1z Cega slijedi tvrdnja propozicije. O

Definicija 3.2.7. Za realnu matricu A reda n neka je X realna matrica koja zadovoljava

uvjete:
(1) AXA = A,
(2) XAX =X,
(3) (AX) = AX,
(4) (XA) = XA.

Matricu X nazivamo Moore-Penroseov generalizirani inverz matrice A ili Moore-Penroseov
pseudoinverz matrice A. MoZe se pokazati da Moore-Penroseov generalizirani inverz od A
uvijek postoji i da je on jedinstven, a oznaka koju za njega koristimo je A*.

Propozicija 3.2.8. Neka su X, Y i Z realne matrice reda n za koje vrijedi Z = XY. Ako je
XeOWm)iliY € O(n), tada je Z* = Y*X*.

Dokaz. Nekaje W = Y*X". Analizirajmo slucajeve:
Slucaj 1. Primijetimo da je X* = X! = X'. Potrebno je provjeriti Moore-Penroseove
uvjete za W.

1. ZWZ = XYY*X'XY = XYY'Y = XY = Z.
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2. WZW = Y*X'XYY* X =YYV X =Y X' =W.

3. (ZW) = W'Z! = (Y*XH'(XY) = (XXX = XYHY'X = X(YYH)'X =
XYY*X' = ZW.

4. (WZ) = YX'W' = Y'X'X(Y*) = YI(Y*) = (Y'Y) = Y'Y = Y*X'XY = WZ.

Stoga zakljuCujemo da je W = Z*.
Slu¢aj 2. Primijetimo da je Y* = Y~! = Y. Ponovno provjerimo Moore-Penroseove uvjete
zaW.

1. ZWZ = XYY*X*XY = XX*XY = XY = Z.

2. WZW = Y*X*XYY*X* = Y* XXXt = VP X+ = W.

3. (ZW) = W'Z' = (XH)'YY'X' = (XT)YX' = (XX*) = XX* = XYY'X* = ZW.
4. (WZ) = Z'W' = Y'X'(X*)'Y = Y(X*X)'Y = Y'XXY = WZ.

Iz toga zakljucujemo da je W = Z*. O
Propozicija 3.2.9. Za realnu matricu A reda n vrijedi (A")* = (A™)".

Dokaz. Potrebno je za (A™)" provjeriti Moore-Penroseove uvjete. Koristeéi propoziciju
1.3.18|i Moore-Penroseove uvjete za matricu A*, raunamo:

1. A(A*YA" = (A*A)A" = (AA*AY = A,
2. (A)A(AT) = (AATY(AT) = (ATAA™) = (A7),
3. (A[AY)) = ((ATA)) = (ATA) = A'(A™),
4. (AD)A) = ((AAM)) = (AAT) = (A)'A’,
iz Cega slijedi tvrdnja. O

Propozicija 3.2.10. Neka je A centrosimetricna matrica reda (n,m) i B centrosimetricna
matrica reda (m, k). Tada je matrica AB centrosimetricna.
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Dokaz. Racunom dobivamo R,ABR; = R,R,AR,BR, = AB iz Cega slijedi da je matrica
AB centrosimetri¢na. O

Propozicija 3.2.11. Neka su A i B centrosimetricne matrice reda n. Tada su i matrice
A+ B, AB, aA (za svaki a € R), A", A~ (kada postoji) i A* centrosimetricne.
Dokaz. Dokazimo tvrdnju najprije za A + B. Vrijedi

R,(A+B)=R,A+R,B=AR,+ BR, = (A + B)R,,

iz Cega slijedi da je A + B centrosimetri¢na matrica.
Tvrdnja za AB slijedi direktno iz propozicije [3.2.10]
Za @ € R imamo

R,aA = aR,A = aAR,,

Sto povlaci da je @A centrosimetricna.
Dokazimo tvrdnju za A’. Vrijedi

R,A' = R'A" = (AR,) = (R,A) = A'R,

pa zakljuCujemo da je A’ centrosimetri¢na.
Ako je A regularna matrica, vrijedi

RA™ =R'A"' = (AR,)™ = (R,A)' = A"'R,,

stoga je A~! centrosimetri¢na matrica.
Buduéije R® = R,iR'R, = R,R, = R?> = I,, iz propozicije slijedi (R,A)* = A™R, i
(AR,)" = R,A". Dakle, vrijedi

A+Rn = (RnA)+ = (ARn)+ = RnAJr,
odnosno matrica A* je centrosimetri¢na. O

Propozicija 3.2.12. Ako je V centrosimetricna matrica reda (n, k), onda je i matrica V'R,V
centrosimetricna.

Dokaz. S obzirom da je V centrosimetri¢na matrica, vrijedi R, VR, = V. Vrijediijednakost
V! = R, V'R,. 1z Cega slijedi

R,V'R,VR, = V'VR, = V'R,V

pa zakljucujemo da je V'R,V centrosimetri¢na matrica. O
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Ideja koju ¢emo koristiti u daljnjem tekstu u kojemu ¢emo prezentirati algoritam pomocu
kojeg se moze provesti QR—faktorizacija centrosimetri¢ne matrice, pociva na ideji reduci-
ranja zadane centrosimetricne matrice A.

Prije svega potrebno je utvrditi da gornjetrokutasta matrica nije pogodna forma za matricu
R. Kako bismo se u to uvjerili, pretpostavimo da je A centrosimetricna kvadratna matrica
te da su matrice Q i R dobivene standardnom QR-faktorizacijom matrice A.
Pretpostavimo li sada da smo dobili matricu Q koja je perplekticka ortogonalna i matricu
R koja je centrosimetri¢na, iz Cinjenice da je matrica R gornjetrokutasta i centrosimetri¢na
izveo bi se zaklju¢ak da matrica R mora biti dijagonalna.

Na taj bi nacin dosli do zakljucka da je svaka centrosimetricna matrica produkt perplekticke
ortogonalne matrice i dijagonalne matrice, medutim taj zakljucak nije ispravan, a opovrg-
nut ¢emo ga sljede¢im kontraprimjerom.

A1)

Buduci su po propoziciji perplekticke ortogonalne matrice centrosimetricne, lako
slijedi da su jedine 2 X 2 perplekticke ortogonalne realne matrice:

)
(} o)

Pretpostavimo li da je svaka od tih matrica pomnoZena zdesna nekom dijagonalnom ma-

Primjer 3.2.13. Neka je A matrica

odnosno

a 0 a 0 B
| pri Cemu su a, B € R, dobit éemo matrice + te + .
0o g}? B (0 g€ *\a o)
Ocito ne moZemo izabrati a, B € R tako da matrica A bude jednaka nekoj od ovih matrica,
stoga ona ne moZe biti produkt perplekticke ortogonalne i dijagonalne matrice.

tricom (

S obzirom da Zelimo da matrica R bude centrosimetri¢na, moramo odbaciti pretpos-
tavku da je matrica R gornjetrokutasta.
U nastavku ¢emo dokazati da je za QR—faktorizaciju centrosimetricne matrice A jedan
pogodni ciljani oblik matrice R tzv. duplostoZasta matrica koju ¢emo mnoZiti slijeva od-
govaraju¢om matricom Q € PO(n). Definirajmo zato sada pojam duplostozaste matrice.

Definicija 3.2.14. Za matricu A reda (m, n) kaZzemo da je duplostoZasta matrica ako i samo
ako je dvostupcana matrica
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Ai+1k  Ak+ln—k+1

Am—k k am—k,n—k+l

zasvakik=1,2, ..., [W'l nulmatrica.

Za konstrukciju matrice Q u najavljenom algoritmu potrebni su nam blok perplekticki
reflektori, stoga ih u nastavku pobliZe opiSimo.

Definicija 3.2.15. Neka je J realna regularna matrica reda n. Skalarni produkt pridruZen
matrici J definiramo kao (moguce indefinitni) skalarni produkt na prostoru R" dan formu-
lom [x,y];= x'Jy za sve x,y € R". Takav skalarni produkt nazivamo (realni) ortosimetri¢ni
skalarni produkt ako vrijedi J' = tJ za nekit € R, |1| = 1.

Napomena 3.2.16. Primijetimo da je indefinitni skalarni produkt [-, -1z, ortosimetrican jer
vrijedi R\, = R,,.

Definicija 3.2.17. Neka je J matrica ortosimetricnog skalarnog produkta. Realna matrica
H reda n zove se J—reflektor ako vrijedi

H'JH=J, JH=H'J, H’=1I (3.4)

Propozicija 3.2.18. Neka je J realna regularna matrica reda n. Bilo koje dvije jednakosti
iz (3:4) povlace trecu.
Dokaz. Pretpostavimo najprije da vrijedi H'JH = Ji JH = H'J, tada je
J=H'JH = JH>.

S obzirom da je J regularna matrica, slijedi da je H> = 1.
Pretpostavimo sada da vrijedi H'JH = J i H> = I. Bududi je H regularna matrica i da
vrijedi H™! = H, slijedi

J=H'JH =H'JH"
MnoZenje s H zdesna povlaci da je JH = H'J.

Napokon, pretpostavimo li da vrijede jednakosti JH = H'J i H> = I, zbog H™' = H
dobivamo

H'J=JH=JH

MnozZenje s H zdesna povlaci da je H'JH = J.
i

Definicija 3.2.19. Neka je J matrica ortosimetricnog skalarnog produkta. KaZemo da
realne kvadratne matrice X i Y zadovoljavaju:
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(i) svojstvo J—izometrije ako vrijedi

X'JX = Y'JY, (3.5)

(ii) svojstvo J—simetrije ako vrijedi

Y'JX = X'JY. (3.6)

Definicija 3.2.20. Neka je J regularna matrica reda n ortosimetricnog skalarnog produkta,
a V proizvoljna realna matrica reda (n, k). Tada matricu H reda n definiranu jednadZbom

H=HYV)=1-2V(VJV)'V'J (3.7)
nazivamo blok J— reflektor (generiran s V).
Propozicija 3.2.21. Neka je H blok J—reflektor. Tada vrijedi
H'JH=J, JH=H'J, H=1I
Drugim rijecima, H je J—reflektor.

Dokaz. Po pretpostavci je skalarni produkt matrice J ortosimetrican, tj. vrijedi J' = 7J za
neki 7 € R, [7] = 1. Iz (3.7)) po propozicijama[I.3.18]i slijedi

H =1-2J'V(VJ'V)*V! = [ = 2tJV(V!(z V) V! = [ = 2]V (L (VIIV)")V!
=1-2JV(VJV)*V.

Sada imamo
H'JH = (I -2JV(V'IV)*V)JU - 2V(V'IV)*V'])
=J =-2JV(VIIV)*VIJ =2JV(VIIV)* V'] + 4JV(VIIV)*VIJV(VIIV) V.
Primjenom pravila poniStavanja A*AA* = A* (vidi definiciju (2) za A = VIJV
dobivamo
H'JH =J -4JV(VJIV)*VIJ+4JV(V'IV)*VI] =],
¢ime je dokazana jednakost H'JH = J. Uo¢imo
JTIH' ] = J NI = 2Jv(VIIV)*VYI =1 =-2V(V'JV)*V'] = H.
Iz dobivenog slijedi jednakost JH = H'J. Prema propoziciji |3.2.18| zakljuCujemo da iz
dokazane dvije jednakosti slijedi i H* = I. O

Sljedeéi ¢emo teorem iskazati za poseban slucaj, kada je J = R,. On daje dovoljne
uvjete na matrice X,Y € M, ;(R) za postojanje matrice H oblika (3.7) koja zadovoljava
HX =Y. Dovoljni uvjeti za postojanje takve matrice H su za J = R,, dani jednadZbama

B.5)i ..
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Teorem 3.2.22. Neka su X i Y realne matrice reda (n,k) takve da zadovoljavaju uvjete
B3 i (3.6) zaJ = R, te neka je V =Y — X. Vrijedit ¢e da je H\V)X =Y ako i samo ako
vrijedi

r(V'R,V) = r(V). (3.8)

Dokaz. Dokaz se moZe pronaci u [6] (dokaz Teorema 4.3) 1 vrijedi za svaku ortosimetri¢nu
matricu J, ukljucujuéii J = R,. O

Korolar 3.2.23. Neka su X i Y centrosimetricne matrice reda (n, k) takve da zadovoljavaju
uvjete (3.3) i (3.6) za J = R, te nekaje V =Y — X. Tada je HV)X =Y.

Dokaz. Ako su matrice X 1 Y centrosimetri¢ne, onda je i matrica V centrosimetri¢na, od-
nosno vrijedi R,V = VR,. Mi trebamo dokazati da V zadovoljava uvjet (3.8), koji je po
upravo recenom ekvivalentan jednakosti r(V'VR;) = r(V).

MnoZenje V'V s R, zdesna permutira stupce od V'V, ali ne utjeCe na rang, stoga vrijedi
r(V'VR,) = r(V'V). Po propoziciji je r(V'V) = r(V). Teorem povlaci
HWX =Y. O

Iz korolara [3.2.23] o¢ito je da matrica H(V) definiranas 3.7) zaJ =R, iV =X -Y
pridruZuje matrici X matricu Y. Preostaje jo§ pokazati da je H(V) perplekticka ortogonalna
matrica za Sto ¢e posluZiti sljedece tri propozicije.

Propozicija 3.2.24. Neka je V centrosimetricna matrica reda (n, k). Ako je H(V) defini-
rana s (3.7) za J = R,, onda je H(V) centrosimetri¢na matrica.

Dokaz. 1z propozicija|3.2.11|1|3.2.12]slijedi da su i matrice (V'R,V)" i V' centrosimetri¢ne
pa imamo

R,H(V) =R, — 2R,V(V'R,V)*'V'R, = R, — 2VR.(V'R,V)* V'R,
=R, -2V(V'R,V)*'R,V'R, = R, - 2V(V'R,V)*V'R,R,
= (I, - 2V(V'R,V)*V'R,)R, = H(V)R,

iz Cega zakljucujemo da je H(V) centrosimetri¢na matrica. O

Propozicija 3.2.25. Ako je V centrosimetricna matrica reda (n, k) i ako je H(V) definirana
s (3.7) za J = R, onda je H(V) perplekticka ortogonalna matrica, tj. H(V) € PO(n).

Dokaz. Prema propoziciji matrica H(V) je centrosimetri¢na. Potrebno je dokazati
da je ona ortogonalna. Buduci po propoziciji vrijedi da je H(V)? = I,, dovoljno
je pokazati da je H(V) realna simetri¢na matrica, odnosno da vrijedi H(V)" = H(V). S
obzirom da je V centrosimetri¢na matrica, propozicije [1.3.18] [3.2.9]i [3.2.12] povlace da
vrijedi:
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H(V) = (I, - 2V(V'R,V)*V'R,) = I, — 2R, V((V'R,V)*)'V!
=1, - 2R,V(V'R,V)*V' = I, — 2VR(V'R,V)* V"'
=1, - 2V(VIR,V)*R,V' = I, - 2V(V'R,V)* V'R, = H(V),

stoga je H(V) simetri¢na. Buduéi je H(V)'H(V) = H(V)H(V)' = H(V)? = I, slijedi da je
H(V) i ortogonalna matrica. Propozicija[3.2.3| povlaci da je H(V) perplekticka matrica. O

Prije prelaska na samu centrosimetriénu QR—faktorizaciju pojasnimo jo$ pojam ulaga-
nja koji ¢emo koristiti u pojasnjavanju provodenja te faktorizacije te pokaZimo propozici-
jom da ono Cuva svojstvo perplekticke ortogonalnosti.

Definicija 3.2.26. Za prirodne brojeve m i n takve da je m < n i da je n — m paran broj,
ulaganje matrice A reda m u I, je matrica

I
E,(A) = A
I

L4 . — h—m
pri Cemu je k = 5=,

Propozicija 3.2.27. Neka su m i n prirodni brojevi takvi da vrijedi m < n i da je n — m
paran broj. Ako je matrica A reda m iz PO(m), onda je i E,(A) € PO(n).

Dokaz. Neka je matrica A € PO(m). Pokazimo da je E,(A) perplekticka matrica provjerom
uvjeta (3.1). Imamo

LRI}, Ry
E'(AR,E,(A) = A'R,A = R, =R,

LRy I Ry
pa slijedi da je matrica E,(A) perplekticka matrica. Kako bismo dokazali da je matrica
E,(A) ortogonalna, raCunamo

Iy
E'(A)E,(A) = A'A
Iy

I
E,(A)E(A) = [ AA! ]
I

Buduc¢i je matrica A ortogonalna, vrijedi A’A = AA’ = I, iz Cega slijedi E!(A)E,(A) =
E,(A)E!(A) = I,, $to znaci da je E,(A) ortogonalna matrica. Zaklju¢ujemo da je E,(A) €
PO(n). O
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3.3 Centrosimetricna QR-faktorizacija

Ve¢ smo najavili potrebu za restrikcijom prilikom provodenja QR—faktorizacije na centro-
simetri¢ne matrice. Istaknimo da se time na$ pocetni problem modificirao u sljedeci:

Ako je dana centrosimetricna realna matrica A, moZemo li konstruirati QR—faktorizaciju
matrice A s centrosimetricnim matricama Q i R?

U daljnjem ¢emo tekstu prezentirati cjelovito rjeSenje za taj problem.

Objasnimo najprije osnovni korak faktorizacije.

Neka su x1, x, ..., X, € R te neka su

X1 Xn a1
X2 X1 0 O
x=|: | v=|[: |, v=yv-X (3.9)
Xpo1 X2 0 O
Xn X1 a, a

gdje je parametre a; i @, joS potrebno odrediti. U daljnjem tekstu koristit ¢emo sljedecu,
kracu notaciju:

X = [x xR] , Y= [a/lel + are, are; + a/len] , V= [v VR].

Kako bismo odredili parametre @ i a,, koristimo nuzne uvjete (3.5) i (3.6) za J = R, te
dobivamo jednadzbe
2
{af + a2 = ||xl?

3.10
21y = q(x). ( )

Ako je x = 0, tada je jedino realno rjeSenje sustava jednadzbi (3.10) dano sa @; = @, = 0.
Ako je pak x # 0, tada je jedno rjeSenje sustava jednadzbi (3.10)

12113+ VIl —q(x)2 a0, = 19

2 ’ 2 2a1 °

Dobiveni parametri a; i @, su realni brojevi jer iz propozicije(3.1.9(slijedi da je +/||x]l; — g(x)?
realan broj.

Za proucavanje cjelokupnog skupa rjeSenja sustava jednadzbi (3.10) uvedimo za prvu jed-
nadZbu sustava oznaku (E1), a za drugu (E2).

Uocimo da je a; = 01ili @, = 0 ako i samo ako g(x) = 0.

Pretpostavimo da je g(x) # 0 i da je (a1, a,) rjeSenje jednadzbi (E1) i (E2). Ako je a; # 0,
tada iz (E2) slijedi @, = 4. Sada (E1) povlati

4o - 4|Ixl3et + g(x)* = 0. G.11)

Uvritavanjem supstitucije 7 = o2 u (3-1T)) dobivamo
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47 — 4|IxI3t + g(x)* = 0.
Diskriminanta D dobivene kvadratne jednadZbe je
D = 16(|Ixll; - ¢(x)*)
koja je prema propoziciji [3.1.9|uvijek nenegativna. Iz toga slijedi da su rjesenja

Il Vil —g 2
hp=——"73"—"—
realni brojevi. Dobivamo da je a; = ++/f; ili @; = /15, §to su sve realni brojevi jer je
t12 > 0 po propoziciji[3.1.9] Zakljucujemo da je cjelokupan skup rjesenja

q(x) q(x)
(i Vﬂ,izw),(i \/5,12\/5).

Slucaj za a, # 0 je analogan.

Pretpostavimo li da je @; = 0, onda je g(x) = O te iz (E1) imamo @, = =*||x||,. Slucaj za
a, = 0 je analogan.

Sljedeca je ideja u provodenju Zeljene faktorizacije napraviti osnovni korak redukcije dane
matrice A. Pritom je potrebno konstruirati perplekticki blok-reflektor H(V) za koji vrijedi
H(V)X = Y. Njegovo je postojanje osigurano korolarom Podsjetimo da je H(V)
definiran jednadZbom

H(V) =1-2V(V'R,V)"'V'R,

te da iz propozicije[3.2.25|slijedi da je H(V) perplekticka ortogonalna matrica.

Istaknimo da H(V) nije jedinstveno odreden zato $to mozemo izabrati bilo koje rjeSenje
sustava (3.10) za konstrukciju H(V).

Uocimo da je za sam izracun H(V) potrebno izracunati (V'R, V)" §to je Moore-Penroseov
pseudoinverz matrice. Iz uvjeta definicije[3.2.7]taj pseudoinverz nije jednostavno izraCunati,
stoga ¢emo u nastavku pokazati kako to uciniti upotrebom nekoliko pogodnih pravila. S
obziromdaje V =[v V], imamo

o (qv) ||v||§)
VR"V‘(||v||§ g

Daljnjim direktnim ra¢unom imamo det(V’R,V) = 0 ako i samo ako g(v) = 0 ili g(v) =
i||v||§. Iz toga slijede jednostavna pravila za racunanje (V'R,V)*:

‘ ' 11
1. Ako je g(v) = VI3 # 0, onda je (V'R,V)* = % (1 1).

2. Ako je g(v) = —|Vll; # 0, onda je (V'R,V)* = 705 (_11 _11)
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3. Akoje g(v) =0, onda je (V'R,V)* = (8 8)

4. Ako je det(V'R,V) # 0, onda je (V'R,V)* = (V'R,V)7".

Teorem 3.3.1. (Centrosimetricna QR—faktorizacija). Ako je matrica A reda (m, n) centro-
simetricna, onda postoje matrice Q i R sa sljedecim svojstvima:

(1) Q je perplekticka ortogonalna matrica,
(2) R je duplostoZasta centrosimetri¢na matrica,
(3) A= 0R.

Dokaz. Za danu matricu A konstruirat ¢emo matrice Q i R takve da vrijede svojstva (1)-(3).
Neka je d = [2inenl,

Nastavimo redom za k = 1,2,...,d s konstrukcijom perplektickih ortogonalnih matrica
01,05, ..., Q4. Oznaéimo sa A% “radnu matricu nakon koraka k” te najprije definirajmo
A := A Ideja je za svaki korak k = 1,2, ..., d pronaéi matricu Q; koja poni§tava unose u
k—tom i (n — k + 1)-om stupcu radne matrice A~V uredcima k + 1,...,m — k + 2 i pritom
ostavlja prvih k — 1 i zadnjih k — 1 stupaca matrice A*~" nepromijenjenima.
Zak=1,2,...,d definiramo sljede¢e matrice reda (m — 2k + 2) X 2:

a(lm a/(zk)
(k=1) (k=1)
Ak kn—k+1 0 0
Xy = : : Yi=| : : Vi =Y — X
(k=1) (k=1)
Aotk Fn—krl n—k+1 0 0
a,(k) a,(k)
2 1

pri éemu su '” i @ parametri koji se ratunaju iz jednadzbe (3.10) na temelju X;.

U nastavku ra¢unamo perplekticki blok-reflektor H(V):
H(\V}) := Ly-sira = 2VilViR w212 Vi) " ViR -2k42-

Kako bi svaka matrica Qy ostavljala stupce reducirane prethodnim koracima nepromijenje-
nima, koristimo sljedece ulaganje:

Qr = En(H(V))).

Uocimo da je Qy primjereno ulozZena jer je H(V}) perplekticka ortogonalna kvadratna ma-
tricareda m—2k+2. 1z propozicije slijedi da je Qy perplekti¢ka ortogonalna matrica.
Iskoristimo sljedec¢u lemu kako bismo opravdali ¢injenicu da matrica Q ne mijenja stupce
koji su reducirani prethodnim koracima.

Lema 3.3.2. Ako je k <t < d, onda vrijedi:
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® _ K
(1) Qi =a,

2 04, =a,

n—k+1 n—k+1°

Dokaz. Neka je {ey, e, ..., e,} standardna baza za R”. Tada za vektor a,((k) vrijedi

k k k k k
( ) = Z a( )e, + 01(1 )e + Z a( )el + oz(z)em K+l
i=m—k+2

Neka je j = t — k. Primjenom Q, na a,(c) imamo

I
04 = Qe =|  EnauHVie)  |a =a,
I
Sto povlaci tvrdnju (1). KoriStenjem tvrdnje (1) i ¢injenice da je Q, € PO(m) po propoziciji
3.2.27) shijedi

Qta(k) = QtRmazk) R, Qta(k) = ma,({k) =a¥

n—k+1 n—k+1

Sto dokazuje tvrdnju (2). O

PrikaZzimo primjenu matrice Oy na A%V za k = 1,2, 3 kada je A matrica 7 x 5 shematski:

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X
O 10} 03
X X X X X|— X X X — X —
X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
Definirajmo A%® sa
AO = A
{A(“ = QA% D k=1,2,...d. (3.12)

Promotrimo li pobliZe sustav jednadzbi (3.12)), zapravo imamo:

A® = A,
AV = 0,A0 = QA
A® = AV = 0,044,

AD = QAD = 0,041 - Q1A.

Definirajmo sada

0 :=(Q4Qu-1--- 07"
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Bududi je O € PO(n) za svaki k = 1,2, ...,d te je PO(n) grupa, slijedi da je Q € PO(n)
¢ime je dokazano svojstvo (1) teorema[3.3.1] Primijetimo i da je, s obzirom da je
Q4Q4-1 - - - Oy ortogonalna matrica, matrica Q ekvivalentno definirana formulom

0 =(04Qu-1--- Q).

Za matricu R uzimamo
R=A@,

Tvrdimo da je matrica R duplostozasta matrica. Potrebno je provjeriti vrijedi li za matricu

R definicija|3.2.14
Iz sustava jednadzbi (3.12) slijedi

(k) (k) (k=1) (k=1)
Ak A n—kr1 Ay x A i1

=HWV)| : ;

(%) (k) (k=1) (k=1)

Akl k Dkl n—k+1 L W S

a s obzirom da je A centrosimetri¢na matrica, iz propozicije [3.2.6]i korolara [3.2.23
dobivamo H(V))X; = Y;. Zato je
(k) ()

@, @
(k) (k)
Ay k A n—ks1 0 0
Y= : : =1 : :
a(k) (k) 0 0

a
m—k+1,k m—k+1,n—k+1
a/(k) a,(k)
2 1

Koristenjem sustava jednadzbi (3.12) lako je pokazati da vrijedi
A(d) = Qde_] ce Qk+1A(k) za svaki k = 1, 2, . d-1.
Iz dobivenog i leme (3.3.2|za svaki k = 1,2, ..., d slijedi

a(lk) a,(zk)
(d) (d) (k) (k)
A k A n—ks1 A k A n—ks1 0 0
) (d) (k) (k)
S | N N S (()k) (()k)
@, @
S obzirom da je R = A, za svaki k = 1,2, ..., d vrijedi
J g
(d) (d)
Tkl k  Tk+ln—k+1 Qi1 ke Cprlin—k+1 00
d d
Vim—kk  Vim—k,n—k+1 aﬁnikk a( ) 00

m—k,n—k+1
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te slijedi da je R duplostoZasta matrica.

1z propozicije slijedi da je Q centrosimetri¢na, a zbog Q'A = R i propozicije|(3.2.10
zakljuCujemo da matrica R mora biti centrosimetri¢na jer je produkt dviju
centrosimetri¢nih matrica. Time je dokazano i svojstvo (2) teorema[3.3.1]

Sada napokon imamo

OR=Q0Q0A=A

Sto dokazuje svojstvo (3) teorema (3.3.1
Za jednostavnije shvacanje koraka ovog dokaza moZemo napisati algoritam prema
kojemu se provodi QR—faktorizacija centrosimetri¢nih matrica reda (m, n).

ALGORITAM 1. QR—faktorizacija centrosimetriéne matrice

1: procedure 1.ALGORITAM >A je matrica reda (m, n)
2 d - |-min{2m,n}-|
30 AO 4
4: fork=1,2,...,ddo
5: re—m-2k+2
6: xe[al" o dl) T
7 X, — [x xF]
8: if g(x) # O then
9- a(lk) - llxl3+ \/H;H%—q(x)z
10: oz(zk) — %)
11: else
12: o |lxll,
13: agk) <0
14: end if
15: Y, « [a(lk)el + a/(zk)er a/(lk)er + agk)el]
16: Vk — Yk - Xk
17: H\Vy) « I, =2V, (VIR,V})*V|R,
13: Or « En(H(Vy))
19: AR — 0, A%D
20:  end for
21: Q< (Q4Qu-1-+-01)
22: R« A@

23:  return {Q, R}
24: end procedure
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Primjer 3.3.3. Neka je dana matrica A:

3 4 0
-4 3 2
2 6 4
A= 4 6 27
2 3 4
0 4 3

Odredimo za matricu A centrosimetricnu QR—faktorizaciju prate¢i ALGORITAM 1.
Broj redaka dane matrice A je m = 6, a broj stupaca n = 3.

Sada moZemo izracunati d = f%] =2

Definirajmo matricu AY = A.

Buduci smo izracunali da je d = 2, postupak ¢emo provoditi za k = 1, 2.

Za k = 1 racunamo redom:

r=m-2k+2=6-2-14+2=6,

3
—4
12
=40
2
0
30
4 2
Xlz[x XR]:i 3
2 -4
0 3

Potom racunamo

g(x) = [x,xlg, = (G, RX)=3-0+(=4)-2+2-4+4.2+2.(-4)+0-3 = 0.

S obzirom da smo dobili g(x) = 0, zakljucujemo da su parametri a(ll) i 0/21) odredeni formu-

lama a(ll) =||x||, @ cxg) = 0. Izracunajmo zato najprije
Il = 32+ (42 +22+42+22+02=17.
oy D) _ (D _
Zakljucujemo da sua;’ =Tia,” = 0.

Nastavljamo s racunanjem matrica Y, i V| koje su:
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o’ ol 7
0 0 0
0 0 0
i=lo o [To
0 0 0
ol 0

N O OO OO

Potom racunamo H(V) po formuli

i

Vi=Y, -X =

H(V) = Ig = 2V, (V!RsV))* V! R,

43

=[v V8.

Kako bismo dosli do rjesenja za H(Vy) potrebno je odrediti matricu V| koja je jednaka

Vi

0

|

4 4
)

-2
—4

4

2 0
2 4 4

|

te matricu (ViRsV\)* koju éemo izracunati koristeci se pravilima opisanima u tekstu pret-
hodnog potpoglavlja. Izracunajmo najprije ViRsV:

4 4

ViRﬁV] = (0 )

te njezinu determinantu

-2
—4

—4
-2

-2 0
4 4

)

det(ViRsV;) =0-0—56-56 = —3136.

|

0 56
56 0

Buduci je det(V{RsVy) # 0, prema spomenutim pravilima o racunanju Moore-Penroseovog
inverza zakljucujemo da je (ViRsV,)" = (VfR6V1)‘1 stoga izracunajmo

(ViRsV))™' =

L (01
5611 0

Uvrstimo li dobiveno u formulu za H(Vy), dobivamo

HV)=1Ig-2-%-

0
-2
4
-2

4

4

o

(4 4
0 -2

) = (ViRsV)™.

-2
—4

4
2 4 4

—20)_R6
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24 =32 16 32 16 O
-32 16 0 24 32 16
160 16 =32 24 32
%132 24 -32 16 0 16 |
16 32 24 0 16 =32
0 16 32 16 -32 24

Sada racunamo

24 =32 16 32 16 O
-32 16 0 24 32 16
16 0 16 -32 24 32
32 24 32 16 0 16
16 32 24 0 16 =32
0 16 32 16 -32 24

Q1 = Eq(H(V))) = H(V)) = 5

te

AV = 0,40 = QA =

AR WLWWEARN
NOoO OO OO

SO OO O

Nastavimo postupak za k = 2.
Racunamo redom:

r=m-2k+2=6-2-2+2=4

4
x:S
N
4
4 4
X> =[x xR]zg g
4 4

Izracunajmo sada

q(x) =[x, xlg, ={(x, Ry, x)=4-4+3-3+3-3+4-4=50.
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L. - . . 2+ Vi —g(x)?
Buduéi smo dobili g(x) # 0, parametre a?) la/(zz) odredujemo formulama af(lz) = w
i a(22) = %xl). Da bismo proveli Zeljeni racun, najprije je potrebno izracunati || x|, na sljedeci
nacin:

Xl = V42 +32+32+42 =542

2
1

2@ = \/ (5V2)2+ V(5V2)4-502 5
1 = 2 -

2) _ 50 _
a, =3z =05

2:5

Uvrstimo li dobiveno u formule za parametre «;” i a(zz), dobivamo:

Izracunajmo u nastavku matrice Y, i V;:

55 I 1
00 -3 -3
Y2: 0 0 l V2—Y2—X2— 3 -3
55 I 1

Sada ¢emo izracunati H(V,) koristeci formulu

H(Vg) = 14 - 2V2(V£R4V2)+V£R4

1 -3 -3 1
T
V2= (1 3 -3 1)’
a potom koristeci pravila prethodnog potpoglavlja odredimo matricu (V5R4V>)*. Izracunajmo
najprije matricu ViR4V):

o iy . -
Najprije zapisimo matricu V5.

11
1 -3 =31 -3 =3[ _{(20 20

t — . . =

V2R4V2‘(1 -3 -3 1) Rl 3 3 (20 20)

1 1
te determinantu
det(ViR4V,) =20-20-20-20 = 0.
Buducdi je dobivena determinanta jednaka nuli, izracunajmo q(v) i ||v||»:

g =Vl =1-1=3-(=3)=3-(=3)+1-1=20,
VIl = \/12 + (=32 + (=32 + 12 =24/5.
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S obzirom da je q(v) = ||v||§ # 0, po gore navedenim pravilima za racunanje Moore-
Penroseovog inverza vrijedi da je

Uvrstavanjem dobivenog u formulu za H(V,) dobivamo

11
11

1
1

1
1

1
1

1
1

_ 1
4q(v)

1

— 1 1
T 420

80

(ViR V2)*

1 1 9 3 3 -1
-3 =3 {1 1) {1 -3 -3 1 31 -9 3
— 7, _0. 1. . . R = L
AV)=h-2-51 3 3 (1 1) (1 -3 -3 1) Ri=wl3 0 1 3
11 -1 3 3 9
Odredimo sada matricu Q,
1 0 0 0 0 0
0 09 03 03 -0.1 0
0 03 01 -09 03 0
Q=EHVD=1y 03 —09 01 03 0
0 -01 03 03 09 0
0 0 0 0 0 1
te matricu A®
1 0 0 0 0 0y (7 6 0 (7 60
0 09 03 03 -0.1 0||o 4 of [0 50
0 03 01 -09 03 o||o 3 o0 (000
2 — 1 — . =
AT=QAT =10 03 09 01 03 0|0 3 0|7|o o of
0 -01 03 03 09 o|l|o 4 0f (050
0 0 0 0 o 1)e6 7 067

S obzirom da je matrica Q definirana formulom Q = (Q;Q4-1
lom R = A9 slijedi da su traZene matrice Q i R sljedece:

--- Q1) a matrica R formu-

24 -32 16 32 16 0 10 0 0 0 0 0
-32 16 0 24 32 16 0 9 3 3 -1 0
6 0 16 =32 24 32 0 3 1 -9 3 0

— t— 1,
Q=(Q0) =553 24 -32 16 0 16 0 3 -9 1 3 0
16 32 24 0 16 -32/]10 -1 3 3 9 0
0 16 32 16 -32 24 0O 0 0 0 0 10
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te

30
—40
| 20
70| 40
20
0

=20

23
-9
21
43
40

R=A® =

-40 -20

-9
47

21
-13

-13 47

21

-9

-20 -40

Za kraj provjerimo cemu je jednako QR:

30 =20
-40 23
20 -9

=1
OR = % 40 21
20 43
0 40

-40
-9
47

-13
21

=20

~20
21

~13
47
-9

—40

40
43
21
-9
23
=20

eNeNele e
AN O O Lt Y

0
20
40
20

-40
30

Iz dobivenog zakljucujemo da zaista vrijedi QR = A.

SO OO O

~N O O O OO

40
43
21
-9
23
=20

AN O O Lt Y

0
20
40
20

-40
30

N O OO OO

[« S S\

~ LW W A

D Ao O




Bibliografija

[1] K. Burnik, A structure-preserving QR factorization for centrosymmetric real matrices,
Linear Algebra and its Applications 484 (2015), 356-378.

[2] Z.Franusi¢il. §iftar, Linearna algebra 1, skripta, https://web.math.pmf.unizg.
hr/~fran/predavanja-LAl.pdf, (kolovoz 2021.).

[3] , Linearna algebra 2, skripta, https://web.math.pmf.unizg.hr/~fran/

predavanja-LA2.pdf, (kolovoz 2021.).

[4] D. S. Mackey, N. Mackey 1 F. Tisseur, Structured tools for structured matrices, Elec-
tronic Journal of Linear Algebra 10 (2003), 106-145.

[5] G. Mui¢ i M. Primc, Vektorski prostori, skripta, https://vdocuments.site/
vektorski-prostori-mirko-primc-skripta.html, (kolovoz 2021.).

[6] S. Singer i S. Singer, Orthosymmetric block reflectors, Linear Algebra and its Appli-
cations 429 (2008), 1354-1385.

[7] , Ortosimetricni skalarni produkti - teorija i algoritmi, skripta, https://www.
fsb.unizg.hr/mat-4/0rtosimetricni_skalarni_produkti/pred.pdf, (ko-

lovoz 2021.).

[8] L. Soldo, Razlic¢iti nacini mnoZenja matrica, Osjecki matematicki list 5 (2005), br. 1,
1-8.

48


https://web.math.pmf.unizg.hr/~fran/predavanja-LA1.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~fran/predavanja-LA1.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~fran/predavanja-LA2.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~fran/predavanja-LA2.pdf
https://vdocuments.site/vektorski-prostori-mirko-primc-skripta.html
https://vdocuments.site/vektorski-prostori-mirko-primc-skripta.html
https://www.fsb.unizg.hr/mat-4/Ortosimetricni_skalarni_produkti/pred.pdf
https://www.fsb.unizg.hr/mat-4/Ortosimetricni_skalarni_produkti/pred.pdf

Sazetak

U ovom radu prou¢avamo QR—faktorizaciju centrosimetricne realne matrice A u kojoj su
realne matrice Q i R centrosimetri¢ne. Ta se faktorizacija moZze dobiti primjenom pregled-
nog algoritma koji koristi perplekti¢ke ortogonalne blok-reflektore i1 koji je u ovom radu
detaljno opisan i proveden na konkretnom primjeru.



Summary

In this thesis, we study a QR—factorization of a centrosymmetric real matrix A such that the
real matrices Q and R are centrosymmetric. This factorization can be obtained by applying
a refined algorithm which uses perplectic orthogonal block-reflectors and which is both
described in detail and illustrated on a concrete example in this thesis.



Zivotopis

Rodena sam 17. rujna 1996. godine u Karlovcu. U rodnom gradu zavrsila sam Osnovnu
Skolu Grabrik i Gimnaziju Karlovac prirodoslovno - matemati¢kog smjera. U Karlovcu
sam zavrsila 1 srednju glazbenu Skolu teorijskog smjera i na maturi branila maturalni rad
Povezanost glazbe i matematike. Na Prirodoslovno - matematickom fakultetu u Zagrebu
2018. godine stekla sam zvanje sveuciliSne prvostupnice edukacije matematike 1 upisala
diplomski studij Matematika - nastavnicki smjer.
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