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Uvod

U danaSnjem svijetu okruZeni smo prirodnim grafovima, bilo to kroz druStvene mreZe,
mreZu interneta, gradski prijevoz ili bilo koje druge entitete izmedu kojih postoji funkci-
onalna povezanost. Vecina tih prirodnih grafova su veoma veliki, dosezu i do nekoliko
milijardi entiteta, stoga moramo razvijati efikasne algoritme koji e u razumnom vremenu
vradati trazene rezultate.

U tim kompleksnim strukturama, mogu se pronaci manji dijelovi koji na neki nacin
¢ine neku vrstu zajednice, tj. medusobno su bolje povezani nego $to su s ostatkom grafa.
Otkrivanje zajednica u grafovima od velike je vaZznosti i1 za ostala znanstvena podrucja,
npr. sociologiju, neurologiju, biologiju i mnoge druge. Zbog same kompleksnosti pro-
blema, nije nimalo efikasno provjeravati sve moguée kombinacije, ve¢ moramo problemu
pristupiti i na drugacije nacine.

MozZemo vidjeti kako su mnoge znanosti ve¢ profitirale od primjene algoritama otkriva-
nja zajednica. Naime, samo dvije godine prije nego Sto je osvojio Nobelovu nagradu, Lee
Hartwell je tvrdio da se umjesto fokusiranja na pojedinacne gene znanost treba okrenuti k
proucavanju grupa molekula koje zajedno obavljaju odredenu stani¢nu funkciju [[1], nakon
Cega se u [10] prvi put pokuSala razviti sistemati¢na identifikacija modula u metabolickim
mrezama. Zajednice takoder igraju klju¢nu ulogu u ljudskim bolestima, u radu [5] se po-
kazalo kako proteini koji se javljaju u istoj bolesti medusobno dolaze u interakciju. Iako se
primjene otkrivanja zajednica mogu Ciniti beznacajnima, ¢esto mogu dovesti do znacajnih
rezultata. Za neke modele grafova, interpretaciju moZemo odmah konstruirati iako za neke
modele ne moZemo bez da napravimo analizu otkrivanja zajednica. Samo zato $to za neki
koncept nemamo interpretaciju zasto se stvaraju zajednice, ne znaci da se zajednice ne
stvaraju.

U ovom radu obradit ¢emo osnovne definicije teorije grafova koje ¢e nam biti po-
trebne pri prouCavanju odabranih algoritama otkrivanja zajednica. Algoritmi koje ¢emo
proucavati su hijerarhijskog tipa, Sto znaci da njegov rezultat nije familija zajednica da-
noga grafa, ve¢ niz familija zajednica. Takoder ¢emo prouciti ponaSanje algoritama na
poznatom skupu podataka jednog karate kluba [[11]. Sami podaci pruZaju mogucnost in-
terpretacije zajednica u okviru teorija grupne dinamike, Sto moZe biti posebno korisno
druStvenim znanostima.



Poglavlje 1

Teorija grafova

Da bismo mogli razviti teoriju otkrivanja zajednica u grafu, prvo moramo formalno defini-
rati neke pojmove koje ¢emo koristiti. To je zapravo svedeno na definiciju grafa, imenovana
svojstva grafa i funkcije nad grafovima. Sva teorija se sluZi jednostavnim konceptima te se
viSe informacija o njoj moze naci u [8]].

1.1 Osnovne definicije

Za pocetak ¢emo definirati graf na Sto opcenitiji nacin da bi mogli biti dobro definirani za
koriStene algoritme.

Definicija 1.1.1. Neka je n € N. Neka je V = {v{,v,Vv3,...,v,}, E C V XV te neka je
w:E —>R
Graf G definiramo kao uredenu trojku (V, E, w).

Za zadani graf G = (V, E,w), skup V nazivamo skupom ¢vorova, a E skupom bridova
grafa G. Za zadani brid e, vrijednost w(e) nazivamo tezinom brida e. Graficki prikaz grafa
G nazvat ¢emo shemom grafa G.

Primijetite da smo zapravo definirali usmjereni teZinski graf, ali definicija bez smanjenja
opcenitosti definira i neusmjerene grafove bez teZina. U slu€aju neusmjerenog grafa treba
poistovjetiti uredene parove (v,, vy) i (vy, vy), a u sluCaju neteZinskog grafa postavimo da za
svaki brid e vrijedi w(e) = 1, ¢ime smo dobili neusmjereni graf bez teZina.

Ako vrijedi E = V X V, kazemo da je graf potpun.

Definicija 1.1.2. Neka je G = (V,E,w) te neka je v, € V. Skup odlaznih susjeda ¢vora
vy je skup Out(vy) = {v € V : (v,v) € E}. Skup dolaznih susjeda ¢vora v, je skup
In(vy) :=={veV:v,) e E}. Skup susjeda c¢vora v, je skup N(v,) := In(v,) U Out(v,).
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Slika 1.1: Vizualizacija grafa karate kluba. Cvorovi su ¢lanovi kluba, a povezani su ako
su bili u nekoj komunikaciji. Primjer je opéepoznat u svijetu otkrivanja zajednica mate-
matickog grafa.

Definicija 1.1.3. Neka je G = (V, E,w) te neka je v € V. Valenciju ¢vora v definiramo kao
deg(v) := IN(v)|.

Napomena 1.1.4. U slucaju neusmjerenog grafa, za svaki ¢vor v € V vrijedi Out(v) =
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In(v) = N(v).

Definicija 1.1.5. Neka je G = (V,E,w), |V| = n € N. Matricu A € {0, 1}"™" nazivamo
matricom incidencije grafa G ako vrijedi

Ai’jzl — (V,’,VJ')EE.

Slika 1.2: Matrica incidencije grafa karate kluba. Sliku moZzemo zamisliti kao prikaz s
34 x 34 piksela. Koriste¢i anonimizirane oznake ¢vorova, definiramo vrijednost piksela
koji se nalazi na (i, j)-tom mjestu da bude Zuta ako su ¢vorovi s oznakama i 1 j medusobno
povezani, a ljubicasta ako nisu.

Definicija 1.1.6. Neka je G = (V,E,w) te neka je n € N. Neka su v,v, € V. Niz
V0, €1, V1, €2, V2, . . ., €y, V, nazivamo Setnjom duljine € izmedu v, i vy ako vrijedi:

1. vo=vy, vy =y

2. Vke(1,2,3,...,n}, ey = (Veu1, ) €EE

M=

3. 1= wlep).

k=1

Postojanje Setnje izmedu v, i vy kratko oznacavamo s v, = vy.
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Napomena 1.1.7. Radi jednostavnosti zapisa, Setnju duljine € izmedu v, i v, moZemo
oznacavati kao v, ~>¢ vy.

Propozicija 1.1.8. Oznaka = nad ¢vorovima grafa G definira relaciju ekvivalencije.

Definicija 1.1.9. Klase ekvivalencije relacije = nad grafom G nazivamo komponentama
povezanosti grafa G. Ako postoji samo jedna klasa ekivalencije, kaZemo da je graf povezan.

Definicija 1.1.10. Neka je G = (V,E,w) te neka je v ~», V. KaZemo da je v ~», V'
minimalna Setnja izmedu ¢vorova v iVv' ako Vk € R t.d. v ~; V' vrijedi € < k.

Definicija 1.1.11. Neka je G = (V, E,w) te neka su s,t € V te e € E. Definiramo
Oy = {s~>pt: 5~ t je minimalna Setnjal,
og(e) :=|{s ~ t: 5~ tje minimalna Setnja koja prolazi bridom e}|.
Definicija 1.1.12. Neka je G = (V,E,w) . Graf G’ = (V',E’,w') nazivamo podgrafom
grafa G ako vrijedi V' CV, E' CE te w = w|g.

Definicija 1.1.13. Neka je G = (V,E,w) te V' C V. Graf G’ = (V',E’,w') nazivamo
grafom induciranim skupom ¢vorova V' nad G ako vrijedi E’ = {(vy,v,) € E 1 vy, vy € V'},
te w = w|g.
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Slika 1.3: Primjer minimalne Setnje izmedu ¢vora s oznakom 16 1 ¢vora s oznakom 26.



Poglavlje 2

Zajednice u grafovima

U ovom poglavlju obradit ¢e se teorija potrebna za razumijevanje matematickog modela
zajednice, bit ¢e opisani algoritmi koji za dani graf traze skupove zajednica i ocjenjuju
koliko je koja podjela na zajednice dobra. Matematicki model koji ¢emo dati jednostavan
je i nalikuje na particije skupa, iako nije jedini jer se ta teorija i dalje razvija.

2.1 Osnovna teorija

Formalnu definiciju dat éemo odmabh, iako nam ona ne govori kako je za dani graf moguce
na dobar nacin odabrati koji ¢vorovi pripadaju kojoj zajednici, Sto se vidi i na primjeru na

slici

Definicija 2.1.1. Neka je G = (V, E,w) te neka je k € N. Familija zajednica grafa G je
¢ ={Co,Cy,Cs,...,Ci} za koju vrijedi sljedece:

1. YCe€,0+CCV

2. yc=v.
Ce?

Elemente familije zajednica nazivamo zajednicama.
U prosloj definiciji ponekad ¢emo zahtijevati i treéi uvjet.
3. VC,',C]' S %,C,- * Cj - CiﬂCj =0.

Svi algoritmi ¢e vracati familiju zajednica grafa koja je u skladu s definicijom [2.1.1] ali
za neke Ce vrijediti 1 treci uvjet. To nije nuzno bolje jer nas ograni¢ava na uvjet da ¢vorovi
smiju biti isklju€ivo u jednoj zajednici, $to u stvarnom svijetu nije nuzno tako.

Napomena 2.1.2. Primijetite da ta tri uvjeta zapravo definiraju particiju nad skupom V.

7
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(a) Primjer nasumicnog odabira familije zajed- ) Nakon raspada karate kluba osnovala su se

nica grafa karate kluba. Familija se sastoji od 3 42 nova kluba koji su na ovom grafu oznadeni
zajednice za koje se ne moZe reéi da su odabrane

razli¢itim bojama. Za ovaj raspored ¢vorova u
s razlogom.

grafu, moze se reci da je dobar.

Slika 2.1: Graficki prikaz familije zajednica grafa karate kluba.

Pojam odabira zajednice nije lagano formalno definirati u sklopu teorije grafova, stoga
kre¢emo od nekih slutnji s kojima ¢emo bolje razumjeti odabir zajednice grafa te formalno
definirati algoritme koji Ce to raditi.

Slutnja 2.1.3. Zajednica grafa G je jedinstveno kodirana u shemi grafa G.

To zapravo znaci da nije dovoljno promatrati graf G kroz neke njegove karakteristike,
vel je potrebno gledati graf kao cjelinu, a da ga ne reduciramo na nesto §to bi potencijalno
bilo lakSe za izracunati.

Sljedeca slutnja nam govori Sto bi idejno trebala biti zajednica u grafu.

Slutnja 2.1.4. Zajednica je lokalno gusti povezani podgraf grafa.

Pojam lokalno gustih grafova nismo jo$ formalno definirali. Razlog tomu je to $to nam
je ponekad potrebna stroZa definicija toga pojma. Zajednice koje mozemo uociti u danom
grafu ovise o tome kako tocno definiramo lokalno guste grafove. Stoga ¢emo proci neko-
liko razlicitih definicija 1 pogledati kako koja definicija definira zajednice danoga grafa.
Drugim rijeCima, Zelimo da su ¢vorovi zajednice medusobno dostiZni (povezanost) te da
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su s ve€om vjerojatnoS¢u medusobno povezani unutar ¢vorova zajednice, a s manjom vje-
rojatnoSu povezani s ¢vorovima koji ne pripadaju toj zajednici (lokalna gustoca).

2.1.1 Klike

Za pocetak cemo krenuti s trivijalnim modelom zajednice, a to je upravo pojam k-klika.

Definicija 2.1.5. Neka je G = (V,E,w), k € N te neka je G' = (V', V' x V', w’) podgraf
grafa G za kojeg vrijedi |\V'| = k. Tada podgraf G’ zovemo k-klikom grafa G.

Klike su zapravo maksimalno povezani podgrafovi grafa, stoga su izvrsna polazna
tocka teorije zajednica u grafovima. Klike veoma jasno ispunjavaju obje slutnje koje zah-
tijevamo od pojma zajednice. Iz definicije klika slijedi da su one gusti povezani podgra-
fovi, a prikazom sheme klike vidi se da formiraju strukturu zajednice jer su svi ¢vorovi
medusobno povezani.

Glavni problem klika je upravo trivijalnost same ideje klika, tj. zahtjev da to bude mak-
simalno povezan podgraf. U slucaju k = 3, za dani prirodni graf moZemo pronaci puno
3-klika, ali za vece vrijednosti parametra k, rijetko pronalazimo k-klike.

U slucaju da uspijemo pronaci neku vecu k-kliku odredenog grafa, mozemo sa sigurnoscu
znati da je to vrlo dobar kandidat za zajednicu toga grafa.

2.1.2 Jake i slabe zajednice

Da bismo proSirili model zajednica u grafu tako da bi obuhvatio i podgrafove koji nisu
nuzno maksimalno povezani, proucavat ¢emo kardinalitete skupova dolaznih i odlaznih
susjeda.

Za pocetak ¢emo definirati pojam koji ¢e nam dati podatak o tomu koliko je podgraf dobro
povezan sam sa sobom, a koliko sa svim ostalim ¢vorovima koji nisu u tom podgrafu.

Definicija 2.1.6. Neka je G = (V,E,w), G’ = (V', E’,w") podgraf grafa G te nekajev € V'.
Definiramo unutarnju i vanjsku povezanost ¢vora v podgrafa G’ kao:

kin(G,G',v) := IN(v) N V'],
kou(G,G',v) == INW) N (V\ V')].

Definicija 2.1.7. Neka je G = (V,E,w) te neka je G' = (V', E',w") podgraf grafa G. G’
nazivamo jakom zajednicom ako vrijedi:

VV € V,a kim(G, Gla V) > kom(G, G,’ V).
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Definicija 2.1.8. Neka je G = (V,E,w) te neka je G' = (V', E’',w’) podgraf grafa G. G’
nazivamo slabom zajednicom ako vrijedi:

D kil GG ) > > kol G, G, v).

veV’ veV’

Kod jakih zajednica postoji strog zahtjev da svaki ¢vor bude bolje povezan sa svojom
zajednicom nego s ostatkom grafa, dok kod slabih zajednica taj zahtjev nije toliko strog jer
dopustamo da postoje ¢vorovi koji nisu nuzno bolje povezani sa svojom zajednicom nego
sa ostatkom grafa.

Propozicija 2.1.9. Neka je G = (V,E,w), G' = (V', E',w') podgraf grafa G’ tada vrijedi.:
1. Neka je k € N, G’ je k-klika grafa G — G’ je jaka zajednica

2. G’ je jaka zajednica = G’ je slaba zajednica.

2.1.3 Slozenost trazenja zajednica grafa

Da bismo napravili efikasni algoritam koji za dani graf vraca skup njegovih zajednica, prvo
moramo prouciti koliko razli¢itih odabira skupa zajednica grafa koje bismo morali testirati
postoji te zadovoljavaju li oni uvjete zajedniStva koje trazimo. Analizirat ¢emo najjednos-
tavniju varijantu, a to je problem bisekcije grafa. Problem bisekcije grafa G definiramo kao
traZzenje 2-particije skupa ¢vorova na na¢in da minimiziramo broj bridova koji povezuju te
dvije particije.
Definicija 2.1.10. Neka je G = (V, E,w). Skup {V,, V,} nazivamo bisekcijom grafa G ako
vrijedi:

1. Vi,Vb, cV, VinV,=0iV,uV,=V

2.

D k(GG + D koG, G, ) = min(Y koG, Go) + ) kou(G. Gy ).

vev, vevV, T vevV, veVy,

Ispitujuéi sve mogucée kombinacije, pokusavamo otkriti sloZenost algoritma koji vraca
bisekciju grafa. Radi jednostavnosti analize, uzmimo bisekciju {Vy, V,} t.d. k = |V| =
[V = '—‘24 Broj razlicitih kombinacija je

14
k



POGLAVLIJE 2. ZAJEDNICE U GRAFOVIMA 11

(n ] 10 | 100 [ 1000 |
n* ] 100 10000 1-10°

2" 1024 [12-10° [1.1-10%
B, || 115975 [ 47-10"5 [2.9-10™%

Tablica 2.1: Vrijednost pojedinih funkcija za velike vrijednosti n. U slu€aju da algoritam
mora napraviti By koraka, od kojih svaki traje jednu nanosekundu, algoritmu bi trebalo
100 milijardi puta duZe nego Sto je svemir star.

pa koristeéi Stirlingovu formulu n! ~ V2rn(n/e)" broj razlicitih kombinacija postaje:

VDI~ in(V)).

Pomocu toga znamo da ne moZemo efikasno provjeravati svaku granu jer za grafove s
jako puno ¢vorova broj kombinacija pojednostavljenog problema raste eksponencijalno.
Vazno je primijetiti da smo problem pojednostavili tj. zahtijevali smo pronaci 2-particiju
Ciji su elementi jednako veliki. U slu€aju nepojednostavljenog problema broj kombinacija
particioniranja grafa G t.d. |V| = n je po definiciji n-ti Bellov broj tj.
1« k"
B, = - R
k=0 "
Bellov broj raste brze nego eksponencijalna funkcija, zbog ¢ega algoritmi particioniranja
koji pretrazuju sve moguce kombinacije nisu uopce efikasni, Sto se moZe vidjeti u tablici
2.1} stoga je problemu potrebno pristupiti na drugaciji nacin.

2.2 Kbvaliteta zajednica

Da bismo mogli ocijeniti koliko je neka particija grafa dobra, moramo definirati neku mjeru
koja to mjeri. Od te mjere oCekujemo da za nasumi¢no povezane grafove ne dobijemo
znacajne vrijednosti jer takvi grafovi inherentno nemaju nikakvu strukturu zajednica u sebi.
Tu Cinjenicu ¢emo opisati jo§ jednom slutnjom.

Slutnja 2.2.1. Nasumicno povezani ¢vorovi nekog grafa nemaju strukturu zajednica.

Ta slutnja nam daje jednostavan nacin na koji moZemo provjeriti dane zajednice nekog
grafa. Potrebno je maknuti sve bridove, a ¢vorove povezati na nasumican nacin. Bududi
da su zajednice zapravo podskupovi skupa ¢vorova, moZemo izmjeriti njihovu kvalitetu
na originalnom grafu, ali i na nasumicno povezanom grafu. Ta razlika izmedu kvalitete
originalnog 1 nasumi¢nog grafa bit ¢e nasa mjera kvalitete zajednica te éemo ju nazivati
modularnost.
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2.2.1 Modularnost

Da bismo mogli definirati pojam modularnosti, prvo moramo definirati kako ¢emo na-
sumicno povezati skup ¢vorova da bismo barem zadrzali neka svojstva.

1.M =041 2.M =0.26
g g
3.M=0.21 4.M=0.0

Slika 2.2: Modularnost razlicitih familija zajednica nad istim grafom. Na prvoj slici se vidi
da je modularnost najveca jer je upravo to evidentno najbolje rjeSenje particioniranja na
zajednice. Modularnost je nula ako sve ¢vorove smjestimo u jednu zajednicu, Sto se vidi
na cetvrtoj slici. Modularnost je minimalna kada svaki ¢vor smjestimo u svoju zajednicu,
Sto je vidljivo na Sestoj slici.

Definicija 2.2.2. Neka je G = (V, E,w) te neka su v;,v; € V. Vjerojatnost povezivanja
deg(vi)-deg(v))

¢vorova v; i v; definiramo kao p(v;,v;) :=
j J 20|
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Ono Sto zapravo kontroliramo je da ocekivanje valencije svakog Cvora ista kao i u
originalnom grafu.

Definicija 2.2.3. Neka je G = (V,E,w) te neka je C C V neka zajednica. Modularnost
zajednice C u oznaci M¢ definiramo kao

Napomena 2.2.4. Gornja definicija moZe se svesti na sljedecu formulu.

Mo e Eel (deg(@)z,

|E] 2-|E|
gdje je Ec skup bridova grafa induciranog skupom cvorova C, a deg(C) = ), ,cc deg(v).
Sada proSirujemo pojam modularnosti na familiju zajednica.

Definicija 2.2.5. Neka je G = (V, E,w) te neka je € = {Cy, Cy,C»,...,Cy} familija zajed-
nica grafa G. Modularnost familije zajednica definiramo kao

M:ZMC.

Ce%

PonaSanje modularnosti moze se uociti proucavanjem modularnosti nekih jednostav-
nih primjera. Na slici [2.2] pokazujemo ponasanje modularnosti nad razli¢itim odabirom
familija zajednica istog grafa. Buduci da je graf nacinjen od 4-klike te 5-klike povezane
jednim bridom, vidimo da je modularnost najveca upravo kada su ¢vorovi klike u istoj za-
jednici, a najmanja kada stavimo svaki ¢vor u svoju zajednicu. Bitno je primijetiti da u
sluaju jednoclane familije zajednica, gdje su svi ¢vorovi u skupu, modularnost iznosi 0,
Sto je bilo i za ocekivati iz definicije. Takoder, bitno svojstvo modularanosti je da za bolje
odabire familija zajednica, modulranost je pozitivna i veca, dok je za nasumicne odabire
familije zajednica modularnost manja i negativna.
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2.3 Hijerarhijsko klasteriranje

Buduc¢i da ne moZemo efikasno provjeriti sve moguée kombinacije, moramo se zadovoljiti
s nekim polinomijalnim algoritmom koji efikasno trazi zajednice unutar grafa. Tu ¢e nam
uvelike pomo¢i familija algoritama koji spadaju pod hijerarhijsko klasteriranje. Takvi al-
goritmi se temelje na iterativnom mijenjanju familije zajednica s obzirom na neku mjeru.
Mjere mogu biti razlicite i mjeriti razlicite entitete. Jednu mjeru smo ve¢ definirali, a to je
modularnost. Popratni algoritam ¢e uvijek odabrati sljedeci korak koji ima najveéu modu-
larnost dobivene familije zajednica medu svim ostalim koracima. Takoder ¢emo definirati
1 neke mjere ¢ija je vrijednost veca za ¢vorove koji ne pripadaju zajednici u kojoj se nalaze,
odnosno neke mjere povezanosti brida dviju zajednica.

Mjera, koja je u susStini heuristika, usmjerava algoritam da spoji dvije zajednice ili
razdvoji postojecu zajednicu neke familije zajednica te tako definira sljede¢u generaciju
te familije zajednica. Skup svih generacija je zapravo hijerarhija tog algoritma. Postoje
dva suprotna naCina gradenja hijerarhije, jedan koji grupira ¢vorove do Zeljene zajednice,
tzv. aglomerativni pristup, a drugi koji rastavlja grupe ¢vorova na viSe zajednica, tzv.
raS¢lambeni pristup.

Oba ova nacina ne vracaju jednu familiju zajednica, ve¢ niz familija zajednica, zbog
¢ega se 1 nazivaju hijerarhijskim algoritmima. Vazno je istaknuti dvije relativno trivijalne
familije zajednica koje ¢e se pojavljivati u svakoj hijerarhiji. Prva je familija koja sadrzi
samo jednu zajednicu svih ¢vorova, koju éemo nazivati trivijalno punom familijom za-
jednica, a druga u kojoj se svaki ¢vor nalazi sam, u sebi jedinstvenoj zajednici zovemo
trivijalno praznom familijom zajednica. Te dvije familije su posebne jer su upravo one
polaziSne 1 zavrSne toCke hijerarhijskih algoritama. Mehanizam algoritama Ce otkriti infor-
macije o zajednicama promatrajuéi na koji nacin pojedini algoritmi krecu od jedne trivi-
jalne familiju i pretvaraju je u drugu trivijalnu familiju.

2.3.1 Aglomerativni pristup

Aglomerativni pristup krece od trivijalno prazne familije zajednica te kroz svaku iteraciju
grupira ¢vorove dviju zajednica u jednu novu zajednicu. Zavrs$no stanje algoritma je trivi-
jalno puna familija zajednica. Najpoznatiji aglomerativni algoritam je Ravaszov algoritam
[10], koji ée biti objaSnjen kasnije, a prvo ¢emo pokazati kako ¢emo iskoristiti modularnost
te definirati aglomerativni algoritam.

Modularnost - aglomerativni algoritam

Algoritam se temelji na isprobavanju svih moguéih kombinacija parova zajednica iz tre-
nutne iteracije te spaja onu kombinaciju koja rezultira s maksimalnom modularnosc¢u. Oz-
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nakom m(G, F) u pseudokodu oznacavat ¢emo modularnost familije zajednica F' grafa G.

Algorithm 1: Aglomerativna modularnost
Data: G = (V,E,w)
Result: familija zajednica danog grafa.
F « trivijalno prazna familija zajednica
H «{}
while |F| # 1 do
H «— HU{F}
(C1,C2,v) = (0,0, c0)
foreach C, € F do
foreach C, € F do
if C; = C, then
‘ continue
end
x=m(G,(F\{C;,C)) U{C1U,})
if x > v then
| (€1.C2v) = (C1,Ca, %)
end
end
end
F=F\{C,,G;)U{Cl1uy)
end

U algoritmu vektor s oznakom (C, C, v) koristimo kao pokaziva& na kombinaciju dvije
zajednice Cije spajanje uzrokuje najvecu modularnost. Time na pohlepni nacin u svakom
koraku pokuSavamo optimizirati modularnost u nadi da ¢e kona¢na familija sadrzavati fa-
miliju zajednica s najve€om modularnos$¢u. Na slici mogu se prouciti sheme grafova
na kojima su obojane pripadne familije zajednica iz posljednjih generacija algoritma nad
grafom karate kluba. Slika[2.3b| prikazuje dendrogram cijele hijerarhije.

Ravaszov algoritam

Da bismo opisali kako se definira slicnost medu ¢vorovima, pa onda i medu zajednicama,
prvo ¢emo definirati neke funkcije koje ¢emo koristiti.

Definicija 2.3.1.
0, x<0
1, x> 0.

xeR,0x) := {
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(a) Posljednjih 6 iteracija algoritma. (b) Dendrogram cijele hijerarhije.

Slika 2.3: Graficki prikaz aglomerativnog algoritma koriste¢i modularnost.

Definicija 2.3.2. Neka je G = (V, E,w) te neka su vy, v, € V.

J(Vi, vy) = IN(ve) N N(vy)l.

16

Sada moZemo definirati topoloski presjek dvaju ¢vorova, koji ¢e nam biti temelj za

racunanje matrice sli¢nosti medu zajednicama.

Definicija 2.3.3. Neka je G = (V, E,w) te neka su vy, vy, € V. Definiramo topoloski presjek

cvorova vy i vy kao

J(Vx, vy)

o) S i deg(vn). deg(n)) + 1+ OA,)

Za dani graf bez smananjena opeénitosti mozemo proizvoljno poredati njegove ¢vorove.
Za odredeni poredak ¢vorova, pomocu topoloskog presjeka dvaju ¢vora mozemo definirati
matricu sli¢nosti medu ¢vorovima. Kada to napravimo moramo odluciti kako ¢emo za

dvije proizvoljne zajednice odrediti koliko su one sli¢ne.

Definicija 2.3.4. Neka je G = (V, E,w), ¢ topoloski presjek nad VXV te V;,V, C V td.

Vi NV, = 0. Definiramo slicnost zajednica Vy i V, kao

1
AV, V5,0) = ViVl Z Z OV, vy).

v €V vy eV
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Algorithm 2: Ravaszov algoritam
Data: G = (V,E,w)
Result: familija zajednica danog grafa.
F « trivijalno prazna familija zajednica
H < {}
while |F| # 1 do
H «— HU{F}
(€1, C2.v) = (0,0, 00)
foreach C, € F do
foreach C, € F do
if C] = C2 then
‘ continue
end
X = A(Cl, Cz, 5)
if x > v then
| (€1,C0) = (C1, G, %)
end
end
end
F=F\{C,G;hU{Clu(y)
end

Navedeni algoritam vraca jednu zajednicu, ali ako zapisujemo u kojem trenutku su se
spojile dvije zajednice te kolika je bila slicnost medu njima, moZemo odrediti na kojoj
razini algoritma trebamo stati i za zajednice uzeti trenutno stanje algoritma. SloZenost toga
algoritma je polinomijalna, to¢nije O(n?), §to je puno efikasnije od O(2") .

2.3.2 Rasclambeni pristup

Suprotno od aglomerativnog pristupa, raS¢lambeni pristup polazi od trivijalno pune fami-
lije zajednica koju iterativno pretvara u trivijalno praznu familiju zajednica. Najpoznatiji
ras¢lambeni algoritam je Girvan-Newman algoritam [4} 9], a na sli¢an nacin ¢emo defini-
rati 1 pohlepni algoritam koji u svakom koraku teZi optimizirati modularnost.

Modulanorst - ras¢lambeni algoritam

Algoritam traZi onu zajednicu iz trenutne familije zajednica Cije dijeljenje na dvije zajed-
nice ostvaruje najve¢u modularnost. Da bismo izbjegli isprobavanje svih moguéih kombi-
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nacija dijeljenja svake zajednice u familiji zajednica, ubrzat ¢emo proces koristeci naivno
svojstvo prirode problema. Pretpostavka na kojoj se ono temelji je da svaki graf induci-
ran zajednicom posjeduje samo jednu komponentu povezanosti. Tako ¢emo u induciranom
grafu traZiti one bridove koji micanjem stvaraju dvije komponente povezanosti te ¢e upravo
skup dijeljenja koja su tako generirana biti na$ prostor pretrage rjeSenja. Skup takvih bri-
dova definiramo u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.3.5. Neka je G = (V, E,w) povezan graf. Skup veznih bridova grafa G defini-
ramo kao
VB(G) ={e € E : G’ = (V,E \ {e}, w) nije povezan graf}.

Treba primijetiti da je u prethodnoj definiciji dovoljno zahtijevati nepostojanje Setnje
izmedu ¢vorova definiranih bridom e. Time se moZe konstruirati relativno efikasan algo-
ritam koji za dani graf traZi skup veznih bridova. Uz skup veznih bridova potreban je i
skup komponenata povezanosti koje smo ranije definirali u definiciji[I.1.9] a ovdje ¢emo
taj skup za graf G oznacavati kao KP(G).

Prilikom opisivanja algoritma u pseudokodu oznaka VB(Z, G) oznaCavat Ce listu vez-
nih bridova grafa induciranog skupom ¢vorova Z nad G, a s K,(G) ¢emo oznacavati listu
skupova ¢vorova komponenata povezanosti, dok ¢e oznaka m(G, F) biti definirana isto kao
i u proSlom pseudokodu. Takoder ¢emo koristi oznaku nekog skupa ¢vorova kao graf in-
duciran tim skupom ¢vorova.

Taj pristup zapravo briSe bridove izmedu ¢vorova koji bi trebali pripadati razli¢itim
zajednicama. Jedan od takvih algoritama je Girvan-Newmanov algoritam.

Girvan-Newmanov algoritam

Za razliku od proslog algoritma, ovdje neCemo spajati zajednice koje bi potencijalno tre-
bale biti skupa, ve¢ ¢emo razdvajati one koje ne bi trebale biti skupa. Zbog toga Zelimo da
matrica slicnosti zapravo bude matrica razlicitosti, tj. vrijednost x;; treba biti veca izmedu
¢vorova koji nikada ne bi trebali biti u istoj zajednici 1 obratno. Jedan primjer takve mjere
je funkcija koja za dani brid vraca vrijednost koja je proporcionalna vaznosti toga brida
u danom grafu. Iako je definirana nad skupom bridova, funkcija se moZe definirati i nad
parovima ¢vorova. U slucaju da u grafu ne postoji brid izmedu ¢vorova s oznakama i, j,
vrijednost funkcije u tocki (i, j) bit ¢e nula, a inace Ce biti vrijednost funkcije definirane na
tom bridu.

Definicija 2.3.6. Neka je G = (V,E,w) te neka je e € E. Kvaliteta povezanosti brida e,
eng. edge betweenness centrality definiramo s

ge) = Z O-SI(e).

ag
s,teV st




POGLAVLIJE 2. ZAJEDNICE U GRAFOVIMA 19

Algorithm 3: RaS¢lamebna modularnost
Data: G = (V, E,w)
Result: familija zajednica danog grafa.
F « trivijalno puna familija zajednica
H < {}
while |F| # |V| do
H «— HU{F}
(C,e,v) = (0,0,-00)
foreach C € F do
foreach e € VB(C) do
x=m(G,(F\C)UK,(C\ {e})
if x > v then
| (C.2,v)=(C1,e,%)
end
end
end
F=F\OUKLC\ (@)
end

Za potrebe algoritma bit ¢e nam 1 potrebna

Napomena 2.3.7. Ako fiksiramo s,t, argument sume je zapravo omjer broja najkracih
putova izmedu s i t koji prolazi bridom e te brojem najkracih putova izmedu s i t uopce.
Ideja ove mjere je da bridovi koji su spojnice dviju zajednica imaju veliku mjeru kvalitete
povezanosti jer svi najkraci putovi izmedu tih dviju zajednica moraju prolaziti tim bridom.

Girvan-Newmanov algoritam

Kako ni u jednom trenutku nismo spomenuli zajednicu unutar algoritma, pretpostavlja se
da je svaka komponenta povezanosti zapravo zajednica, Sto zna¢i da u svakoj iteraciji,
ako micanjem jednog brida poveéamo broj komponenata povezanosti, time zapravo raz-
dvajamo postojecu zajednicu na dvije. Na kraju algoritma ostajemo sa skupom ¢vorova
originalnog grafa, ali bez bridova. Na neki je nacCin Girvan-Newmanov algoritam dualan
Ravaszovom algoritmu. Jedan polazi s pretpostavkom da je svaki ¢vor jedna zajednica,
dok drugi zavrSava u tom stanju, a onda dualno tome, jedan zavrSava u stanju gdje postoji
jedna zajednica, dok drugi krece s tom pretpostavkom. SloZenost algoritma je O(|E|*|V]),
Sto je opet efikasnije od eksponencijalne sloZenosti.
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Algorithm 4: Girvan-Newmanov algoritam
Data: G = (V,E,w)
Result: familija zajednica danog grafa.
F « trivijalno puna familija zajednica
while |F| # |V| do
H «— HU{F}
(C,e,v) = (0,0,—00)
foreach C € F do
foreach ¢ € VB(C) do
x = g(e)
if x > v then
| (C.e,v) = (Ci.e,%)
end
end
end
F=(F\OUK,C\ (@)
end

2.3.3 Dendrogram

Kao Sto je ve¢ spomenuto, navedeni algoritmi vracaju hijerarhiju tj. niz familija zajednica.
Kako bismo na jednostavan na¢in mogli vizualizirati cijelu hijerarhiju koristit ¢emo den-
drograme. Dendrogram je prikaz hijerarhije u obliku grafa koji je najlakSe opisati preko
algoritma koji hijerarhiju pretvara u graf.

Algorithm 5: algoritam za kreiranje dendrograma
Data: . = (%), %,,%>,...,%;)
Result: dendrogram u obliku grafa.
D « prazan graf
fori < Oto kdo
Dodaj elemente familije %; u skup ¢vorova grafa D
Povezi, u grafu D, elemente familije ; s elementima familije %;_; ako su u
medusobnoj relaciji podskupa

end

Tim postupkom hijerarhiju familija zajednica pretvaramo u usmjereni graf D, koji nam
na grafi¢ki nacin pokazuje strukture unutar svake zajednice te kako je algoritam iterativno
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prolazio kroz strukture samoga grafa. Primjer dendrograma je na slici U tom grafu
oznacili smo samo ¢vorove koji sadrZze jednoclane zajednice, a zajednica svih ¢vorova
nalazi se na vrhu grafa. Sve ostale ¢vorove jednostavno je konstruirati iz ovog grafa, za
odabrani ¢vor treba pogledati sve listove do kojih se moZe do¢i Setnjom iz tog ¢vora.

25)

11} D ® QO O & 26) QD &

L O 13J20]

Slika 2.4: Primjer dendrograma nad grafom karate kluba.



Poglavlje 3
Primjeri i primjena

U ovom poglavlju usporedit ¢emo Girvan-Newmanov algoritam te algoritam pohlepne op-
timizacije modularnosti na jednom opéepoznatom grafu, Cije su zajednice znane, kao i na
nasumic¢no generiranim grafovima. Vidjet ¢emo kako se oba algoritama ponasaju kroz
svoje iteracije te koji od ta dva algoritma daje kvalitetnije rjeSenje po modularnosti i 0s-
talim mjerama kvalitete. Takoder ¢emo usporediti vremenske sloZenosti tih algoritama
na nacin da ¢emo algoritme izvrtiti na nasumic¢nim grafovima razli¢itih veli¢ina. Prika-
zat ¢emo 1 kako iskoristiti Python biblioteku NetworkX spomenutu u [6]. Ta biblioteka
ima implementirane razne algoritme za inicijalizaciju, manipulaciju, analiziranje te vizu-
alizaciju grafova. Biblioteka je besplatna i jednostavna za koristiti. Sve pojedinosti u vezi
biblioteke mogu se naéi na [2].

3.1 Podaci

Analizu zajednica u grafu radit ¢emo na primjeru podataka jednog karate kluba, koji je prvi
put analiziran u radu [11]]. Graf je zapravo druStvena mreZa sainjena od ¢lanova karate
kluba koji su medusobno povezani ako su imali nekakvu zajednicku interakciju van karate
kluba. Motivacija za prouCavanje toga grafa proizasla je iz interesa da se nade neka stvarna
primjena zajednica u grafu. Naime, zbog internih sukoba u klubu, klub se podijelio na dva
manja kluba. Zanimljivo je bilo $to je kona¢na podjela nakon raspada bila ekvivalentna
rjeSenju problema otkrivanja dviju zajednica, tj. da se je s velikom precizno$¢u moglo
predvidjeti kako Ce ta podjela izgledati. Shema grafa prikazana je na slici (1.1} iz koje se
donekle moze vidjeti da postoje dvije razli€ite zajednice u tom klubu. Zanimljivo je da je
ovaj skup podataka postao veoma popularan i citiran tek pocetkom 2000. godine, iako je
sluzbeni ¢lanak izaSao jos 1977.

Graf se sastoji od 34 Cvora, te 78 bridova, pa je kao takav odli¢an za testiranje algori-
tama otkrivanja zajednica jer nije velik, zbog Cega ti algoritmi, koji su inace kompleksni,

22
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ne traju predugo. Osim toga, puno ga je lakSe vizualizirati i prikazati njegovu shemu nego
Sto bi to bilo kod nekih grafova ¢iji je broj ¢vorova znatno veci.

Osim podataka o karate klubu, nasumi¢no ¢emo generirati grafove po klasi¢cnom mo-
delu nasumicnog grafa, koji se naziva Erdos-Rényi modelom, prvi put opisanom u [3] te

po modelu ratnih paktova opisanom u [/]].

3.2 Implementacija

Algoritmi

Ovdje navodimo implementaciju samo jednog od algoritama. Svi algoritmi su relativno
sli¢ni te su opisani popratni pseudokodovi. KoriStena je i implementacija Girvan-Newmanovog
algoritma iz biblioteke NetworkX, a dokumentacija se moze naci u [2].

Ideja svake implementacije je koristiti varijablu trenutna_particija, koja ¢e biti
inicijalizirana odgovaraju¢om trivijalnom familijom zajednica. Takoder moramo inicija-
lizirati praznu listu familija_particija, koju ¢emo kroz svaku iteraciju puniti s vri-
jednoS¢u trenutna_particija iz te iteracije. Kroz svaku iteraciju traZimo najpogodniji
¢vor ili brid na kojem temeljimo nasu pretvorbu varijable trenutna_particija.

Kod 3.1: Ravaszov algoritam

import networkx as nx
import numpy as np

def topoloski_presjek (G,v,w):
adj = nx.linalg.graphmatrix.adjacency _matrix (G). todense ()
J = (adj[v]*adj[w].T)[0,0]
min_deg = min(G.degree(v), G.degree(w))
return J / (min_deg + 1 + adj[v,w])

def topoloska_vrijednost(G, Z1, Z2):
suma = 0
for v in Z1:
for w in Z2:
suma += topoloski_presjek (G,v,w)
return suma / (len(Zl1) * len(Z2))

trenutna_particija = [[node] for node in list (G.nodes)]
familija_particija = []
while len(trenutna_particija) != 1:
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familija_particija.append(trenutna_particija.copy())
max_cl = None; max_c2 = None; max_vrijednost = —np.inf
for cl in trenutna_particija:
for c2 in trenutna_particija:
if cl==c2:
continue
tmp = topoloska_vrijednost(G,cl,c2)
if tmp > maxi_vrijednost:
max_vrijednost=tmp; max_cl = cl; max_c2 = c2
trenutna_particija.remove(max_cl)
trenutna_particija.remove(max_c2)
trenutna_particija.append(max_cl+max_c2)

Nasumicni grafovi

Implementacija Erdos-Rényi nasumicnog grafa dana je u biblioteci NetworkX. Sam algo-
ritam je poprili€no jednostavan. Za dani broj ¢vorova n te vjerojatnost stvaranja brida p
prvo se kreira graf samo od n ¢vorova. Ukupno postoji n - (n — 1)/2 pozicija na kojima
moze postojati brid jer je upravo toliko neuredenih parova ¢vorova. Za svaki neuredeni par
¢vorova, generiramo brid izmedu njih s vjerojatnoS¢u p. Na kraju ostajemo s grafom koji
ima n ¢vorova te otprilike p - n - (n — 1)/2 bridova.

Model ratnih-paktova opisan je kodom Ulazni podaci algoritma su broj ¢vorova n
1 broj bridova m. Algoritam inicijalizira pocetni graf kao m bridova koji nisu medusobno
povezani. Takav graf onda sadrZi 2 - m ¢vorova. U svakoj iteraciji na nasumican nacin
biraju se dva ¢vora koja se micu iz grafa te se ubacuje novi ¢vor koji je povezan sa svim
¢vorovima s kojima su bili povezani odabrani ¢vorovi. Taj postupak se ponavlja2 - m — n
puta tj. sve dok ne ostane n ¢vorova, nakon ¢ega algoritam staje.

Kod 3.2: Algoritam grafa ratnih-paktova

import random

def ratn_paktovi(n,m):

cvorovi = list(range(2+m))
bridovi = [(2%1,2+«1+1) for i in range(m)]
brojac = 2xm
while brojac > n:
nl = nodes.pop(random.randint(0,brojac —1))

n2 = nodes[random.randint (0,brojac —2)]
I = lambda e: (e[0],n2) e[1] == nl else (n2,e[1])
bridovi = list (map(l, bridovi))
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brojac —= 1
return cvorovi, bridovi

vizualizacija

Biblioteka NetworkX podrzava crtanje grafova preko biblioteke Matplotlib. U kodu [3.3|
opisan je nacin na koji se vizualiziraju grafovi i familije zajednica nad njima. Ovisno
o kontekstu postoje male promjene, ali nacelno je sve opisano kodom. Ideja je svakoj
zajednici pridruZiti oblik ¢vora, boju ¢vora te prikazati to pomocu NetworkX funkcija.

Kod 3.3: Algoritam grafa ratnih-paktova

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.colors as mcolors
import networkx as nx

fig, ax = plt.subplots(l, 1, figsize=(15,15))

boje = [k for k in mcolors . TABLEAU COLORS. keys ()]
oblici = [f’${i}$  for i in range(100)]

pozicije = nx.spring_layout(graf)
for j,community in enumerate( partition):
nx.draw_networkx_nodes (
graf , pozicije, node_color=bojel[j],
nodelist=zajednica, ax=ax, node_shape=oblici[]]
)
nx .draw_networkx_edges (
graf , pozicije ,
width=1.0, alpha=0.5, ax=ax

3.3 Rezultati

Kao sto je ve¢ spomenuto, algoritme ¢emo isprobati na nasumi¢no generiranim grafovima.
Za pocetak ¢emo generirati Erdos-Rényi grafove razli¢itih veli¢ina. Kako model uzima
dva parametra, broj ¢vorova n 1 vjerojatnost stvaranja brida p, konstruirat cemo grafove sa
svim mogucéim kombinacijama n € {10, 25, 50, 75,90} 1 p € {0.1,0.25,0.5,0.75, 0.9}.
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3.3.1 Modularnost rezultata

Vrijednosti najvece modularnosti oba algoritma mogu se vidjeti na tablicama 3.1|i Ta-
blica [3.1] prikazuje rezultate modularnosti najbolje zajednice Girvan-Newmanovog algo-
ritma nad nasumicno generiranom Erdos-Rényi grafu s razlicitim parametrima, dok tablica
prikazuje rezultate modularnosti najbolje zajednice pohlepnog algoritma aglomerativ-
nog pristupa za isti nasumicno generirani graf kao i u prvoj tablici.

Zanimljivo je primijetiti da je u vecini slucaja algoritam pohlepne optimizacije dao bolje
rjeSenje po modularnosti nego Sto je to vracao Girvan-Newmanov algoritam. Algoritam
pohlepne optimizacije ipak mora proci kroz sve moguée kombinacije pa je tako vremenski
sloZeniji od Girvan-Newmanovog Sto je vjerojanto i rezultiralo bolje odabranim zajedni-
cama. lako daje bolje rezultate, u tablici te u tablici mogu se usporediti vremena
izvrSavanja algoritma. U tim tablicama se vidi da je pohlepni algoritam i do Sest puta
sporiji nego Girvan-Newmanov.

(m\p [0 [025 [05 [075 [09 |
10 [[-0.500 | 0.280 | 0.033 [ 0.002 [ -0.011
25 0542 |0.118 | 0.031 | 0.002 | 0.002
50 [[0306 | 0.065 | 0.021 | 0.004 | -0.001
75 | 0.267 | 0.047 | 0.017 | 0.005 | -0.001
90 [[0.122 | 0.034 | 0.013 | 0.007 | 0.001

Tablica 3.1: Vrijednosti najvece modularnosti Girvan-Newmanovog algoritma za na-
sumicno generiran Erdos-Rényi graf s parametrima n, p.

in\p[01 [025 [05 [075 [09 |
10 [/ 0.000 [ 0.235 [ 0.118 [ 0.077 | -0.001
25 [/ 0.542]10.202 | 0.110 | 0.049 | 0.012
50 [/ 0.344 [ 0.15 [ 0.089 | 0.041 | -0.016
75 ][ 0.320 [ 0.149 | 0.078 | 0.035 | 0.017
90 || 0.241 [ 0.128 | 0.070 | 0.037 | 0.018

Tablica 3.2: Vrijednosti najve€e modularnosti pohlepnog algoritma optimizacije za isti
nasumicno generiran Erdos-Rényi graf s parametrima n, p.



POGLAVLIJE 3. PRIMJERI I PRIMJENA 27

In\p[[01 [025 [05 [075 [09 |
10 ][ 0.001 [ 0.002 | 0.004 | 0.006 | 0.008
25 ] 0.010 [ 0.060 [ 0.161 | 0.290 | 0.334
50 [/ 0.267 [ 1.290 [ 3.474 | 6.530 | 7.369
75 [ 1.240 [ 6.410 [ 23.91 | 45.14 | 49.57
90 || 4.483 [ 17.02 [ 62.09 | 110.6 | 126.9

Tablica 3.3: Vrijeme izvrSavanja Girvan-Newmanovog algoritma za isti nasumi¢no gene-
riran Erdos-Rényi graf s parametrima n, p.

n\p | 0.1 025 |05 0.75 |09

10 | 0.018 | 0.021 | 0.027 | 0.030 | 0.033
25 | 0.633 | 0.822 | 1.117 | 1.500 | 1.657
50 | 11.39 | 17.28 | 25.92 | 36.04 | 40.93
75 | 60.87 | 100.7 | 174.8 | 257.4 | 293.6
90 | 149.5 | 246.7 | 429.0 | 644.4 | 745.1

Tablica 3.4: Vrijeme izvrSavanja pohlepnog algoritma optimizacije za isti nasumicno ge-
neriran Erdos-Rényi graf s parametrima n, p.

Model ratnih paktova

Istu analizu napravit ¢emo koriste¢i model nasumi¢nog grafa ratnih paktova. Kako je mo-
del poseban, te vremenski sloZen za grafove velikih gustoca, radit éemo na manjim grafo-
vima. Vrijednost broja ¢vorova bit ¢e uzeta iz {10, 25, 50, 75, 90}, dok ¢e vjerojatnost stva-
ranja brida biti uzeta iz skupa {0.1, 0.15, 0.2}. Rezultati modularnosti Girvan-Newmanovog
algoritma nad tim grafovima prikazana je u tablici[3.5] a u tablici [3.6] se mogu vidjeti vri-
jednosti modularnosti pohlepnog aglomerativnog algoritma nad istim grafovima. Isto kao
1 u prosloj analizi, vidimo da pohlepni algoritam vraca bolje modularnosti. Usporedena je 1
vremenska sloZenost, koja je komparativno ista kao 1 usporedba vremenske sloZenosti nad
Erdos-Rényi grafom.

3.4 Zakljucak

Otkrivanje zajednica nije lagan pothvat. Na pocetku postoje mnoge nedoumice kako uopce
definirati zajednicu, a onda na koji nain pojednostaviti rjeSavanje NP-teSkog problema
relativno efikasnim algoritmom, a da se pritom zadrze sve potrebne informacije o zadanom
grafu. Na kraju dana algoritmi hijerarhijskog pretrazivanja jesu polinomijlane sloZenosti,
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[n\p[[01 [015 [02 |
10 [ 0.620 | 0.438 | 0.335
25 [/ 0.470 | 0.342 | 0.204
50 [[0.239 | 0.116 | 0.041
75 [ 0.084 | 0.034 | 0.137
90 [[ 0.046 | 0.023 [ 0.031

Tablica 3.5: Vrijednost modularnosti Girvan-Newmanovog algoritma na nasumi¢no gene-
riranom grafu ratnih paktova s parametrima n, p.

in\p[01 [015 [02 |
10 ][ 0.800 | 0.438 | 0.343
25 [[0.515]0.315 | 0.271
50 | 0.312 | 0.247 | 0.190
75 |/ 0.252 | 0.209 | 0.161
90 | 0.232]0.174 | 0.158

Tablica 3.6: Vrijednost modularnosti pohlepnog aglomerativnog algoritma na istom na-
sumi¢no generiranom grafu ratnih paktova s parametrima n, p.

ali sama koli¢ine podataka u grafovima koji se mogu modelirati iz prirode uzrokuje da je i
polinomijalna sloZenost ponekad prevelika, pogotovo ako je rije¢ o polinoma vise stupnja.

Iz rezultata se da naslutiti da algoritmi pohlepnog optimiziranja vracaju zajednice koje
imaju vecu modularnost nego npr. Girvan-Newmanov algoritam. Razlog je jednostavan,
Girvan-Newanov koristi jednostavnu heuristiku pa tako ne mora provjeravati modularnost
za sve mogucée kombinacije spajanja zajednica. To uzrokuje da ¢e vrijeme izvrSavanja biti
puno krace, Sto se da vidjeti u tablicama vremena izvrSavanja, ali se zato odricemo kvalitete
rjeSenja. Pohlepni algoritmi iako duZe traju nad grafom nego Sto traje Girvan-Newmanov
algoritam nad tim istim grafom, ali barem zato dobivamo kvalitetnije rjesenje.

U oba slucaja, analiza se mogla provesti samo na relativno malim primjerima zbog
same kompleksnosti algoritma, ako usporedimo kako se vrijeme izvrSavanja ponasa za
razli¢ite vrijednosti parametra n nasumi¢nog grafa, a fiksiramo parametar p, vidimo da
vrijeme izvrSavanja raste jako brzo. Algoritmi jesu efikasniji nego provjeravanje apsolutno
svih kombinacija, ali smanjenje sloZzenosti ocito nije bilo dovoljno da se rade brze analize
nad velikim grafovima.
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Sazetak

U ovom radu obradeni su osnovni koncepti polinomijalnih algoritama otkrivanja zajednica
u grafu, tj. particije skupa ¢vorova danog grafa da bi posjedovao nekakvu interpretaciju.

Obradena je osnovna teorija grafova potrebna za razumijevanje opisanih algoritama te
ostalih koncepata otkrivanja zajednica. Svi opisani algoritmi temelje se na hijerarhijskom
pretrazivanju. Glavna ideja hijerarhijskog pretrazivanja je iz particije skupa ¢vorova gene-
rirati novu particiju ¢vorova. Dva su pristupa hijerarhijskom pretrazivanju: aglomerativni i
ras¢lambeni pristup. Aglomerativni je pristup koji u svakoj iteraciji povecava broj particija
za jedan, a raS¢lambeni onaj koji u svakoj iteraciji smanjuje broj particija za jedan. Opisani
su najpoznatiji algoritmi oba pristupa, a to su Ravaszov i Girvan-Newmanov. Takoder je
opisan i pohlepni algoritam optimiziranja modularnosti, koji se moze prilagoditi obama
pristupima. Rezultat algoritama hijerarhijskog pretraZivanja je niz famlija zajednica. Ni-
zovi familija zajednica prikazani su dendrogramima.

Efikasnost neoptimiziranih, ali ekvivalentnih Python implementacija svih opisanih al-
goritama, kao 1 kvaliteta rezultata vrednovana modularnosScu, napravljena je na nasumicno
generiranim grafovima uz pomoc¢ NetworkX biblioteke.



Summary

This article deals with polynomial algorithms for community detection in networks which
satisfy some useful interpretation when applied.

The basic theory necessary for the understanding of community detection algorithms is
explained, as well as some community detection algorithms and properties. The algorithms
described are part of a concept called hierarchical clustering. The main focus of hierarchi-
cal clustering is transforming of a vertex partition into a new vertex partition, thus creating
a hierarchy. There are two approaches, one of which is agglomerative, and the other divi-
sive. The agglomerative approach attempts to increase the number of partitions by one at
each iteration, whereas the divisive approach attempts to do the opposite, decreasing the
number of partitions by one at each iteration. We have described the best known examples
of algorithms for each approach — the Ravasz and the Girvan-Newman algorithm, respec-
tively. Apart from that, we have described a greedy algorithm for optimizing modularity
which can be implemented in both approaches. The result of hierarchical clustering is a
family of community series, which we have visualized by using dendrograms.

The efficiency of the non-optimal, but equivalent Python implementation of the algo-
rithms decribed above, as well as the quality of the results measured by modularity has
been conducted on randomly generated networks, with the help of a Python library called
NetworkX.
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