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Sazetak

Uvodimo Hopfove algebre i primjenjujemo ih u teoriji polja na nekomutativ-
nom prostoru, viseCestichom anyonskom sustavu, renormalizaciji Feynmano-
vih dijagrama te pokazujemo bicrossproduct strukturu x-Poincareove algebre.
Ilustriramo neke fenomene koji se pojavljuju u teoriji polja na nekomutativ-
nom prostoru poput UV/IR mijeSanja i neplanarnih dijagrama, dajemo vezu
izmedu kvazitriangularne strukture i Cesticne statistike te izvodimo Yang-
Baxterovu jednadzbu. Feynmanove dijagrame opisujemo pomoc¢u Hopfove
algebre ukorijenjenih stabala slijede¢i pristup Connesa i Kreimera. Na kraju
faktoriziramo x-Poincare algebru analogno semidirektnom produktu Poinca-

reove algebre.

Kljucne rije¢i: Hopf, algebra, koalgebra, bialgebra, kvazitriangularna, statistika,

komutativnost, renormalizacija, BPHZ, kvantna grupa



Hopf algebras in physics

Abstract

We introduce Hopf algebras and apply them to non-commutative field the-
ory, multiparticle anyonic system, renormalization of Feynman diagrams and
bicrossproduct structure of the x-Poincare Hopf algebra. Several pheno-
mena arising from the spacetime non-commutativity are illustrated, such
as UV/IR mixing and non-planar diagrams. The connection between the
quasitriangular structure and particle statistics is demonstrated via deriva-
tion of the Yang-Baxter equation. Feynman diagrams are renormalized using
the Connes-Kreimer technique of rooted trees. In the end we show how «-
Poincare algebra factorises in the way analogous to the semidirect structure

of the Poincare group.

Keywords: Hopf, alebra, coalgebra, bialgebra, quasitriangular, statistics, non-commutativity,

renormalization, BPHZ, bicrossproduct, quantum group
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Uvod i motivacija

Hopfove algebre dobile su ime prema njemackom matematic¢aru Heinzu Hopfu. Pocele
su se intenzivno koristiti u Hopfovom radu 1940-ih godina u podrudju algebarske to-
pologije, a istovremeno se teorija oko njih razvijala i u algebarskoj geometriji [1]. U
fizici se koriste u mnogim podrucjima, npr. fizici ¢vrstog stanja, teoriji polja, teoriji
struna i fizici elementarhnih cestica. Kako su usko povezane s grupama, pojavljuju
se u opisu simetrija raznih teorija. U tom kontekstu posebno se isticu kontinuirane,
tj. Liejeve grupe koje se u praksi Cesto promatraju na razini pripadne Liejeve alge-
bre. Hopfove algebre pojavljuju se kao odredena prosirenja pojmova grupe i algebre,
npr. svaka Liejeva algebra ima pripadnu omotacku Liejevu algebru koja je Hopfova
algebra, a funkcije na kompaktnoj ili konacnoj grupi takoder tvore Hopfovu algebru.
Dvije stvari najviSe razlikuju Hopfovu algebru u odnosu na obic¢nu algebru: osim
produkta ima i koprodukt koji je u sustini produkt u obrnutom smjeru' te ima antipod
koji igra ulogu sli¢nu inverzu. Produkt i koprodukt nisu proizvoljni odnosno neza-
visni, ve¢ moraju biti kompatibilni, Sto ¢emo precizirati u prvom poglavlju. Algebru
s kompatibilnim produktom i koproduktom zovemo bialgebra, a uz antipod ona pos-
taje Hopfova algebra. Ove ideje uz osnovne matematicke definicije uvodimo u prvom
poglavlju koje je ujedno i baza za cijeli rad. Ostala poglavlja mogu se Citati relativno
nezavisno nakon prvog. Poglavlja 2, 3 i 4 na pocetku sadrze matematicki uvod koji
je nuzan za to poglavlje i fiziku koja na kraju proizlazi. U prvom poglavlju uvodimo
osnovne pojmove iz algebre poput grupe, polja, prstena, direktne sume i tenzorskog
produkta. Zatim dajemo definiciju algebre i koalgebre, bialgebre te Hopfove algebre.
Usput kroz primjere i komutativne dijagrame razvijamo intuiciju. Najcesc¢e primjene

Hopfovih algebri u fizici mozemo ugrubo podijeliti u tri skupine:

1. Nekomutativna teorija polja i njena konstrukcija pomocu operatora zakreta-
nja (twist). Ovo je tema poglavlja 2 u kojem ¢emo prvo uvesti matematicku teoriju
kvazitriangularnih Hopfovih algebri i R-matrice, a zatim ¢emo obraditi dvije fizikalne
primjene.

Prva primjena je u podrudju fizike anyona, gdje ¢emo vidjeti kako se viSecesti¢ni
sustavi anyona prirodno opisuju unutar formalizma Hopfovih algebri. To je prvi dodir
izmedu cesticne statistike i Hopfovih algebri, sto je jos jedna od Cestih primjena u lite-
raturi [2]. Anyoni sami po sebi nemaju puno veze s nekomutativnom teorijom polja,
no viSecesti¢ni sustavi imaju. Matematika koja ih opisuje im je zajednicka pa ¢e nam

fizika anyona posluziti kao stepenica za razumijevanje statistike na nekomutativhom

IProdukt mozemo ”programerski” gledati kao operaciju koja na ulazu prima dva elementa algebre
te na izlazu daje neki element algebre. Koprodukt u toj slici odgovara zamjeni ulaza i izlaza, tj.
reverznom procesu.



prostoru.

Druga fizikalna primjena je realizacija najjednostavnije moguce nekomutativne
teorije polja i Moyalovog prostora na kojem ona djeluje. Ideja je dobiti fizikalno kon-
zistentnu (kovarijantnu) teoriju koja ima komutacijske relacije izmedu koordinata
oblika [z, z,] = i6,,. Kad prostorne koordinate ne komutiraju, za prostor kaZzemo da
je nekomutativan. Inspiracija za ovaj oblik nekomutativnosti osim zbog jednostav-
nosti dolazi i iz niskoenergetskog limesa odredenih teorija struna [3]. U zakljucku
¢emo na primjeru Moyalovog prostora analizirati neke fenomene koje nekomutativ-
nost prostora donosi u teoriju polja: modifikacije lagranzijana/Feynmanovih pravila

i mijeSanje UV/IR divergencija.

2. Renormalizacija u teoriji polja tema je treceg poglavlja. Ovdje je ideja Feyn-
manov dijagram promatrati kao kombinaturnu strukturu, Hopfovu algebru ukorije-
njenih stabala. Razmotrit ¢emo nekoliko prakti¢nih integrala korisnih za upozna-
vanje Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-Zimmerman (BPHZ) renormalizacijske procedure i
povezivanje s ovim kombinatornim pristupom. Na kraju poglavlja uzet ¢emo neke
jednostavne Feynmanove dijagrame iz ¢® teorije te dati recept za njihovu renor-
malizaciju. Pritom necemo racunati konkretne amplitude nego ¢emo se primarno
baviti problematikom preklopnih i ugnjezdenih divergencija koje se pojavlju kod di-
jagrama s vise petlji te kako ih rastaviti na jednostavnije dijagrame s pripadnim kon-
traclanovima. Strukturu Hopfove algebre u Feynmanovim dijagramima prvi su uocili
Connes i Kreimer krajem 90ih godina [4], [5]. Njihovi radovi glavni su izvor za ovo

poglavlje.

3. Fizika na Planckovoj skali tema je Cetvrtog poglavlja. Ovo je vjerojatno
glavna primjena Hopfovih algebra u modernoj fizici, gdje se pojavljuju u okviru tzv.
kvantnih grupa. Promatrat ¢emo posebnu klasu kvantnih grupa, bicrossproduct mo-
del i kako proizlazi iz teorije Hopfovih algebri. Medu primjerima istice se «-Poincare
grupa koja djeluje kovarijantno na x-Poincare prostoru. Ovaj primjer je posebno za-
nimljiv jer predvida varijabilnu brzinu svjetlosti [6]. Ukratko ¢emo opisati ideju tog

eksperimenta.

Jos jedno podrudje primjene Hopfovih algebri je u analitickim svojstvima i klasifi-
kaciji funkcija koje tvore amplitudu u Feynmanovim dijagramima [7] [8]. Pristup se
temelji na rastavu integrala na polilogaritme te istice njihovu vezu sa zeta funkcijom.
Hopfova algebra ovdje se pojavljuje u obliku tzv. shuffle algebre [9] koja enkodira
produkt dva polilogaritma. Hopfove algebre pojavljuju se i u podrudju integrabilnih
sustava [10] [11].



Nekomutativnost prostorvremena mozemo fizikalno tumaciti pojavom mikroskop-
skih crnih rupa na visokim energijama i malim udaljenostima [12] [13]. U ovim ra-
dovima pokazano je kako relacije neodredenosti izmedu koordinata proizlaze iz He-
isenbergovog principa neodredenosti i opce teorije relativnosti; ideju ¢emo ukratko
ilustrirati u drugom poglavlju.

Kako se radi o temi iz podru¢ja matematicke fizike, podjednako su zastupljeni
matematicki aspekti teorije. Prvo poglavlje i prva potpoglavlja u ostalim poglavljima
uglavnom su iz Majidove knjige [14] te sadrZe svu bitnu matematiku. Neke dokaze
iz te knjige smo nadopunili/dodatno raspisali ili pojasnili, a neke izostavili i referirali
se na literaturu u kojoj se mogu pronaci pa stoga rad moze biti od interesa iskljucivo
matematicki naklonjenim cCitateljima kao prakti¢ni uvod u podrucje Hopfovih alge-
bri.



1 Hopfova algebra

U ovom poglavlju prezentiramo nuzne matematicke alate koji su potrebni za barata-
nje Hopfovim algebrama. Cilj nam je upoznati ¢itatelja s definicijom Hopfovih algebri
i razumjeti pojedine elemente definicije.

Materijal je uglavnom uzet iz prvog poglavlja [14] i [15] te zadnjeg iz [2] i
ponesto iz [9]. Hopfove algebre u matematiku je 1941. godine uveo Heinz Hopf

kako bi jednim jezikom opisao zajednicke aspekte grupa i algebra [16].

1.1 Osnovne definicije

Grupa (G,-) je skup na kojem je definiran asocijativni produkt. Sadrzi jedini¢ni
element ¢ € G te za svaki ¢ € G postoji inverzni element g~! € G za koji vrijedi
gt-g=yg-9g ' = e Ako izostavimo zahtjev invertibilnosti, imamo (unitalnu)
polugrupu. Za Abelovu (komutativnhu) grupu operaciju grupnog mnozenja obicno
piSemo aditivno, dakle (G, +) dok jedini¢ni element oznacavamo s 0. U suprotnom
piSemo (G, ) i jedinicu oznacavamo s 1 te znak produkta Cesto izostavljamo.
Homomorfizam f : G — H grupa G i H je preslikavanje za koje vrijedi f(uv) =
f(u)f(v), Yu,v € G. MnoZenje na lijevoj strani je u grupi G, dok je na desnoj
u H. Formalno bi dakle pisali f(u g v) = f(u) -y f(v). Ako je H C GL(n;C)
podskup n x n kvadratnih matrica, tada f konvencionalno oznacavamo s D i zovemo
ga reprezentacija. Homomorfizam ¢uva grupnu strukturu, tj. nije bitno mnozimo
li prvo unutar G pa se onda prebacimo u H ili se prvo prebacimo u H pa zatim
tamo mnozimo, rezultat mora biti isti. Ovakve izjave korisno je vizualizirati preko

komutativnih dijagrama. Dijagram za svojstvo homomorfizma je

GxG —S5 @G

fol lf

HxH 2+ H

Polazne i konac¢ne tocke dijagrama su domene i kodomene preslikavanja naznacenih
na strelicama koje ih povezuju. Za proizvoljni element pocetne domene (gore lijevo),
rezultat dobiven primjenjujudi funkcije na putanji desno pa dolje mora biti isti ele-
ment konacne kodomene (dolje desno) kojeg bi dobili primjenom funkcija na drugoj
mogucoj putanji (dolje pa desno).

Polje (K, +, -) je skup K za koji su (K, +) i (K—{0}, -) kompatibilne Abelove grupe,
tj. vrijedi distributivnost, a(b + ¢) = ab + ac,Va,b,c € K. Uglavnom ¢emo uzimati
K = C. Ukoliko je (K — {0},-) polugrupa i to ne nuzno Abelova, imamo prsten.

Poznati primjer je prsten polinoma u jednoj varijabli gdje je mnozenje komutativna
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polugrupa, a nekomutativna bi bila kad bi koeficijenti bili npr. kvadratne matrice.
Grupa moze djelovati na druge objekte pa kazemo da grupa G djeluje na skup? M
ako za svaki g € G postoji preslikavanje M — M, npr. m — g > m koje postuje struk-
turu grupe, tj. g > (h>m) = (gh) >m,Vg,h € G,m € M. Ovo zovemo lijeva akcija,
a desnu piSemo kao m +— m < g i pravilo glasi (m < h) < g = m < (hg). Prethodno
definiranu reprezentaciju u ovom kontekstu mozemo gledati kao lijevo/desno djelo-
vanje, jer ako je M vektorski prostor dimenzije n, tada su za svaki g preslikavanja
M — M danas g — D(g) € GL(n,C) ivrijedi D(g)D(h) = D(gh) (djelovanje).

Vektorski prostor (V,+;K) nad poljem K je Abelova grupa (V,+) i djelovanje
multiplikativne grupe K — {0} na V zvano mnoZenje skalarom. Ove operacije su
kompatibilne: A(v +w) = A+ Awi(A+pv=w+puvzasve \,p e Kiv,w e V.
Za dva vektorska prostora (V, +; K) i (W, +; K) postoji vektorski prostor (V& W, +; K),
direktna suma. Sastoji se od uredenih parova (v,w) € V x W. Djelovanje skalara iz
K dano je s A(v,w) = (A\v, \w), a operacija zbrajanja je (v, w)+ (z,y) = (v+w, x +y).
Elemente oblika (v, 0), (0, w) i (v, w) piSemo kao v, w i v+w kad radimo unutar V+W.
Jo$ jedan vektorski prostor kojeg mozemo napraviti od dva vektorska prostora je
tenzorski produkt (I @ W; K). Ne¢emo ga konstruirati ve¢ ¢emo samo navesti bitna

svojstva:

VRUWHITRY=2Qy+vw, Av@w)=WRw=1v& \w
+r)Ru=vuwtrew, VWY =vQw+vay.

Klju¢na razlika u odnosu na direktnu sumu je drugo svojstvo, mnozenje skalarom koje
interpretiramo kao multilinearnost tenzorskog produkta. Za kona¢nodimenzionalne
Vi W dimenzija dim V' i dim W vrijedi dimV & W = dim V +dim W tedim V @ W =
dimV - dim W. Transpoziciju ili zamjenu 7 definiramo kao 7 : V@ W — W ® V,
T(v R w) =w R v.

Lema 1.1. Polje K mozemo gledati kao jednodimengzionalni vektorski prostor. Tada
postoji kanonski izomorfizam izmedu K@ V=V K =V.

Dokaz: Preslikavanje K ® V' — V dano je s A ® v — \v, a inverzno preslikavanje
V -K®Vsvi— 1®wv. Ovaj rezultat ne iznenaduje posto je dimV @ K = dim V' -
dimK = dim V. [
Za svaki vektorski prostor (V,+;K) postoji dualni vektorski prostor V* K-linearnih
preslikavanja iz V' u K. Dakle, za ¢ € V* vrijedi ¢(Av + pw) = Ap(v) + pp(w). Zbroj

2Qvakav skup zovemo modul. Za reprezentaciju grupe operatorima na n-dimenzionalnom vektor-
skom prostoru, modul je isti vektorski prostor. Kasnije ¢emo definirati istoimeni pojam modula za
algebru.



jedans (¢ + ¥)(v) = ¢(v) + ¢¥(v), a mnoZenje skalarom s (A¢p)(v) = ¢(Av) = Ao (v).
Za konacnodimenzionalne V i W vrijedi (V @ W)* = V* @ W* (inace je lijeva strana
podskup desne).

Algebra (A, -, +;K) nad poljem K je prsten (A, -;K) i djelovanje polja K na A
(mnoZenje skalarom) koje je kompatibilno s produktom i zbrojem. Stoga je (A, -, +)
prsten te je (A, +;K) vektorski prostor i vrijedi A(ab) = (Aa)b = a(A\b) za sve a,b € A
i A € K. Ekvivalentno, algebra nad K je vektorski prostor (A, +;K) za koji postoji
kompatibilan produkt (izmedu pojedinih vektora, ne samo skalara i vektora). Poznati
primjer je algebra GL(n; C) kompleksnih n x n matrica. Ako zaboravimo na matri¢ni
produkt, imamo vektorski prostor Cije operacije su poznati zbroj matrica i mnozenje
matrice skalarom. Ako dodatno uvedemo matri¢ni produkt, imamo algebru. Ako
pak zaboravimo na mnoZzenje skalarom i ostavimo samo matri¢ni produkt te zbroj
matrica, imamo prsten.

Kompatibilnost produkta sa zbrojem i mnozenjem skalarom sugerira da ga defi-
niramo kao linearno preslikavanje - : A ® A — A. Zahtijevamo da je asocijativan
i da postoji jedinica 1,. Jedinicu mozemo apstraktnije definirati preko preslikava-
njan : K — A n(\) = Al4. Ukratko, algebra je vektorski prostor A s produktom i

jedinicom tako da sljedeci dijagrami komutiraju:

ARARA AR A AR A
y N n®id ' iden
A
(1.1)
Prvi dijagram ¢itamo kao -(id ® -) = (- ® id) ili za odabir proizvoljnog elemenata

domene a ® b ® ¢ kao a(bc) = (ab)c. Za algebre A i B moZemo definirati algebru
A ® B. Kao vektorski prostor, A ® B je vektorski prostor dan tenzorskim produktom
vektorskih prostora A i B, a algebarski produkt je (a®c¢)(b®d) := (ab®cd) zaa,b € A
ic,d € B. Ovo preko transpozicije mozemo zapisati kao - agp = (‘4 ® -5)(id @ T ® id).

Homomorfizam algebri se definira analogno homomorfizmu grupa.

Primjer 1.2. Za vektorski prostor V mogemo definirati nekomutativnu tenzorsku al-
gebru (T'(V),+, -; K) generiranu jedinicom i elementima iz V. Definirana je na vektor-
skomprostoru T(V) =KeVae (VeaV)e (VeVeV) - =@, , Ve koji se sastoji

od linearnih kombinacija konacnih tenzorskih produkata elemenata iz V.



Dokaz: Algebarski produkt na 7'(V') definiran tenzorskim produktom asocijativ-
nost i linearnost nasljeduje iz svojstava tenzorskog produkta za elemente tipa V®"
i V®™  Asocijativnost i linearnost za opcenite elemente slijedi iz linearnosti direk-
tne sume. MnoZenje skalarom i zbrajanje je takoder dobro definirano jer se zbog
linearnosti moze distribuirati kao mnozZenje i zbrajanje po homogenim prostorima
yen, O

Tenzorska algebra primjer je graduirane algebre posto svakom homogenom pros-
toru V®" mozemo pridruziti indeks n koji se zbraja pri mnoZzenju, tj. VEVe" =
yem+m) 3 Lijevi ideal I u algebri A je potprostor koji je ujedno podgrupa (I, +) adi-
tivne grupe (A, +) te je zatvoren s obzirom na mnoZenje elemenata iz A s lijeva, tj.
vrijedi a -7 € I,Va € A,i € I. Analogno definiramo desni ideal, a obostrani ideal je i

lijevi i desni.

Lema 1.3. Za dvostrani ideal skup A/I tvori algebru koju zovemo kvocijentna alge-

bra.

Dokaz: Neka je relacija ekvivalencije ~ na A definiranakaoa ~b < a—0b € I.
Refleksivnost i simetri¢nost su o¢iti, tranzitivnost slijedijera —b =41 ib—c =iy, —
a —c =1 + iz € I zbog toga $to je I aditivna podgrupa. Klase ekvivalencije dane su
kao [a| =a+ 1 :={a+i|i € I}, a skup svih klasa oznatavamo A/I. Zbroj i produkt

elemenata tog skupa moZemo definirati kao

(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1,
(a+D)b+I)=ab+al +Ib+1I=ab+1,

¢ime on postaje algebra. O

Primjer 1.4. Simetricnu algebru dobivamo kvocijentiranjem tenzorske algebre s ide-
alom generiranim elementima tipa a ® b — b ® a, Ya,b € V. Slicno, antisimetricnu
(Grassmanovu) algebru dobivamo kvocijentiranjem T(V') s idealom generiranim ele-

mentima tipa a ® a.

Dokaz: Ideal generiran elementima nekog skupa je najmanji ideal koji sadrzi taj
skup. U slucaju Z-graduirane algebre kao Sto je 7'(V), elemente ideala moZemo
iterativno generirati po indeksu homogenih prostora namecudi uvjet lijevog odnosno
desnog ideala. Uzmimo za primjer homogeni prostor VV®3:

Neka su a,b,c € V proizvoljni. Element a ® b — b ® a := ab — ba € I po definiciji

30péenito indeksi homogenih prostora ne moraju pripadati grupi Z (Z-graduirana algebra), nego
mogu biti proizvoljna (diskretna) Abelova grupa. U fizici je npr. Cesta Z>-graduirana Liejeva algebra
koju zovemo superalgebra.



pripada idealu. Posto / mora biti lijevi ideal zahtijevamo

a(bc — cb) € I,
b(ca —ac) € 1,
c(ab—ba) € I.

Kako elementi ideala tvore aditivhu podgrupu, njihov zbroj je takoder element ideala.
Zbroj je

abc + bea + cab — acb — bac — cba,

$to je totalno antisimetri¢an element V®3. Kvocijentiranjem s I vidimo da prethodne
3 jednakosti eliminiraju elemente iz V®2 koji su antisimetri¢ni u neka dva ”indeksa™,
a zadnja jednakost posljedi¢no one koje su antisimetri¢ni u sva 3 indeksa. Nije tesko
vidjeti da ponavljanjem ove procedure uz ove nove elemente ideala za svaki n preos-
taju samo totalno simetri¢ne kombinacije produkta elemenata u V®".

Za Grassmanovu algebru postupak je analogan ako zamijenimo sve minuse s pluse-

vima $to smijemo jer je
ab+ba = (a+0b)(a+b) —aa—0bbel,

gdje je desna strana zbroj tri elemenata tipa z ® x € I. Kvocijentiranjem preostaju

samo totalno antisimetri¢ni produkti. O

Sli¢no kao i za algebru, vektorski prostor dobiven direktnom sumom vektorskih
potprostora zovemo graduirani vektorski prostor. Vektor je homogen ako lezi u to¢no

jednom od tih potprostora.

Primjer 1.5. Za Hilbertov prostor H definiramo Fockov prostor kao

[e.e]
Fy =P s,H",
n=0
gdje v = +1 odgovara simetrigiranom tenzorskom produktu (bozoni), a v = —1 antisi-

metriziranom (fermioni). Napomenimo jos da je formalno potrebno uzeti upotpunjenje

ovog prostora.®

U ovom slucaju homogeni elementi odgovaraju stanjima dobro definiranog broja

Cestica.

4Ako prvom elementu pridruzimo indeks 1, drugom 2, itd...
SUgrubo, za metric¢ki prostor M, upotpunjenje M je prostor koji sadrzi M kao gusti potprostor.



1.2 Koalgebra i bialgebra

Okrenemo li smjer strelica na prethodnom dijagramu za algebru, dobivamo nesto sto
se zove koalgebra®. To znati da "produkt” (zovemo ga koprodukt) ide u obrnutom
smjeru. Umjesto da iz dva objekta dobijemo jedan novi, iz jednog objekta dobivamo
dva.

Koalgebra (C, +, A; K) nad K je vektorski prostor (C, +; K) skupa s linearnim kopro-
duktom A : C — C'®C koji je koasocijativan i za kojeg postoji linearno preslikavanje

zvano kojedinica ¢ : C' — K tako da sljede¢i dijagrami komutiraju:

CeCxC CeC C CrC
y w cwid A idse A
CocC Cec K@ C ¢ C COK

A
C

/
(1.2)

Prvi dijagram, koasocijativnost, u prijevodu je (A ® id) o A = (id ® A) o A. Dijagrami
za kojedinicu impliciraju (¢ ® id) o A(c) = ¢ = (id ® €) o A(c) za sve ¢ € C. U praksi

se za koprodukt Cesto koristi Sweedlerova notacija [17]:
Ale) = Z Ci(1) & Ci(2) = Z c1) @ ¢2) =1 ¢1) ® C(2)-
Koasocijativnost je u ovoj notaciji izrazena kao
C1) ® C2)(1) @ C2)(2) = C1)(1) ® C)(2) @ C2) =* C(1) B C(2) & C(3), (1.3)
a aksiomi za kojedinicu su
haye(ha) = e(ha))he) = h. (1.4)

Koasocijativnost se induktivno moze prosiriti na proizvoljan broj djelovanja kopro-

dukta pa ima smisla pisati A”c. Promotrimo A3c := (A ® id ® id) A?c u Sweedlerovoj

6Totan postupak dobivanja jednog dijagrama iz drugog opisan je u propoziciji 4.1.



notaciji:

A3C (1:3)(A Rid® Zd) o (C(l) & C2) ® 0(3))

C(1)(1) B C)(2) @ C2) ® ¢3) =

(Zd RAR® ld) o (C(l) X o) @ 0(3))
=(id®id ® A) o (cq) ® cz) ® ¢3)) = c(1) @ 2) @ c3)(1) ® C(3)(2) =
=:1¢(1) ® C(2) @ ¢(3) @ C(4)- (1.5)

(1) ® C2)(1) B C2)(2) ® €(3) =

Ovakvo numeriranje analogno se poopcuje na vise potencije.
Primjer 1.6. Algebra polinoma u varijabli x nad poljem K je koalgebra s koproduktom

i kojedinicom

n

A"y =Y (Z)mk®x”_k, e(z™) = .

k=0

Dokaz: Za kojedinicu imamo

(e ®id)Ax" = Z (Z) o " F = 2™

Koristili smo izomorfizam iz leme 1.1 i definiciju kojedinice. Koprodukt mozemo
interpetirati kao raspis binomne formule za Az" ~ (z + z)" u kojem je mnoZenje
zamjenjeno tenzorskim produktom. Koasocijativnost sad vrijedi jer (A ® id)Ax" ~
(x4+2x)+2)"=(r+ (v +2))" = (id® A)Az". O

Propozicija 1.7. Neka je C koalgebra i A algebra. Tada je vektorski prostor L(C, A)

svih K-linearnih preslikavanja iz C' u A algebra s produktom

(f*9)(c) = (mao (f®9)Ac)(0) = f(cw) 9 (cw), c€C, f,g€L(C A,

kojeg zovemo konvolucija. Jedinica je n4 o €c.

Dokaz: 1z asocijativnosti produkta u A i koasocijativnosti koprodukta u C slijedi
((fxg)xh)(e) = f (cy) g (c@) h (e@) = (f * (g% h)) (o).
Nadalje,

(naoec)* f)(c) = ec (cay) f(c) = f (e (cqy) cry) = fle).

Analogno se potvrdi i mnozenje s desna. O

Propozicija 1.8. Koalgebra C' definira algebru na dualnom prostoru C* : C' — K.

10



Definiramo produkt - : C* @ C* — C* i jedinicu kao

(@ ¥)(c) = (ca)) ¥ (c) ., n(N)(c) = Ae(c),

za sve ¢, € C*ic € C. Obrnuto, konacnodimengionalna algebra A definira koalgebru
na A*.

Dokaz: Ovo je poseban slucaj prethodne propozicije za A = K. Aksiomi za koal-
gebru su to¢no oni koji pretvaraju ovako definirane (C*, -, n; K) u algebru, $to se vidi
i iz slicnosti komutativnih dijagrama za algebru i koalgebru. Obrnuta tvrdnja slijedi
analogno koriste¢i (A ® A)* =2 A* @ A*. O

Koalgebre C', D takoder imaju tenzorski produkt na vektorskom prostoru C' ® D.
Koprodukt je definiran kao A(c®d) = ¢y ®dn) ®c(2) @d(2). Homomorfizam koalgebri
je preslikavanje elemenata jedne koalgebre u drugu koje ¢uva strukturu koalgebre,
tji. (fRf)loA=Aofiecof=ce.

Bialgebra (H,+,-,n, A, ¢ K) nad K je vektorski prostor (H,+;K) koji je ujedno
algebra i koalgebra. Te dvije strukture ne smiju biti proizvoljne, ve¢ zahtijevamo

njihovu kompatibilnost u smislu
A(hg) = A(h)A(g), A(l)=1®1, e(hg) =e(h)e(g), €(1)=1, (1.6)

za sve h,g € H. Ova definicija ima jednostavnu interpretaciju. Za pocetak primi-
jetimo da se u prvoj jednakosti produkt na desnoj strani odvija u prostoru H ® H.
Algebra nad H inducira algebru na H ® H prema ranijoj definiciji. Tada prva jedna-
kost govori da je A : H — H ® H homomorfizam algebri, a treCa dajee : H — K
skalarna reprezentacija algebre na H. S druge strane, gledano iz perspektive koalge-
bre, - : H® H — H je homomorfizam koalgebri H® H i H, gdje H® H ima koalgebru

induciranu tenzorskim produktom.
Primjer 1.9. Koalgebra polinoma iz primjera 1.6 je bialgebra.

Dokaz: Vrijedi
A" 2™ = A" = (v 4+ 2)" = (2 + 2)" (2 + 2)" = A" Ax™,

a preostali aksiomi su jednako ociti. O

11



1.3 Hopfova algebra
Hopfova algebra (H, +,-,1,A, ¢, S; K) nad poljem’ K je bialgebra za koju je defini-
rano linearno preslikavanje S : H — H, antipod, za koje vrijedi

(S®id)oA=-(ld®S)oA=noe. (1.7)

Antipod je nesto sli¢no inverzu, no ne zahtijevamo S? = id niti da ima inverz
(iako ga uvijek ima u kona¢nodimenzionalnom slucaju). Aksiomi za bialgebru dani

su sljede¢im dijagramima:

HeoH . H 2 . HoH H—< K", @
AQA ®- e TEN A
HoHQHQH —%  peoHeoHeH HeH HoH

Dijagram za antipod je

A
HoH d9S.S®id__ b o b
Jednadzbu (1.7) mozemo pisati kao
S(h@)he) = h@)S(he) = ne(h)) = 1re(h). (1.8)

Definicija antipoda na prvi pogled izgleda dosta proizvoljno, no mozemo je pro-
matrati u kontekstu propozicije 1.7. Ako u nju uvrstimo A = C' = H za bialgebru
H, vidimo da je antipod inverz linearnog preslikavanja f. € £(H, H) koji odgovara
identiteti, tj. f.(h) = h,Vh € H. Konkretno, uvrStavanjem u definiciju konvolucijskog

produkta dobivamo
(fe S)(B) = fo(h@)S(he) = haySlhey) = noe(h), (1.9)

gdje je n o € ujedno inverz iz propozicije. Pogledajmo sad jo$ neka svojstva antipoda.

Propozicija 1.10. Za danu Hopfovu algebru antipod je jedinstven i zadovoljava S(hg) =
S(g)S(h) (antihomomorfizam algebri) te 7 o (S ® S) o Ah = A o Sh,e(Sh) = eh (anti-

’Bialgebre i Hopfove algebre Cesto se proucavaju nad komutativnim prstenom, stoga K opéenito
ne mora biti polje. Za detalje vidi potpoglavlje 4.3.

12



homomorfizam koalgebri).

Dokaz: Pretpostavimo da su S i .S’ dva antipoda. Vrijedi

(1.4)

S'h 2 (Sh) ¢ (hey) = (Shwy) heyn Shee = (S'ha) he)Shi =

1.8) 1.4)

() By Shiy = e (hay) Shey = Sh,

¢ime je pokazana jedinstvenost antipoda. Za antihomomorfizam algebri prvo koris-
timo
(S (hwom)) hege = e(hg) = e(h)e(g).

Sad umjesto g primijenimo to na g i tenzorski mnozimo s g):

(1.4)
(S (hgwm)) heygne @ ge = c(h)elgy) © 9oy = €h) @ g,

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili linearnost tenzorskog produkta za skalar €(g(1)).

Preimenovanjem g faktora u skladu s (1.3) i djelovanjem sa S te mnoZe¢i imamo
(S (hgm)) hege) Sge = €(h)Sg.
Sada primijenimo svojstvo antipoda (1.8) na g(»)S(g(s)) pa imamo
(S (hg)) by = €(h)Sg.

Umjesto na h, dobiveni rezultat sada primijenimo na h(;) pa zadnja jednadzba ten-

zorski pomnozena s hy) postaje
(S (hy9)) haye) @ hey = € (hay) S9 ® he) = Sg @ h.
Preimenujemo u skladu s (1.3) i primijenimo .S na drugi faktor pa dobiavmo
(5 (hyg)) iy Shesy) = S(9)S(h).

KoriStenjem svojstava antipoda lijeva strana postaje

(1.4)

S(hyg)e(hey) = S(hayelhe))g) =" S(hg), (1.10)

gdje je u prvoj jednakosti iskoriStena linearnost antipoda. Time je dokazana druga

tvrdnja. Preostaje pokazati antihomomorfizam koalgebri. Za pocetak vrijedi

70 (S®S)ARh = S(hy) @ S(hy).

13



Zatim,

gdje je osim tehnika u prethodnom dokazu na viSe mjesta koriStena koasocijativnost

u smislu (1.5). Konac¢no,
e(Sh) =" € (Shy) € (hez) = € ((Sha)) ha)) = e(1)e(h) = e(h),

gdje je u 2. i 3. jednakosti koristeno 3. svojstvo iz (1.6). O

Primjer 1.11. Bialgebra polinoma iz primjera 1.9 je Hopfova algebra uz antipod x —

—xX:

Dokaz: Vrijedi

n

m(S@id)Ax" =) (Z)m(s<x“)®x"—k> => (Z) (—z)k2"F = ((—z)42)" = noe(z").

k=0

Analogno se dobije i (z + (—x))" = 0. O

Sli¢no kao za djelovanje grupe, mozemo definirati djelovanje algebre. Lijeva
akcija (ili reprezentacija) algebre H je par («, V'), gdje je V vektorski prostor, a «
linearno preslikavanje H®V — V ¢ije djelovanje mozemo pisati kao a(h®@v) = a;(v).
Za to preslikavanje mora vrijediti oy, (v) = ap(ay(v)), a(l1®v) = v. Umjesto da stalno

piSemo «, mozemo koristiti simbol > tako da vrijedi

h>veV, (hg)>v=h>(@g>v), 1>v=u.

14



Ovi aksiomi prikazani su na sljede¢em dijagramu.

HoHRV HeV

d
\@)‘j 77®idT \

Hev K@V —4 V (1.11)

Ako usporedimo ovo s dijagramom (1.1), vidimo da su dijagrami isti® uz zamjenu
nekih mnoZenja s o. Za svaki h € H mozemo pisatiip(h) =h> () = a(h® ()), gdje
je p € L(V, V) linearno preslikavanje iz V' u V. PoSto L(V, V) := L(V) tvori algebru
u kojoj je produkt kompozicija, aksiomi za « zapravo govore da je preslikavanje p :
H — L(V,V) homomorfizam algebri. Ovo je nac¢in razmisljanja na koji smo navikli iz
teorije reprezentacije grupa. U definiciji djelovanja grupe ulogu preslikavanja p ima
homomorfizam D.° Ako Zelimo naglasiti prostor na koji algebra djeluje, kazemo da
je V lijevi H-modul. Analogno moZemo definirati i desni H-modul. Izostavljanjem
rijeci lijevi/desni, mislimo na lijevi.

Propozicija 1.12. Neka su (ay,V) i (aw,W) lijevi H-moduli na prostorima V i W

koje mozemo gledati kao py € L(V'), pw € L(W). Tada postoji reprezentacija pygw na
prostoru V @ W dana kao

pPvew = ((Pv ® pw) o A va ) @ pw(he), heH,

$to takoder mozemo pisati kao h > (v ® w) = hq)y > v ® h) > w

Dokaz: Gornja formula daje dobru reprezentaciju H jer imamo

pvew (1u ) =(pv@pw)(1®1) =1y @ 1y = lygw,
pvew(a ZPV ((ab)y) pw ((ab)2)) =

= pvlan)pv(ba) ® pwlae)pw(be) = pvew(@)pvew (D),

Sto potvrduje dijagrame (1.11). O

Osim djelovanja na vektorski prostor, Hopfove algebre i bialgebre mogu djelovati
na druge strukture poput algebra, koalgebra ili Hopfovih algebra. U svakom slucaju
prirodno je zahtijevati da djelovanje postuje algebarsku strukturu objekta na koji

djelujemo.

8Kazemo da je djelovanje polarizacija algebarskog produkta.

?Kodomena preslikavanja D je GL(n,C) C L(V,V), gdje je V n-dimenzionalni vektorski prostor.
Ova restrikcija na potprostor je posljedica toga §to za grupu zahtijevamo postojanje inverza za razliku
od algebre.
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Definicija 1.13. Algebra A je H-modul algebra ako je A lijevi H-modul i vrijedi
hi>(ab) =Y (hay>a)(he >b),  hi>1=el)l

gdje je H bialgebra ili Hopfova algebra.

Ovaj zahtjev ilustriran je na sljede¢em dijagramu.

HOARA W oA S A AR A H—5e¢h A
ARidRid a®o 77‘ o
HoHQA® A ST s HOAQHQA H®A

Ta konstrukcija bit ¢e nam bitna u poglavlju 2 gdje ¢e Poincareova algebra djelovati

na algebru glatkih funkcija.

1.4 Primjeri
Promotrimo neke standardne primjere Hopfovih algebri:

Primjer 1.14. Neka je GG konacna grupa s identitetom e i neka je K(G) skup funkcija
na G s vrijednostima u polju K. Struktura vektorskog prostora dana je zbrajanjem
po tockama, tj. (¢ + ¥)(g9) = &(g9) + ¢¥(g), a mnoZenje skalarom kao (c¢)(g) =
cd(9),Vo, v € K(G),g € G, c € K. Algebarski produkt i jedinica su

(0¥)(g9) = d(9)v(g), n(N)(g) = A\

Koprodukt, kojedinica i antipod su

(Ad)(u,v) = d(uv), ed=d(e), (SP)(u) =0 (u™).

Dokaz: U definiciji koprodukta identificirali smo K(G) ® K(G) = K(G x G) s
funkcijama dva elementa grupe. Koasocijativnost slijedi iz asocijativnosti grupnog

mnozenja:

(A ®id)A¢)(u, v, w) = (Ad)(uv, w) = ¢((uv)w) =
¢(u(vw)) = (Ad)(u, vw) = ((id © A)A¢)(u, v, w).

Prvi red u ovoj jednakosti je neintuitivan posto izgleda kao da evaluaciju radimo u

krivom smjeru. U tu svrhu promotrimo komutativne dijagrame kako bi vidjeli sto se
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zapravo deSava. Dijagram za koprodukt funkcionala mozemo zapisati kao lijevi od

ova dva dijagrama.

G GG G+ " GG
¢ A Ad o ¢
K K K

Znamo da je funkcional po definiciji zadan svojim djelovanjem na elemente do-
mene zadano pravilom (A¢)(u ® v) = ¢(mg(u ® v)). Ta evaluacija prikazana je
na desnom dijagramu kojeg mozemo smatrati ekvivalentnim lijevom. Sli¢no tako,
(A ® id)A¢p moZemo pisati kao

ma®id

GG GeGE®C GG GeGE®C
Ag Aid (A®id)A¢ =~ Ag
K K K

Sveukupno imamo

G eX=xe: CRGRG G GeGc M aeaed
é A g Agid (Aid)As ‘zﬁ
K K K K

Zakljucak je da evaluacija opcenitih operacija i kompozicija funkcionala ide u smjeru
obrnutom od onog na koji smo navikli , tj. s lijeva na desno. Imaju¢i na umu ovu

suprotnu evaluaciju, nastavljamo dalje. Koriste¢i definiciju kojedinice slijedi,

((e @ id)Ag)(u) = (Ag)(e,u) = ¢(eu) = ¢(u).

Za antipod imamo

Dokaz za primjenu antipoda na clan ¢, je analogan. O

Primjer 1.15. Neka je G konacna grupa i KG vektorski prostor s bazom G. Tada
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proizvoljni element a = ) .. a(u)e, mozemo zapisati preko baze {e,},u € G, gdje su
a(u) koeficijenti iz K. Da pojednostavimo notaciju za vektore baze pisemo u umjesto e,
paje a = > a(u)u. Ovakva notacija sugerira da je produkt vektora zadan produktom
na grupi G, dakle

ab= (> _au)() b)) = > a(u)b(v)(uv).

ueG veG u,veG
Jedinicni element algebre je ocito e := eq. Koprodukt, kojedinica i antipod su

Au=u®u, eu=1 Su=u",
gdje je u € G C KG pa ove relacije definirane na bazi po linearnosti lako prosirimo na

proizvoljne elemente KG. Ovu algebru zovemo grupovna (Hopfova) algebra.

Dokaz: MnoZenje je asocijativno zbog asocijativnosti grupnog mnozenja. Kopro-
dukt je koasocijativan jer je koasocijativan na elementima baze i jer je tenzorski pro-
dukt asocijativan. Struktura bialgebre, tj. kompatibilnost produkta i koprodukta
vrijedi jer

Alw) =w @ uv = (u® u)(v ®v) = (Au)(Av).

Za antipod i kojedinicu na elementu baze imamo

umySug) =uu™' =1,

(e®id)Au=1® u = u,

gdje je u zadnjoj jednakosti koristen kanonski izomorfizam iz leme 1.1. O

Primjer 1.16. Za Liejevu algebru g nad K definiramo univerzalnu omotacku Hopfovu
algebru U(g) koja je (za razliku od Liejeve algebre) asocijativna unitalna algebra. Kons-
truiramo ju kao kvocijent tenzorske algebre T(g) s obostranim idealom I generiranim
elementima tipa * @y —y®x — [z, y], gdje su x,y € g. Dakle, U(g) je slobodna algebra'®
modulo relacije [x,y] = xy — yx,Vx,y € g. Koprodukt, kojedinica i antipod su

Alz)=xz®14+1®z, €x)=0(sime(l)=1), S(xr)=-zx, =x€g.

gdje je produkt i antipod proSiren na sve elemente U/ (g) homomorfizmom gene-

ratora.

10Ako generatore slobodne algebre predo¢imo slovima, proizvoljni element je konkatenacija tih
slova, tj. rijec. Kvocijentiranje idealom nam daje pravila pomocu kojih odredena dva slova mozemo
zamijeniti jednim i tako iterativno reducirati rije¢ na najkra¢u mogucu.
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Dokaz: Za strukturu bialgebre treba pokazati Az, y] = [Az, Ay|. Vrijedi

[Az, Ay] RI1I+10z,yR1+1y] =

rR1Lyl+1les,1ey+z0L,10y+[l®z,y®1] =
Yy @1 +1@ [,y + 2@y —2Qy)+ (y@r —y®z) =
Yy

Yyl @14+ 1® [z,y] = Az, y]

=z
[
[
[

Ovime smo potvrdili da je koprodukt kompatibilan s produktom (koji je Liejeva za-
gradana T'(g) ® T'(g) — T(g), za razliku od zagrade na g kojaje g® g — g). O

Sljededi korolar je posljedica Poincare-Birkhoff-Wittovog teorema'! i dajemo ga
bez dokaza.

Korolar 1.17. Pretpostavimo da je A g-modul algebra, tj. reprezentacija g. Neka je
homomorfizam dan s p : ¢ — A ineka je h : g — U(g) kanonsko ulaganje. Posto je
p homomorfizam, vrijedi p(|X,Y]) = p(X)p(Y) — p(Y)p(X), VX,Y € g. Tada postoji
jedinstveni homomorfizam algebri p : U(g) — A takav da je p = p o h. Ovaj korolar

implicira da se svaka reprezentacija g moze jedinstveno prosiriti na reprezentaciju U(g).

Postoji jos mnogo primjera Hopfovih algebri. U sljedecem poglavlju vidjet ¢emo
kako se iz jedne Hopfove algebre mogu izgraditi nove pomoc¢u Drinfel’dovog za-
kretanja. Hopfove algebre mozemo svrstati u Cetiri kategorije ovisno o komutativ-
nosti i kokomutativnosti. Komutativna algebra A je ona za koju vrijedi m(a ® b) =
m(b®a) = mor7(a®b),Ya,b € A. Analogno moZemo definirati kokomutativhu
koalgebru C kao onu za koju vrijedi TAa = Aa,Va € C' ili u Sweedlerovoj notaciji

Aa) = ap) ® a@) = a@) @ an . Cetiri kategorije Hopfovih algebri su:
e komutativne i kokomutativne - grupovna algebra (primjer 1.15) komutativne grupe

e Nekomutativne i kokomutativne - grupovna algebra nekomutativne grupe, uni-

verzalna omotacka algebra

e Komutativne i ne-kokomutativne - algebra ukorijenjenih stabla, vidjet ¢emo ih u
poglavlju 3

e Nekomutativne i ne-kokomutativne - opcéenito ih zovemo kvantne grupe, to su
npr. q-deformirane algebre i bicrossproduct algebre koje ¢emo upoznati u po-

glavlju 4

10vaj teorem govori da kanonsko ulaganje h : g < U(g) moZemo proSiriti na sve elemente
omotacke algebre i time generirati njenu bazu na nacin h(zy,...,x,) = h(z1)---h(z,). Za injek-
tivnost ovako proSirenog h potrebno je uvesti uredaj na bazi g te nametnuti uvjet x; < --- < x, na
domeni.
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Postoje i ne-kokomutativne Hopfove algebre koje su kokomutativne do na element

R € H ® H, njih ¢emo upoznati u idu¢em poglavlju.
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2 Cesti¢na statistika i operator zakretanja

Mnoge moderne teorije fizike u svom temelju sadrze princip simetrije, tj. grupe sime-
trija. Dobar primjer je bazdarna grupa standardnog modela kod kojeg komplicirana
interakcija proizlazi iz jednostavnog temeljnog principa bazdarne simetrije.

U teoriji polja Hilbertov prostor H jedne Cestice potrebno je poop¢iti na viseCesti¢ni
Fockov prostor iz primjera 1.5. To znac¢i da moramo definirati djelovanje elementa
grupe na elemente tipa H ® H i opéenito H®". U prethodnom poglavlju vidjeli smo
da je koprodukt operacija koja obavlja ovo ”potenciranje”. Na prvu bi rekli da su
potencije elementa g grupe G uvijek oblika ¢®" kao u primjeru 1.15, no to je samo
jedan od mogucih koprodukata. U ovom poglavlju vidjet ¢emo kako mozemo defor-
mirati koprodukt i time dobiti novu klasu koprodukata. Jedna motivacija za njegovo

uvodenje je nametanje komutacijskih relacija koordinata prostorvremena tipa
[T, ] = 10,,,.

U cetvrtom potpoglavlju ukratko prezentiramo fizikalnu motivaciju za komutacij-
ske relacije ovog tipa. Druga motivacija za nestandardni koprodukt dolazi iz fizike
anyona'? i topoloskih kvantnih ra¢unanja'®. Za potetak definiramo matemati¢ke poj-

move relevantne za ovu konstrukciju, ponovno iz [14].

2.1 Kvagzitriangularne Hopfove algebre

U ovom potpoglavlju dajemo osnovne definicije i algebarska svojstva kvazitriangu-

larnih Hopfovih algebra, za ¢iji razvoj je uvelike zasluzan V.G. Drinfeld [18].

Definicija 2.1. Kvazitriangularna bialgebra ili Hopfova algebra je par (H, R), gdje je
H Hopfova algebra ili bialgebra, a R € H ® H invertibilan i zadovoljava

(A ® ld)R - R13R23, (1d ® A)R - R13R12, (21)
7oAh = R(AWR™', VheH. (2.2)

Pisemo R =Y R ® R® = R, te koristimo notaciju
Rij:Zl®"'®R(1)®1®"'®R(2)®"'®1,

gdje je R;; € H® H ® ... ® H (broj faktora bit ée jasan iz konteksta) i RV je na i-tom

12¢estice koje se uglavnom pojavljuju u dvije dimenzije i ¢ija valna funkcija ne dobiva nuzno fazu
+1 (bozoni) odnosno -1 (fermioni) pri zamjeni ¢estica, nego npr. ¢ u slu¢aju Abelovih anyona.

13U takvim ra¢unalima stanja sustava nisu intrinzi¢ni stupnjevi slobode poput spina, ve¢ su pred-
stavljenja topoloskom konfiguracijom Cestica.
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faktoru, a R® na j-tom.

Prisjetimo se da su kokomutativne koalgebre one za koje vrijedi 7 o (Ah) = Ah.
Relacija (2.2) relaksira taj uvjet do na R-matricu. Motivacija relacije (2.1) bit ¢e
jasnija nakon teorema 2.4.

Primjer 2.2. Neka je Z,,, := Z/n’Z ciklicka grupa reda n i CZ,, njena grupovna algebra
(vidi primjer 1.15) nad poljem K = C. Generirana je elementima 1, g i relacijom ¢" = 1
te ima koprodukt, kojedinicu i antipod Ag = g ® g,eqg = 1,Sg = g~!, redom. Osim

trivijalne R-matrice, tj. kvazitriangularne strukture 1 ® 1, imamo i

Za CZ;,, s ovom kvazitriangularnom strukturom pisemo CZ,,.

Dokaz: OCcito svaka kokomutativna Hopfova algebra ima trivijalnu R = 1 ® 1.

Slijedi dokazati netrivijalnu R-matricu. Primijetimo prvo da za a # 0 vrijedi'*

n—

e

2mwia \ N
2miab 1 1-— (6 n )
e n =n 2mia - 2mwia )

1 2mia
_11_
b0 l—emn 1l—emn

n—l

dok za a = 0 gornja suma iznosi 1 jer je svaki ¢lan u sumi 1. Stoga mozemo pisati

2miab

_ —1 2miab e .
ntY o e n =840 Vrijedi

_ 27 (ab+cd)
n

RisRys = RV @ RV @ ROR® =n 2 e @Rt =

_92 _ 2mib(a—c) _ 2mich’ b 1 _ 2mich’ b
=n E e n e n ga®gc®g =n E 5a—c,06 n ga®gc®g =

gdje je u drugom retku napravljena zamjena varijabli &’ := b + d (suma i dalje ide po
b). Dobiveni izraz ocito je jednak (A®id)R. Time smo dokazali prvi od aksioma (2.1),
a drugi se pokaze analogno. Aksiom (2.2) vrijedi jer je Hopfova algebra komutativna
i kokomutativna:

70Ah=Ah=RR 'Ah= R(AR)R "
0

Lema 2.3. Neka je (H, R) kvazitriangularna bialgebra. Tada (2.2) i drugi dio (2.1)
impliciraju
RiaR13Ro3 = RasR13Rio,

14Fo'r‘mula za sumu geometrijskgg niza ZZ:O q“yrijedi za q # 1, Sto je usko povezano s ¢injenicom
da radijus konvergencije geometrijskog reda iznosi 1.

22



kvantnu Yang-Baxterovu jednadzbu.

Dokaz: Racunamo (id ® 7 o A)R na dva nacina. Prvo koristimo drugi od aksioma

(2.1), zatim aksiom (2.2) pa ponovno drugi iz (2.1):

(id®T0oA)R

(ido7)(id® A) 2 (id ® T)Ri3R1o =
(id®7)((RY ®id @ R*)(RY @ R® @ id)) =
(id® 7)(RYRY @ R® @ R?) =

= RYRY @ R® @ R® = RiyRy3.

S druge strane vrijedi

(id® 7o A)RY @ R?) = R @70 A(R®) % RO @ RA(R?)R™ =
= (RY ® id ® id) Ry3(id @ A(R®))R33 = Ry3(RY @ A(RP))Ry =

1 (21)

= R23((Zd ® A)R)RQ R23R13R12R23

Izjednacavanjem ova dva rezultata i mnozenjem s R,3 s desna dobivamo trazenu
jednadzbu. O

Teorem 2.4. Za kvazitriangularnu strukturu R, matrica R = 7o R zadovoljava klasi¢nu

Yang-Baxterovu jednadzbu.

Dokaz: Vrijedi
R12R23R12 = (7137'23R237'13712)(7'12R137'12)R12 = T13Ra3 R13 R12,
gdjeje riz(v@WRx) =W RV, aTy =T id. Takoder,
R23R12R23 = (7137'12R127'13Tz3)(723R13723)R23 = 1312 R13 Ros,
Iz prethodne leme i ¢injenice da je 72 = id, dobivamo
RiaRo3Ris = RayRizRos.

Ovo je identi¢no pravilu (A.1) u dodatku A. Pravilo (A.3) je takoder zadovoljeno. [
Teorem 2.4 govori nam da matrica R zamjenjuje 7 u ulozi zamjene dva objekta u
slucaju bialgebre s kvazitriangularnom strukturom pa omogucuje opcenitiju statistiku
od one koju pruza 7.

Bez dokaza'®> dajemo iskaz teorema 9.2.4 iz [14]:

152a formalan dokaz potrebno je udi u teoriju kategorija U ovom radu smo se zbog primjenjivosti

.....

teoriju kategorija.
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Teorem 2.5. Za kvazitriangularnu bialgebru ili Hopfovu algebru H, kategorija'® svih

H-modula prepletena je djelovanjem R. Eksplicitno,
Vyw(v@w) = RE>oe)(vew) =Y RP>we RV >,

gdje su V' i W neki lijevi H-moduli i ¥ := (p ® p) o R.

Lema 2.6. Neka je G konacna grupa i V CG-modul. Tada postoje jednostavni CG
moduli Uy, ..., U, takvi da je
V=U®---oU,.

Drugim rije¢ima, CG-moduli su polujednostavni.

Dokaz: Ovo proizlazi iz Maschkeovog teorema, za detalje vidi [19]. Jednostavni
modul je onaj koji nema netrivijalnih pravih podmodula (analogno jednostavnoj
grupi). Moze se pokazati da su jednostavni CG-moduli u korespondenciji s ireduci-
bilnim reprezentacijama grupe G. Ova lema govori nam da modul grupovne algebre

na neki nacin sadrzi sve ireducibilne reprezentacije grupe. O

Primjer 2.7. Neka je CZ’/n kvazitriangularna Hopfova algebra iz primjera 2.2. Njena
kategorija reprezentacija (lijevih (CZ’/n-modula) sastoji se od Z,-graduiranih vektorskih
prostora V = ®"'_;V, nad kojima je stupanj tenzorskog produkta definiran zbrajanjem

modulo n i koji je isprepleten s

2mi|v||w|

Vo@w)=e » w®u,

gdje suv € Vi, i w € V), homogeni elementi stupnja |v| i |w|. Zovemo ju jo$ i kategorija

anyonskih vektorskih prostora.

Dokaz: Hopfova algebra CZ), generirana je elementom g uz g" = 1. Slijededi
lemu 2.6 opéenitu reprezentaciju te algebre moZemo pisati kao V = ®"_}V,, gdje su
V, jednodimenzionalni'” vektorski prostori nad kojima je djelovanje elementa g € Z/,
na v € V, definirano s

gDv:e%%v, Yv e V,.

Graduiranje je dano s a € {0,...n — 1} te za v € V, kazemo da ima stupanj a.
Koprodukt je Ag = g ® g pa je stupanj'® (Ag) > (v ® w) jednak zbroju a i b modulo n
zav € V,,w € V. Ovo je po definiciji Z,-graduirana algebra.

167a naSe potrebe to je skup svih reprezentacija, dakle parova («, V) za koji je tenzorski produkt
reprezentacija.

7Treducibilne reprezentacije komutativnih grupa su jednodimenzionalne.

18Vidi propoziciju 1.12.
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Koriste¢i teorem 2.5,
U(v®@w) = ZR(Z) >w® RY >,

gdje je
n—1
1 2mab
_ W o p@_ L —mab g o b 2.3
R E RY @R nE e 9°®g (2.3)

a,b=0

Vrijedi

n—1

‘I/<U®w> :nfl Z efzzmygx >w®gy >y =

z,y=0
-1 Z —2mizy 2mibzx 2miay
=N (& n e n w® e n Y=
= E et brtay=—av)y, @ 4 =

x?y
2mi _ 2mi _
:E:enbx,’,LlE eny(ax)w@)vz
T

Y

27i

= en bzéa,mw QU=

2miab 2mi|v]|w|

e » wRw,

I

@
3

g
X
S
I

gdje su v i w ponovno homogeni stupnja a i b. O
Ovaj primjer posluzit ¢e nam u idu¢em potpoglavlju gdje ¢emo ga primijeniti na
anyone, a u Cetvrtom potpoglavlju koristimo R-matricu u kontekstu nekomutativnih

prostora.

2.2 Anyoni

U kvantnoj fizici u tri prostorne dimenzije imamo dva tipa Cestica s obzirom na
zamjenu: fermione i bozone. Fermionske amplitude i valne funkcije pri zamjeni
dvije Cestice poprimaju fazu -1, a bozonski 1. Valne funkcije viSecesti¢nih fermion-
skih/bozonskih sustava stoga su totalno anti/simetricne na zamjenu dvije Cestice.
Moze se pokazati [20] da je viSecesti¢cna valna funkcija skalarna unitarna reprezen-
tacija fundamentalne grupe konfiguracijskog prostora. Za n identi¢nih Cestica u tri
dimenzije to je simetri¢na grupa S,, opisana u dodatku A. Ona ima dvije skalarne (jed-
nodimenzionalne) unitarne reprezentacije koje odgovaraju bozonima i fermionima.
Za n Cestica u dvije dimenzije to je grupa pletenica B, iz istog dodatka. Njene jed-
nodimenzionalne reprezentacije dane su kao D(c;) = ¢* 0 € [0,1/2). To znadi da
dvije identi¢ne Cestice pri zamjeni mogu dobiti proizvoljnu (any) fazu, stoga ih zo-

vemo anyoni. Posebno, za # = 0 imamo bozone, a za § = 1/2 fermione. Generatori
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o; grupe B, djeluje na valnu funkciju kao
o > Y(v@w) = ™ Y(w @ v). (2.4)

Zakljucak je da su u dvije prostorne dimenzije [21] moguce viseCesti¢ne valne funk-
cije koje pri zamjeni dvije Cestice dobivaju proizvoljnu skalarnu fazu. Ove Cestice zo-
vemo Abelovi anyoni jer je reprezentacija grupe pletenica koju koristimo jednodimen-
zionalna pa je komutativna (Abelova). Postoje i jos kompleksniji, ne-Abelovi anyoni u
kojima je reprezentacija grupe pletenica nekomutativna (viSedimenzionalna). Jedna
od fizikalnih realizacija anyona je frakcionalni kvantni Hallov efekt. On je nedavno i
eksperimentalno potvrden [22].

U klasi¢cnom kvantnom racunalu bit (diskretno stanje O ili 1) zamijenjen je pros-
torno lokaliziranim qubitom koji je najjednostavnije modelirati jednocesti¢nim spin-
stanjem

Y=al0)+b[1), |a?+|b*=1, a,beC. (2.5)

Ideja klasi¢nog kvantnog ratuna je pripremiti isprepletena'® i superponirana visecesti-

¢na stanja, evoluirati ih u vremenu te na kraju izmjeriti kona¢no stanje pa to pono-
viti Sto viSe puta za precizniji rezultat. Nacin na koji prepletemo i evoluiramo stanje
reflektira algoritam koji Zelimo evaluirati. Jedan od velikih problema s kvantnim
racunalima je dekoherencija kod koje dolazi do nepozeljne, ali u praksi neizbjezne
interakcije s okolinom. Tada koeficijenti a i b iz (2.5) postaju drugaciji od onih koje
teorija predvida i to dovodi do pogreske. U jeziku matrice gustoe (Dirac-von Ne-
umannov formalizam), Cista stanja s vrcemenom postaju mijeSana [23].

Alternativna realizacija kvantnog racuna je preko topoloskog kvantnog racunala,
gdje nam stanja nisu viSe lokalizirano svojstvo neke cCestice (poput spina), vec su
predstavljena relativnhim poloZajem (i njihovom povijesti) kvaziCestica (ekscitacije
sustava) u dvije dimenzije.

Time informaciju enkodiramo u topologiju sustava i on postaje puno otporniji na
dekoherenciju od klasicnog kvantnog racunala [23]. Promjena stanja sustava moze
se odvijati na viSe nacina: fuzijom tj. spajanjem dvaju anyona (ovo je zapravo mje-
renje, neunitarna evolucija), unitarnom evolucijom odredenom hamiltonijanom te
zamjenom dviju Cestica. Kombinacijom ovih mehanizama u teoriji mozemo imple-
mentirati odredene kvantne algoritme. Mi ¢emo promatrati sustav Abelovih anyona.

Reprezentacija je fiksirana odabirom parametra §# = 1/n. Generator grupe pred-
stavlja najmanji, elementarni tok (kvant, sli¢cno prvom stanju iznad vakuuma u har-

monickom oscilatoru) i piSemo ga s |1). Valna funkcija dva takva stanja pri zamjeni

190vdje mislimo na kvantnu prepletenost (entanglement), a ne na grupu pletenica.
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Cestica poprima fazu (2.4). Postoje i ekscitacije sustava koje su sastavljene od vise
elementarnih tokova. Promotrimo ponasanje valne funkcije dviju takvih cestica pri

zamjeni. Neka je prva sastavljena od a elementarnih tokova, a druga od b. Vrijedi

ab

o> Y(vRw) = e%zb(w@v), (2.6)

zato $to svaki par elementarnih tokova pri zamjeni dobiva fazu e> = ¢, a takvih
parova je ab. Primijetimo da zamjena elementarnog toka i Cestice sastavljene od n
istih daje fazu 1. Posto je eksponencijalna funkcija 27i periodi¢na, topoloski gledano
imamo n mogucih tipova Cestica gdje je svaka sastavljena od {0,...,n — 1} elemen-
tarnih tokova. Ortonormiranu bazu jednocesti¢nog Hilbertovog prostora H; tada ra-
zapinje skup stanja {|0), ..., |n — 1)}, gdje je |0) vakuum. Prostor je n-dimenzionalan
i opcenito jednocesti¢no stanje je linearna kombinacija (superpozicija) s kompleks-
nim koeficijentima: |v) = 37"/ ¢; |i), gdje su ¢; kompleksne amplitude. Vietesti¢ni
Hilbertov prostor je, kao u primjeru 1.5, direktna suma svih mogu¢ih viSecesti¢nih

stanja:

H = HP™. (2.7)
m=0

Bitan element topoloskog kvantnog racuna je fuzija anyona. Kad se dva anyona
nadu u neposrednoj blizini, mogu se spojiti, tj. postaju stabilno vezano stanje i nji-
hovi tokovi pritom se zbrajaju. Fuziju moZemo zamisljati kao raspad Cestica unazad
u vremenu. Ono $to su tamo kanali raspada ovdje su fuzijski kanali koji opisuju
novostvorene Cestice. Kao Sto Sirina raspada (ili vrijeme poluZzivota) odreduje rela-
tivne vjerojatnosti, tako fuzijski koeficijenti zadaju cjelobrojni multiplicitet pojedinih

novostvorenih Cestica. Jednadzbu fuzije za Cestice a i b piSemo kao
axb= E Nge.
(&

Ovdje fuzijski koeficijent N¢, € Z govori koliko je razlic¢itih kvantnih stanja kroz
koje Cestica tipa ¢ nastaje u fuziji Cestica a i b. Svaka Cestica ima i anticesticu s
kojom se fuzionira u vakuum. U slucaju Abelovih anyona, za svaki a, b to¢no je jedan
¢ = (a + b) mod n za koji vrijedi NS, = 1, a svi ostali N, iS¢ezavaju $to sugerira da
fuziju predstavimo algebarskim produktom dva stanja u Hilbertovom prostoru.

Sada primjecujemo da su stanja Hilbertovog prostora H; u bijekciji s elemen-
tima grupovne algebre CZ), preko izomorfizma Sl e Y o€z c(g)g posto
CZ, ima to¢no n elemenata. Homogeni elementi*® stupnja ¢ odgovaraju stanju |i),

a nehomogeni elementi su stanja u superpoziciji. Fuzija odgovara algebarskom pro-

200ni odgovaraju elementima algebre koji su oblika cg za neki g € Z,,,. Stupanj produkta je otito
zbroj stupnjeva modulo n.
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duktu dva jednocesti¢na stanja m : H; ® H; — H;. Promotrimo produkt dva stanja:
la) = ap |0) + a1 |1),|B) = b1 |1) + 52 |2) za neki n = 3 sustav.

m(a® f) = ai1B2|0) + apBr |1) + (B2 + a1p1) |2) .

Dobivene koeficijente interpretiramo kao zbroj amplitudi mogucih procesa. Na pri-
mjer, koeficijent ispred |2) odgovara amplitudi fuzije u konacnu Cesticu |2): jedan je
doprinos s amplitudom o koji odgovara fuziji Cestica s |0) i |2), a drugi doprinos
je fuzije Cestica |1) i |1) s amplitudom a4 5;. Na ovom primjeru lako vidimo da proces
fuzije nije unitaran ukoliko uzmemo oy = a; = f; = o = \/% Tako su pocetna stanja
normirana, kona¢no nije. To znaci da je fuzija zapravo mjerenje sustava koje u ovom
slu¢aju ima lijepu algebarsku strukturu. Drugim rije¢ima, Hilbertov prostor s fuzijom
je jedna od reprezentacija algebre CZ/, .

Kad smo ve¢ iskoristili produkt na CZ’/n, pogledajmo sto nam daje koprodukt.
Prema propoziciji 1.12, on omogucava viSecesticnu reprezentaciju na proizvoljnom
HP™ pa stoga i na H iz (2.7). Nadalje, odabirom kvazitriangularne strukture (2.3)
prema teoremu 2.5 mozemo ugraditi dobro ponasanje s obzirom na zamjenu Cestica.
Graduacija je tim teoremom smisleno prosirena na viSecesti¢ne sustave jer znamo da
npr. viSecesticno stanje |1) ® |2) ® |3) pri zamjeni prve dvije Cestice s trecom dobiva
isto fazu kao zamjena Cestice toka 3 s Cesticom toka 3. Time gornje stanje prelazi u
13) @ |1) ® |2). Ovo je formalno dokazano u primjeru 2.7 iz kojeg mozemo zakljuditi
da je fizika viSeCesticnog sustava Abelovih anyona u potpunosti opisana Hopfovom
algebrom uz odgovarajucu kvazitriangularnu strukturu.

Postavlja se pitanje je li nuzno uvoditi teoriju kategorija, reprezentacija algebri i
ostalo za opis anyona? Za fiksan broj Cestica n, grupa pletenica B,, u potpunosti opi-
suje njihova topoloska svojstva, ali nama su potrebne reprezentacije B,, za sve n koje
su ujedno i kompatibilne medusobno i kompatibilne s fuzijom [23]. Hopfova alge-
bra, odnosno bialgebra (nigdje nismo koristili antipod?!) je stoga nuzna za baratanje

ovakvim sustavima.

2.3 Drinfeldovo zakretanje

U ovom potpoglavlju dajemo kratki pregled konstrukcije Drinfeldovog zakretanja
koje nam omogucuje dobivanje novih kvazitriangularnih Hopfovih algebra iz starih
uvodenjem 2-kociklusa, tj. deformiranjem. Definicija n-kociklusa dana je na pocetku

potpoglavlja 2.3 [14]. Iz te definicije proizlaze definicije 1-kociklusa i 2-kociklusa:

Definicija 2.8. Neka je H Hopfova algebra ili bialgebra. Tada je 1-kociklus invertibilan

21 Antipod interpretiramo kao &esticu koja za zadanu ¢esticu fuzioniranjem daje vakuum.
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element x € H za koji vrijedi
Ax =x®x . x je grupnog tipa.
Invertibilan element y € H ® H je 2-kociklus ako vrijedi
(1® x)(id® A)x = (x ® 1)(A ® id)x.

Za 1-kociklus kazemo da je kounitalan ako vrijedi e(y) = 1, Sto automatski vrijedi za sve

elemente grupnog tipa, a 2-kociklus je kounitalan ako vrijedi (e ® id)xy = (id ® €)x = 1.

Dalje koristimo samo kounitalni 2-kociklus i zovemo ga zakretanje (twist), kako
je uobicajeno u fizicarskoj literaturi. Sli¢no kao i za R-matricu, piSemo x = xi12 =

Y @ x@. Uvjet kocikli¢nosti tada moZemo pisati kao

((id @ A)x )xas = (A®id)x ") xis, (2.9)

gdje je druga jednadzba inverz prve.

Teorem 2.9. Neka je (H, R) kvazitriangularna Hopfova algebra i x zakretanje. Tada
postoji nova kvazitriangularna Hopfova algebra (H,, R,) definirana istom algebrom i

kojedinicom uz novi koprodukt, R-matricu i antipod:
Ayh = x(AR)x™', Ry=xaRx', Syh=U(ShU™', Vhe H,.

Ovdje je U = 5~ xM(Sx®?) invertibilan.

Dokaz: Prvo provjeravamo koasocijativnost A, :

(A, ®id) Ayh = x12 (A ®id) (x(AR)X ")) xi2

= x12((A @ id)x) (A @ id)AR) (A @id)x ") Xz,
(id @ Ay) Ayh = xa3(id @ A) (x(Ah)X ) X3

= x23((id ® A)x)((id @ A)AR) ((id ® A)x™") xa3-

U drugom i Cetvrtom retku smo koprodukt produkta zapisali kao produkt koprodu-
kata. Srednji dijelovi konacnih izraza jednaki su u obje jednadzbe zbog koasocijativ-
nosti koprodukta. Lijevi dijelovi su jednaki zbog (2.8), a desni zbog (2.9). Posto je
konjugacija zakretanjem x automorfizam algebre, ocito je da je A, homomorfizam
algebri, tj. vrijedi A, (a)A, (b)) = xA(a)x 'xA(D)x ™ = xA(ab)x~t = A, (ab).

Sad pokazujemo da je R, kvazitriangularna struktura za bialgebru H,, dakle treba

dokazati aksiome iz definicije 2.1. Kako su x i R invertibilni, tako je i R,. Nadalje,
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imamo

(Ay @id) Ry = x12 (A®@id) (T(0)Rx ")) X2
= x12((A ®id)7(x)) (A ®id)R) (A @id)x™) xi»
= x12((A ®@id)7(x)) RizRos ((id @ A)x7") xa5
= x12((A @ 1d)7(x)) R13 ((ld ®ToA)X" ) Rz3X531
)

s=xa1 (xXP2y @ x? @ xW 1)) Riz (Id @ 70 A)x ™) Rasxas
6 = x31 113 ( Ypox?e X( 2) (ld® 70 A)x™") Rasxas
7= xs1Ri3x13 x32((id @ 70 A)x) (([d @70 A)x ') Ragxas

s = Xa1 Ri3X 13 X2 RasXas = (Ry)ps (Ry)ss -

U prvom retku smo raspisali A, i R, prema definiciji. U drugom smo iskoristili da je
koprodukt homomorfizam algebri. U tre¢em koristimo svojstvo (2.1) i (2.9) na kraju
reda. U Cetvrtom smo primijenili (2.2). U petom retku smo koristili (2.8) s tim da
smo ciklicki permutirali faktore u H ® H ® H za jedno mjesto ulijevo kako bi dobili
Y12(A®id)T(x) = x31 (XY (2) @ x? @ xV(1). U Sestom retku ponovno smo primijenili
(2.2) na prvo i tre¢e mjesto u H ® H ® H. U sedmom smo iz prethodno permutiranih
faktora dodatno zamijenili drugo i tre¢e mjesto u H ® H ® H, tj. djelovali s id ® 7.
Time smo dobili x ;) ® x@ @ xW (9 = x5 xz2(xV @ xP (o) ® x@ (1)) pa mnozeti
s x13 dobivamo ys»(id ® 7o A)y = x13(xMV 1) ® x? ® xW(5)). U osmom retku smo
pokratili inverzne faktore (id ® 70 A)x i (id @ T o A)x~! te primijenili definiciju R, .
Drugi dio aksioma (2.1) dokazuje se analogno.

Aksiom (2.2) slijedi iz

ToAh =710 (X(Ah)X_l) = Xa21(7 0 Ah)Xz_ll =
= X21R(Ah)R_le_11 = RXX<Ah)X_1R;1 = Rx(Axh)R;I'

Na kraju treba provijeriti svojstvo antipoda. Prvo provjeravamo da je U invertibi-

lan pa definiramo U~! := > (Sxy~M)x~®, gdjeje x ' = > x M @ x~@. Vrijedi

UU—! = X(l) (SX(Q)) (SX—(l)) X—(2)
= X" (S (P Ox®)) X P ®

=x Yo (Sx V) x® =1

U drugom retku ubacili smo x/, kopiju y koja se kolabira u jedinicu prema svojstvima

antipoda i (id ® €)x~! = 1. U tretem smo primijenili uvjet kociklusa (zakretanja) u
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obliku

(A®@id)x™" = (id @ A)x~")xa3 X12

XD x Vg @y @ = x~OyW g =@ "0y g =)\~

Sli¢no se dobivai U~'U = 1. Sada moZemo izra¢unati

Sy @id) Ayh = U (S (xWhayx~™)) U~ @
= U () (Sho) (8 <1>>< )
=U (Sx™W) (Shq)) heyx U—eh)UU*l:e(h)

(id ® Sy) Ayh = xPhayx VU (S (xPhex @)U
=" )h< X (@) (SxTP) (Shey) (Sx®) U
= xha (She) (Sx®) U™ = UU"e(h) = e(h),
gdje smo u drugom retku koristili ¢injenicu da je S antihomomorfizam i definiciju
U~!, au treéem S(X(l))S(X_(l))X_(2)X(2) = S(X—(I)X(l))x—@)x(?) = (S® id)((x_(l) ®

X W @ x?)) = (S ®id)(x'x) = id, zatim svojstvo antipoda za (Shq))h) i
definiciju U~ O

Propozicija 2.10. Neka je x zakretanje za kvagzitriangularnu bialgebru ili Hopfovu
algebru H. Ako je (A,-,+;K) unitalna algebra na koju H djeluje kovarijantno (A je
H-modul algebra, definicija 1.13), onda

bye=-(x"(>o>)(b®c), Ybced

definira novu asocijativnu unitalnu algebru A, koja je H,-modul algebra, gdje je H,
kvazitriangularna Hopfova algebra iz prethodnog teorema. Produkt -, se Cesto u litera-

turi pise = (Citamo star-produkt) pa za algebru s ovim produktom pisemo A,.

Dokaz: Adaptiramo dokaz iz [24]. Prvo racunamo

= X—(l)(l)gX_(l)(Q)hX—(Q)k = (m®id) o ((A®id)x~ )(g Qh® k), (2.10)

31



gdje je m := - 4. U drugoj jednakosti koristili smo da je A H-modul algebra. Zatim,

(gxh)xk=mox gxh®k)
=moyx ' ((mox ' (g®h)) ®k)
=moyx 'o((mox")®id) (g @h®k)
=moyx 'o(m®id)o(x '®id) (g®h®k)
=mo(m®id)o(A®id)x "o (x " ®id) (g®@h®k)
=mo(m®id)o ((A®id)x ") x12) (g ® h® k).

Analogno slijedi

gx(hxk)=mox Hg® (hxk))
=mox ' (9@ (mox '(h®k)))
=mox 'o(id@m)o (idox ") (g®h®k)
=mo(idom)o (((id2A)x™) xai) (g@h @ k).

Posto vrijedi 2.9, dobiveni izrazi su jednaki pa je algebra A, asocijativha. Promotrimo
djelovanje h € H, na produkt a  b:

B> (axb) = hmo (x (> 8 >))(a®b) = mo (Ah)y (> ©>))(a®b)
—mox (> 8 B)(AN)(E ©>)(a®b) = +Ah)(E 0 >)a®b).

Ako A ima jedini¢ni element 1, tada je on jedini¢ni element za A,:

lxa=mo (x '(>®>)(1®a)) =mo (x’(l) >lex P> a)
=mo (e(y MNeox Pra)=mo(1®(e®id)x ' >a) =a.

U trec¢oj jednakosti koristili smo da je .A H-modul algebra, a u Cetvrtoj svojstvo ko-
unitalnosti zakretanja. Analogno se pokaze i a x 1 = a. Za kraj treba pokazati
h > 1 = €(h)1, no ovo vrijedi automatski posto je kojedinica za H identi¢na onoj

za H, ijedinica u A identi¢na onoj u A,. O

2.4 Nekomutativna teorija polja

U ovom potpoglavlju vidjet ¢emo kako pomoc¢u Hopfove algebre mozemo baratati
koordinatama, poljima i ostalim strukturama u nekomutativhom prostorvremenu.
Glavne reference su [25] i [2].

Opce je poznato da u kvantnoj fizici operator impulsa p i polozaja z ne komutiraju,

tj. vrijedi [z, p| = ih. Posljedica te komutacijske relacije je nemogu¢nost istovremenog
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mjerenja polozaja i impulsa koja je matematicki dana Heisenbergovim principom
neodredenosti

AZAp > (2.11)

Do | St

Takoder, sve 3 prostorne koordinate medusobno komutiraju Sto u teoriji implicira be-
skonacnu preciznost mjerenja polozaja pa svaku tocku u prostoru mozemo definirati
pomocu tri realne koordinate Sto prostor ¢ini (pod)mnogostrukoscu.

U bitnom radu iz 1994. godine Doplicher, Fredenhagen i Roberts [12] pokazuju
kako fizikalna teorija u kojoj vrijede Einsteinova opca teorija relativnosti i kvantna
mehanika nuzno vodi na neiS¢ezavaju¢e komutatore samih koordinata. Ukratko
¢emo skicirati argument: iz (2.11) znamo da za ispitivanje prostovremenske tocke
na skali Planckove duljine

Gh
Lp=14/— ~1.6x 107 cm, (2.12)

3
trebamo Cesticu mase M takve da joj je Comptonova valna duljina manja od Planc-
kove,

h
A= — <[ M> " ~10“G
CT e =t T = Toc v,

gdje je koristeno p = Mec. S druge strane, opca teorija relativnosti nam govori da

Schwarzschildov radijus pridruzen toj masi iznosi

2GM
Rg =

o 2 2Lp, (2.13)
S$to je dvostruko vece od prostorne regije koju Zelimo ispitati. Stoga je ispitivanje
prostorvremena na Planckovoj skali paradoksalno jer se tijekom procesa stvaraju za-
robljene plohe?? (crne rupe) koje kauzalno izoliraju prostovremensku regiju u koju
Smo zainteresirani.

Kako bi sprijecili kolaps te regije moramo pretpostaviti da nije moguce istovre-
meno mijeriti sve Cetiri prostorvremenske koordinate Sto mozemo nametnuti neko-

mutativnosc¢u koordinata. Jedan jednostavni izbor je
[T, ] = i0,,. (2.14)

Ovdje su 6, konstante, a 2, nekomutativni operatori polozaja. U limesu 6,, — 0
svode se na koordinatne funkcije s komutativnim produktom.
Jedna od mogucih fizikalnih realizacija ovakvog sustava je m — 0 limes Lan-

dauovog sustava [3], tj. gibanje bezmasene nabijene Cestice u jakom homogenom

22Plohe iz koje svi buduéi svjetlosni geodezici i oni vremenskog tipa zavr$avaju u singularitetu
(nepotpuni su). Nalaze se npr. unutar horizonta Schwarzschildove crne rupe.

33



magnetskom polju u dvije dimenzije.

Podsjetimo se, izometrije*® prostorvremena Minkowskog dane su Poincareovom
grupom P koja je Liejeva grupa. MoZemo ju pisati kao semidirektni produkt prave
ortokrone Lorentzove grupe £ := SO (1,3) i grupe translacija 7 = (R*, +), koja je
normalna podgrupa P:

P=LxT. (2.15)

Generatori 7 su impulsi P,, a £ Lorentzovi generatori M, pa za p (Liejevu algebru

grupe P) imamo sljedece komutacijske relacije:

[M,u,ua M)xp] = —1 (nVAM/Lp - n,u)\Mup - ’r/l/pM/D\ + nupMuA) )
[M;wa P/\] = —1 (nu/\P,u - n,u)\Pu) .

Algebra p je 10-dimenzionalna s 4 generatora translacija P* i 6 generatora rota-
cija/potisaka M, (antisimetri¢ni indeksi). Jedna od beskona¢nodimenzionalnih re-
prezentacija Poincareove algebre je na prostoru glatkih funkcija u 4 dimenzije C°°(R?).
Prostor C°(R*) je vektorski prostor nad poljem C uz mnoZenje skalarom i zbrajanje
definirano po tockama. Nadalje, umnozak dvije glatke funkcije i dalje je glatka funk-
cija pa je vektorski prostor zatvoren s obzirom na ovako definirano mnoZenje. Sve-
ukupno imamo algebru (A, -, +; C), gdje je A := C*(R*). Djelovanje > : p® A — A
generatora p na f € A definiramo kao

. 0 0 .
M, > f=—i (xuaxfy - xl'a_;;) = p(M,,) = —i(r,0, — 2,0,)
of (2.16)
P,>f= —i% = p(P,) := —i0,.

Ovdje smo uveli reprezentaciju p pridruzenu gornjem djelovanju. Za p prema pri-
mjeru 1.16 moZemo definirati univerzalnu omotacku algebru ¢/(p) pa gornju repre-
zentaciju p prema korolaru 1.17 moZemo proSsiriti na reprezentaciju U(p). Djelovanje
generatora U(p) je identi¢no pa ga ne piSemo ponovo. Uvodenjem zakretanja?* F
prema teoremu 2.9 dobivamo novu kvazitriangularnu Hopfovu algebru 2% (p). Pro-
pozicija 2.10 tada nam omogucuje da komutativnu algebru (A4, -, +; C) deformiramo

u nekomutativnu asocijativnu algebru (A,, x, +; C), gdje je

axbi=apb=-(F'(>a>)(a®b)), Vabc A

23promatramo komponentu povezanu s jedinicom, paritet i vremenska inverzija ovdje nas ne zani-
maju.
24Zakretanje umjesto s x koji je zastupljeniji u matemati¢koj literaturi u fizikalnoj oznatavamo s F.
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Kao vektorski prostori, A i A, su izomorfni pa im se algebre razlikuju jedino po
produktu. Algebra A, kovarijantna je s obzirom na Hopfovu algebru & (p), no kako
je oplenito F' # 7o F, algebra viSe nije komutativna i time prostor nad kojim algebra
U (p) djeluje (Za U(p) to je bio R*) zovemo nekomutativnim prostorom. Kad bi taj
prostor bio neka mnogostrukost M, imao bi komutativnu algebru glatkih funkcija
C>°(M) pa on ne moze biti mnogostrukost nego neka bogatija struktura koja se u
limesu /' — 1 ® 1 svodi na mnogostrukost.

Uzmimo za primjer
F = exp (%HNVPM ® P,,) .

Deformirani koprodukt iz teorema 2.9 je
AF(h) = F(AR)F! = 29" Pa®Ps A (p) =20 Pa®Fs vy e YF (p).
Posto generatori translacija komutiraju, imamo
A (P)=A(P) =P, ®1+1®P,.

Za generatore Lorentzove grupe koriStenjem BCH formule u obliku

n faktora A
Ap, —A 1 1 —"
e Be :B+[A,B}+§[A,[A,BH+...5A,[A,...[A,B]..]+....

dobivamo
1
AF<M;LV) - MMV ® 1 + 1 ® M,ul/ - §eaﬁ((no¢upy - naVPu) ® Pﬁ + Pa ® (nBH,PV - nﬁljp,u))

Zbog komutacijskih relacija Lorentzove algebre n > 2 sumandi u BCH formuli i$Cezavaju.
Komutativni produkt na C*°(R*) deformira se u star-produkt:
(f+9)(@) = moe 3" AP (f(a) @ g(w)) = moes? 5% (f(2) @ g(x)). (2.17)

Pomoc¢u formule (2.16) mozemo izracunati djelovanje Lorentzovih generatora na ko-

ordinatne funkcije f(x#) = x*:

P,>x,=1n,, M,>x,=1i(x,m,— T0,). (2.18)
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Ovaj rezultat omogucuje nam da izracunamo

i

Xy * Ty = MO 6_29aﬁp"®Pﬁ(> Q) (z, ® )
i
=mo (:EM Kz, + f‘“ﬁ%u ® 776'/)
i
= T,%, + 59,“,,

1
Ty * Ty = LTy, + 591,“.

Odatle slijedi

[Ty, 2], =2 *x 2y — Ty % Ty = 10, (2.19)

$to je jednako (2.14). Ilustrativan primjer kovarijantnosti [26]%° s obzirom na U (p)
je funkcija oblika f,,(z) = z,z,. U nedeformiranom slucaju djelovanje ¢/(p) dano je

S
My > fpo = i (2,00 — 2,04) fro = i (FuoTup — Fvotup + Foutive — Foutue) -

U ra¢unu smo koristili Leibnizovo pravilo za derivaciju produkta. Derivacija2® se u

algebri definira kao linearni operator D : A — A koji zadovoljava Leibnizovo pravilo

D(ab) = D(a)b+ aD(b). (2.20)

Funkciju f,, moZemo pisati kao?’ f,, = m(z, ® z,). Sada koriste¢i ¢injenicu da je A

U (p)-modul algebra slijedi
M,uzl > fpo = M;w > m(fl?p (024 xg) = m(MW(l) > 4P X M;w(2) > Z’U). (221)

Kako je nedeformirani koprodukt AM,, = M, ® 1 +1® M, (vidi primjer 1.16),

rezultat je

M#,,Dpr:u(MWDxp@)l>x0+1>xp®Mw,>xg)

(2.18) .
=1 (fuoTvp — fooup + foutlvo = fouluo) -

Mozemo zakljuciti da koprodukt ugraduje Leibnizovo pravilo. Posto tangentna vek-
torska polja na mnogostrukosti takoder zadovoljavaju Leibnizovo pravilo, ne iznena-
duje rezultat da su derivacije u algebri glatkih funkcija (svi linearni operatori koji za-
dovoljavaju 2.20) na mnogostrukosti u korespondenciji s vektorskim poljima na istoj

mnogostrukosti [28]. Koprodukt u ovom kontekstu diktira geometriju pa deformirani

25U ovom radu su jednadZbe (3.17) i (3.19) pogresne, ovdje je prikazana ispravljena verzija.
26Postoji i linearni operator analogan integralu, u algebri je poznat kao Rota-Baxterov operator [27].
27produkt m je u zapravo kanonski izomorfizam iz leme 1.1 po totkama, K ® K = K.
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koprodukt stoga deformira Leibnizovo pravilo za tangentna polja na nekomutativnoj
mnogostrukosti [29].

Funkcija f,, = z, * z, zbog relacija (2.14) nece se transformirati kao tenzor s
obzirom na djelovanje deformiranog M,,. Potrebno je simetrizirati indekse pa za

foo 1= (, * T dobivamo

M;w > fpa = *(AF]W;U/)(D ® D)(aj(p ® xa)) =1 <f,ua77up - fuanup + ]Epunuo - fpu”ua) .

Ovaj rezultat potvrduje kovarijantnost s obzirom na U/ (p). Argument se moze pro$iriti
na proizvoljne simetrizirane tenzore koordinata. Na primjer, djelovanje na z,xx* do-
bivamo kontrahiranjem gornjeg izraza s n*°. Vidimo da ovo djelovanje iScezava Sto
znaci da star-prostorvremenski interval ostaje invarijanta, ali samo na djelovanje de-
formirane U* (p).

Izracunajmo radi konzistentnosti djelovanje M,, na [z,, z,]. = T, * ¥, — To * T,

My, > [, 2,], = ([xu, To|, — @'HW) Mp — (20, To), — 000) Nup

— ([xu, z,|, — iﬁup) Mo + ([xl,, z,|, — i@,,p) Mo = 0.

Kako je gornji komutator jednak if,,, zaklju¢ujemo da je antisimetri¢ni 6,, invari-
jantni tenzor na deformirane Lorentzove transformacije. Lagranzijan u kojem su svi
produkti izmedu polja zamijenjeni simetriziranim star-produktom nije viSe kovari-
jantan s obzirom na Lorentzovu (pa time i Poincareovu) algebru, ali zato jest za
deformiranu Lorentzovu algebru.

R-matrica je prema teoremu 2.9

R=FyF?' — R=7o0R=FF;'r. (2.22)

Zamjenom p > v i kori$tenjem antisimetri¢nosti #* vidimo da vrijedi F;' = e2 " F®@Fu =

F pa je matrica R iz teorema 2.4

R = F2r — 30" PuPu o300 PudPu _ i0" Pu®P, 1

gdje je koristena BCH formula u obliku

Z=X4Y + X Y]+ DX Y] - VX Y]

Primijenimo sad teorem 2.5 za V = W = C>~(R*) (gledano kao vektorski prostor,
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neovisno o algebarskoj strukturi):

o 'eaﬂ n
Ve, ®13,) = P 9 ), 0 m) = 3 L (B0 B (B 0 5) (@0 m)

=2, 02, -0, = 1,0z, —¥Y(r, @z,) =10,

U drugom retku samo prva dva clana u Taylorovom razvoju ne iscezavaju. Ovo je
potvrda relacije (2.19) na razini Hopfove algebre U (p) (nigdje nije koriSten star-
produkt) pa zakljucujemo da je svojstvo nekomutativnosti star-produkta posljedica
netrivijalne kvazitriangularne strukture pripadne kovarijantne algebre. Primijetimo

kakou 6, — 0 limesu ¥, R — 7 pa algebra funkcija postaje komutativna.

Propozicija 2.11. Simetrizirani i antisimetrizirani produkt i dalje je dobro definiran

uz zamjenu T — R:
1+ R
2

gdje su a, b elementi proizvolinog U (p)-modula.

a®s.4b= (>®>)a®b, (2.23)

Dokaz: Potrebno je dokazati da ovako definirana anti/simetrizacija komutira s
koproduktima generatora U* (p), jer koprodukti djeluju na vieCesti¢na stanja. Dakle,
treba pokazati

1+ R 1+ R . ,

T(AFh) — (AFh)T <= R(A"h) = (ATh)R. (2.24)

Uvr$tavamo definiciju R = F27 i AFh = F(Ah)F~' i preuredujemo obje strane:

F*(rF)(rAR)(TF Y7
F2F~1(AR)
(

=F
F(AR)FT =

Fr
Fr
U tre¢em retku koristili smo 7F = F~1 i 7F~! = F te kokomutativnost nedeformi-
ranog koprodukta. Da smo koristili nedeformirani 2 = 7 dobili bi F~'(Ah)Fr #
F(AR)F~'7. 0
U potpoglavlju 2.2 vidjeli smo da faza drugacija od +1 pri zamjeni Cestica vodi na
anyonsku statistiku, no ovdje to nije tako jer vrijedi k? = (F27)(F2r) = F2F 272 =
id ® id pa dvostruka zamjena ipak vodi na identitetu.

Posljedi¢no je zadovoljen uvjet (A.2) iz dodatka A i R stoga djeluje kao simetri¢na

grupa (a ne grupa pletenica). Za takvu kvazitriangularnu strukturu kazemo da je

triangularna. U radu [30] napisan je rezultat koji se dobiva pri zamjeni dva ravna
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vala e,(z) = e~ P

ep Qs A €q = j:e’ipl‘ewq”eq ®s,4 €p. (2.25)

Faza koja se dobiva dvostrukom zamjenom je e~"(Pua-+Pv4s) pa se zbog antisime-

tricnosti *” ona svodi na jedinicu kao $to smo i ocekivali.

Opcenito se komutacijske relacije koordinata poput one u 2.19 dijele u tri klase [31]:
e Liejevog tipa [2,,1,] = i2,C,°%, Cu*€R

e Moyalovog tipa (2,,%,] =0, 0., R

e Snyderovog tipa [%,,1,] = isM,,, s€eR,

gdje je M, generator Lorentzovih transformacija. Od prostora Liejevog tipa naj-
poznatiji je k-Minkowski prvi put uveden u [32] koji je kovarijantan s obzirom na

r-Poincare algebru. Njime ¢emo se pozabaviti u ¢etvrtom poglavlju.

2.5 Posljedice nekomutativnosti

Teorija polja na nekomutativhom prostoru donosi neke nove fenomene u odnosu na
komutativnu teoriju. Oni na koje ¢emo se ovdje fokusirati su modifikacija interakcije,
planarni odnosno neplanarni dijagrami i mijesanje UV/IR divergencija. Glavni izvor
je 3. poglavlje iz [3].

Pogledajmo skalarnu ¢* teoriju u D dimenzija. Lagranzijan na komutativhom
prostoru je ) )
%gb(m)Q + %¢(x)4. (2.26)

Ovaj lagranzijan kovarijantan je na standardnu Poincareovu algebru. Deformacijom

1 2

te algebre u skladu s prethodnim potpoglavljem komutativne produkte polja%® mo-
ramo zamijeniti kovarijantnim star-produktima prema formuli (2.17). Potreban nam
je star-produkt dvije i Cetiri funkcije. Verzija formule (2.17) koja se Cesto pojavljuje

u literaturi je

F(@) #g(x) = F(x) exp ( Z' Eei@*) o()

o |

= f(x)g(x) + Z (%) %Qiljl e 0Oy, - 0, f () (0, -+ 05,9()),

gdje je 0; == %. Star-produkt je asocijativan pa ga mozemo poopciti na vise faktora:

28polja sada gledamo kao elemente algebre A, .
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fien) s eox fu () = [T exp (%9’” : i) o) fum). @27)

i J
a<b 0 aaxb

Parcijalnom integracijom moze se pokazati da za Schwartzove funkcije?’ vrijedi

/dD:z:f(x)*g(x) = /def(x)g(x). (2.28)

Zamjenom obi¢nih produkata sa x u (2.26) te integracijom za nekomutativnu ¢*

akciju dobivamo

1 m2 2
(6] = [ % |5 @) + oo + frota) » o) oa) +0(0)]
gdje smo upotrijebili (2.28). Kineticki i maseni ¢lan su nepromijenjeni u odnosu na
(2.26) pa goli propagator ostaje isti.>° Do promjene dolazi u interakciji koja prebaci-

vanjem u impulsni prostor postaje

4

(C;l:r]){%(ka) (2m)P " (Z k:a> V (i, ko, ks, ka) |

/de¢(x)*¢(x)*¢(x)*¢(x) - }jl/

a=1

gdje je V interakcijski vrh u impulsnom prostoru,

V (ky, ko, ks, ky) = [ [ e 2%, (2.29)

a<b

Ovdje smo uveli 2-formu
o Ay = (ka)i0" (ky); = —ky A k.

Ovakav izgled vrha posljedica je formule (2.27) za 4 polja. Perturbativan racun i
dalje ostaje valjan posto funkcija V' doprinosi fazom koja ne moze narusiti svojstva
konvergencije. Zanimljivo je da vrh sadrzi fazu ovisnu o impulsima $to implicira ne-
lokalnu interakciju. Neka je ||6|| karakteristi¢na vrijednost®! tenzora #%. Preciznije,
ako su f i g polja s nosacem (zatvarac¢ skupa na kojem funkcija ne iS¢ezava) unutar
regije veli¢ine § < |||, tada je nosac f g veli¢ine [|6]|/0 [34]. Visokoenergetski

impulsi usko lokalizirani u koordinatnom prostoru stoga mogu imati dalekosezne

29Funkcije koje u koordinatnom i impulsnom prostoru u beskonatnosti trnu brze od proizvoljne
potencije.

30Slobodna teorija i dalje mora biti kovarijantna. Odabir deformirane, odnosno nedeformirane si-
metrije (i koprodukta) vodi na druk¢iji tenzor energije i impulsa [33]. Konstrukcija Fockovog prostora
narocito ovisi o koproduktu kao $to je to bio slucaj u potpoglaclju 2.2 pa i kvantizacija slobodne teorije
ovisi o simetriji.

31Preciznije, operatorska norma.
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posljedice. Zbog ovakve nelokalnosti, nametanjem UV cutoffa A efektivno u teoriju

1
lefja-

i IR skala je Cinjenica da za jednu usko lokaliziranu z-koordinatu (visoka energija)

ugradujemo IR cutoff na skali Jos jedan heuristicki argument za mijeSanje UV

zbog komutacijskih relacija izmedu koordinata postoji jos barem jedna = koordinata

koja mora biti disperzirana (niska energija).

Faza vrha (2.29) invarijantna je samo na ciklicke permutacije impulsa u vrhu pa
moramo paziti na njihov relativni poredak. Kada bi vrh bio tocka u trodimenzional-
nom prostoru a impulsi polupravci koji izlaze iz nje, ne bismo mogli konzistentno
pratiti poredak impulsa. S druge strane, kada bi se sve odvijalo u ravnini, impulsi bi
npr. smjerom kazaljke na satu iz vrha imali dobro definiran ciklicki poredak. Umjesto
da mijenjamo dimenziju ambijentalnog prostora, mozemo istu stvar implementirati
tako da propagatore zamisljamo kao vrpce (ribbon graph) koje se spajaju u vrhu koji

je dvodimenzionalan. Vrh s tri impulsa izgleda kao na slici 2.1. Impulse smo pridi-

ka1

ll 12
kg /m kz

3

Slika 2.1: Vrpcasta struktura vrha u nekomutativnoj teoriji.

jelili rubovima vrpce umjesto propagatorima, Sto automatski implementira o¢uvanje

impulsa u vrhovima. Impulsi propagatora mogu se izraziti preko njih kao
ki=b —lo, ka=b—1l3 ki=Il3—1.
Za fazu vrha prema (2.29) vrijedi

ki Nko+kiNks+kaoNks= (01 —L)AN(la—1)+ (=) As—11)+ e —13) A (I3 — 1)
:llAl2+l2Al3+l3/\l1.

Op¢enito, faza vrha u kojeg ulaze n propagatora u ciklickom poretku ki, ..., k, i u

kojem su impulsi na vrpci numerirani tako da je k; = I; — ;.1 (l,,41 oznacava ;)
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Slika 2.2: Neplanarni dijagram u nekomutativnoj ¢* teoriji.

vrijedi
D ke Ny =) 1Ny (2.30)
a<b i
Za dijagram koji se moze smjestiti na Riemannovu plohu odredenog genusa bez pre-
sijecanja linija kazemo da je planarni. Nadalje, za planarni Feynmanov dijagram s
proizvoljnim brojem unutarnjih propagatora i n vanjskih impulsa, ukupna faza koja
mnozi amplitudu dana je formulom (2.30) izvrijednjenom na vanjskim impulsima.
Doprinosi vrpca unutarnjih propagatora se pokrate analogno Stokesovom teoremu u
tri dimenzije, Sto se moze vidjeti i crtanjem par jednostavnih primjera.
Zakljucujemo da doprinos planarnih dijagrama u nekomutativhom perturbativ-
nom racunu smetnje odgovara komutativnhom slucaju pomnozenom s faznim fakto-
rom

VP (plv ce apn) = H 6_%pa/\pb7

a<b
gdje su py, ..., p, cikli¢ki orijentirani vanjski impulsi. Na razini planarnih dijagrama
nekomutativna teorija je stoga renormalizabilna ako i samo ako je odgovarajuca ko-

mutativna teorija renormalizabilna [34].

Zahtjev da impulsi u odredenom poretku ulaze u vrh ekvivalentan je lokalnoj
vrpcastoj strukturi u vrhu i ne garantira da cemo sve propagatore, tj. njihove vrpce
modi uroniti u orijentabilnu plohu bez ruba. Problemi takve vrste nastaju kada pro-
pagatori prelaze jedan preko drugog ili preko vanjskih linija i pritom se ne mogu
otpetljati u planarni graf. Primjer je dijagram na slici 2.2 u ¢* teoriji. U tom sluéaju,

faza koja mnozi neplanarni dijagram je

‘/np (plu ] 7pn) = va (pb s 7pn) H e*%ﬂabka/\kl)’ (231)
a,b

gdje je N,, matrica presijecanja koja broji koliko je puta linija a presla preko linije b

(s negativnim predznakom ako je ispod) i u sustini je jedinstvena. Zbog ovih dodat-
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Slika 2.3: Dijagrami na razini jedne petlje.

nih oscilatornih faktora ovisnim o unutarnjim impulsima oc¢ekujemo da ¢e ublaziti
UV divergencije koje se pojavljuju u komutativnim teorijama. Presijecanjem linija u
komutativno divergentnom dijagramu, faza u gornjoj relaciji daje efektivni UV cutoff
reda veli¢ine ||0||~'/? i amplituda dijagrama ¢esto postaje kona¢na.

Pokusajmo sada izvrijedniti jednocesti¢no ireducibilnu korelacijsku funkciju dva
polja na razini jedne petlje. Za goli propagator, tj. nulti red, ve¢ smo potvrdili da
je identican onom u komutativnoj teoriji. Na razini jedne petlje topoloski postoje
dva dijagrama koji doprinose amplitudi, jedan planarni i jedan neplanarni. Oni su

prikazani na slici 2.3. Njihove amplitude su

1 [ d°k 1
i — _/
0 =3 | Grpe e

D ik
H(l) (p) _ l/ d k e Ap ‘
wlP) =5 | Gop e+ m

Planarni dijagram je kvadraticno UV divergentan, dok je neplanarni uglavnom ko-
nvergentan zbog brzih oscilacija u fazi pri visokim impulsima k. Iznimka je slucaj

p = 0 jer faza tada iznosi nula i divergencije se ponovno manifestiraju u obliku
1) _ o), —
Y = 2110 (p = 0). (2.32)

Efektivni UV cutoff u impulsnom prostoru je 1/+/|p e p|, gdje smo uveli pozitivho
definitni®*? produkt

peqg=—p;(6*)” ¢ =qep.
Dakle, UV divergencija pojavljuje se pri niskim (IR) vanjskim impulsima. Ovakvo
mijesanje UV i IR divergencija karakteristicno je za nekomutativne teorije polja.

Uvodenjem regulatora A za amplitudu neplanarnog dijagrama moZze se pokazati da
vrijedi [3]

1 A2
M) = ooz (A — 7 ) + 000,

32Kvadrat antisimetri¢ne matrice je simetri¢na matrica koja je realna pa je i hermitska.
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gdje je A.r; efektivni UV-cutoff

1
Nfg = ——.
T tpep

Kao sto smo ocekivali, u limesu A — oo neplanarni dijagram ostaje konacan jer je

2
e

efektivno reguliran nekomutativnos¢u prostora, AZ; — pTlp. Divergencija se vraca ili

nekomutativno$¢u ¢ — 0 ili u infracrvenom limesu p — 0 u kojem vrijedi A.g — A.
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3 Renormalizacija u teoriji polja

Tema ovog poglavlja je renormalizacija u perturbacijskoj teoriji polja. Na uvodnim
kolegijima iz teorije polja obi¢no se radi renormalizacija na nivou jedne petlje, no
zelimo li dobiti preciznije amplitude i analizirati kompleksnije interakcije potrebno
je ukljuciti dijagrame vise petlji i provesti renormalizaciju u viSim redovima racuna
smetnje. Petlje u takvim dijagramima mogu biti u razli¢itim odnosima (preklapati se,
ugnijezdene, disjunktne) pa procedura nije tako ocigledna kao kod renormalizacije s
jednom petljom.

Problem su razrijesili Bogoliubov, Parasiuk, Hepp i Zimmermann (BPHZ) uvodeci
kontraclanove koji kompenziraju beskonac¢nosti kao nova Feynmanova pravila. Dirk
Kreimer je primijetio da se unutar ove renormalizacijske procedure pojavljuje struk-
tura Hopfove algebre [4] Sto je kulminiralo teoremom Connesa i Kreimera [5]. U pr-
vom potpoglavlju uvodimo Hopfovu algebru ukorijenjenih stabala, u drugom kratki
pregled BPHZ renormalizacije, a u tre¢em primjenjujemo algebru stabala na renor-

malizaciju.

3.1 Algebra ukorijenjenih stabala

Osim algebarskom konteksta u kojem smo ih do sada spominjali, Hopfove algebre
pojavljuju se i u kombinatorici. Dobar pregled je u petom poglavlju [14]. U ovom
potpoglavlju dajemo kratak pregled algebre ukorijenjenih stabala, uglavnom iz [35]
(svi grafovi stabala u ovom potpoglavlju su iz tog rada) i nesto malo iz [36].

Teorija grafova je grana matematike koja se bavi objektima i vezama medu njima
na kombinatornoj razini. Graf je skup vrhova/¢vorova (vertices) V' i bridova E (ed-
ges) koji povezuju vrhove. Bridovi op¢enito mogu i ne moraju biti orijentirani, imati
boju, duljinu,... Uzmimo za primjer graf gradova i cesta izmedu njih. Ako nas samo
zanima koji su gradovi i postoji li cesta izmedu njih, imamo najjednostavniji moguci
graf. Ako dodamo jednosmjerne ceste, onda svakom bridu moramo dati smjer (us-
mjeren graf). Zatim mozemo svakoj cesti pridijeliti duljinu (tezinski graf). Boja moze
oznacavati npr. tip ceste. Feynmanov dijagram mozemo takoder gledati kao usmje-
ren (fermionski tok, vremenska orijentacija), obojan? graf. MreZa otpornika je jo$
jedan primjer.

Nas ¢e ovdje zanimati posebna skupina grafova koji se zovu stabla (trees). To su
povezani grafovi koji ne sadrze cikluse. Ciklus je niz bridova kojima se iz jednog

¢vora moze dodi u isti, a povezani znaci da se iz svakog ¢vora moze doc¢i u ostale

330vdje ne govorimo o QCD bojama. Razlitite tipove propagatora standardno ozna¢avamo
drukcijim tipovima linije (vijugavo, iscrtkano, puno,...), ali u teoriji grafova je standardna praksa
za razlicite tipove bridova (ili vrhova) uvesti boju.
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nekim bridovima. PoSto nema ciklusa, put izmedu svaka dva ¢vora je jedinstven.
Ukorijenjeno stablo je ono u kojem je posebno istaknut jedan ¢vor, korijen. Penja-
njem uz korijen moZemo orijentirati stablo prema gore pa mozZemo re¢i da odabir
korijena inducira orijentaciju stabla kao grafa pa su stoga svi putevi u stablu prema
gore. Tezina stabla n je broj ¢vorova u stablu, a broj bridova je uvijek n — 1. Skup

ukorijenjenih stabala tezine n ozna¢avamo s T(n):

ok b V0 Ly VL

Neki autori umjesto dijagrama koriste slova i zagrade pa su stabla iz T\(2) u toj nota-
ciji (a(aa)), (a(a(a))), gdje slovo a predstavlja ¢vor. Relativni poredak slova/zagrada
unutar jedne zagrade je nebitan pa je (a(aa)) = ((aa)a). Connes i Kreimer su 1998.
uveli algebru ukorijenjenih stabala H [37]. To je komutativna algebra generirana
stablima T(n), ¥n nad jednim od polja K = Q, R, C (nebitno je u praksi). Umnozak
dva stabla mozemo realizirati disjunktnom unijom grafova, Sto je graf dobiven di-
sjunktnom unijom bridova i ¢vorova tih stabala. Tako dobiven produkt zovemo
Suma, one tvore bazu vektorskog prostora algebre. Proizvoljni element tog pros-
tora moZemo zapisati kao v = . t; - - t,,,, gdje su sumandi Sume faktorizirane na
stabla. Tezina Sume je zbroj tezine stabala na koje se faktorizira. Skup svih Suma

(forrest) oznacavamo sa F, a skup Suma tezine n sa F(n); ovo su Sume za n < 4:
1,.7.0,1,..071.,v,£70000,1007117V0,I.7W7b,Y,%-

Neutralni element je prazan graf (skupovi bridova i vrhova su prazni skupovi),
oznaka je 1 i on nije isto Sto i 0 koja anihilira grafove. Kako bi definirali bialgebru,
tj. zadali kompatibilan koprodukt, potrebno je uvesti pojam reza stabla. Rez stabla
je $uma dobivena micanjem proizvoljnog podskupa bridova stabla. Sumu dobivenu
rezom c stabla ¢ oznacavamo s IW¢(t), a za rez kazemo da je dobar ako je na svakom
putu od korijena stabla ¢ prema gore najviSe jedan rez. Za takav rez, stablo u Sumi
We(t) koje sadrzi originalni korijen (root) oznacavamo s R°(t). Graf P¢(t) := W€\ R¢
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je produkt svih stabala dobivenih rezom osim R°. Dodatno su definirana dva posebna
reza, prazni i totalni. Prazni je onaj u kojem je R°(¢t) = ti P°(t) = 0 = 1, a totalni
je rez iznad korijena, R°(t) = () i P°(t) = t. Skup svih dobrih rezova oznacavamo
s D,(t) te on sadrzi prazni i totalni rez. Micanjem ta dva reza dobivamom D(t) :=

D, (t) \ {prazni, totalni}. Uzmimo za primjer stablo ¢ = k/ Njegovi rezovi ilustrirani
su na tablici 3.1.

rezc

L [ [

dobar? da| da |da|ne|da | da| ne | da

Kf
d

we(t) Vicovin ol Y
y

IVEX.IXI

Re(t)

Pe(t) L] o e x|te]ee] X Rf

Tablica 3.1: Primjeri rezova za stablo ¢. [35]

Koprodukt za stablo ¢ definiramo kao

= Y PHOR{H)=txl+lat+ » P(t)®R(t)

ceDy(t) ceD(t)
Kako su stabla generatori, po homomorfizmu se koprodukt prosiruje na sve Sume F.
Iz prethodne tablice mozemo iscitati koprodukt At:

A(Rf): I\/®1+1®I\/+I®I+.®V+.®}+I.®.+..®I.

Teorem 3.1. Uz ovako definiran koprodukt H postaje bialgebra. Kojedinica je dana s

e(f) =061y, VfeH.

Dokaz: Potrebno je pokazati kompatibilnost produkta i koprodukta, tj. A(ab) =
AaAb, svojstvo kojedinice i koasocijativnost. Kako je produkt disjunktna unija, re-

zove moZemo promatrati nezavisno pa su produkt i koprodukt po definiciji kompati-
bilni. Za ¢t € T vrijedi

(e®id)At = ()l +e(1)t + > e(P()R(t) =t,

ceD(t)

jer je P°(t) # 1 zasve c € D(t). Slitno tako i R°(t) # 1 paje i (id ® €)At = t. PoSto
je unija praznih grafova prazan graf, ¢ je homomorfizam, tj. e(ab) = €(a)e(b) pa se
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gornja formula moze proSiriti na sve Sume iz F.
Koasocijativnost pokazujemo graficki, za algebarski dokaz vidi [35]. Za pocetak

imamo

U svakom slucaju radimo dva dobra reza na pocetnom stablu ¢. Na sljede¢em pri-

mjeru lako se uvjerimo da svaki dvostruki dobri rez ima jedinstvene rezove u svakom

VIV
wy w/Qw/\\.

Zeleni rezovi nose indeks c. Zbog totalnih rezova moguce je da se dva reza pok-

od gornjih izraza:

lope, no to ne mijenja dobiveni rezultat. O
Algebra H ima graduaciju danu tezinom $uma, H = ) _  H,. Za Sumu h teZine
|h| = n otito vrijedi Ah = 37, ,,_,a®b. Prazan graf ima tezinu, a time i stu-
panj nula pa pripada polju K. Za takve algebre kojima je jedinica u K kazemo da su

povezane i na njima se antipod moze definirati induktivno.

Teorem 3.2. Neka je H graduirana i povezana bialgebra. Tada je H Hopfova algebra,
tj. postoji antipod S.

Dokaz: Prvo pokazujemo da je € nula na H, za n > 1. Pretpostavimo suprotno,

da postoji najmanji n > 1 za koji je x € H, t.d. e(x) # 0. Kako je H povezana,

{ A@)=r1®1+1Q@ 24+ Y2 @ 2"
n—1
Zl’/@lﬂ - Zi:l H1®Hn_2

Posto je n minimalan, H;i H, ;suu Kerezal <i <n — 1. Stoga je (id ® ¢)A(x) =
x1 + le(xy) = x. Kako je  homogen stupnja n, sumandi na desnoj strani moraju biti

stupnja n, a posto je |1| = 0 mora biti ¢(z) = 0 i x; = z. Analogno dobivamo z; = x
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i€(ry) =0, no ovo je kontradikcija s z = z; pa zakljutujemo Ker ¢ = P, -, Hy-
Sada definiramo
H—H
Sy 1—1
r€ Hy—~ —x— ng (') 2"

Kakoje Az =z @1+ 1®x+ > 2’ ® 2", slijedi
mo(S,®id)oAr = S(x)1+1-a+Y _ Sy(a')a” = —a—=Y  Sy(a)a’"+a+Y  S,(z')2" = ()

pa je S, lijevi antipod. Djelovanjem na z” umjesto 2’ analogno definiramo desni

antipod S;. Prema jednadzbi 1.9 S, je lijevi inverz identite, a S; desni pa imamo
(Sg xid) % Sq = Sy * (id % Sq) = S,

gdje je koriStena asocijativnost konvolucijskog produkta (vidi propoziciju 1.7). Za-
klju¢ujemo da su antipodi jednaki, kao Sto smo i ocekivali zbog propozicije 1.10

(jedinstvenost antipoda). O]

3.2 Renormalizacija i BPHZ procedura

Jednom kada imamo Feynmanov dijagram mozemo pomocu Feynmanovih pravila
svakom propagatoru i vrhu pridijeliti odreden faktor te izracunati amplitudu procesa
kojeg opisuje zadani dijagram u impulsnom prostoru. U slucaju da je dijagram sta-
blo, tj. ne sadrzi petlje, svi impulsi su odredeni pravilom ocuvanja impulsa u svakom
vrhu. Problem nastaje kad dijagram sadrzi petlje jer se tada osim vanjskih impulsa
koji predstavljaju Cestice koje ulaze i izlaze iz interakcije pojavljuju i unutarnji ne-
definirani impulsi. Posto je svaki od tih impulsa mogu¢, princip superpozicije nalaze
da je potrebno integrirati doprinose amplituda svih impulsa. Amplituda stoga sadrzi
toliko D-dimenzionalnih integrala koliko je nezavisnih petlja u dijagramu, gdje je
D dimenzija prostorvremena. U prirodnom sustavu jedinica sve relevantne fizikalne
veli¢ine mogu se izraziti u dimenzijama energije Sto omogucuje izrac¢unavanje pri-
vidne divergencija koja nam sluzi za kvantifikaciju divergencije®**. Renormalizabilne
teorije su one koje imaju konac¢no divergentnih tipova dijagrama (ne nuzno samih di-
jagrama) i njima ¢emo se baviti u nastavku. Standardna referenca za renormalizaciju
je Collinsova knjiga [38]. U njoj je za primjer uzeta ¢?° teorija u D = 6 dimenzija kao

prototip koji jednostavno ilustrira sve bitne fenomene pa ¢cemo se i ovdje posluziti

34Prividna divergencija O u principu znadi logaritamsku divergenciju, 1 linearnu, 2 kvadratnu, itd...
Prividna divergencija ne mora biti prava divergencija jer se pravi stupanj divergencije korigira sime-
trijama teorije, kao npr. kod prve korekcije fotonskog propagatora u QED-u.
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istom. Kompletna analiza ove teorije na razini jedne petlje dana je u [39], poglavlja
14-17, a na razini dvije petlje u [38].

Divergencije dijelimo u dvije skupine: ultraljubicaste (UV) i infracrvene (IR). Ul-
traljubicaste su posljedica ve¢ spomenute neograni¢enosti unutarnjih impulsa u inte-
gralima, tj. proizvoljno visokih energija, a infracrvene proizvoljno malih impulsa. In-
fracrvene divergencije pojavljuju se u bezmasenim teorijama i uglavnom se rjesavaju
uvodenjem mase za bezmasene Cestice te uzimanjem u obzir konacnosti rezolucije
mjernog uredaja [40]. Ovdje ¢emo promatrati samo UV divergencije; one se uglav-
nom uklanjaju u dva koraka: prvo je potrebno regularizirati izraze, tj. kvantificirati
divergenciju (uvodenjem novih parametara), a zatim je potrebno oduzeti divergentni
doprinos (renormalizirati) tako da konacan rezultat ne ovisi o parametrima i renor-
malizacijskoj preskripciji. Od svih preskripcija najviSe se primjenjuje dimenzionalna
regularizacija u kojoj se dimenzija prostorvremena uzima kao D —¢, gdjeje 0 < e € R
parametar kojim variramo dimenziju pa regularizirana amplituda postaje analiticka
kontinuacija oko fizikalne dimenzije. Najveca prednost dimenzionalne regulariza-
cije je to Sto ¢uva simetrije teorije pa je time i bazdarno invarijantna procedura.
Druga Cesto koriStena preskripcija je cutoff regularizacija u kojoj se integrira do neke
konacne gornje vrijednosti impulsa A (UV cutoff), no ona je u praksi kompliciranija
od dimenzionalne regularizacije pa se rjede koristi. Tre¢a metoda je BPHZ proce-
dura koju ¢emo prvo prikazati na jednostavnim matematickim integralima, a zatim
dati fizikalnu definiciju. Postoje i druge metode pout Pauli-Villars ili Epstein-Glaser
regularizacije.

Uzmimo za ilustraciju dimenzionalne regularizacije divergentni izraz proporci-

onalan amplitudi self-energy dijagrama u ¢* teoriji:

1: / dip L / dPp 1
re (2m)% (p? + m?2)? 2m)P (p2 +m2)*’

koji smo odmah pripremili za regularizaciju zamjenjuju¢i dimenziju 4 s D := 4 — e.
Napomenimo da je integral ve¢ u Euklidskom prostoru, u praksi je potrebno prije
integracije napraviti Wickovu rotaciju. Posto se uvijek integrira po svim moguc¢im
vrijednostima impulsa, tako ¢e se u Euklidskom prostoru integrirati po cijelom pros-
toru i podintegralne funkcije nece biti ovisne o kutu. To znaci da integral mozemo

separirati na kutni i radijalni dio:

27.‘_D/2

/def (r*) = W/o dpp” ' f (p%)

gdje je koristena formula za volumen jedini¢ne kugle u D dimenzija. Sada uvrstavamo
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D=4—¢:

/ /’OO dp Qr(4—€)/2 p3—E 26—4?1.%—1 .
=)y TG @ e (T ()
1 1 m?
- n - O
8m2e 1672 (11 A7 +7) +0(e),

gdje je v ~ 0.577 Euler-Mascheronijeva konstanta. Ono sto na kraju dobivamo je

Laurentov red u varijabli e. U kompliciranijim dijagramima imali bi viSe propagatora
i trebalo bi ih Feynmanovom parametrizacijom svesti na jedan nazivnik. Vidimo da
izraz ima jednostavan pol u fizikalnoj dimenziji. Opcenito ce dijagrami imati polove
viseg (ali konacnog) stupnja pa je postupak regularizacije zapravo slanje pocetne di-
vergente amplitude u prostor [e7!, €] Laurentovih polinoma®. Napomenimo da ne
mozemo samo maknuti sve e~! doprinose ve¢ se oni micu renormalizacijskim uvje-
tima iz kojih dobivamo eksplicitne vrijednosti kontraclanova. Regulator e pojavit ¢e
se u izrazima za kontraclanove i divergentnim amplitudama pa ¢e se u sumi pokratiti.

Ako divergentni dijagram nema divergentnih poddijagrama, kazemo da sadrzi lo-
kalnu divergenciju - to su divergencije koje su polinomi u impulsima petlji. Nelokalne
divergencije pojavljuju se u obliku proizvoljne nepolinomijalne funkcije impulsa koji
pripada divergentnom poddijagramu.

Jednocesticno ireducibilni (one particle irreducible - 1PI) dijagrami su oni koje ne
mozemo micanjem nekog propagatora (vanjske linije ne racunamo) rastaviti na dvije

povezane komponente. Najjednostavniji takav dijagram u ¢ teoriji je na slici 3.1.

Slika 3.1: Self-energy dijagram u ¢* teoriji.

Ovo je tzv. self-energy®® dijagram i opisuje prvu korekciju viseg reda na propaga-
tor. Shematski graf renormaliziramo tako da mu dodamo pripadni kontrac¢lan®’. U
kontraclanovima su apsorbirane sve neopservabilne (i beskonacne) razlike izmedu
golih i fizikalnih parametara teorije. Dakle, uzimamo konvenciju da gornji dijagram
nema dobro definiranu (konacnu) amplitudu, ali zbroj na slici 3.2 ima.

U kontraclanu su sadrzani fizikalni renormalizacijski uvjeti. Ovaj 1PI dijagram

35Zapravo se radi o redu potencija (formal power series) koji je za razliku od polinoma beskonaénog
stupnja u ¢ i kona¢nog u ¢ ! (zato jedna uglata zagrada). Svojstva se mogu vidjeti na https://en.
wikipedia.org/wiki/Formal_power_series#Formal_Laurent_series

36Ime dolazi iz ¢injenice da se sumiranjem ovakvih dijagrama pomice polozaj pola propagatora koji
interpretiramo kao fizikalnu masu (energiju mirovanja).

37Zapravo nista ne dodajemo, veé¢ separiramo polazni lagranzijan na gole i fizikalne parametre.
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Slika 3.2: Polazni dijagram zbrojen s kontraclanom daje kona¢nu amplitudu.

ovisi samo o vanjskom impulsu. Ideja BPHZ renormalizacije je iskoristiti ovu ovisnost
i renormalizirati integrand prije integracije po unutarnjoj petlji. Time se moze izbje¢i
uvodenje regulatora. Prije no Sto damo to¢nu definiciju BPHZ renormalizacije, po-
gledajmo neke isklju¢ivo matematicke primjere motivirane [41]. Sli¢na analiza dana
je u [37], ali u kontekstu dimenzionalne regularizacije.

Neka je funkcija f definirana kao

_ [T dy
F(z) ._/1 e (3.1)

Formalno se integral izvrijednjuje u log(oco) — 1%90 Sto nije dobro definirano. Funkciji
f pridruZzujemo prividni stupanj divergencije [f] koji dobivamo rac¢unaju¢i dimenziju
integranda, gdje je dimenzija [z] = [y| = [dz] := 1. Ovdje je [f] = 0 pa je funkcija
logaritamski divergentna za svaki x (integrand tezi u 1/y za veliki y). Varijable z i
y igraju ulogu impulsa pa integrand mozemo promatrati kao propagatore petlje duz
koje ide impuls y parametriziranu vanjskim impulsom koji ulazi u petlju x. Kako bi

izvukli neki smisao iz funkcije f, promotrimo f(z) u odnosu na njenu vrijednost u

fale) = f() - F(0) i= /dy(ziy - 5) o [ B

Druga jednakost je ocito kriva jer su f(x) i f(0) divergente; ona bi vrijedila kad bi

z=0:

integrali bili apsolutno konvergentni pa stoga razliku f(x) — f(0) ne treba shvacati
doslovno, ve¢ samo kao oznaku da se ta razlika zapravo radi unutar integranda. Do
kraja poglavlja svaki zbroj i razliku prvo radimo unutar integranda ako on postoji ili
drugim rije¢ima integriramo tek na kraju. Dobiveni izraz je konacan pa kazemo da

je integral renormaliziran. Promotrimo sada nesto druk¢iju funkeciju:

[ ydy
h(ﬂ:)—/1 o (3.2)
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za koju je [h| = 1. Poku$ajmo ju renormalizirati istom metodom:

h(x) — h(0) = / ydy[1/(z +y) — 1/y]
= —:v/ydy/y(fc+y)

S / dy/(x + )
= —zf(x).

Dobivena vrijednost je divergentna, Sto je posljedica divergencije prvog stupnja. Ipak,

pomocu prethodne renormalizacije f(x) moZemo renormalizirati i h(x):

h(fﬂ) —h(0) = —xf(x) = —a(fr(x) + f(0)) =

h(0) — zf(0 ):—a:fR(x)

—
— (h(0) —|—w% (0)) =: hr(z),

gdje smo u zadnjem retku primijetili da je —zf(0) = (dh/dxz)(0). Divergenciju je
u ovom slucaju bilo potrebno ukloniti u nultom i prvom redu u vanjskom impulsu
x. Opcenito, za [f] = n renormaliziranu amplitudu fr dobivamo oduzimanjem od
f prvih n ¢lanova Taylorovog razvoja vanjskog impulsa u integrandu, gdje su deri-
vacije evaluirane za vrijednost vanjskog impulsa 0 (kasnije ¢emo generalizirati na
vise vanjskih impulsa). Posljedica je da za renormaliziranu amplitudu prvih n deriva-
cija s obzirom na vanjski impuls iS¢ezava, a prednost je to Sto nije potrebno uvoditi
regulatore. Ovu metodu zovemo BPHZ (Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-Zimmerman) re-
normalizacija.

Ovako definirana BPHZ procedura adekvatna je za baratanje 1PI grafovima bez
ugnijezdenih divergencija/poddivergencija. Kako bi poop¢ili metodu na ugnijezdene

divergencije pogledajmo funkciju

R dzdy
g(x).—/l x+z // (x+2)(y+ 2)’ (3.3)

gdje je f iz (3.1). Posto je [f] = 0, slijedi [g] = 0. PokuSajmo renormalizirati funkciju

kao g(x) — g(0):
//dZdy( (x+ 2 (y+Z) - y1+2 )

//dydz 1 // dydz
N Y+ z x—l—z z x+z y—l—z
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Integral po y impulsu je logaritamski divergentan pa nismo uspjeli ukloniti divergen-
ciju. Razlog je to sto kod ugnijezdenih divergencija divergentna amplituda nije poli-
nomijalna u vanjskom impulsu ve¢ moze biti proizvoljna funkcija impulsa. Srecom,
f nema poddivergencija pa mozemo definirati ¢ bez poddivergencija g tako da prvo

renormaliziramo poddivergenciju f:

e = [ gl

Dobivena funkcija viSe nema poddivergencija pa je ukupna divergencija polinomi-

jalna u vanjskom impulsu i sad ju mozemo standardno renormalizirati kao

gr(z) :=g(x) = g(0).

Eksplicitnim ra¢unom mozemo se uvjeriti u kona¢nost dobivenog izraza:

QR(x):/xJFZ_ /dz_
=/(xiz—;>f<z>=/(x—fz)7<

:_m/%(_z)/ (= +) // dzc:iy+ 2)y

<1 1
_ _x/ log(z+1) ,
1

z2(x + 2)

Posto za dovoljno veliki z logaritam raste sporije od proizvoljne potencije®®, gornji
integral je konvergentan. Usporedite predzadnji integrand s onim dobivenim u pro-
palom pokusaju. U oba sluc¢aja imamo isti stupanj prividne divergencije, ali varijable
u nazivnicima nisu ravnomjerno rasporedene, tj. integrand nije invarijantan®® na
zamjenu y i z pa jedna od njih divergira u naivhom pokusaju.

Radi potpunosti promotrit ¢emo jos dva primjera, prvi odgovara amplitudi grafa
koji nije 1PI, a drugi amplitudi koja ovisi o viSe vanjskih impulsa. Promotrimo funk-
ciju definiranu kao

A (x) = fz)f(x). (3.4)

Vrijedi [f?] = 0 pa moZemo pokusati oduzeti vrijednost u nuli:

f2(x) = £2(0) = f(x)f(z) — //dydz( (z+y (Hz) i>

:/dy(xiy/xcfz_g/?)

380vo vidimo primjenom L’Hopitalovog pravila na funkciju log z-/2™ ili supstitucijom = — €.
39A trebao bi biti jer su to slijepi impulsi i mozemo ih imenovati kako Zelimo.
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Oba integrala po z su divergentna pa pokusaj propada. Razlog je to Sto ovakva
amplituda ne moze predstavljati 1PI graf. Amplituda takvog grafa se uvijek moze
napisati kao produkt amplituda 1PI grafova i potrebno je renormalizirati svaku od

njih zasebno pa za takve slucajeve renormaliziranu vrijednost definiramo kao

fr(@) = fr(@)fr(z).

Uzmimo za kraj modifikaciju funkcije i(z) iz (3.2):

& z
h = —dz. 3.5
(z,y) /1 P (3.5)

Ako pokusamo renormalizirati funkciju po jednom vanjskom impulsu, npr. = dobi-

h(x,y)—h(oay)—x%((ly):/(( - it )

y+2)? ztytz

vamo

Ova funkcija ima dva problema, nije simetri¢na na zamjenu x <> y kao Sto je pocCetna

funkcija i logaritamski je divergentna. Ispravan nacin za renormalizaciju je

dh dh

hr(z,y) = h(x,y) — h(0,0) — $%(O, y) — yd—y(x, 0) (3.6)

/d x n Y r+y 1 n 1
= A - — T .
y+z x+z z4y+z Y (x+2)?2  (y+2)?

Dobiveni izraz je simetriCan na zamjenu = <> y i konvergentan jer se svodenjem

prva tri ¢lana u integrandu najveca potencija z u brojniku pokrati pa je funkcija
uspjesno renormalizirana. Funkcije (3.1)-(3.5) ilustriraju sve bitne fenomene koji se
pojavljuju u BPHZ renormalizaciji. Sada mozemo dati donekle definiranu definiciju

BPHZ renormalizacije:
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Definicija 3.3. Za dijagram s amplitudom f BPHZ renormalizacija moze se rekurzivno

definirati algoritmom na slici 3.3.

Dijagram je 1PI

Rastavimo ga na 1PI
poddijagrame, renormaliziramo ih

DA i uzmemo produkt

1Pl poddijagrami

Sadrzi poddivergenciju

Prvo renormaliziramo
NE

sve poddivergencije

Slika 3.3: Algoritamski prikaz BPHZ procedure.

Ovdje je p = (p1, ..., pm) multi-indeks i D™ je

an1+...+nk

D" =
apgll .. 6pZ’f

|n|:n1—|——|—nk

Za dva impulsa i [f] = 1 ova formula svodi se na (3.6).

Ono $to nismo jo$ specificirali je iscrtkana linija u gornjem dijagramu jer moze
postojati vise nacina na koji dijagram moZemo rastaviti na divergentne poddijagrame.

Ovim problemom pozabavit ¢emo se u sljede¢a dva potpoglavlja.

3.3 Zimmermanova formula

Za pocetak uvodimo operaciju*® R koja izolira divergentni doprinos, tj. definira kon-
traClan za 1PI dijagram bez poddivergencija. Ona ovisi o renormalizacijskoj preskrip-

ciji i za BPHZ renormalizaciju jednaka je izoliranju prvih [f] ¢lanova u Taylorovom

400na nema veze s indeksom R kojeg smo pridijelili renormaliziranim funkcijama.
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razvoju vanjskih impulsa oko nule. Za funkciju f iz (3.1) imamo

Rf] = f(0) = [fr(x) = f(x) = R[f(z)].

Operacija R ne smije biti proizvoljna, ve¢ mora zadovoljavati Rota-Baxter [27] jed-

nadzbu teZine nula:
Rlab] + Rla]R[b] = R[aR[b]] + R[R[a]b]. (3.7)

Ovaj tehnicki zahtjev nuzan je kako bi Hopfova algebra ostala dobro definirana [42].
U dimenzionalnoj regularizaciji regularizirana amplituda je Laurentov red u ¢, f +—

fle) =>22  €'c; pa je operacija R definirana kao

i=—n

0o —1

R[) dal=> éa (3.8)

Nije tesko vidjeti da je Rota-Baxter jednadzba zadovoljena. Uz malo kombinatorike

moZe se vidjeti da je zadovoljena i za BPHZ preskripciju gdje je R definiran kao

T

RIfl(p) = Y ZH(D")(0) (3.9)

n|=0

uz ve¢ spomenutu notaciju.

U prethodnom potpoglavlju upoznali smo BPHZ proceduru na nekoliko jednos-
tavnih primjera u kojima smo morali "ru¢no” prepoznati 1PI dijagrame i ugnijezdene
divergencije. Ovdje ¢emo vidjeti da enkodiranjem Feynmanovog dijagrama, tj. pri-
padnih amplituda*! u ukorijenjeno stablo reproduciramo rekurziju iz definicije 3.3.
Fizikalna pozadina ove konstrukcije potjece iz Zimmermanovog rada [43] u vidu tzv.
Zimmermanove Forrest formule, a vezu s Hopfovim algebrama i algebarsku Birkhof-
fovu dekompoziciju uocili su Kreimer i Connes [5], [37]. Ideje i primjeri iz ovog
potpoglavlja dolaze iz [4], gdje se mogu nadi i neki ne toliko bitni tehnicki detalji
koje ovdje izostavljamo. Tamo je dokazano da Hopfova algebra ukorijenjenih stabala
reproducira forrest formulu. Ovdje ju ne¢emo dokazati ve¢ ¢emo se u njenu valjanost
uvjeriti "na prste” vidjevsi da reproducira renormalizirane funkcije (3.1)-(3.5).

Prevedimo prvo ove funkcije u stabla imajuc¢i na umu da svaki ¢vor u stablu mora
predstavljati amplitudu 1PI dijagrama. U prvom potpoglavlju smo na vrhove stabla

stavljali tocke zbog jednostavnosti. Sada oni dobivaju nazive koji predstavljaju 1PI

41U ovom potpoglavlju dijagrami su funkcije (3.1)-(3.5).
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funkcije. Funkcije (3.1) — (3.5) prevedene u stabla/Sume su:
frefo heh g L e ff (3.10)
f

Funkcija f postaje stablo od jednog ¢vora, f? $uma s dva stabla od jednog ¢vora,
a g stablo u kojem je ugnijezdena divergencija f povezana jedinim bridom s ko-
rijenom (korijen je u ovom potpoglavlju na vrhu). Ove Sume sada shva¢amo kao
dio Hopfove algebre ukorijenjenih stabala H u kojima ¢vorovi predstavljaju 1PI di-
jagrame/amplitude. UgnijeZdenost dvije petlje predstavljena je bridom koji ide od
jedne do druge petlje prema dolje. Nakon $to smo funkcije preveli u stabla, potrebno
je implementirati operaciju R u antipod. To radimo tako da antipod redefiniramo

kao

SR(t) = —R|:t+ Z SR(PC(t))RC(t)‘|, SR<1) = 1, SR(CL[?) = SR((I)SR<b) (311)
)

ceD(t

Ova definicija proizlazi iz teorema 3.2 i ona je dobra uz R koji zadovoljava (3.8).

Prisjetimo se formule za koprodukt iz prvog potpoglavlja:

At)=t®@1+10t+ Y  Pt)® R(). (3.12)

ceD(t)

Za dijagram h renormaliziranu amplitudu tada dobivamo kao
hgr := m(Sg ® id) Ah. (3.13)

Ovo je neocekivano jer iz aksioma Hopfove algebre na desnoj strani o¢ekujemo 7 o
e(h), $to za sve neprazne Sume daje nulu. Klju¢ je u tome $to u ovom kontekstu nula
znati kona¢no*?, tj. nesto $to je invarijantno na djelovanje R, vidi [4]. Ova formula
reproducira Zimmermannovu forrest formulu [43] i najbitnija je u ovom poglavlju
(dokaz u [44]). Zimmermannova formula daje algoritam za BPHZ renormalizaciju
proizvoljnog Feynmanovog dijagrama uzimajuéi u obzir divergentne poddijagrame i
time definira iscrtkanu strelicu u definiciji 3.3.

Primijenimo ovu formulu na stablo f:

fr=m(Sr@id)Af =m(Sp@id)(f®1+1® f)
=m(Sr(f) ® 1+ Sp(1) ® f)
—m(=Rlf|+1f) = f - Rlf) E ) - 1),

42Formalno je potrebno uvesti preslikavanje iz algebre ukorijenjenih stabala u amplitude, poput ¢
iz poglavlja 3.1 u [37].

=]

)
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Sto se podudara s postupkom ispod (3.1). U prvom redu koristili smo gornju formulu
za koprodukt (nema dobrih rezova jer nema bridova). Primjena na stablo h rezul-
tiralo bi istom formulom, samo S$to je operacija R za tu funkciju drukcija posto je
[h] = 1. Sljedece na redu je stablo ff:

(ff)r

m(Sg @ id)A(f f) = m(Sr ® id) A(f)A(f)
m(Sp@id)(fR1+10 f)(f@1+1® f)
m(Sr(f) @ 1+ Sr(1) @ f)(Sr(f) @ 1+ Sr(1) @ f)
m(—R[f]®@1+1® f)(-R[f]l©1+1® f)

= (f = RI/D(f = RIf]) = [r(@)fr(2),

u skladu s rezultatom ispod (3.4). Preostalo je stablo % koje ima jedan dobar rez:
f

:m(SR®id)<\ R1+1® \ +f®g)

V4 54 Su(f)g = —R[ F SR<f>g} ¥ Rl

(o)Al )

Izraz u oblim zagradama odgovara funkciji g(z) ispod (3.3) pa je dobiveni rezultat
identican.

3.4 Feynmanovi dijagrami

Sada ¢emo vidjeti kako se primjeri nalik onima iz prethodnih poglavlja javljaju iz ne-
kih jednostavnih Feynmanovih dijagrama u ¢? teoriji u 6 dimenzija. Prividni stupanj
divergencije je

D =6L - 2P, (3.14)

gdje je L broj nezavisnih petlji u (pod)dijagramu, a P broj propagatora. Prvi dijagram
koji ¢emo promotriti je na slici 3.4. Prisjetimo se da su ¢vorovi u stablu divergentni
poddijagrami, a u ovom dijagramu su dva takva i ne preklapaju se. Stoga je rezul-
tantno stablo produkt dva divergentna ¢vora sa stupnjem divergencije 2. Sljededi
na redu je dijagram sa slike 3.5. On sadrzi tri divergentna poddijagrama sto vidimo
primjenom formule (3.14). Poddijagrami 2 i 3 sarzani su u dijagramu 1 pa zato
stavljamo brid izmedu njih u stablu. Primijetimo da je dijagram koji je unija 2 i 3
takoder prividno divergentan, no nije 1PI pa ne moZe biti samostalan ¢vor u stablu.

Pogledajmo sada dijagram na slici 3.6.
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1 2
o

Slika 3.4: Dijagram i njegov rastav na stabla.

N —_
w

2 1 1
—
3

Slika 3.5: Dijagram s divergentnim poddijagramima.

Slika 3.6: Dijagram s preklopnim poddivergencijama.

Dijagrami 2 i 3 su poddijagrami 1, no nisu disjunktni $to ukazuje na preklopnu
divergenciju. U tom slucaju potrebno je rastaviti stablo na dva sumanda kako bi se
reproducirala odgovarajuca forrest formula [44]. Primjenom formule (3.13) na bilo
koje od gornjih stabala lako se uvjerimo u ispravnost kontraclanova i renormalizirane
amplitude. Primjeri s viSe petlji postaju znatno kompliciraniji i potrebno je uzeti u

obzir neke detalje koje smo ovdje zanemarili. Mogu se pronaci u [44].
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4 Fizika na Planckovoj skali

Fizika standardnog modela i kvantna teorija danas dobro opisuju fenomene na ma-
loj odnosno velikoj skali. Planckovu skalu definiramo kao onu na kojoj su jednako
dominantni kvantni i gravitacijski efekti. Na slici 4.1 mozemo vidjeti odnos veli¢ina

i masa od najmanjih pa sve do najvecih objekata u svemiru. Prema Heisenbergovom

veli(:ina(cm) Svemir
galaksija,
10°°4 kvazar
Sunce.
Zemlja.
Cygnus X-1
0 v S
107 1 svjetlost . Covjek
Wwirus
.atom
elektron
roton
nedostupno zbog nedostu‘pnonzbog
kvantne fizike gravitacije
10~ 40 |
10~ 60 10° masa (g) 10°°

Slika 4.1: Veli¢ina i masa raznih objekata u svemiru. Planckova skala je na sjeciStu
dva pravca. [45]

principu neodredenosti vrijedi AxAp > h/2. Ako za Az uzmemo veli¢inu objekta,
a za Ap ~ mc kao mjerilo mase, dobivamo pravac negativnhog nagiba na logaritam-
skom grafu slike 4.1 kao granicu na kojoj vrijedi jednakost u relaciji neodredenosti.
Dio ravnine ispod tog pravca zabranjen je relacijom neodredenosti.

Desni pravac pozitivhog nagiba predstavlja regiju u kojoj je gravitacijska energija

prostorvremena oko objekta usporediva s energijom mase mirovanja istog objekta,

Gmm
Ax

centrirana u malom podrucju, dolazi do formiranja crne rupe pa jednakost u ovoj

~ mc?, gdje je G gravitacijska konstanta. Ako energija postane previse kon-

jednadzbi zamjenjujemo s < kako bi uracunali ovaj fenomen, time samo regija iznad
pravca preostaje dostupna.

Objekti u blizini lijevog pravca tretiraju se uglavnom kvantnom fizikom, a des-
nog opcom teorijom relativnosti. U sjecistu ovih pravaca potrebne su obje teorije,
odnosno njihovo ujedinjenje i to podrucje zovemo Planckova skala, a koordinate te

tocke zovemo Planckova masa i duljina:

1 1
he 2 hG\ 2
mp = (50) =2177Tx 107" g, ap= <§> =1.616 x 10723 cm.

Iz slike vidimo da je sjeciSte daleko od objekata na trenutno mjerljivim skalama Sto
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ukazuje na teSkoc¢u direktnog mjerenja na Planckovoj skali.

U potpoglavlju 2.4 ve¢ smo se susreli s problematikom mjerenja na ovoj skali, tj,
stvaranjem mikroskopskih crnih rupa koje motiviraju nekomutativni prostor. Tamo
smo vidjeli da nekokomutativan koprodukt vodi na nekomutativan prostor, tj. pros-
torvrijeme prestaje biti mnogostrukost. Uocili smo i vezu izmedu koprodukta i ge-
ometrije, konkretno Leibnizovog svojstva klju¢nog za definiranje diferencijalno ge-
ometrijskih struktura. Nadalje, posljedi¢no se komutativni produkt deformira u ne-
komutativni star-produkt koji je kovarijantan s obzirom na novi koprodukt.

U ovom poglavlju produkt i koprodukt tretirat ¢emo ravnopravno. Zahtijevat
¢emo njihovu kompatibilnost (ne samo bialgebarsku) kako bi smisleno opisivali kvan-
tnu fiziku (algebra) i gravitaciju (koalgebra), tj. geometriju. Posebno je zanimljiva
klasa samodualnih (self-dual) rjesenja koja se pojavljuju u okviru tzv. bicrossproduct
modela. Kao i u prethodnim poglavljima, zapoc¢injemo s matematickim uvodom.
Glavni izvori su [14] i [46], a formule za antipode x-Poincare algebre preuzete su
iz [47].

4.1 Dualnost i kodjelovanje

Materijal u ovom potpoglavlju svojevrsno upotpunjava prvo poglavlje i u udzbenicima
se obic¢no izlaze na pocetku ( [14], [15], [48]) s obzirom na to da se nadovezuje na
matematicke temelje teorije. Slicno kao $to vektorski prostor V' ima sebi dualan pros-
tor V*, tako za Hopfovu algebru H moZemo definirati njoj dualnu Hopfovu algebru
H*. Ona na razini vektorskog prostora odgovara funkcionalima nad H, no kako Hop-
fove algebru imaju dodatnu strukturu, zahtijevamo da je ona na neki na¢in oc¢uvana.
U drugom potpoglavlju eksplicitno ¢emo konstruirati klasu Hopfovih algebri koje
su same sebi dualne (samodualne), tj. H = H*, a u zadnjem ¢emo pomoc¢u dualnosti
definirati prostor kovarijantan s obzirom na x-Poincare algebru. U slicnom tonu,
dualno konceptu djelovanja (modula) je kodjelovanje (komodul). Ono ¢e nam biti
potrebno u idu¢em potpoglavlju za konstrukciju bicrossproduct Hopfove algebre.
Prisjetimo se za pocetak propozicije 1.8 iz prvog poglavlja koja nam govori da ko-
algebra definira algebru na dualnom prostoru. Sli¢no tako, u kona¢nodimenzionalnom
slucaju algebra definira koalgebru na dualnom prostoru. Te dvije Cinjenice otvaraju
mogucnost da je kona¢nodimenzionalna bialgebra samodualna. U dokazu ispod pri-
mjera 1.14 vidjeli smo da produkt odgovara koproduktu uz zamjene smjerova stre-
lica. Sljedecu propoziciju mozemo interpretirati kao moguénost postojanja samodu-

alne Hopfove algebre na razini aksioma.

Propozicija 4.1. Aksiomi za Hopfovu algebru dani dijagramima na stranicama 6, 9 i

12 su samodualni u smislu da okretanjem smjera strelica, zamjenom A, € s -, dobivamo
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identicne dijagrame.

Dokaz: Dijagrami za algebru i koalgebru zamjenjuju uloge. Za dijagram na stra-

nici 12 potrebno je zrcaliti oko vertikalne osi kako bi se dobio pocetni dijagram. [

Iz ove propozicije zakljucujemo da za svaku kona¢nodimenzionalnu Hopfovu al-
gebru postoji dualna Hopfova algebra H*. Posto je u tom slucaju H** = H, tj. bidual
je kanonski izomorfan polaznom prostoru, trebali bi o H i H* razmi$ljati simetri¢no

pa evaluaciju umijesto ¢(h) piSemo kao (¢, h), V¢ € H* h € H.

Propozicija 4.2. Eksplicitne formule koje odreduju strukturu Hopfove algebre na H* su

sljedece: za strukturu bialgebre imamo

(90, h) = (¢ @, Ah), (1,h) =e(h)

(4.1)
(Ap,h® g) = (¢, hg), €(¢) = (¢.1),
za sve ¢, € H*i h,g € H, a u slucaju Hopfove algebre dodatno vrijedi i
(So,h) = (¢, Sh). (4.2)

Dokaz: 1z prethodne propozicije vidimo da asocijativnost algebre garantira koaso-

cijativnost koalgebre i obrnuto. Sljede¢i aksiome (4.1) imamo

(A(PY), h @ g) = (¢, hg) = (¢ @1, A(hg)) = (¢ @, (Ah)(Ag))
= (o) ® Y1) ® d2) @ P2y, Ah @ Ag) = (Ad)(AY), h ® g),

Sto potvrduje strukturu bialgebre. Za antipod vrijedi

(S(61)) @), h) = (SP) @ ), by @ hiz)) = (b1) @ b(2), Shiry @ hey))
= (¢, (Shq)) hzy) = (¢, 1)e(h) = e(@)e(h) = (1e(¢), h).

Djelovanje antipoda na drugi faktor dokazuje se analogno. Za dokaz (4.2) vidi [15],
str. 17, propozicija 9. ]

Definicija 4.3. Dvije bialgebre ili Hopfove algebre A, H su uparene (dual pairing) ako
postoji bilinearno preslikavanje (, ) : H ® A — K koje postuje jednadzbe iz prethodne
propogicije za sve ¢,vp € Ai h,g € H. Kazemo da je uparivanje strogo ako nema

netrivijalnih nul-elemenata®.

“3Nul-element je onaj ¢ije uparivanje sa svakim elementom druge algebre daje nulu, dakle strogo
uparivanje je nedegenerirano.
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Ako su konac¢nodimenzionale A i H uparene, ne mora nuzno biti A = H* iz
prethodne propozicije (vidi [15], str. 17). Naprimjer, za sve Hopfove algebre A, H

postoji trivijalno uparivanje (a, h) = es(a)ey(h), Va € A, h € H koje o€ito nije strogo.

Primjer 4.4. Hopfove algebre K(G) (funkcije na grupi) i KG (grupovna algebra) iz
potpoglavlja 1.4 su strogo dualne. Sada definiramo uparivanje za ¢ € K(G): prvo ga

linearno prosirimo na funkciju nad KG te zatim definiramo

(. h) = o <Z h(u)u) = h(u)g(u), VheKG. (4.3)

Dokaz: Pokazujemo (4.1) na generatorima: (¢ ® ¥, Au) = (¢ @ Y,u @ u) =
o(uw)(u) = (¢d)(u) = (¢, u), zatim (Ap, u @ v) = ¢p(uv) = (¢, uv). Jednadzba (4.2)
takoder slijedi direktno iz definicije. Nedegeneriranost je ocita iz oblika uparivanja,
druga suma u (4.3) analogna je skalarnom produktu na R", gdje je n red grupe). [

Analogna tvrdnja za Liejevu grupu i pripadnu algebru je sljedeca [15] [48]:

Propozicija 4.5. Neka je g Liejeva algebra grupe GiU(g) da =21 Q-+ @ x,, ; € g.
Djelovanje** a na f € C(G) je

_r
oty --- 0t

Nty =-=t,=0

(ar> f)(g) = fgexp (tizy) - exp (t,7,)) -

Strogo dualno uparivanje U(g) i C(G) dano je s

{a, f) = (> f)(e),

gdje je a € U(g), a f € C(G). Omotacka algebra Liejeve algebre dualna je funkcijama
na pripadnoj Liejevoj grupi. Za dokaz vidi primjer 1.4.7. u [48].

Sljedeci alat koji ¢e nam biti potreban je kodjelovanje. Ono je dualna verzija
djelovanja definiranog u (1.11). Kao sto je djelovanje polarizacija produkta, tako je
kodjelovanje polarizacija koprodukta i definirano je za koalgebru. Desno kodjelo-
vanje (koreprezentacija) koalgebre H je par (5,V) gdje je V vektorski prostor, a [
linearno preslikavanje V' — V ® H takvo da vrijedi (f ® id) o 8 = (id ® A) o (3 te

#Formalno se ne radi o kontinuiranim funkcijama na G ve¢ o reprezentativnim funkcijama Rep(G).
One su u sluc¢aju kompaktne G guste u C(G), a u nekompaktnom su dovoljno dobra aproksimacija uz
odredena ogranicenja na C(G) poput kompaktnog nosaca ili Schwartzovih funkcija.
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id = (id ® €) o B. Ovi uvjeti predstavljeni su sljede¢im komutativnim dijagramima:

VeoH®H V&oH
W id@e]\ X
® H VoK +——V

X@A
\/

Isti aksiomi mogu se dobiti iz dijagrama (1.11) okretanjem strelica, zamjenom A, ¢, «
s -, n, 8 ireflektiranjem oko vertikalne osi. Stoga su u vidu propozicije 4.1 medusobno
dualni. Zgodan zapis za preslikavanje § je S(v) = > v @ v®?. Aksiomi za desni

komodul postaju

e (1) = o, @4

Dualno definiciji H-modul algebre, za koalgebru C' kaZzemo da je desna H-komodul

koalgebra ako vrijedi

Z C ® cC 1)( ) ® C(2) Z C( )(I) ® C( )(T) ® C(l)(i)C(Q)(i),
3 _ (4.5)

4.2 Bicrossproduct

U jednadzbi (2.15) Poincareovu grupu zapisali smo kao semidirektni produkt. Sljedeca

definicija generalizira takve konstrukcije.

Definicija 4.6. Neka je H bialgebra ili Hopfova algebra i A lijeva H-modul algebra.
Definiramo lijevu cross-product algebru A >1 H na A ® H s produktom

(@@h)(b®g) =Y a(ha>b) @hwg, abeA hgeH.
Dokaz: Produkt je ocito zatvoren, pokazimo asocijativnost:

(@@ h)((b@g)(c® f)) = (a@h)b(gn)>c) @ g f
=a(hay > (b(90)>0))) ® heyge f

= a(ha)>d) ((heygw) > c) ® hege f

= (a (hay>b) @ hoyg) (c® f)

(a@h)(b®g))(c® f).

U tre¢em retku iskoristili smo Cinjenicu da je A H-modul algebra i koasocijativnost
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(podsjetnik na (1.3)) H, a u preostalima definiciju cross-produkta uz koasocijativnost

po potrebi. Primijetimo da su A ® 1 i1 ® H sadrzane kao podalgebre s unakrsnim

produktom
ha=(1®h)(a®1)=hp>a®h
(1@ h)(a@1) = hq) (2) 4.6)
= (hyra®1) (1&he) = (ho)>a) he),
gdje smo uveli pokratuh :=1® hia:=a® 1. ]

Promotrimo sluc¢aj Poincareove grupe. Poznato je da Lorentzova grupa L djeluje na

grupu translacija 7 konjugacijom: za Lorentzovu transformaciju A imamo
(A> ) =AzA™ 1. 4.7)

Po linearnosti imamo i djelovanje C£ na C7. Dodatno, C(7) je CL-modul algebra
jer vrijedi

A (ab) = (Aqy > a)(Apy>b) = (A>a)(A>b), (4.8)
Sto postaje ocito u aditivnoj notaciji na koju smo navikli kod translacija. Kako ove

algebre zadovoljavaju uvijete za cross-product algebru na CT ® CL, za produkt imamo
(z' @ A')(2® @ A?) = 2" (Al > 2°) @ Ay A?) = 2! (A2 (A) ™) @ ATA%

U notaciji na koju smo navikli za Poincareovu grupu ova tvrdnja glasi (A!, 1)(A?, z5) =
(A'A% 21 + Alwy(AY)™1), $to nam je dobro poznato®. Za grupovnu algebru stoga
mozemo zakljuciti CP = CL > CT, $to je verzija relacije (2.15) na razini grupovne

algebre. Slicna stvar se moze pokazati na razini omotacke algebre, gdje (4.7) postaje

h>t= h(niS(h(g)), teU(T)CU(P), heU(so(1,3)) C U(P). (4.9)

Ova formula se za grupovni antipod reducira na (4.7). Poincareova algebra djeluje

dakle na algebru translacija i za omotacku algebru imamo
U(P)=U(T) > U(so(1,3)). (4.10)

U navedenim cross — product algebrama imamo samo algebarsku strukturu bez ko-
produkta i antipoda. Kako smo u domeni Hopfovih algebri, prirodno je postaviti pita-
nje kada ce cross-product-algebra imati koprodukt, odnosno biti bialgebra ili Hopfova

algebra? Prvi korak je konstruirati cross-coproduct koalgebru:

4>Ponekad naidemo na nesto drukéiju verziju: (A!, z')(A2,22) = (A'A% 2! + A222), no ovo vrijedi
u cetverovektorskoj reprezentaciji u kojoj su elementi Poincareove grupe i matrice (Lorentzova grupa,
jesu operatori) i vektori (grupa translacija, nisu operatori) pa strogo govoreéi ovo nije ni reprezenta-
cija.
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Definicija 4.7. Neka je H bialgebra ili Hopfova algebra, a C desna H-komodul koalge-

bra. Definiramo desnu cross-coproduct koalgebru H »v< C' na H ® C's koproduktom
= by @'V @b ® e, dh®@c)=eh)e(o)
Dokaz: Provjerimo koasocijativnost:

(id® A)A(h ® c)
1= (1d ® A) (h ca )(T) ® h(g)c(l)@) ® C(2))

2=MU®QM ( ?) @ con <M2 ) ' @ e
s = hay @ e ®thD<p?Q> ®hBQU u<>2®<>

s = ha) ® ey @ hiyey V) ® e @ higyen)Pe® @ ¢

s = hy ® ey ® hayeam™®

Nt
\/

@ ey ® heam@ene® @ ag
s = hayw @ cy® 1)@ @ by cwyPn® @ ey @) ® heewy® @ ce)
_ (A ®id)A(h o).

U prva dva retka smo raspisali koprodukte po definiciji. U treCem smo prvo iskoristili
kompatibilnost produkta i koprodukta u H imajué¢i na umu da elementi sa supers-
kriptom (1) leze u C, a (2) u H, a zatim smo iskoristili koasocijativnost H i C' te
u skladu s time preimenovali indekse. U Cetvrtom smo iskoristili (4.4), a u petom
smo preimenovali subskripte prema koasocijativnosti u C. U Sestom smo primijenili
svojstvo komodul koalgebre (4.5), a zadnju jednakost lako dobivamo raspisivanjem.

Dokaz za kojedinicu je trivijalan. O

Sada smo u poziciji da cross-product algebru nadogradimo u bialgebru odnosno

Hopfovu algebru.

Teorem 4.8. Neka su A, H bialgebre, gdje je A lijeva H-modul algebra te je H desna

A-komodul koalgebra. Ovi uvjeti dani su preslikavanjima
a:HeA— A, oh®a)=hea, B:H—->HA Bh) =Y Ve
Ako su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

e(hra) =e(h)e(a), A(hra)= Z hayM > agqy @ by @ § D (hy b ag))
B =1@1, Algh) = X g™ ®g<1)<2> (905 1®). (411)
ZMﬁD®Wm>®<m”=th @ h@y® (hez v a)

za sve a,b € Ateh,g € H, tada A > H te A »< H tvore bialgebru koju zovemo lijeva-

desna bicrossproduct algebra pridruzena kompatibilnim (ko)djelovanjima i oznacavamo
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jus Awa H. Ako su A, H Hopfove algebre, tada je to i A »« H s antipodom

Sawh) =Y (1 ® Sh®> (S (ah@) ® 1) . (4.12)

Dokaz: Asocijativnost i koasocijativnost slijede iz prethodne dvije definicije, re-

dom. Pokazimo prvo kompatibilnost produkta i koprodukta:

A((la®@h)(b® g)) = A (a (hay>b) ® heyg)
v=aq) (hay 2 b)) ® (heg) 4, D ® ae) (hay b)) (he9) o) ® @ (he)g) 4,
2= aq (hu)@ > b)) @ (hiag)

@ahn)® (he) > be) (h >9<1> ® © hge

s = aq) ( o b(l)) ® ho Vg™

@aphn® (he > be) honm® (hee > 90®) @ hoge
o= aw (e bu)) @ h<3>(”9 nt

Bag) ( be) hoy@hes'® <h<4> > 90 ) © hgea

5= Q1) < 1)> )(T)

®a) (h< >b<2>) hz) (h@) > 90®) @ hayg

o= aqy (b Doy o b >®h >(T)
®a<2>h (h > b) (b > 90 ) © hage
= aq (ho Vo o b)) © oD egn®

@agho® h<2> > (b)) @ hiogea

o= ((aw © hy®) @ (a@hny® @ he) ) (b @ 50 ) © (b9 ® @ ge) )
o= (Ala®h))(A(b @ g)).

U nultom retku smo raspisali produkt prema definiciji 4.6, a u prvom koprodukt
prema 4.7 te smo primijenili kompatibilnost produkta i koprodukta u prvom i tre¢em
faktoru. U drugom retku smo primijenili prvi od uvjeta (4.11) na prvi i treéi faktor te
renumerirali 4 ¢lanove po koasocijativnosti. U tre¢em retku primijenili smo drugi od
uvjeta (4.11) na drugi i tredi faktor, a u Cetvrtom treé¢i uvjet na prvi i treci faktor. U
petom retku iskoristili smo svojstvo komodul koalgebre (4.5) za H u prva tri faktora
te renumerirali. U Sestom smo ponovno primijenili tre¢i uvjet iz (4.11) na prvi i
tre¢i faktor. Sedmi redak je primjena uvjeta H-modul algebre iz definicije (1.13) na
tre¢i faktor. U osmom retku prepoznali smo produkt na (A » H) ® (A » H), a

u devetom ponovno primijenili definiciju koprodukta iz 4.7. U slucaju da su A, H
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Hopfove algebre, za antipod vrijedi

(id® S)A(a® h) = (a(1) ® h(1)® S (a(z)hu)@) ® h(2)>
— (a @ hy®) (1@ She®) (S (a :
= (a@ @ by DSk ™) (S (a@ho @he®) @ 1)
= (a@ @ MV )Sh ) ) (S E :

= (a@ ®1) (S (a(z)e(ha))h@) ® 1)

= (a@) ®1) (Sa@) @ 1) e(h) = e(a)e(h).

U prva dva retka smo raspisali koprodukt i antipod po definiciji, a u tre¢em iskoristili
asocijativnost u A >1 H. U Cetvrtom retku koristili smo svojstvo komodul koalgebre
(4.5) te svojstvo antipoda za h("). U petom retku smo ¢(h(")) pomaknuli u desni anti-

pod pa u Sestom primijenili (4.5) te svojstvo antipoda za A. O

Sada znamo kako mozZemo ranije izvedenu Poincareovu cross-product algebru pre-
tvoriti u Hopfovu algebru. Potrebno je specificirati desno kodjelovanje algebre trans-

lacija na Lorentzovu algebru. Uvijek je dostupan trivijalni izbor,
Bly=1®1, VIieU(so(1,3)), 1e€U(T). (4.13)

Posto su svi elementi primitivni, tj. koprodukt im je oblika Ar = z® 1+ 1 ® x, raspisi-
vanjem uvjeta (4.11) lako se uvjerimo da su oni ispunjeni. Algebre U(7") i U(so(1,3))
su Hopfove pa je i njihov bicrossproduct Hopfova algebra prema prethodnom teoremu
i mozemo pisati

U(P)=U(T)w» U(so(1,3)). (4.14)

4.3 k-Poincare i k-Minkowski

Trivijalno kodjelovanje algebre translacija u prethodnom potpoglavlju kompatibilno
je u smislu bicrossproducta s djelovanjem Lorentzove algebre na translacije. Namece
se pitanje postoje li netrivijalno kodjelovanje kompatibilno s nekim novim djelova-
njem takvo da se dobiveni bicrossproduct u limesu svodi na Poincareovu algebru?
Najpoznatiji primjer takve algebre je x-Poincare algebra za koju je Shahn Majid
1994. godine pokazao da ima strukturu bicrossproducta daju¢i djelovanje i kodjelo-
vanje iz kojih se moze rekonstruirati [46]. x-Poincare algebra bila je poznata ve¢ od
1991. godine iz rada Lukierskog i suradnika [32]. Cilj ovog potpoglavlja je prika-
zati djelovanje i kodjelovanje koje vodi na x-Poincare algebru, a izvor kojim ¢emo
se posluziti je [46]. Ne¢emo dokazivati uvjete (4.11) niti raspisivati relacije iz ovog

rada, nego ¢emo samo navesti najbitnije korake i relacije.
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Prije nego napiSemo definiciju x-Poincare algebre potrebno je uvesti pojam pr-
stena formalnog reda potencija i Hopfove algebre nad njim. To ¢e nam omogudciti
generalizaciju Liejeve algebre u kojoj komutator viSe ne mora biti linearna kombina-
cija elemenata, ve¢ moze biti nelinearan*® u obliku reda potencija elemenata u nekoj
varijabli h. Varijabla h sluzi kao pomo¢ni alat i pomaZze nam da formule shva¢amo

“red po red” u h, a kasnije ¢emo ju identificirati s Planckovom skalom.

Definicija 4.9. Komutativni prsten kompleksnog formalnog*’ reda potencija definiran
je kao skup [49]

C[[n]] = {i cph™ e € C}

n=0

s mnogenjem i gbrajanjem slicnim onima za polinome:

i c h"™ + i d,h" = i (cn +dy)R"
n=0 n=0 n=0
(S (S0r) 35 ()
n=0 n=0 n=0 k=0

Analogno pojmu vektorskog prostora nad poljem definiramo R-modul nad prste-

nom R. Aksiomi su identi¢ni onima za vektorski prostor uz zamjenu polja s prstenom.

Primjer 4.10. Neka je V vektorski prostor nad C. Definiramo V'[[h]] kao C[[h]]-modul

koji se sastoji svih redova u h s koeficijentima iz V':
VI[h]] = {Zvnh" Lo, € v}
n=0
sa gbrajanjem i mnozenjem

Zzozo vnh" + Ziio wyh" = Eiio (Un + wy) A"

- - - . (4.15)
(ano cnh™) (ano v, h") = Zn:o (Zk:o CrUn—1) I,

gdje su v, w, € C.

Ovaj primjer nam omogucuje da omotacku algebru (koja je prije svega komplek-
sni vektorski prostor) promoviramo u C[[h]]-modul. Koprodukti u nedeformiranoj

omotackoj algebri su primitivni pa je sljedeca propozicija vrlo korisna u praksi:

Propozicija 4.11. Neka je N element Hopfove algebre H nad C[[h]]. Ako je AN =
N®1+1® N, onda je Ae"N = "N @ N,

46Zapravo je i dalje linearan, ali u kontekstu C[[h]]-modula.
47Rije¢ formalno se koristi jer ovaj red ne mora biti nuzno konvergentan.
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Dokaz: Vrijedi

AN — i A(hN)" Z (AN®1+1®AN)" INOIHIOAN _

AN®1 o 10hN
e
o ®

e

u algebri tenzorskog produkta 7'(H)[[h]] iz primjera 1.2 (T'(H) je sada C|[h]]-modul).
Koristili smo da je A homomorfizam algebriida hN ®11i1®hN komutiraju u algebri

tenzorskog produkta. Iz BCH formule proizlazi
ohN®1I@AN _ (ehN @1) (1 ehN) _ N g N

Sli¢no kao Sto element Liejeve grupe dobivamo eksponenciranjem elementa Liejeve
algebre, tako koprodukt u omotackoj algebri daje koprodukt grupovne algebre pri
eksponenciranju. O

Sada dajemo definiciju x-Poincare algebre P,:

Definicija 4.12. x-Poincare je Hopfova algebra nad C[[1]]. Algebra translacija P, i
rotacija M; ostaje ista kao i u Poincareovoj algebri, no (u ovoj bazi) mijenjaju se potisci
N;:
[P,,P,] =0, [M;,M,]=ejM,
[M;, Pj] = €1 Py,  [Mi, Pyl =0
[MZ-,N]-} = eijk]Vk
[Ni, ] = P, [N;, Pj] = 6;jssinh £,

[Ni, Nj} = —€ijk (Mk COSh% — ﬁpkﬁ]\_j) .

Ovdje je r konstanta dimengije mase za koju se ocekuje da je reda veli¢ine Planckove
mase. Vidimo da se u limesu k — oo (ekvivalentno evaluiranju u nultom redu u %)

algebra svodi na Poincareovu. Koprodukt je

APy=Py@1+1@ Py, AM;=M®1+1® M,
AP, = P.@en +e 2 @ P, (4.16)
N N Py _b N €iik Po _b
AN = N;@est + e @ N+ 32 (B @ Myew +e %M, 0 ).

Antipod je

=3

S(Py) = —F, S(P)=-P, S(M;)=-M; S(N;)=-N;+ ﬁPi.

Primjec¢ujemo da translacije tvore Hopfovu podalgebru U(T'), u koproduktu de-
formiranu ¢lanom e2¢ u odnosu na standardnu omota¢ku algebru algebre translacija
U(T). Analogno faktorizaciji Poincareove algebre na bicrossproduct iz prethodnog
poglavlja, o¢ekujemo da Lorentzova algebra U(so(1, 3)) djeluje na U(T), teda U(T),
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kodjeluje na Lorentzovu algebru.

Ove operacije najprirodnije je zadati u bicrossproduct bazi:

0 €ijk L)

P — P = Pz'eféi'g, N; = N; = Nieiéi 5 M;Pye™ 2,

K

a preostali generatori ostaju isti. Desno djelovanje U(so(1,3)) na U(T), je

Py<aM; =0, FB<aN,=-P,
A M — e N g (51— oY) 1B 4 1pp
Pz < M] = Ez]k,])ky PZ < Nj = 5” > 1 e w + o + HPZ’]DJ'

Lijevo kodjelovanje U(T'),, na U(so(1,3)) je
_BR €ijk
B(M;)=1®M;, B(N;)=e = ®Ni+7pj®Mk-

Konvencija za lijevo/desno suprotna je od one u prethodnim teoremima.

(4.17)

(4.18)

Teorem 4.13. Djelovanje i kodjelovanje definirano jednadzbama (4.17) i (4.18) za-

dovoljavaju uvjete (4.11). Dobivena bicrossproduct algebra U(so(1,3)) « U(T), je

k-Poincare algebra u bicrossproduct bazi. Eksplicitno,

[Po,P;] =0, [M;, M| =ejxMy, [Ni,Nj|=—€jpMy,
[Po, M;] =0, [P, M;] = €1 P,

2Py

PN = —Pi [PuNi] = =0 (5 (1) + £72) + 177
Koprodukt je

AP, =P ®@1418P), AP,=P,@l+e 2 @P,

AN, =N;®1+e ® QN+ P @ My, AM;=M;®1+1® M,

K

Antipod je
Py

S(Py) =—Fy, S(Pi)=—e=P;
S(M;) = —M;,  S(N;) = —e* N, + Leyu P M.

Dokaz: Treba pokazati da vrijede (4.11) Sto mozemo dobiti direktnim uvrstavanjem.

Pritom se koriste BCH formula i propozicija 4.11.

O

Prostor na koji P, djeluje kovarijantno prirodno je definirati kao dual omotacke

algebre translacija, U(7)%. U to se moZemo uvjeriti koriStenjem propozicije 4.5 za ne-

deformiranu algebru translacija. Odgovarajuca Liejeva grupa za tu algebru je (R, +),

a funkcije nad njom su upravo funkcije na standardnom Minkowski prostoru. Struk-
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tura U(T)* odredena je u potpunosti dualnim uparivanjem*® iz propozicije 4.5:

o 0

;" g

(PP 2 4 () 2) = f ( )¢<o,0>, 4.19)

gdje : f : oznacava normalno uredenje sa svim faktorima z, na lijevoj strani. Nor-

malno uredenje posljedica je Poincare-Birkhoff-Wittovog teorema iz fusnote 11.

Teorem 4.14. x-Minkowski prostor definiramo kao dual deformirane Hopfove algebre

translacija i ognacavamo ga s U(T)%. To je nekomutativni prostor koji zadovoljava

[.I',L',IE]'] = O, [xg,mi] = —% (420)

Nadalje, U(T')% je Hopfova algebra uz
Azy =2, @1+ 1@ 2, S(xu) = —ap.

Dokaz: Prvo dokazujemo koprodukte. Prema propoziciji 4.2 koprodukt dobivamo
kao

(PuPusxp) = (P (7) (1) (Pos (T,)(2))-

Lijeva strana je simetri¢na na zamjenu p <> v (algebra translacija je komutativna)

pa koprodukt Az, mora biti kokomutativan. Ova jednadZba se prema (4.19) prevodi

02 0 0
%%Z a—%(%)u) 8_95,,(%>(2) :

Iz kokomutativnosti, strukture indeksa i Cinjenice da je lijeva strana dobivene jed-

kao

nadzbe nula slijedi
Az, =2,01+1Rz,.

Antipod i kojedinica slijede trivijalno.
Za algebru pokazujemo samo valjanost [z, x;]. 1z propozicije 4.2 za t € U(T),
vrijedi
(t, ows) = (t(1), To)(t(2), )
pa imamo

(t, [zo, zi]) = (L), @o) () i) — (L), ) (E(2) To)-

Koprodukt elementa ¢ = F, je prema prethodnom teoremu kokomutativan pa za

“8Hopfova algebra U(T), nije omotacka algebra neke Liejeve algebre posto nije kokomutativna, ali
ispada da isti recept funkcionira [46].

73



njega desna strana i$¢ezava. Promotrimo Sto dobivamo za t = P;:

(P}, [xo, z5]) = ((Pj) 1y, ©0) ((Ps)2), i) — {(Pj) ), i) ((P}) ), To)-
Posto je AP; =P; @ 1+ e ® P;, imamo
(P, [0, 2:]) = (Py, 20} (1, 23) — (P, i) (1, 0) + (€7 =, o) (P, ) — (e =, 2:) (P, o).

Prema propoziciji 4.2 faktori (1, z,) su e(x,) = 0 pa prva dva ¢lana iS¢ezavaju. Zadnji

clan takoder iscezava jer je prema (4.19)

. s Vv P v . . . .o
Preostaje tre¢i ¢lan s faktorom (e~ , x) ¢&iji je razvoj u formalni red potencija

_ R Py i)
<€ ® ,370> = <1,$0> + <—?,I0> + <ﬁ7m0> + .

Prvi ¢lan je e(z) pa iS¢ezava, a za treéi vrijedi (P}, z) = 52720 = 0. Preostaje dakle
0

samo drugi ¢lan koji se evaluira u —1,
1
Desna strana iS¢ezava za j = 0 kako i treba pa sveukupno imamo
1
<7)u7 [x07 I’ZD - _E<P,ua xz>

Posto P, tvore bazu algebre translacija, moZemo pisati

l’A
[Io, l‘z] = —;Z

O
Opcenito, za Hopfovu algebru H i njoj dualnu H* kanonsko djelovanje H na H*
definiramo s h> ¢ = (h, ¢))d(2), gdje suh € H, ¢ € H*. U slucaju algebre translacija
vrijedi dakle
t>x = (t,r0)r@2), zeUT), teU(T)..

K?

Iz (4.19) eksplicitno slijedi

0
¢(xi7x0) Y POD 3¢($i,$0) = 8;50

Pir> 0 (24, 20) = o7
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Zanemarimo li normalno uredenje, ovo je do na fazu identi¢no klasi¢cnom djelovanju
iz (2.16).

Prema jednadzbi (4.9) U(so(1,3)) djeluje na U(T), s desna. Prisjetimo se da
smo zamijenili lijevo/desno u odnosu na (4.9) i da nismo deformirali djelovanje
u k-Poincare konstrukciji. Ovo desno djelovanje dualizira se kao lijevo djelovanje
U(so(1,3)) na U(T): prema definiciji

(t,h>x) == (t < h,z), teU(T),, heU(so(1,3)), z=eU(T):.
Uvrstavanjem dobivamo
MZ'D.CE]' = €ijkTk, Mil>33'0 = O, MDxO = —Zy, MD:EJ' = _5ijx0'

Prisjetimo se da je U(T), prema pretpostavci teorema 4.8 desna U(so(1, 3))-modul
algebra pa je U(T); lijeva U(so(1, 3))-modul algebra. To zna¢i da vrijedi ¢t > z,x, =
(ta) > x,)(t2) > x,) pa koristec¢i koprodukte iz prethodnog teorema i djelovanja iz

(4.21) moZemo izracunati i djelovanja U(so(1,3)) C P, na produkte koordinata:

M > (ijon) = —5Z]l’% — X%,
1
M > (I'O:Cj) = —(SUSL’% — XX + ;513‘1’0,
1
M > (J]Jl’k) = —(5ijx0xk — 6z'k:xjx0 —+ - (6kaj — 5]kxz) s

1
Ni> (23) = —w0 — ToT; + ~;.

Uvrstavanjem u ova djelovanja lako se uvjerimo da je Lorentz invarijantna metrika
za ovaj prostor

T2 — 3+ ~x0.
K

Ovo je Lorentz invarijantna metrika u smislu funkcije koja ostaje nepromijenjena
djelovanjem operatora N;, M;. Valja napomenuti da promjenom koordinata z
N; > x funkcija poprima drukdiji oblik. Razlog lezi u tome $to je lijeva strana (4.20)
antisimetri¢ni 2-tenzor, a desna nije jer nosi samo jedan indeks. Tenzorski zapis
komutacijskih relacija bio bi [z, z,] = (a,z, — a,,) slicno kao u [50]. Koordinatno
neovisni zapis metrike stoga mora biti odredena kontrakcija s a,,.

Jedna od posljedica ovakve metrike je promjena disperzijske relacije za svjetlost.
Moze se pokazati [6] da dvije zrake frekvencija razli¢itih za jw stizu do izvora vre-
menski razmaknute za

16t ~ bl
RC
gdje je L udaljenost do izvora, a c brzina svjetlosti. Ovo kasnjenje mozZe se detektirati

ukoliko su dw i L veliki, a vremenska skala na kojoj signal mijenja strukturu mala.
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rk-Minkowski dobro je istrazen u okviru nekomutativne geometrije, teorije polja,
bazdarnih teorija i primjene na fiziku crnih rupa [51] [52] [53] [54] [55] [56] [57]
[58] [59] [60].
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Zakljucak

Kroz prethodna tri poglavlja vidjeli smo kako Hopfove algebre imaju Sirok spektar
uporabe u raznim fizikalnim teorijama.

U drugom poglavlju primijenili smo ih na viSeCesti¢ni sustav anyona i Moya-
lov nekomutativni prostor. Tamo je u prvom dijelu klju¢nu ulogu igrala R-matrica
koja poopcava cesti¢nu statistiku na sustave koji nisu fermionski/bozonski, ve¢ imaju
kompleksnije ponasanje s obzirom na zamjenu Cestica. Moyalov prostor je takoder
imao netrvijalnu R-matricu koja u sebi sadrzi operator impulsa. Ova kvazitriangu-
larna struktura se u teoriji polja na Moyalovom prostoru pojavljuje u obliku faza
ovisnih o impulsu kao dodatnih faktora u vrhovima Feynmamovih dijagrama i od-
govorna je za UV/IR mijeSanje. Bitan alat koji nam je omoguc¢io da dodemo do
Moyalovog prostora je Drinfeldovo zakretanje i star-produkt koji iz njega proizlazi.

U obliku ukorijenjenih stabala, Hopfove algebre kriju se i u kombinatornoj struk-
turi renormalizacije Feynmamovih dijagrama. Upoznali smo i BPHZ proceduru koja
se Cesto koristi neovisno o Hopfovim algebrama.

U Cetvrtom poglavlju ponovno se vra¢amo na nekomutativni prostor, x-Minkowski.
On je kovarijantan s obzirom na x-Poincare algebru za koju smo pokazali da je bicross-
product deformirane algebre translacija i Lorentzove algebre. Ovo je Hopf-algebarska
verzija semidirektnog produkta koji standardnu Poincareovu algebru rastavlja na al-
gebru translacija i Lorentzovu algebru.

Mozemo zakljuciti da su Hopfove algebre fundamentalni alat u teorijama na ne-
komutativnim prostorima. Oni danas ¢ine aktivno istrazivacko podrucje fizike na

Planckovoj skali i korak su prema razumijevanju kvantne gravitacije.
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Dodaci

Dodatak A SimetriCna grupa i grupa pletenica

Dajemo kratki pregled simetri¢ne grupe, uglavnom iz [61]. Simetri¢na grupa n-tog
reda S, je grupa svih permutacija n objekata. Tako S, ima dva, S; Sest, a oplenito .S,
ima n! elemenata.

Grupu S,, moZemo apstraktno predstaviti pomoc¢u n — 1 generatora o; i identitete

e. Element o; permutira i-tu i i + 1. objekt. Generatori zadovoljavaju relaciju

0i0i110; = 0110011 (A.1)

02 0102

Slika A.1: Vizualizacija relacije 010001 = 090102. Obje operacije reduciraju se na
zamjenu prvog i treCeg objekta. [62]

Graficki prikaz ove tvrdnje je na slici A.1. Dvostruka zamjena dva ista elementa

je identiteta:
o} =e. (A.2)

1

Zamjena prvog i drugog elementa pa zatim treceg i cetvrtog (o30;) je identi¢na za-

mjeni treceg i Cetvrtog pa zatim prvog i drugog elementa (o,03). Opcenito,
0,05 = 004, |Z — j| 2 2. (AB)

Jednadzbe (A.1), (A.2) i (A.3) su pravila za generatore simetri¢ne grupe.

Skalarna unitarna reprezentacija grupe S,, generatoru o; pridruzuje broj €.
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Pravilo (A.3) tada je trivijalno zadovoljeno. Pravilo (A.2) vodi na
9]' — 9

Pravilo (A.2) implicira

§ = 0 ili # mod 2.

Neka je o € S,,. Postoje samo dvije skalarne unitarne reprezenzacije:

D'(a) = +1 za sve a,
D?*(a) = sgn(a),
gdje je sgn(«) parnost permutacije koja je dana homomorfizmom sgn : S,, — {1, —1}.
Neparne permutacije su one koje imaju neparan broj generatora kad se faktoriziraju
na najmanji mogu¢i produkt o;.
Izostavljanjem zahtjeva (A.2) dobivamo grupu pletenica (eng. braid group).

Njene skalarne unitarne reprezentacije su dane s
D(o;) =€", 0€]0,2m).

Grupu pletenica koja permutira n objekata oznacavamo s B,,. Izostavljanjem (A.2)
dopustamo da dvostruka zamjena neka dva objekta ne bude nuzno identiteta Sto vodi

na drugacija svojstva u odnosu na S,,.
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