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Uvod

Funkcijske jednadZbe su jednadzbe u kojima su nepoznanice funkcije. U ovom radu
pokazat ¢emo kako se razliite vrste ortogonalnosti pojavljuju u teoriji funkcijskih jedna-
dzbi.

U prvom poglavlju razmatrat cemo pojam ortogonalnosti. U unitarnim prostorima dva
vektora su ortogonalna ako i samo ako je njihov skalarni produkt jednak nuli. Situacija
se mijenja u normiranim prostorima gdje se pojavljuje vise razlicitih vrsta ortogonalnosti,
a u ovom radu definirat ¢emo ih pet: Birkhoff-Jamesovu, jednakokra¢nu, Robertsovu,
Pitagorinu i poluskalarnu ortogonalnost. Ispitat ¢emo koja svojstva standardne ortogo-
nalnosti (ortogonalnosti obzirom na skalarni produkt) ove ortogonalnosti zadovoljavaju.
Uvest ¢emo apstraktni pojam ortogonalnog prostora te ispitati je 1i normirani prostor or-
togonalan obzirom na svaku od ovih vrsta ortogonalnosti. Prvo poglavlje zakljucit ¢emo
navode(i razliCite karakterizacije unitarnih prostora pomoc¢u navedenih tipova ortogonal-
nosti.

U drugom poglavlju ¢emo proucavati Cetiri funkcijske jednadzbe postavljene samo
za ortogonalne vektore. To su, redom, ortogonalno aditivna funkcijska jednadZba, orto-
gonalna Jensenova funkcijska jednadzba, ortogonalna kvadratna funkcijska jednadzba te
d’ Alembertova funkcijska jednadzba. Ispitat cemo koje uvjete neka funkcija mora ispu-
njavati kako bi bila rjeSenje neke od ovih ortogonalnih funkcijskih jednadzbi te ¢emo ta
rjeSenja i prikazati u ovisnosti o prostoru u kojem ona postoje. Posebno ¢emo navesti kojeg
su oblika ortogonalno aditivne funkcije definirane na normiranom prostoru s jednakokra-
¢nom i Pitagorinom ortogonalnosti. Na kraju éemo prouciti i problem oCuvanja razliitih
vrsta ortogonalnosti.



Poglavlje 1

Ortogonalnost

1.1 Normirani, unitarni i ortogonalni prostori

Za razliku od unitarnih prostora u kojima je ortogonalnost jasno definirana, u normiranim
prostorima i opéenitijim strukturama situacija je potpuno drukcija. Naime, u njima postoji
viSe razliCitih definicija ortogonalnosti. Neke od njih navodimo u ovom poglavlju.

Za pocetak, definirajmo unitaran prostor i ortogonalnost vektora unitarnog prostora, a
zatim i normirani prostor.

Definicija 1.1.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F € {R, C}. Preslikavanje s: V X
V — F koje svakom uredenom paru vektora pridruZuje skalar s(x,y) = (x|y) € F naziva
se skalarno mnoZenje na prostoru V ako su ispunjena sljedeca svojstva:

(1) (pozitivna definitnost) (x| x) > 0 za sve x € V, pri cemu je (x| x) = 0 ako i samo ako je
x =0y,

(2) (hermitska simetricnost) {(x|y) = (y| x) za sve x,y € V,
(3) (homogenost u prvoj varijabli) (Ax|y) = A{x|y) za sve x,y € V, L € F,
(4) (aditivnost u prvoj varijabli) (x + y|z) = {(x|z) + {y|z) za sve x,y,z € V.

Skalar (x|y) zove se skalarni produkt ili skalarni umnoZak vektora x i y, a uredeni par
(V,{-|+)) unitarni prostor nad poljem F.

Lema 1.1.2. Za sve x,y € V, A € F vrijedi
(x| Ay = (Ay[xy = Ay x) = Ay |x) = Ax|y)

pa je skalarno mnoZenje antihomogeno u drugoj varijabli. Nadalje, za sve x,y € V vrijedi

xly+2 =0 +zlx)=0ln+lx = @lx)+lx =]y +x]2),

2
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pa je skalarno mnoZenje aditivno i u drugoj varijabli.

Definicija 1.1.3. Neka su x i y vektori unitarnog prostora V. KaZemo da je vektor x orto-
gonalan na vektor y i pisemo x L y ako vrijedi (x|y) = 0.

Napomena 1.1.4. Neka je X unitaran prostor. Relacija ortogonalnosti L definirana ska-
larnim produktom na X zadovoljava sljedeca svojstva:

1. Simetricnost: x Ly =y L x.
2. Homogenost: x Ly = ax L By za sve a, 8 € F.
3. Aditivnost:

(i) (x LyixLlz)=xL1(y+2),

(ii) (xLziylz=(x+y Lz
Navedena svojstva se mogu lako dokazati primjenom svojstava skalarnog produkta:
1. Simetricnost: {(x|y) =0 = (y|x) = ()c—|y> =0.
2. Homogenost: (x|y) = 0 = (ax|By) = aB{x|y) =B -0 = 0.
3. Aditivnost:

@) x|y =x2)=0=(x|y+2=(x|y+{x|2)=0+0=0,
(i) (x|2)=lzy=0=>(x+ylzy ={(x|z2) +(y|z2) =0+ 0 =0.

Definicija 1.1.5. Neka je V vektorski prostor nad poljem F € {R,C}. Preslikavanje
|| -1I: V — R koje svakom vektoru x € V pridruzuje realan broj ||x|| sa svojstvima:

(1) ||Ix|l = 0, pri cemu je ||x|| = 0 ako i samo ako je x = Oy,
(2) |[Axll = 1A] - [l
(3) llx + yll < {lxll + [Iyll,

za sve x,y € V, A € F, naziva se norma na prostoru V. Uredeni par (V,|| - ||) zove se
normirani prostor.

Definicija 1.1.6. Normirani prostor X je potpun ili Banachov prostor ako svaki Cauchyjev
niz elemenata iz X konvergira u X. Potpun unitaran prostor naziva se Hilbertov prostor.

Propozicija 1.1.7. Neka je (V,|| - ||) normirani prostor. Funkcija||-|: V — R je uniformno
neprekidna.
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Dokaz. Za x,y € Vimamo ||x|| = [[(x—y)+yl| < [[x—yl[+lyll iz Cega slijedi |x]|| =yl < [lx—yl|.
Zamjena x iy daje ||y|| — ||x|| < [lx — yl|. Dakle, |||x]| = |lyl|| < ||x — y|| za sve x,y € V. Sada
je jasno da za zadani & > 0 mozemo uzeti 6 = g1 vrijedi (|lx — y|| < 8) = (|||lxl| = IYIl| <
llx =yl < &). ]

Nakon definiranja unitarnog i normiranog prostora, postavlja se pitanje postoji li veza
izmedu njih. U nastavku ¢emo vidjeti kako ta veza postoji, StoviSe, svaki unitaran prostor
ujedno je i normiran. Za pocetak, iskazimo nejednakost koja vrijedi u svim unitarnim
prostorima.

Propozicija 1.1.8. (Nejednakost Cauchy-Schwarz-Buniakowskog) Neka je (V,{-|-)) uni-
taran prostor nad F € {R, C}. Vrijedi

[x I P <(xl0ly), xyeV. (1.1)
Jednakost u vrijedi ako i samo ako su x iy linearno ovisni.

Dokaz. Za x = Oy ili y = Oy jednakost (1.1]) ocito vrijedi. Neka su x,y € V\ {Oy}te 1 € F.
Tada vrijedi

0<(x—Ay|x—Ay) = (x|x)— A [x) = x|y + A |y).

Kako prethodna nejednakost vrijedi za svaki A € F, onda ¢e vrijediti i posebno za
A= 52 Uotimo da je 1 = £ pa stoga dobivamo

0 < (xx) = G5 010 = G X1y + 52 1) = x| x) = G (x1y) -

Mnozenjem prethodne nejednakosti sa (y|y) > 0 i sredivanjem slijedi

1) Y 1y) = xlyy vl x) = (el y) (xely) = [{xly)

Jednakost u (I.T)) ocito vrijedi ako je bar jedan od vektora x i y jednak Oy. Pretpostavimo
da su oba razlicita od Oy. Ako su x i y linearno ovisni, postoji A € F takav da je x = Ay.
Tada vrijedi

[ [y P = [ Iy P = 1P [)? = A [9) = Ay [ ) (v vy = (xx) (vl )

Ako su x iy linearno neovisni, onda za svaki A € F vrijedi x — Ay # 0 §to povlaci strogu

nejednakost 0 < (x — Ay | x — Ay). Posebno, to vrijediiza A = gll i ; pa prethodno provedeni
racun pokazuje da tada vrijedi stroga nejednakost u (1.1)). O

Nejednakost Cauchy-Schwarz-Buniakowskog primjenjuje se u dokazu sljedece propozi-
cije.
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Propozicija 1.1.9. Neka je (V,{-|-)) unitaran prostor. Preslikavanje

x — A/ {x]|x)

s prostora V u polje R je norma na prostoru V.

Dokaz. Za x € V oznaCimo ||x|]| = V(x|x). Provjerimo da preslikavanje || - ||: V — R
zadovoljava sva tri svojstva iz definicije[I.1.5]

Svojstvo (1) slijedi izravno iz pozitivne definitnosti skalarnog produkta. DokaZimo
svojstvo (2). Koriste¢i homogenost skalarnog produkta u prvoj varijabli 1 antthomogenost
u drugoj dobivamo

lAx]] = V{Ax|Ax) = \/17l<xIX> = VAP (x| x)y = (2] Vx| x) = 1] ]l

zasvex €V, 1€F.
Za provjeru svojstva (3) koristimo svojstva hermitske simetri¢nosti i aditivnosti skalar-
nog produkta. Vrijedi

X+ yIP = Cx+ ylx+y) = el x) + Cxly) + 1 x) + 0 1y) = 131 + 2Re (x| y) + Iyl

Kako je Re(x|y) < |Re(x|y)| < [{x]|y)|, a nejednakost Cauchy-Schwarz-Buniakowskog
mozemo pisati u obliku

[<x [y | < lIxlHIyll,
slijedi
[l I < (1P + 201l Iyl + Iyl = el + [ylD?.

O

Sada zaklju¢ujemo da je svaki unitaran prostor i normiran. JoS kazemo da je norma
oblika ||x|| = v(x|x) inducirana skalarnim produktom. Prirodno je pitati se vrijedi li obrat,
odnosno moze li se u normiranom prostoru uvesti skalarni produkt koji inducira upravo
pocetnu normu.

Pretpostavimo da je (X, (- | -)) unitaran prostor. Za x,y € X imamo

o+ YI1P = (x +ylx+y) = (x| x) + (x|y) + Gl + Oy,

lx = YIP = (x =y lx=y) = (xlx) = (xly) = v [0 + O 1y)

Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo tzv. jednakost paralelograma:

[l + I+ lbe = yIP = 201 + 2001, x,y € X (1.2)
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Lako se provjeri da vrijedi 1
(xlyy = gllx + Y17 = gllx =P, (1.3)
ako je F = R, odnosno
(xlyy = gllx + Y17 = lbe = I + fle + ivllP = il = iyl (1.4)

ako je F = C. Prethodne dvije jednakosti pokazuju da u svakom unitarnom prostoru
skalarni produkt moZemo rekonstruirati iz navedene norme. No, u normirani prostor mo-
Zemo uvesti skalarni produkt, koji inducira poc¢etnu normu, samo ako norma zadovoljava
jednakost paralelograma (|1.2)) Sto dokazujemo sljedec¢im teoremom.

Teorem 1.1.10 (Jordan — von Neumann). Ako norma || - || na prostoru X zadovoljava je-
dnakost paralelograma ([I.2)), onda je sa

Celyy = 5 (Il + 1P = llx = yiP), (1.5)
dan skalarni produkt na X, u slucaju da je X realan prostor, odnosno sa
ety = 3 (b +3IP = lle = 12) + 4 (Il + il = lx = iyIP), (1.6)
u slucaju da je X kompleksan prostor. U svakom od ta dva slucaja je

x> = (x| x). (1.7)

Prvo ¢emo dokazati lemu koju ¢emo koristiti u dokazu teorema.

Lema 1.1.11. Ako funkcija f: X — F ima svojstvo da je

Ja+y)+fx-y) =2f(0) +2f(), xyeX, (1.8)

onda je funkcija

Sx,y)=fx+y) - f(x—y) (1.9)

biaditivna, odnosno aditivna u svakom argumentu.

Napomena 1.1.12. Funkcije koje zadovoljavaju jednadibu nazivaju se kvadratne
funkcije, a jednadzba naziva se kvadratna funkcijska jednadzZba. Primijetimo da
funkcija koju uobicajeno nazivamo kvadratnom funkcijom, tj. funkcija f: R — R zadana
sa f(x) = ax’ + bx + ¢, gdje su a, b, c € R, zadovoljava ako i samo ako je ¢ = 0.
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Dokaz. 1z za x = y = 0 dobivamo f(0) = 0, a za x = 0 dobivamo f(-y) = f(y), pa
zakljuCujemo da je f parna funkcija. Za x,y, u € X imamo:
S(x+y,2u) = f(x+y+2u)— f(x+y—2u)
=flx+w++w]+ flx+u) - +u)]
—fla-w+-w]-flx-w--w]
= [2fGc+w) +2f O+ w] = [2f(x —w) + 2f(y — w)]
=28 (x,u) + 25 (y, u).

Odavde zay = 01 x = z dobivamo S (z, 2u) = 25 (z, u), Sto za z = x + y povlaci
Sx+y,u)=Sxu) +SO,u).
Na isti nacin dobiva se 1 aditivnost funkcije y — S (x, y). i
DokaZimo sada Jordan — von Neumannov teorem.
Dokaz. Funkcija

[l + 3P = llx = yIP

) (1.10)

S(x,y) =

je aditivna u prvoj varijabli jer funkcija f(x) = illx“2 zadovoljava uvjete leme|1.1.11} .
vrijedi:

fG+y) + fx=y) = Hx+ ¥ + 3l =yl

= 4 (e + 1P + 1 = yIP)

= 3 (2N + 211y1P)
=2 3P +2- 3P
=2f(x) + 21 (y).
Primijetimo da je S (x,y) = S(y,x) zasve x,y € X tedaje S(x,x) = ||x|* > 0zasve x € X i

S (x, x) = 0 ako i samo ako je x = 0. Preostaje dokazati homogenost za $to nam je potrebna
sljedeca lema:

Lema 1.1.13. Svaka aditivna funkcija f: X — R, gdje je X realan vektorski prostor, je
racionalno homogena funkcija. Ako je f i neprekidna, tada je ona (realno) homogena
Sfunkcija.
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Dokaz. Ako je f aditivna funkcija, matemati¢kom indukcijom se lako dokaZze da je f(nx) =
nf(x) za sve n € N. Isto tako, f(0) = 0 jer je

J0) = f(0+0) = £(0) + f(0) = 2f(0).

Sada imamo
S+ f(=x) = f(x—x) = f(0) =0,

paje f(—x) = —f(x), iz Cega slijedi f(—nx) = —nf(x), odnosno f(mx) = mf(x) za sve
m € Z. Uvrstimo li ﬁ umjesto x, dobivamo

£(2)=Lrw).
1 konacno
£(2x) = mf () = 200,
iz Cega slijedi racionalna homogenost funkcije f.
Za svaki A € R postoji niz (g,) € Q sa svojstvom lim, g, = A. Ako je f neprekidna,

tada je
(A2 = fllimg,x) = lim f(g,x) = lim g, f(x) = Af(2),

pa je f homogena funkcija. O

Prema lemi [I.1.13] svaka neprekidna aditivna funkcija f: X — R, gdje je X realan
vektorski prostor, je linearan operator. Ako je X kompleksni prostor, tada vrijedi f(Adx) =
Af(x) zasve x € X1isve A € R, ali ne nuzno i za sve A € C. Na primjer, funkcija f: C —» C
definirana sa f(z) = 7z je aditivna i neprekidna, ali iako je realno linearna, nije kompleksno
linearna. Medutim, f(Az) = pl f(z) za sve A,z € C. Ako su X i Y kompleksni vektorski
prostori, tada za C: X — Y kazemo da je konjugirano linearan operator ako je aditivan i
C(Ax) = AC(x) zasve x,y € Xid e C.

Funkcija x — S(x,y) je aditivna, a zbog neprekidnosti norme je 1 neprekidna. Lema
1.1.13|sada povlaci S (dx,y) = AS(x,y) za sve x,y € X, 4 € R. Ako je X realan prostor,
dokazali smo da je S : X X X — R skalarni produkt na X.

Ako je X kompleksan prostor, najprije uo¢imo da je

S(x,iy) =

(Il + iyIP = I1x = iyIP)

(Il = ix + Y =11 = ix = yIP)
= —1 (llix + YIP = llix = 1)

= =S(ix,y),

1
4
1
4
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za sve x,y € X. Promatrat ¢emo funkciju B: X X X — C definiranu sa
B(x,y) = S(x,y) +iS(x,iy).
Kako je S aditivna u prvoj varijabli, to je i B aditivna u prvoj varijabli. Nadalje,
B(x,y) = S(x,y) = iS (x,iy) = §(x,y) + iS (ix,y) = S (¥, x) + iS (3, ix) = B(y, x),

za sve x,y € X. Primijetimo da iz S(x,iy) = —S(ix,y) slijedi S(x,ix) = =S (ix, x), a
kako je S simetricna, to je S(x,ix) = S(ix,x) pa zakljuCujemo S(x,ix) = 0. Zato je
B(x,x) = S(x,x) = ||x]> > 0 za sve x € X i B(x, x) = 0 ako i samo ako je x = 0. Za svaki
A=u+iveC, u,veR, imamo

SAx,y) =S (ux+ivx,y) = S(ux,y) + S(@vx,y)
= uS (x,y) +vS(ix,y) = uS (x,y) — vS (x, iy),

pa je
B(Ax,y) = S(Ax,y) + iS (Ax, iy)
= puS (x,y) — vS(x,iy) +iuS (x, iy) + vS (x, y)
= uB(x,y) + ivB(x,y)
= AB(x, y).
Dakle, B: X X X — C je skalarni produkt na X. O

Navest ¢emo nekoliko primjera prostora koji su normirani, ali nisu unitarni.
Primjer 1.1.14. Normirani prostori koji nisu unitarni:
(1) R" |l - llo), gdje je |Ixllo = max{lxy, ..., |xul}.
(2) R |- 11, gdje je |lxlly =[x + - - + |x,].

Prije definiranja razlicitih tipova ortogonalnosti u normiranim prostorima, uvest ¢emo
apstraktnu ortogonalnost kao binarnu relaciju na vektorskom prostoru.

Definicija 1.1.15. Neka je V vektorski prostor nad F € {R,C} i L binarna relacija na V
koja zadovoljava sljedeca svojstva:

(1) x L Oy, Oy L xzasvakix eV,
(2) ako za x,y € V\ {0y} vrijedi x Ly, tada su x i y linearno neovisni,

(3) ako za x,y € V vrijedi x Ly, tada je ax L By za sve a,8 € R,
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(4) ako je P dvodimenzionalni potprostor od V, x € P, 1 € R*, tada postoji y € P takav da
jex Lyix+y L Ax—y.

Prostor (V, 1) nazivamo ortogonalni prostor.

Propozicija 1.1.16. Svaki unitaran prostor (X, {:|-)) nad F € {R, C} je ortogonalan obzirom
na standardnu ortogonalnost.

Dokaz. Provjerimo da preslikavanje (-|-) : X X X — F zadovoljava sva Cetiri svojstva
definicije ortogonalnog prostora.
Neka je x € X te neka je (x|0x) = @ € F. Tada je

@ = (x]0x) = (x[0x + 0x) = (x[O0x) + (x[0x) = @ + a,

pa je nuzno a = 0. Ocito isto vrijedi 1 za (Ox | x) = 0. Dakle, x L Ox10x L x.

Neka su x,y € X \ {Ox} takvi da je (x|y) = 0. Pretpostavimo da je x = uy za neki
ueF u+0 TadajeO = (uy|ly) = u{yly) pajey = Ox ili g = 0O Sto je suprotno
pretpostavci. Dakle, x i y su linearno neovisni.

Svojstvo (3) slijedi izravno iz svojstva homogenosti standardne ortogonalnosti.

DokaZzimo svojstvo (4). Neka je P dvodimenzionalan potprostor od X, x € Pi A € R".
Kako je dim P = 2, to postoji e € P takav da je P razapet sa x i e. Definirajmo vektore
z=e-— (xle)ﬁ iy= \//_lllxllﬁ. Tada je
(x]x)

W=<XI€)-(XI€>=0

(x]2) = (x|e - (x| e) ) = (x| e) = (x|e)

pajei (x|y) = (x| VAlxlZ) = VAlIxISL2 = 0. Kako je ¢y|y) = A Il to je i

(x+ylAx=y) = Ax|x) = (x|y) + 2100 = 1y) = A = Il = 0.

1.2 Birkhoff-Jamesova ortogonalnost

Definicija 1.2.1. Neka je (X, || - ||) normirani prostor nad poljem F € {R, C}. KaZemo da je
vektor x € X ortogonalan na vektor y € X u Birkhoff-Jamesovom smislu i pisemo x Lp; y
ako za svaki A € F vrijedi ||x + Ay|| > ||x]|.

Ako je X unitarni prostor, tada je Birkhoff-Jamesova ortogonalnost L g; ekvivalentna
standardnoj ortogonalnosti u unitarnom prostoru. Dokazimo tu tvrdnju.
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Propozicija 1.2.2. Neka je (X, {-|-)) unitaran prostor nad F € {R, C}. Tada za sve x,y € X
vrijedi
(x|yy =0 x Lpyy.

Dokaz. Neka je || - || norma na X inducirana skalarnim produktom (-|-). Tada je, za sve
x,y € Xisvaki A € F,

llx + I = (x+ Ay x+ )

= (x| x) + A x) + x| y) + AP 1y
= |IxX|* + Ay | x) + x| y) + [Py

Ako je (x|y) = 0, tada prethodna jednakost postaje
llxc + Y17 = (1P + [Py = (1,

pajex Lg;y.
Obratno, ako je x Lp; y, tada za svaki A € F vrijedi

2 2
llx + Ayll” = [lxdl”,

Sto je ekvivalentno sa

Ay |2y + x| y) + APIIP > 0, (1.11)
za svaki A € F. Bez smanjenja opCenitosti, pretpostavimo y # 0 i uzmimo
_ &y
I
Tada nejednakost (I.11]) postaje
2
WP
[yl
odakle zakljuCujemo da je (x|y) = 0. O

Lema 1.2.3. Za Birkhoff-Jamesovu ortogonalnost vrijedi svojstvo homogenosti:
XxLlpry = ax Lp By, «a,BeF

Dokaz. Neka je x Lp; y, odnosno ||lx + Ay|| > ||x||, za sve 4 € F. Neka su a,8 € F
proizvoljni. Bez smanjenja opéenitosti smijemo pretpostaviti da je @ # 0. Tada vrijedi

llaxl] = lal - [lxl < lal - |lx + Y]l = llex + dayll, A €F. (1.12)

Neka je u € F proizvoljan. UvrStavanjem A = ”;B u 1| dobivamo ||ax]|| < |lax + uByll,
zasve u € F. Slijedi ax Lg; By. i
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Svojstvo simetri¢nosti Birkhoff—-Jamesove ortogonalnosti op¢enito ne vrijedi. Uzmimo
na primjer prostor (R?,|| - ||). Neka je x = (1,1),y = (1,0) te A € R. Tada je
llx + Ayl = [I(1, 1) + AL, 0l = [I(1 + 4, DIl = max{|]1 + 4], 1} > 1 = ||x[|.
Dakle, x Lp; y,aliy Lp; x jer je
ly = 50l = 1(1,0) = 5(1, DI = IG5, =l = 5 < L=yl

Aditivnost Birkhoff-Jamesove ortogonalnosti nije opéenito zadovoljena S$to ¢emo ta-
koder pokazati primjerom. Promotrimo normirani prostor X = (R2,|| - ||l) i neka su x =
(1,1),y = (-1,0)iz = (0,—-1). Lako se provjeridaje x Lp; yix Lgyz,alix Lg;y+2z.
Naime, x Lp; y jer za svaki A € R vrijedi

llx + Ayl = [I(T, 1) + A(=1, 0l = [|(1 = A, DIl = max{[l — 4], 1} = T = [|x]l.
Takoder, x Lp; z jer za svaki A € R vrijedi
llx + Azl = [I(1, 1) + A0, =Dl = JI(1, I = DIl = max{1, |1 = Al} = T = [|x]].
Medutim, x Lg; y + z jer je
lx+ 30+ 20 =11, D+ 35(-1,-DlIl = IG5, DIl = 5 < T = [lxll.

Propozicija 1.2.4. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad poljem F € {R, C}. Tada za svaki
X € erijedi X Llpy OX lOX 1y x

Dokaz. Kako za svaki A € F vrijedi
llx + AOx|l = |IxIl = {lxl,
10x + x|l = l|lAx]l = || Ix]| = O = [|Oxll,
tOjeXJ_B] OxiOX 1pyx. O

Propozicija 1.2.5. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad F € {R, C}. Ako za x,y € X \{0x}
vrijedi x Lp;y, tada su x i y linearno neovisni.

Dokaz. Neka je x Lp; y. Pretpostavimo li da je x = uy zaneki u € F, u # 0, tada je
0 = lluy — pyll = llx — payll = [lxll,

pa je x = Oy, suprotno pretpostavci. Dakle, x i y su linearno neovisni. O
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Lema 1.2.6. Neka je (X, || - ||) normirani prostor nad F € {R,C}, dim X > 2. Tada za svaki
x € X postoji nenul y € X takav da je x L y.

Dokaz. Neka je z € X linearno neovisan sa x. Prema Hahn-Banachovom teoremu postoji
neprekidan linearan funkcional f na X takav da je f(x) = ||x]|1]||f]| < 1. Akoje f(z) =0
neka je y = z, inae stavimo y = %z —-x,paje f(y) = |lxl| = f(x) = 0. Zasvaki u € F
imamo ||x|| = f(x) = f(x + uy) < |[x + uy|| paje x L y. UoCimo da bi pretpostavka y = Oy
dovela do linearne ovisnosti vektora x i z, suprotno pretpostavci. O

Napomena 1.2.7. Bez smanjenja opcenitosti smijemo pretpostaviti da je y dobiven u pre-
thodnoj lemi norme 1 ako zamijenimo y sa i uzmemo u obzir homogenost Birkhoff-
Jamesove ortogonalnosti.

i
]

Propozicija 1.2.8. Neka je (X, | - ||) normirani prostor nad F € {R,C}. Ako je P dvodi-
mengzinalni potprostor od X, x € P, A € R, tada postoji y € P takav da je x Lp; yi
xX+y Ll Ax —y.

Dokaz. Ako je Ax = Oy, tada y = Ox zadovoljava uvjete propozicije. Neka je Ax # Oy.
Kako je dim P = 2, prema prethodnoj lemi postoji v € P takavdaje |[v|]| = 11 x Lp; v.
Definirajmo vektor u = H_fcll Tadaje |lul]| =1iu Lpy v.

Neka je ¢: P — R? linearna bijekcija koja preslikava u i v redom u (1,0) i (0,1). Sa
lo(2)| = |Izll, z € P definirana je norma na R? i ¢ je izometrija. Skup L = {(1,a) : a € R} je
potporni pravac jedini¢ne kugle T na prostoru (R2, || - ||), odnosno za tocku y, € T vrijedi
Yo € L1 T se nalazi u zatvaracu jedne od dviju otvorenih poluravnina na koje pravac L

dijeli ravninu. Definiramo

L) }

I'= {(a, m) € R, X R : m je koeficijent smjera potpornog pravca od T na TR

Skup T" je povezan skup i neprekidno preslikavanje ¥ (a,m) = a + Am, 1 > 0 uzima
pozitivne 1 negativne vrijednosti na skupu I'. Zato mora uzeti i vrijednost 0, pa postoji

(o,m) € I takav da je @ + Am = 0, odakle slijedi m = —%. Drugim rije¢ima, postoji
a € R, takav da su potporni pravac na Hg’g” i pravac kroz (0,0) i (1, —@) paralelni pa je

(l,a) L (4, —a), (1,0)+(0, @) L (1,0)+(0, —a). Vracanjem natrag u P, tj. nakon djelovanja
sa ¢! zakljuCujemou+av L Au—avpazay=a|x[vimamox L yix+y L Ax—y. O

Prethodnim propozicijama dokazali smo da Birkhoff-Jamesova ortogonalnost zado-
voljava svojstva (1), (2) 1 (4) ortogonalnog prostora iz definicije Svojstvo (3) sli-
jedi izravno iz svojstva homogenosti Birkhoff—-Jamesove ortogonalnosti pa je time dokazan
sljedeci teorem.

Teorem 1.2.9. Svaki normirani prostor (X, || - ||) nad F € {R, C} je ortogonalan obzirom na
Birkhoff-Jamesovu ortogonalnost.
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1.3 Jednakokracna ortogonalnost

Definicija 1.3.1. Neka je (X, ||||) normirani prostor nad F € {R, C}. Za vektor x € X kaZemo
da je jednakokracno ortogonalan na vektor 'y € X i piSemo x L; y ako je ||x +y|| = ||x — y||.

Jednakokracna ortogonalnost naziva se jos i Jamesova ortogonalnost. Navedena defini-
cija proizlazi iz promatranja vektora u euklidskoj ravnini gdje njihovu ortogonalnost mo-
Zemo ispitati promatrajuci paralelogram kojeg oni razapinju. Naime, ako su dijagonale
paralelograma, kojeg razapinju vektori x i y, jednakih duljina, tada su vektori x i y okomiti
(vidite sliku). MoZemo uociti kako zbroj i razlika ta dva vektora Cine krakove jednakokra-
¢nog trokuta pa upravo zbog toga ova ortogonalnost nosi naziv ,,jednakokracna”.

y -y y

Sljedeca propozicija pokazuje da se u unitarnim prostorima Jamesova i standardna or-
togonalnost podudaraju.

Propozicija 1.3.2. Neka je (X, {-|-)) unitaran prostor nad F € {R, C}. Tada za sve x,y € X
iz {(x|y) = 0slijedi x L;y. Ako je F = R, tada vrijedi i obratna implikacija.

Dokaz. Zasve x,y € X vrijedi

lx+yll = Vx+ylx+y) = VIxl? +2Re (x| y) + [yl

lx =yl = V= ylx—y) = VI — 2Re (x[y) + Iyl
Zato (x|y) = 0 povlaci ||x + y|| = [lx = ¥, . x L, y.
Obratno, ako je x L, y, tada je |[|x + y|| = ||x — yl|, pa je Re{x|y) = 0. Ako je F = R,
odatle slijedi (x|y) = 0. O
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Ako je F = C, obratna implikacija prethodne propozicije ne vrijedi. Pokazat cemo
to sljede¢im primjerom. Promotrimo vektorski prostor M,(C) svih kompleksnih matrica
drugog reda, opskrbljen skalarnim produktom (A | B) = tr(A*B) za sve A, B € M,(C), gdje
tr oznaCava trag matrice, tj. zbroj svih elemenata na njenoj dijagonali. Neka je || - || norma
inducirana tim skalarnim produktom, tj. ||A|| = +Vtr(A*A) za svaku matricu A € M,(C).

Nekaje A = (O 31) 1B = (O 4). Tada je

30 40
0 4+33 . _ 0 -4+ 3i
A+B_(4+3i 0 ) ’ A_B_(—4+3i 0 )

paje (A+B)*(A+B) = 251 i (A—B)*(A— B) = 25I odakle slijedi |A+B|| = 5V2 = ||A-B]|.
Dakle, A 1, B. Medutim, A*B = —12il povla¢i (A|B) = —24i # 0. Dakle, obratna
implikacija ne vrijedi.

Jednakokrac¢na ili Jamesova ortogonalnost zadovoljava svojstvo simetri¢nosti koje sli-
jedi direktno iz definicije.

Svojstvo homogenosti opcéenito nije zadovoljeno ni u prvoj ni u drugoj varijabli. Po-
gledajmo na primjer prostor (R2, || - |l.). Uzmimo vektore x = (J%, 1) iy= (%, —1). Jasno je
da vrijedi x L, y jer je:

NW

e+ 1= 11(3, 1) + (3, = 1) = 112, 0)ll = max{|2], [o]} = 2,

e =y =113, 1) = (3. =1) Il = 1, 2)lI = max{[1], 2]} = 2.

Medutim, 2x L; y zbog ||2x + y|| # [|2x — y||:
2+ 3= 12 (3. 1) + (3 =1)11 = 1 (3. 1) Il = max{igh 11} = 3,

2x =yl =112 (2, 1) = (3. = 1)1 = 11(3.3) Il = max{|31,13)} = 3.
Takoder, x L; 2y jer ||x + 2y|| # ||x — 2y

e+ 290 = 11(3, 1)+ 2+ (5, =) = 1 (3, 1) Il = max{i3l, | - 1]} = 3,

e =2yl = 11(3, 1) = 2- (3, = 1)1 = (3. 3) Il = max{13],13]} = 3.

Aditivnost jednakokracne ortogonalnosti ne vrijedi opéenito Sto ¢emo takoder pokazati
primjerom. Neka je X = (R?, || - ||o) normirani prostor. Neka su x = (1,2),y = (1,0),z =
(=2,1) € R2. Lako se provjeridaje x L; yix L, z, ali x £; y+z. Naime, x L; y jer je
llx + ¥l = llx = yli:

Il + ¥l = 11(1,2) + (1, 0l = [I(2, 2)|| = max{[2], [2]} = 2,
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llx = yll = 1I(1,2) = (1, 0)]| = I(0, 2)|| = max{|0], |2[} = 2.
Takoder, x L zjerje |lx +z|| = |lx — z]|:
llx + zll = lI(1,2) + (=2, DIl = [I(=1, 3)[| = max{| — 1], [3[} = 3,
llx =zl = lI(1,2) = (=2, DIl = (I3, DIl = max{|3], [1]} = 3.
Medutim, x L; y + z jer uvjet ||x + (y + 2)|| = ||x — (y + 2)|| nije zadovoljen:
llx + v + 2l = [I(1,2) + (=1, DI = [0, 3)|| = max{[0], [3[} = 3,
llx = @+ Il = I(1,2) = (=1, DIl = [I(2, DIl = max{|2], [1]} = 2.

Propozicija 1.3.3. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad poljem F € {R, C}. Tada za svaki
xEerijedixJ_J OxiOX 1y x

Dokaz. Kako je
llx + Oxll = llx = Oxll = [lxll i [|0x + xI| = [I0x — x| = ||x|,
tOjeXJ_JOXiOXJ_JX. O

Propozicija 1.3.4. Neka je (X, || - ||) realni normirani prostor. Ako za x,y € X \ {Ox} vrijedi
x L;y, tada su x iy linearno neovisni.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji i € F, u # 0, takav da je x = py. Tadaiz ||[x+y[| = [|[x—y||
slijedi [|(u+ 1)yl| = [[(u—1)yl|, pa zbog y # Ox zakljuCujemo |u+ 1| = |u— 1|. Odavde slijedi
= 0, suprotno pretpostavci. O

Napomena 1.3.5. Ako je normirani prostor kompleksan, tada postoje linearno ovisni x i y
takvi da je x L; y. Dovoljno je uzeti y = ix i uociti ||x = y|| = ||x £ ix|| = ||x]| V2. Dakle,
tvrdnja prethodne propozicije ne vrijedi u kompleksnom slucaju.

1.4 Robertsova ortogonalnost

Definicija 1.4.1. Neka je (X, || - ||) normirani prostor nad F € {R, C}. KaZemo da je vektor
x € X ortogonalan na vektor y € X u Robertsovom smislu i piSemo x Lg y ako vrijedi
|x + tyl| = ||x — ty|| za svaki t € F.

Iz definicije je jasno da x Lg y povlaci x L; y. Usporedimo sada Robertsovu ortogo-
nalnost s Birkhoff-Jamesovom. Ako su neki vektori x,y € X ortogonalni u Robertsovom
smislu, tj. x Ly y, tada za svaki ¢ € F imamo

20lxll = lICx + 29) + (x = )l < [l + oyl + llx = oyll = 2flx + 1yl
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pa vrijedi x Lp; y, odnosno Robertsova ortogonalnost ,jaca” je od Birkhoff-Jamesove.
Kao i prethodno navedene ortogonalnosti i ova ortogonalnost poopéenje je ortogonal-
nosti u unitarnim prostorima. To ¢emo pokazati sljede¢om propozicijom.

Propozicija 1.4.2. Neka je (X, {-|-)) unitaran prostor nad poljem F € {R,C}. Tada za sve
x,y € X vrijedi
xlp=0=lx+oll=lx-nl, tekF

Dokaz. Pretpostavimo da je (x|y) = 0. Tada za t € F imamo
llxc £ yl* = (o £yl £ 2y) = (xlx) + 1> ly) =[xl + 1711,

pa slijedi da je ||x + #y|| = ||x — ty|| za svaki t € F.

Obratno, neka je ||x + ty|| = ||x — ty|| za svaki t € F. Dokazali smo ranije da je tada
x Ly y, akako je Birkhoff-Jamesova ortogonalnost ekvivalentna standardnoj u unitarnom
prostoru, imamo da je (x|y) = 0. O

Robertsova ortogonalnost zadovoljava svojstvo homogenosti. Neka je x Lg y, odnosno
|[x + ty|]| = ||x — ty|| za svaki ¢t € F. Neka su «, 8 € F proizvoljni. Bez smanjenja opcenitosti
smijemo pretpostaviti da je @ # 0. MnoZenjem prethodne jednakosti sa |a| dobivamo

llax + tay|| = |lax — tay||, t€F. (1.13)

Neka je u € F proizvoljan. UvrStavanjem ¢ = %ﬁ u lb dobivamo ||lax+uBy|| = |lax—uByl|.
Dakle, vrijedi ax Ly By.

Zadovoljeno je i1 svojstvo simetricnosti koje ¢emo takoder dokazati. Neka je x Lg y,
odnosno ||x + ty|| = ||x — ty|| za svaki ¢ € F. Tada za proizvoljni ¢t € F, ¢ # 0, imamo

1 1
llx + yll = lel 1 + 2yl = Jelllx = Syl = llex = yll.

Zat = 0 je ova jednakost trivijalno ispunjena. Slijedi da je y Ly x.

Aditivnost Robertsove ortogonalnosti ne vrijedi opcenito Sto ¢emo pokazati primjerom.
Neka je X = (M,(R),]| - ||) normirani prostor pri cemu je ||Allc = maXi<;<> Z§=1 la;;| za
svaku matricu A € M,(R). Neka su

AR A O

matrice iz prostora M,(R). Lako se provjeridaje A Lg B1A 1z C,aliA Lgr B+C. Naime,
A Llgp Bjerje||A+tB|| =||A —tBJ:

1 0y (0 2t I 2t
||A+rB||—||(O 1)*(0 2t)n—n(o 1+2t)n—max{1+|2r|,|1+2r|}—1+|2r|,
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1 0 0 2t =2t
||A—zB||—||(O 1) (O 2t)n ||(O . 2t)n—max{l+|—2r|,|1—2r|}—1+|2t|.

Takoder, A L C jerje ||A + tC|| = ||A — tC|[:

[A+2C|| = II(1 0)+(8 0 )ll ||((1) 2t)ll = max{1+|-27, 1} = max{1+|2¢, 1} = 1+]21,

0 0 2t
1A - 1Cl| = ||(0 1) (0 ; )n ||( )n = max(1 +[21, 1} = 1+ |21,
Medutim, A Lz B + C jer uvjet ||A + t(B + C)|| = ||A — «(B + C)|| nije zadovoljen za svaki
teR:
1 0 00

||A—2<B+C>||:||((1) (1))—(8 g)nzn((l) _03)||:max{1,|—3|}:3

Propozicija 1.4.3. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad poljem F € {R, C}. Tada za svaki
x € Xvrijedi x Lg Ox i Ox Ly x.

Dokaz. Kako je
llx + t0x|l = llxIl = [lx — 10x]|,

10x + 2x]| = [l [|x]] = [10x — zx]l,

tojexJ_ROXiOX 1r x. O

Propozicija 1.4.4. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad F € {R, C}. Ako za x,y € X\ {0x}
vrijedi x Ly y, tada su x i y linearno neovisni.

Dokaz. Pretpostavimo da je x = uy zaneki u € F, u # 0. Kako je ||x + ty|| = ||x — ty|| za
svaki ¢t € F, posebno imamo ||x + wy|| = ||x — wyl| = 0, odakle slijedi x = —uy = —x, pa je
x = Oy, suprotno pretpostavci. Dakle, x 1 y su linearno neovisni. O

Prethodnim dvijema propozicijama dokazali smo da Robertsova ortogonalnost zado-
voljava svojstva (1) i (2) ortogonalnog prostora iz definicije [I.1.15]

1.5 Pitagorina ortogonalnost

Definicija 1.5.1. Neka je (X, || - ||) normirani prostor nad F € {R,C}. Za vektor x € X
kaZemo da je ortogonalan na vektor y € X u Pitagorinom smislu i piSemo x Lp y ako je

[l = yIP =[xl + Iyl
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Pitagorina ortogonalnost, kao i prethodno definirana jednakokra¢na ortogonalnost, pro-
izlazi iz euklidske geometrije. U Pitagorinom teoremu odnos duljina stranica u pravoku-
tnom trokutu dan je jednako$éu a® + b*> = ¢2, pri Cemu su a i b duljine kateta, a ¢ duljina
hipotenuze. Upravo to mozemo vidjeti na slici gdje vektori x i y koji su ortogonalni u
vektorskom smislu razapinju pravokutni trokut kojemu je vektor x — y hipotenuza.

Cesto se koristi i sljedeéa varijacija Pitagorine ortogonalnosti:
2 2 2
x Lpy &= |lx+ylI” = |IxII” + Iyll".

Sljede¢om propozicijom dokazat ¢emo da je u unitarnim prostorima Pitagorina ortogo-
nalnost ekvivalentna standardnoj ortogonalnosti, a zatim ¢emo provjeriti njezina svojstva.

Propozicija 1.5.2. Neka je (X,{-|-)) unitaran prostor nad F € {R, C}. Tada za sve x,y € X
iz{x|y) = 0slijedi x Lpy. Ako je F = R, tada vrijedi i obratna implikacija.

Dokaz. Zasve x,y € X vrijedi
llxx = YIP = [Ixl* = 2Re (x| y) + Iyl

Zato (x|y) = 0 povlati |lx — ylI* = IIxII* + |IylI*, tj. x Lp y.
Obratno, ako je x Lp y, tada je |[x—y||> = ||x|* +|[y|I*, paje Re (x| y) = 0. Ako je F = R,
odatle slijedi (x|y) = 0. |

Ako je F = C, obratna implikacija prethodne propozicije ne vrijedi Sto ¢emo pokazati

primjerom iz potpoglavlja 1.3 u unitarnom prostoru (M,(C), {-|-)) gdje je (A | B) = tr(A*B)
. 0 3i). 0 4

zasve A, B € M,(C), opet za matrice A = (31’ 0) 1B = 4 of

A*A =9I, B'B=16I, (A-B)(A-B)=25I,
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pa je
IA = B =50 = 18 + 32 = ||A|”* + ||B|

odakle slijedi A Lp B, iako je (A|B) = —24i # 0.

Svojstvo simetri¢nosti Pitagorine ortogonalnosti slijedi direktno iz definicije. No, svo-
jstvo homogenosti ne vrijedi opéenito. Na primjer, pogledajmo prostor (R, ]| - ||), vek-
tore x = (1,2 — V3),y = (0,—V3) i skalar 1 = —1. Vidimo da vrijedi x Lp y jer je
[l = Y17 =[xl + [yl

e = yI? = 1I(1,2 = V3) = (0, = V3)|* = [I(1, 2)I* = max{|1],|2]}* = 4,

P+ = 11(1, 2= V3P0, - V3)IP = max({1], [2— V3[}*+max{[0],|- V3|}* = 1+3 = 4.
Medutim, (—x) Lp yjer || —x = yIP* # || = x| + |lyl/* :

I=x=yF=1-1-(1,2- V3)=(0,- V3)|’
= (-1, -2 +2V3)|?
= max{| - 1],| - 2 + 2 V3|}
= (-2+2V3)? 4 = — 2 + bl

Takoder, x Lp (—y) jer |lx — (=)I* # |IxI> + || = yII* :

e = (=DIF = 11(1,2 = V3) = (=1) - (0, = V3)IF
= l(1,2 -2 V3)IF
= max{|1],|2 — 2 V3|}*
=(2-2V3) #4 = |l + 11 -
Aditivnost Pitagorine ortogonalnosti ne vrijedi opéenito §to ¢emo takoder pokazati prim-
jerom. Neka je X = (R?,] - |l) normirani prostor. Neka su x = (1,2 — \/3),y =

O, - \/§),Z = (\/_,— \/§) e R%. Veé smo provjerili da je x Lp y. Takoder, x Lp z jer
je llx =21 = [Ixl® + llzl* :

llx =zl = 11(1,2 = V3) = (V3, = V3)|I> = (1 = V3,2)II> = max{|l — V3|,]2)}* = 4,

Il + llzl? = 11(1,2 = V3)IP +1I( V3, = V3)|
= max{|1],12 — V3> + max{|V3|,| - V3> =1+3 =4.
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Medutim, x Lp y + z jer uvjet ||x — (v + 2)|I* = ||x]* + |ly + zI* nije zadovoljen:
lx = 5+ 2P = 11,2 = V3) = (V3,2 V3)|* = I(1 = V3,2 + V3)|?
= max{|]1 — V3,2 + V3|2 = 2 + V3),
ali
Il + 1y + 217 = 11,2 = V3P +1I( V3, -2 V3)|]?
= max{[1],]2 = V3|}> + max{| V3|,| -2 V3[}* = 1 + 12 = 13.

Propozicija 1.5.3. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad poljem F € {R, C}. Tada za svaki
x € X vrijedi x Lp Ox i Ox Lp x.

Dokaz. Kako je
llxx = Ox[I> = Il = [I1x]I* + [10xI>,

toje x Lg Ox. Zbog simetri¢nosti je i Ox Lz x. m|

Propozicija 1.5.4. Neka je (X, || - ||) realni normirani prostor. Ako za x,y € X \ {Ox} vrijedi
x Lpy, tada su x i y linearno neovisni.

Dokaz. Akojey = ux zaneki u € R, u # 0, tada iz ||x — y|I> = [Ix|I* + |ly|l* slijedi
(1 — w)?||x|I> = (1 + w?)||x||*> $to nije moguée zbog u # 0 i x # Oy. o

Napomena 1.5.5. Prethodna propozicija ne vrijedi za kompleksne normirane prostore. Na
primjer, za 'y = ix vrijedi ||x = ylI* = |lx — ix|® = 2llxl* = I + llix]® = [1xI* + [Iyll*.

1.6 Poluskalarna ortogonalnost

Prije definiranja poluskalarne ortogonalnosti, potrebno je definirati poluskalarni produkt.

Definicija 1.6.1. Neka je (X, || - ||) normirani prostor nad poljem F € {R, C}. Preslikavanje
[-|-]: X X X — F naziva se poluskalarno mnoZenje ako su ispunjena sljedeca svojstva:

(1) [Ax+puylz]l = Alx|z] +uly|z]l za sve x,y,z € X, A, u € F;
(2) [x]Ay] = A[x|y] za sve x,y € X, A € F;

(3) [x|x] = |Ixll* za sve x € X;

(4) |lxIyll < lIxll - lIyll za sve x,y € X.

Skalar [-|-] se naziva poluskalarni produkt ili poluskalarni umnoZak vektora x i y.
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Za ovako definiran poluskalarni produkt, sada moZemo definirati poluskalarnu ortogo-
nalnost.

Definicija 1.6.2. Neka je (X, [:|-]) normirani vektorski prostor. Za vektor x € X kaZemo da
je poluskalarno ortogonalan na vektor 'y € X i pisemo x Lg y ako je [y|x] = 0.

Poluskalarni produkt razlikuje se od skalarnog produkta po tome $to op¢enito nije her-
mitski simetrican, [x|y] # [y|x], pa ni poluskalarna ortogonalnost ne zadovoljava svojstvo
simetri¢nosti.

Svojstvo homogenosti poluskalarne ortogonalnosti je zadovoljeno u drugoj varijabli:
x gy = x Lg Ay, za svaki 4 € F. Dokaz slijedi primjenom svojstava poluskalarnog
produkta:

[Ay]x] = Aylx] = 2-0=0.
Poluskalarna ortogonalnost zadovoljava i svojstvo aditivnosti u drugoj varijabli:
Xlgy i xlgz=>x1ls (y+2).
Dokaz slijedi primjenom svojstava poluskalarnog produkta:
[y+zlxl=[ylx]+[z]x]=0+0=0.
Uocimo da x Lg y povlaci x Lp, y: ako je [y|x] = 0, tada je
llxll* = [x]x] = [[x + Ay | x| < [l + Ayl - [Ixll,

odakle slijedi ||x]| < ||x + Ay||, za svaki A € F. Dakle, poluskalarna ortogonalnost je ,jaca”
od Birkhoff-Jamesove.

Propozicija 1.6.3. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad poljem F € {R, C}. Tada za svaki
x € Xvrijedi x Lg Ox i Oy Lg x.

Dokaz. Kako je
I0x [ X1 < 1Ol - llxll =0 & |[x[Ox]l < [Ix]l - [|0xIl = O,
tojexJ_S Ox10x Lg x. O

Propozicija 1.6.4. Neka je (X, ||-||) normirani prostor nad F € {R, C}. Ako za x,y € X\ {0x}
vrijedi x Lg y, tada su x i y linearno neovisni.

Dokaz. Pretpostavimo da je y = ux zaneki u € F, u # 0. Kako je [y|x] = 0, posebno
imamo [ux|x] = u[x|x] = ullx|*> = 0 paje x = Ox ili u = 0 $to je suprotno pretpostavci.
Dakle, x i y su linearno neovisni. O
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1.7 Karakterizacije unitarnih prostora pomocu razlicitih
tipova ortogonalnosti

Standardna ortogonalnost u unitarnim prostorima zadovoljava svojstva simetri¢nosti, ho-
mogenosti i aditivnosti §to smo dokazali na pocetku rada. Za Birkhoff-Jamesovu, jed-
nakokracnu, Pitagorinu, Robertsovu i poluskalarnu ortogonalnost to opéenito nije sluca;.
U tablici mozemo vidjeti koja od tih svojstava su zadovoljena, a koja nisu za svaki od pet
tipova ortogonalnosti.

Lps| Ly | Lp | Lr | Ls
simetri¢nost | - + | + + -
homogenost | + - - + | £

aditivnost - - - - +

Svojstvo homogenosti i aditivnosti poluskalarne ortogonalnosti vrijedi samo u drugoj vari-
jabli Sto je u tablici oznaceno sa +.

Ako svojstva koja nisu zadovoljena opcenito vrijede, onda prostor mora biti unitaran.
U nastavku, bez dokaza, navodimo tvrdnje koje o tome govore.

Propozicija 1.7.1. Ako je u normiranom vektorskom prostoru X, dimenzije vece ili jednake
3, Birkhoffova ortogonalnost simetricna, tada je X unitaran prostor.

Propozicija 1.7.2. Ako je u normiranom vektorskom prostoru X, dimenzije vece ili jednake
3, Birkhoffova ortogonalnost aditivna s lijeva (x Lp z,y Lgp z = x+Yy Lp 2), tada je X
unitaran prostor.

Propozicija 1.7.3. Neka je X normirani prostor. Ako je jednakokracna ortogonalnost ho-
mogena u X, onda je X unitaran prostor.

Propozicija 1.7.4. Neka je X normirani prostor. Ako je jednakokracna ortogonalnost adi-
tivna u X, onda je X unitaran prostor.

Propozicija 1.7.5. Neka je X realan normirani prostor. Ako je Pitagorina ortogonalnost
homogena u X, onda je X unitaran prostor.

Propozicija 1.7.6. Neka je X realan normirani prostor. Ako je Pitagorina ortogonalnost
aditivna u X, onda je X unitaran prostor.



Poglavlje 2

Funkcijske jednadzbe

2.1 Ortogonalno aditivne funkcije

Definicija 2.1.1. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Za funkciju
[V — G kaZemo da je ortogonalno aditivna ako vrijedi

f&x+y)=fx)+ fO), x,yeV, xLly. (2.1)

Primjer 2.1.2. Neka je (V,{:|-)) unitaran prostor te neka je f: V — R funkcija definirana
sa f(x) = (x| x). Tada je f ortogonalno aditivna jer (x|y) = 0 povlaci

Jx+y)={x+ylx+y)
= (x|x) + 2Re(x|y) + {y |
=(x|lx)+yly)
= f(x) + f(,

ali nije aditivna jer je

fR2x) = 2x|2x) =4 (x| x) #2{x| x) = 2f(x).

Lema 2.1.3. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Ako je f: V — G
ortogonalno aditivna funkcija, tada je f (0y) = 0.

Dokaz. Prema svojstvu (1) iz definicije ortogonalnog prostora, za svaki x € V je
x L Oy,paje f(x) = f(x+0y) = f(x) + f(Oy), odakle slijedi f(Oy) = 0. O

Sljedec¢im teoremima dokazat ¢emo da je svako neparno ortogonalno aditivno preslika-
vanje aditivno te da je svako parno ortogonalno aditivno preslikavanje kvadratno.

24
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Teorem 2.1.4. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Ako je ortogonalno
aditivno preslikavanje f: V — G neparno, tada je ono aditivno.

Dokaz. Neka je f neparno ortogonalno aditivno preslikavanje. Dokaz ¢emo provesti kroz
dva koraka.

D xeV,AeR = f(x+ Ax) = f(x) + f(1x).
Neka je P dvodimenzionalni potprostor od V. Prema svojstvu (4) iz definicije ortogonalnog
prostora postoji y € P takav da vrijedi x L y, x+y L Ax —y. Primjenom svojstva
homogenosti relacije ortogonalnosti L vrijedii Ax L (—y) te slijedi:

Ja+ ) =fx+y+Adx—y)= flx+y) + f(Ax - y)
= f0)+f) + fAx) + f(=y)
= f(0) + f(Ax).

(i1) x,y € V linearno ovisni = f(x +y) = f(x) + f(y).
Za x = Oy tvrdnja je oCita. Bez smanjenja opCenitosti smijemo pretpostaviti x # Oy. Tada
postoji i € R takav da je y = ux.

(a) 4 > 0. Primjenom koraka (i) slijedi

Jx+y) = fx +pux) = f(x) + flux) = f(x) + f().

(b) -1 < u < 0. Uzmimo z = (1 + pw)x, 1 = —ﬁ > 0, slijedi Az = —ux. Primjenom
koraka (i) dobivamo:

S = f((1+wx —ux) = f(z+ A2) = f(2) + f(4A2)
= f(( +wx) + f(—ux) = f(x+y) — f().

©u<-1.Uzmimod =—-1—-u >0, z=—x,slijjedi 4z = (1 + u)x = x + y. Primjenom
koraka (i) dobivamo:

JO) = fl=x+x+y) = f(=x0) + f(x +y) = f(2) + f(A2)
= f(=0) + f(x+y) = =f(x) + fx +y).

Neka su sada x,y € V proizvoljni i neka je P dvodimenzionalni potprostor od V koji
sadrzi x 1 y. Tada postoje u,v € P takvi da je u L v pa su prema svojstvu (2) iz definicije
ortogonalnog prostora u 1 v linearno neovisni, dakle razapinju P. Prema koraku (i) f je
aditivno na linearnoj ljusci od u i na linearnoj ljusci od v pa je aditivno i na P. Imamo
f(x+y) = f(x)+ f(y). Dakle, preslikavanje f je aditivno. O

Napomena 2.1.5. Ako je V realan unitaran prostor, a f: V — R ortogonalno aditivno
preslikavanje, tada je prema teoremu 2. 1.4]i lemi[l.1.13|preslikavanje f linearno.
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Teorem 2.1.6. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Ako je ortogonalno
aditivno preslikavanje g: V — G parno, tada je ono kvadratno.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti kroz Cetiri koraka.
DuveViu+v Lu—-—v=gu=gy).
Prema svojstvu homogenosti relacije ortogonalnosti L vrijedi %(u+v) 1 i%(u—v) pa slijedi

g(u):g(u+v+u—v):g(u+v)+g(u—v)

2 2 2 2
_ (M+V)+ (V—M)_ (M+V+V—I/l)
AU AR U A ) 2
=gv).

() u eV = gQu) = 4g(u).
Za u € V prema svojstvu (4) iz definicije ortogonalnog prostora postoji v € V, u L v takav
dajeu+v L u—v. Stoga, po svojstvu homogenosti vrijedi u L —v. Primjenjujuéi korak
(1) dobivamo:
gRuy=gu+v+u—-v)y=glu+v)+gu-v)
= g(u) + g(v) + g(u) + g(-v)
= 2g(u) +2g(v) = 4g(u).
(i) x eV, e R" = g(x + Ax) + g(x — Ax) = 2g(x) + 2g(Ax).
Prema svojstvu (4) iz definicije ortogonalnog prostora postoji y € V takav da vrijedi x L
y,x+y L Ax —y. Primjenom svojstva homogenosti relacije ortogonalnosti L te koraka (ii)
slijedi:
gx+ Ax) + g(x — Ax) + g(2y) = g(x +y + Ax —y) + g(x — Ax) + g(2y)
=gx+y+Ax—y)+glx—Ax+2y)
=gx+y+Ax—y)+gx+y—-Ax+y)
=g8(x+y) +g(Ax—y) + g(x +y) + g(=Ax +y)
= 2g(x +y) + 2g(Ax — y) = 2g(x) + 28(y) + 2g(4Ax) + 2g(-y)
= 2g(x) + 2g(Ax) + 4g(y) = 28(x) + 2g(Ax) + g(2y).
av)x eV, a,p € R = glax + Bx) + glax — Bx) = 2g(ax) + 2g(Bx).
Za a = 0 tvrdnja je ocCita jer iz koraka (ii) za u = Oy dobivamo g(u) = 0. Bez smanjenja
opcenitosti smijemo pretpostaviti @ # 0. Definirajmo A4 = |f—i| 1z = ax. Zaslucaj § >0
imamo A = g, Az = Bx, a za slucaj g < 0 imamo A = —g, Az = —Bx. U oba slucaja
primjenom koraka (iii) dobivamo:
glax + Bx) + glax — fx) = g(z + A2) + g(z — Az)
=2g(2) + 28(1z) = 2g(ax) + 2g(Bx).
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Neka su sada x,y € V proizvoljni. Pretpostavimo da je x # Oy. Neka je P dvodi-
menzionalni potprostor od V koji sadrzi x i y. Tada postoji z € P sa svojstvom x L gz,
pa su prema svojstvu (2) iz definicije ortogonalnog prostora x i z linearno neovisni i raza-
pinju P. Slijedi y = ax + 8z, za neke a, § € R. Prema svojstvu homogenosti vrijedi
(1+a)x L Bz,(1 —a)x L (—fz)1ax L Bz. Primjenom koraka (iv) dobivamo:

gx+y)+glx—y) =gl +a)x+pz] +g[(1 —a)x—pz]
= g[(1 + a)x] + g(Bz) + g [(1 — )x] + g(=pB2)
=g(x +ax)+ g(x —ax) +2g(B2)
= 28(x) + 2g(ax) + 2g(Bz) = 2g(x) + 2g(y).

Primijetimo da je zbog parnosti funkcije g 1 g(0y) = O prethodna jednakost istinita i za
X = 0\/. O

Propozicija 2.1.7. Neka je V realan unitaran prostor, dimV > 2, a f: V — R parno
ortogonalno aditivno preslikavanje. Tada je f(x) = g(||Ix|]*), x € V, gdje je g: R, — R
aditivna funkcija.

Dokaz. Ako su x,y € V takvi da je ||x|| = |[y||, neka je z =

@lwy = (F152) = LG+ ylx =] = £ (I6P = 1DIP) = (Il = 16l?) = 0

paje f(x) = flz+w) = f(x) + fW 1 f(y) = f(z—w) = f(z) + f(-w). Kako je f parna,
to je f(x) = f(y). Dakle, f je neka funkcija norme, tj. postoji g: R, — R takva da je

f) = glxlP).
Neka su a,b € R,. Tada postoji x € V takav da je a = ||x||>. Kako je dimV > 2,
postoji u € V takav da je {x, u} linearno neovisan skup vektora. Neka je v = u — (u| x) ﬁ

Tada je (x|v) = (x|u) = (x|u) = 0. Neka jey = Vb Tadaje llyl’ = b, (x|y) = 0i
[l + 3P = 21> + IyIP = a + b. Slijedi
gla+b) =glllx+yIP) = fx+y) = f) + fO) = g(IXP) + gyIP) = g(a) + g(b),

pa je g aditivno preslikavanje. O

Y= X ;
>- 1w = =-. Tada je

Napomena 2.1.8. Primijetimo da je f = 0 jedina funkcija koja je istovremeno i aditivna i

kvadratna. Za sve x,y € V vrijedi f(x+y) = f(xX)+ f(), f(x+y)+f(x=y) = 2f(x)+2f(y).
Uocimo da iz uvjeta aditivnosti za x = y = Oy dobivamo f(Oy) = 0. Imamo

2f(0) +2f(y) = fx +y) + f(x = y) = f() + fO) + f(2) + (=),
pa je f(y) = f(=y) odnosno f je parna funkcija. Kako je uz to i f(Oy) = 0, imamo
0=fx+(=x)=f0)+f(=x) =2f(x), xeV.
Slijedi f(x) =0za svaki x € V.
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U nastavku poglavlja dokazat ¢emo da svaka ortogonalno aditivna funkcija f: V — G
ima oblik

J) =a(x)+qx), xeV,
pri ¢emu je a aditivna, a g kvadratna funkcija. Najprije ¢emo dokazati da je takav rastav
ortogonalno aditivne funkcije na aditivni i kvadratni dio jedinstven.

Lema 2.1.9. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Neka je f:V — G
funkcija oblika f(x) = a(x) + q(x), x € V, pri cemu je a aditivna i q kvadratna funkcija te
f(Oy) = 0. Tada su funkcije a i q jedinstveno odredene sa

a) = £(3) - £(-3).
g =2[f(3)+ £ (=3)].

za svaki x € V.

Dokaz. Kako je f(Oy) = a(Oy) = 0, iz f(x) = a(x) + g(x) dobivamo da je i g(Oy) = O.
Uvrstavanjem x = Oy u kvadratnu funkcijsku jednadzbu

gix+y) +qx—y) =2q(x) +2¢(y), x,yeV (2.2)

zakljucujemo

q(=y) = q(y),
odnosno funkcija g je parna funkcija. Obzirom da je a aditivno preslikavanje, za svaki
x € Vvrijedi 0 = a(x + (—=x)) = a(x) + a(—x), pa je a(—x) = —a(x) odnosno preslikavanje a
je neparno pa stoga dobivamo

f(=x) = —a(x) + g(x), xeV. (2.3)

Oduzimanjem (2.3) od f(x) = a(x) + g(x) dobivamo f(x) — f(—x) = 2a(x). Zamjenom x sa
5 1 primjenom aditivnosti funkcije a dobivamo a(x) = f (%) -f (—g) zasvakix e V.

Sada zbrajanjem jednadzbe (2.3) sa f(x) = a(x) + g(x) dobivamo f(x) + f(-x) =
2g(x) Sto mnoZenjem s 2 daje 4¢g(x) = 2 (f(x) + f(—x)). UvrStavanjem y = x u kvadratnu
funkcijsku jednadzbu (2.2), obzirom da je g(0y) = 0, dobivamo:

q(2x) = 4q(x),

pa je q(2x) = 2(f(x) + f(~x)). Zamjenom x sa ¥ dobivamo q(x) = 2|f (%) + f(-%)| za
svaki x € V. O
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Definicija 2.1.10. Neka su G i H Abelove grupe. Preslikavanje B: G X G — H naziva se
biaditivno ako je

B(x| + x2, x3) = B(x1, x3) + B(x2, X3),

B(x1, x2 + x3) = B(x1, x2) + B(x1, X3),
za sve xy, X2, x3 € G. Ako je B(x, x2) = B(xy, x1), onda kaZemo da je B simetricno presli-

kavanje.

Lema 2.1.11. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Funkcija f: V — G
za koju vrijedi f(Oy) = O rjesenje je kvadratne funkcijske jednadZbe ako i samo ako je
f(x) = b(x, x), x € V, za neku biaditivnu, simetricnu funkciju b: V XV — G. Funkcija b
Jje jedinstveno odredena funkcijom f:

bx.y) = f(2)-F(5). xyeV. (2.4)

Dokaz. Pretpostavimo da postoji simetricno biaditivno preslikavanje b: V XV — G takvo
daje f(x) = b(x, x) za svaki x € V. Tada je

S ol +9-56 15
= 4b(3,3) = b(x.y).

Obratno, neka je f: V — G rjesenje kvadratne funkcijske jednadzbe takvo da je f(0y) = 0.
Tada je f parna funkcija. Definirajmo funkcijub: VXV — G sa

by =f(3)-F(5). xyeV
Zamijenimo li uloge x iy i primijenimo li parnost funkcije f, zakljucujemo da je funkcija
b simetri¢na. DokaZimo da je b 1 biaditivna funkcija. Iz kvadratne funkcijske jednadzbe
slijedi
b(z1 + 22,9) + b(z1 — 22,y) = f((21+;2)+}’) _ f((21+§2)—)’) + f((m—;z)ﬂ) _ f((ZI_;Z)_y)

=) (7 - 5) - (P74 3) 7 (5 - 3))

=2 (3)+2f(3) -2/ (%) -2/ (3)

=2(7() - 7(55)

= 2b(z1,),

x+x)

odakle za z; = z; dobivamo b(2z;,y) = 2b(z;,y). Stavimo li z; = 52 iz = ==,
zakljuCujemo

b(x1,y) + b(x2,y) = b(x1 + x2,).
Ovime smo dokazali aditivnost funkcije b u prvoj varijabli. Simetri¢nost povlaci aditivnost
iu drugoj varijabli. O
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Lema 2.1.12. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa te nekaje f: V — G
ortogonalno aditivno preslikavanje takvo da je 2f = 0. Tada je f = 0.

Dokaz. 1z leme [2.1.3]slijedi f(Oy) = 0. Definirajmo neparnu funkciju g: V — G sa

gx) = f(x)— f(=x), xeV.
Prema svojstvu ortogonalnog prostora (V, L) da za sve x,y € V, x L y vrijedi —x L —y

slijedi

gx+y)=flx+y) - f(=x-y)
=0+ ) - f(=0) - f(=y)
=0 -0+ f) - f(=y)
=g(x) + g0,

odnosno funkcija g je takoder ortogonalno aditivna pa je, prema teoremu [2.1.4] ¢ aditivna
funkcija. Posebno je

82x) =2g(x) =2f(x) = 2f(-=x) =0, xeV,

odakle slijedi g = 0. Dakle, f je parna funkcija, pa je prema teoremu f kvadratna
funkcija, tj. vrijedi f(x +y) + f(x —y) = 2f(x) + 2f(y), x,y € V. UvrStavanjem y = x u
prethodnu jednadZbu dobivamo f(2x) = 4f(x) = 0, x € V odakle slijedi da je f = 0. O

Teorem 2.1.13. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Funkcija f: V — G
Jje ortogonalno aditivna ako i samo ako je

f(x) =a(x) + g(x) = a(x) + b(x,x), x€eV, (2.5)

pri cemu je a: V — G aditivna funkcija, q: V — G kvadratna funkcijate b: VXV — G
biaditivna i simetri¢na funkcija sa svojstvom b(x,y) = 0 za sve x,y € V, x L y. Stovise, u
ovom slucaju funkcije a, q i b dane su sa:

9 =2[7(3)+£(=3)]
bxy) = 2[f () + £ () - £ () - £ (5]

za sve x,y € V.
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Dokaz. Neka jea: V — G aditivna funkcija, a b : V — G biaditivna i simetri¢na funkcija
sa svojstvom b(x,y) = 0 za sve x,y € G, x L y. Neka je funkcija f : V — G definirana sa
(2.5). Tada zasve x,y € V, x L y, vrijedi

fx+y) =alx+y)+b(x+y,x+y)
=a(x) + a(y) + b(x, x) + b(x,y) + b(y, x) + b(y,y)
= a(x) + b(x, x) + a(y) + b(y, y)
= f(x) + f(y).

Neka je sada f ortogonalno aditivna funkcija. Definirajmo funkcije a,qo: V — G sa

ax) = f(5)-F(-%). a®=r(2)+r(-%). xev

Ocito je a neparna, a g, parna funkcija. Prema svojstvu ortogonalnog prostora (V, L) za
sve x,y € V, x L y vrijedi —x L —y, 5 L 3 pa su obje funkcije ortogonalno aditivne. Tada
prema teoremu [2.1.4]slijedi da je a aditivna funkcija, a prema teoremu je go kvadratna
funkcija. Kako je f ortogonalno aditivna, to je i gy ortogonalno aditivna i prema lemi
vrijedi go(0y) = 0. Lema povlaci postojanje biaditivne, simetri¢ne funkcije
by: VXV — G takve da je go(x) = bo(x, x),x € V. Budu¢i da je g, ortogonalno aditivna
funkcija, dobivamo 2by(x,y) = 0, x,y € V, x L y. Slijedi da je funkcijab: VXV — G
definirana sa b(x,y) = 2by(x,y), x,y € V, biaditivna i simetri¢na te zadovoljava b(x,y) =
0, x,y € V, x L y. S druge strane je

2f(x) = a(2x) + qo(2x) = 2(a(x) + 2¢o(x)), x €V,

pa ortogonalno aditivna funkcija fy = f —a — 2q, zadovoljava 2 f, = 0. Prema lemi [2.1.12
dobivamo da je fy = 0, stoga je

f(x) = a(x) + 2qo(x) = a(x) + b(x,x), xeV.

Dakle, funkcija f ispunjava uvjete teorema. Iz leme 1|2.1.11|dobivamo jedinstvenost
funkcija a, b i1 g kao i formule kojima su one izraZzene pomocu f. O

Do sada smo promatrali ortogonalnosti koje zadovoljavaju svojstvo homogenosti. U
nastavku ¢emo navesti kojeg su oblika ortogonalno aditivne funkcije definirane na normi-
ranom prostoru s jednakokratnom 1 Pitagorinom ortogonalnosti.

Teorem 2.1.14. Neka je (X,|| - ||) realan normirani prostor, dimX > 3 i (¥,+) Abelova
grupa. Ako je f: X — Y neparna ortogonalno aditivna funkcija s jednakokracnom orto-
gonalnosti, tada je f aditivna.
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Dokaz. Uocimo prvo da je Ox L; Ox odakle je f(Ox) = 0. Stovise, f(2x) = 2f(x). Za sve

x+y

x,y € X takve da je ||x]| = [lyll neka je p = 5% ig = =*. Slijedi [lp+qll = Ilxll = Y]l = lIp—4ll
paje p L, £q. Stoga je

JO=fp+q) =fp)+f(@=fp)+f=9) = flp-q) =[O,

Sto znaci da f ovisi samo o normi ||x||. Kakoje x+y L; x —yix L; +y, primijenom (2.1)
1 neparnosti funkcije f slijedi

fCx) = f((x+y)+(x=y)=fx+y)+ f(x—y)
= f(0)+ f) + f(x) + f(=y) = 2f(x).

Neka su x,y € X takvi da vrijedi ||x|| = ||y||. Tadazau = x+yiv=x—yvrijediu L, v
paje
f2)+ f2y) = fu+v)+ flu—v)=(f@)+ f) + (f@) + f(-v))
=2f(u) = fQ2u) = f(2x + 2y).
Dakle, funkcija f je aditivna. O

Pitagorina ortogonalnost pokazala se kao najzahtjevnija za ovu vrstu istraZivanja pa
sljedeci teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 2.1.15. Neka je (X, || - ||) realan normirani prostor, dimX > 3 i (Y,+) Abelova
grupa. Ako je f: X — Y neparna ortogonalno aditivna funkcija s Pitagorinom ortogonal-
nosti, tada je f aditivna.

Ponekad je od interesa promatrati grupe na kojima je definirana relacija ortogonalnosti.

Definicija 2.1.16. Neka je (G, +) Abelova grupa i neka je L binarna relacija na G defini-
rana sljedecim svojstvima:

(a) ako su x,y € G takvida je x Ly, tadaje x L —y, —x L yi2x L 2y;
(b) za svaki x € G postojiy € G takavdajex Lyix+y L x—y.
Prisjetimo se da normirani prostor s jednakokra¢nom ortogonalnosti nije ortogonalni

prostor jer jednakokracna ortogonalnost nije homogena. Medutim, normirani prostor s
jednakokrac¢nom ortogonalnosti zadovoljava uvjete definicije

Neka je (G, ||-||) normirani prostori x,y € G takvidaje x L; y, odnosno ||x+y|| = [|[x—y||.
Tadaje x L; —yjerje|lx+ (VI = llx =yl = [lx + Il = |lx — (=) Isto tako, —x L, y jer je
| = x+yll = llx =yl = llx + yll = [| - x — yll. Takoder je 2x L, 2y jer je

122 + 2yl = 2[lx + yl| = 2lx = yll = [12x = 2y]|.
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Dakle, jednakokracna ortogonalnost zadovoljava uvjet (a). Za x € G stavimo y = ix. Tada
je llxll = llyll. Vrijedi [lx + yll = |1 + il llxll = [1 — i |Ix| = [lx — yll, pa je x L, y. Nadalje,
l(x +y) + (x = Il = 22| = 2[]yll = I(x +y) = (x =y, pajei x +y L; x —y. Prema tome,
jednakokracna ortogonalnost zadovoljava i uvjet (b).

Sljede¢im primjerom dokazat ¢emo kako normirani prostor s Pitagorinom ortogonal-
nosti ne zadovoljava uvjete definicije Neka je (R?,]| - ||lo) normirani prostor i x =
(1,2 — V3),y = (0, — V3). Vidimo da vrijedi x Lp y jer je [lx — yII*> = [IxI]> + [IylP*:

e = yIP = 11,2 = V3) = (0,= V3)I* = lI(1, 2)I* = max{|1], 2]} = 4,

IAPHIVIP = 111, 2= V3)IPHIO, = V3)IF = max{|1], 12—~ V3[)+max{[0], |- V3|}* = 143 = 4.
Medutim, —x £p yjer || = x = yI? # || = x|* + IIylI* -

I=x =y =ll-1-(1,2- V3)—(0,- V3)|?
= ll-1,-2+2V3)|
= max{| - 1],| - 2 + 2 V3|?
= (-2+2V3)? £4 = -2 + bl

Analogno, x Lp —yjer |lx — (=)|I* # |Ix|I> + || — y||>. Dakle, svojstvo (a) nije zadovoljeno
pa Pitagorina ortogonalnost ne zadovoljava uvjete definicije [2.1.16]

Svaki ortogonalni prostor zadovoljava uvjete definicije 2.1.16f Medutim, postoje i
primjeri potpuno drugacije prirode.

Primjer 2.1.17. Neka je G = R i L definirana na sljedeci nacin:
xloyex-yeR\Q ili x-y=0.

Uvjet (a) je ocito zadovoljen. Nadalje, primijetimo da je x +y L1y x — y ekvivalentno
(x+y)(x—y) = x* —=y?> € R\ QU {0}. Fiksirajmo proizvoljni x € R i uo¢imo da je za x = 0
dovoljno uzeti y = 0. No, ako je x # 0, tada imamo dva slucaja. Ako je x* racionalan broj,
tada za y moZemo uzeti, na primjer, y = n. Ako x nije racionalan broj, onda je dovoljno
uzetiy = 0 i uvjet (b) je u oba slucaja ispunjen.

Neka je G Abelova grupa opskrbljena binarnom relacijom L koja zadovoljava svojstva
(a) i (b) iz definicije Neka je f: G — H, gdje je H Abelova grupa, funkcija sa
svojstvom f(x+y) = f(x)+ f(y), x,y € G, x L y. Prema (b), za svaki x € G postojiy € G
takavdajex Lyix+y L x—y. Tadaje f(x +y) = f(x) + f(y). Prema (a), x L —y, pa je
f(x—y) = f(x) + f(-y). Zbrajanjem dobivamo

Jx+y) + f(x=y)=2f(x0) + f) + f(=)).
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Ako je f neparna, tada je f(2x) = 2f(x) za svaki x € G. Ako je f parna, tada je f(x+y) +
f(x—=y)=2f(x) +2f(y), aodatle zbog x +y L x — y slijedi

J2x) =2f(x) + 21 (y). (2.6)

Zamijenimo li uloge x iy, dobivamo f(2y) = 2f(x)+2f(y). Dakle, f(2x) = f(2y). Kako je
2x L 2y, u (2.6) smijemo zamijeniti x sa 2x iy sa 2y, pa dobivamo f(4x) = 2f(2x)+2f(2y),
odakle slijedi f(4x) = 4f(2x). Definirajmo g : G —» Hsa g(x) = f(x)+ f(—x)ih: G - H
sa h(x) = f(x)— f(—x). Tada su g i h ortogonalno aditivne funkcije, g je parna, a 4 neparna
te vrijedi 2f(x) = g(x) + h(x). Slijedi

2f(4x) = g(4x) + h(4x) = 4g(2x) + 2h(2x)
= 4£(2x) + 4£(=2x) + 2f(2x) — 2f(=2x)
= 6£(2x) + 2f(=2x).

Ako grupa H ima svojstvo da 24 = 0, gdje je h € H, povlaci h = 0, tada je

J4x) = 3f(2x) + f(=2x),

za svaki x € G. Ako uz to grupa G ima svojstvo da za svaki x € G postoji y € G takav da
je x =2y, tada je
Fo0 =31(3)+ £ (-3%)

zasvaki x € G.

2.2 Ortogonalna Jensenova funkcijska jednadzba

Definicija 2.2.1. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Za funkciju
f:V — G kaZemo da zadovoljava ortogonalnu Jensenovu funkcijsku jednadZbu ako
vrijedi

2f (%) = f(@) + ), xyeV,xLy. 2.7)

Napomena 2.2.2. Ako grupa G ima svojstvo da za svaki g € G postoji h € G takav da je
2h = g (takav h oznac¢avamo sa %), tada je ekvivalentno sa
x+y) _ fO+fO)
f(5) =10,
Teorem 2.2.3. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Funkcija f: V — G
koja zadovoljava jednadZbu je oblika f(x) = a(x) + ¢ pri Cemu je a: V — G aditivna
funkcija, a c € G konstanta.
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Dokaz. Uvrstavanjem y = Oy u jednadZbu (2.7) dobivamo

2f(3) = f@ +c,
gdje je f(Oy) = c¢. Uvedemo li supstituciju x = y + z, dobivamo
2f (%) = o+ +e.
Akojey L z,iz slijedi
2f (%) = f) + £(2).

Izjednacavanjem desnih strana prethodnih dviju jednadZzbi dobivamo

fO+f@=fO+2)+c,

Sto je ekvivalentno sa
Jo+2)=fO)+ [ -c,
v,z € V, y L z. Definirajmo funkciju g: V — G sa g(x) = f(x) —c. Zasve x,y e V, x Ly,
vrijedi
gx+y) = flx+y —c

=f@)+f)-c-c

=f)-c+fy-c

= g(x) + g(y).

Ovime smo zadanu funkcijsku jednadzbu sveli na ortogonalno aditivnu funkcijsku jed-
nadzbu Cije je rjeSenje funkcija g(x) = a(x) + g(x), pri ¢emu je a aditivna, a g kvadratna
funkcija. Slijedi da je a(x) + g(x) = f(x) — ¢, odnosno rjeSenje ortogonalne Jensenove
funkcijske jednadzbe je funkcija f(x) = a(x) + g(x) + ¢, c € G.

Najprije uo¢imo da funkcija g(x) = a(x) + ¢ zadovoljava (2.7)) jer je

2g (%y) =2a (%) + 2c

=alx+y)+2c

a(x) +a(y) + 2c
=g(x) + g,
za sve x,y € V, pa onda i funkcija g(x) = f(x) — (a(x) + ¢) zadovoljava (2.7). Ako su

x,yeV, x Ly, tadaje
29 (%) = g + q().
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Kako jetadaix L —y,tojei

29 (53 = q(x) + q(-).

Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo

29 (%) + 24 (%) = 29(x) + q0) + q(-y).

Kako je funkcija g kvadratna, lijeva strana ove jednakosti je jednaka g(x) + g(y), pa imamo
q(x) + q(y) = 2q(x) + q(y) + g(—y) odakle slijedi g(x) + g(—y) =0, x,y € V, x L y. Kako je
x L Oy za svaki x € V, stavimo li y = Oy, zbog ¢(0y) = 0 odavde slijedi g(x) = 0 za svaki
x € V. Dakle, f(x) = a(x) + ¢, gdje je a: V — G aditivna funkcija, a ¢ € G konstanta. 0O

Napomena 2.2.4. Uocimo da je svako rjesenje ortogonalne funkcijske jednadzbe ujedno i
rjeSenje (bezuvjetne) Jensenove jednadZbe

2f(%)=f(x)+f(y), x,y V.

Znamo da to nije slucaj s ortogonalno aditivnom funkcijskom jednadZbom, tj. ako je f
rjesenje ortogonalne aditivne funkcijske jednadZbe, tada f ne mora biti rjesenje i aditivne

funkcijske jednadzbe (primjer[2.1.2)).

2.3 Ortogonalna kvadratna funkcijska jednadzba

Kvadratna funkcijska jednadzba definirana je u 1.1 (vidite napomenu|(l.1.12). Sada ¢emo
proucavati funkcijsku jednadzbu istog oblika, ali uz uvjet ortogonalnosti.

Definicija 2.3.1. Neka je (V, L) ortogonalni prostor i G Abelova grupa. Za funkciju
f:V — G kaZemo da je ortogonalno kvadratna ako vrijedi

fx+y)+ fx—y)=2f(x)+2f(@y), x,yeV,xLy. (2.8)

Propozicija 2.3.2. Neka je (X, {-|-)) unitaran prostor nad F € {R,C}, dim X > 3 te neka
neprekidan funkcional f: X — C zadovoljava (2.2). Tada postoje neprekidni funkcionali
A,B,C: X — C sa svojstvom za koje vrijedi f = A+ B+ C te

A(Ax) = [APA),

B(Ax) = *B(x),

C(Ax) = 2C(x),

za svaki A € Ciza svaki x € X.
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Napomena 2.3.3. AkojeF =R, tadau propozicijizakljuéujemo daje f(Ax) = A2 f(x)
zasve L €C, x € X.

Dokaz. Nekaje F = C. Za x = y = Ox dobivamo f(0Ox) = 0, a tada za x = Ox dobivamo
f(=y) = f(y) zasvakiy € X, paje f parna funkcija. Uzmimo x,y € X takve daje (x|y) =0
1||x]| = |lyl|. Tada su vektori nx + y i x — ny, n € N u parovima ortogonalni. Zato je

flnx+y) + (x—ny) + f((nx +y) — (x —ny)) =2f(nx +y) + 2f(x — ny)
odnosno
f(n+Dx=(=Dy)+ f((n=Dx+@n+ 1)y =2f(nx+y) + 2f(x —ny).  (2.9)
Takoder je
f(+Dy—@m—1Dx)+ f((n= Dy +(+ Dx) = 2f(ny + x) + 2f(y —nx).  (2.10)
Zbrajanjem (2.9) i te uzimajudi u obzir da je (x| y) = 0, dobiva se
S+ Dx)+ f((n=Dy)+ f((n+ Dy)+ f(n—1)x) = 2f(x)+2f (nx)+2f () +2f (ny). (2.11)

Pretpostavimo sada da za svaki k € N U {0} vrijedi f(kx) + f(ky) = kK*(f(x) + f(y)). Tada

iz (2.11) slijedi f((n + 1)x) + f((n + 1)y) = (n + 1)*(f(x) + f()). Slijedom toga, prema
principu matematicke indukcije, kada je (x|y) = 01 ||x|| = [[y||, jednakost

fx) + f(ny) = n*(f() + f() (2.12)

vrijedi za svaki n € N U {0}, a zbog parnosti funkcije f i za svakin € Z. Nekajez € X
takav da vrijedi (x| ) = (y|2) = 01 |lx]| = Ilyll = llzll. Zbog (212) je tada

f@nx) + f(nz) = n(f(x) + f(2)),
fy) + f(nz) = n*(f) + f(2)),

odakle oduzimanjem dobivamo
fx) = f(ny) = R*(f(x) = ). (2.13)

Iz 212) i 2-13) slijedi
fnx) =n’f(x) (2.14)

za svaki x € X 1n € Z. Budu¢i da je f neprekidan, iz (2.14) slijedi

frx) =7 f(x) (2.15)
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za svaki x € X i za svaki r € R. Neka je sada

2A(x) = f(ix) + f(x). (2.16)
Funkcional A je neprekidan, zadovoljava uvjete (2.2) i (2.15), a takoder vrijedi i
A(ix) = A(x). (2.17)
UzmimoAd=a+iB, a, BeR. Zae| = xzﬂ, e = %, (x|y)y =01||x]| = [yl slijedi
A(Ax) = A((aer — Ber) + i(Bey + aer)),
AQly) = Al(ae) — Ber) — i(Ber + aey)),
A(lx) = A((ae + fer) — i(Bey — aey)),
A(y) = A((ae; + Ber) + i(Bey — aey)).

Buduci da A zadovoljava uvjete (2.2)) i (2.15]), zbrajanjem gornjih jednakosti, zbog (e, | e;) =
0, lledll = lle2ll, x = e1 + iea, y = €1 — iey, slijedi

A(x) + A(y) + A(Ax) + AQly) = 2|7 (A(x) + A(Y)).

Stoga, kao i ranije za z L x,z L y1ilz]| = ||x]| = ||y|| imamo

A(Ax) + A(Ax) = 2|APA(x). (2.18)
Ako A zamijenimo sa e, ¢ € R, a x sa e¥x, dobivamo

A(e*x) + A(x) = 2A(e%x).
Takoder je A(e™2¢x) + A(x) = 2A(e”*x) pa vrijedi

A(ex) — A(e*#x) = 2(A(ex) — A(e ¥x)). (2.19)
Za fiksni x € X definirajmo preslikavanje I na jedini¢noj kruznici sa
I(a) = A(ax) — A(ax).

Tada (2.19) ima oblik
1(@%) = 2I(a). (2.20)

k . n .
Konkretno za @ = 717" k = 1,2,...,2" — 1, n € N imamo ¢! = 1, tj. ¢* = «,

a jednakost (2.20) tada povladi /(@) = i(e®) = 2"I(a), odnosno I(a) = 0 za svaki @ =
e, ¢ € R. Zbog toga je A(1x) = A(Ax), a iz toga, zbog lb slijedi

A(dx) =A(x), xe€X, 1€C, |1 =1.
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Zamijenimo li A sa ﬁ 1 uzmemo li u obzir da A zadovoljava (2.15)), dobivamo

A(x) = [APA(x), xeX, 1eC. (2.21)

Neka je sada 25 (x) = f(ix) — f(x). Funkcional S je neprekidan, zadovoljava uvjete 1
(2.15)), a takoder vrijedii S (ix) = =S (x), x € X. Na isti nacin na koji smo dobili (2.18)) sada
mozemo dobiti S (1x) + S (Ax) = (1> + A2)S(x). Ako stavimo daje A = @, |of = 1, a** #
1,n € N i zamijenimo x sa ax, dobivamo S (@*x) + S (x) = (& + a?)S (@x) odnosno

S@0)+Sx) = (o +%)S (),
S (@x) +a*S(x) = (@°+a®)S (ax),
a*S(@*x) — a*a*S(x) = a®S(ax) — a*S(x) + @2S (ax) — &*a2S (),
(S (@x) —a*S(x) = (@ +ad)S(ax) - (@ +a?)a2S (x),

a*(S(@2x) — a*S(x)) = P + 1)(S (ax) — a?S (x)),

C(S(@x) - a*S(x) = -L=(S(@x) - a’S(x)).

ad-1

Matematickom indukcijom dokaze se da je

27 (S(@"x) — @18 (x)) = 2= (S (ax) — @S (x)).

at-1

Sada je, za svaki x € X,

SBx)-B2S(x) _ S(ax)—a2S(x)
p-F  a-a

pri Cemu su « i B takvida je |a| = |8 = 1, @* # 11 B* # 1. Nadalje, zbog &injenice da S
zadovoljava uvjet (2.15]), imamo

) S(Ax) — 28
S(/lx)2 /1_2 S@) _ S( 1xz _; (x), (2.22)
AZ=A -4

gdje je x € X proizvoljan, a 1i A; kompleksni skalari za koje vrijedi 2> # 2 3 # /l_f
Fiksirajmo sada 4, 1 definirajmo
38 (x) = S(A1x)

Bx) = 2_ 32
’11 - /11

(2.23)

Tada je o
38 (Ax) = S (21Ax)

B(1x) = N
/11 - /11

, A #E (2.24)
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Buduci da su, zbog (2.22)), desne strane jednakosti (2.23)) i (2.24) neovisne o 4;, moZemo
staviti 4, = Au (2.23) i 4, = 1 u (2.24). Rezultat toga je B(Ax) = A2B(x) za svaki x € X

S(x)-228 (x)
CAx) = ?C(x), x € X,1 € C. Zbog f(x) = A(x) = S(x)1 =S(x) = B(x) + C(x) je
f(x) = A(x) + B(x) + C(x). Time je propozicija dokazana. O

1 za svaki 4 € C. Ako je C(x) = =S(x) — B(x) = , onda slicno dobivamo

Propozicija 2.3.4. Neka je (X, (-|-)) realni unitarni prostor, dim X > 3 te neka neprekidan
funkcional f: X — R zadovoljava (2.2)). Ako je za svaki A € C i za svaki x € X

fx) = 2f), (2.25)
tada je funkcional f kvadrami, tj. f(x +y) + f(x —y) = 2f(x) + 2f(y) za sve x,y € X.

Dokaz. Za x =y = 0 dobivamo f(0) = 0, a tada za x = 0 dobivamo f(—y) = f(y) za svaki
y € X, paje f parna funkcija. Uzmimo x,y € X takve da je (x|y) = 01 ||x|| = |[yll. Tada je
(x+y|x—y)=0pavrijedi

2f(x+y) +2f(x—y),
J2x)+ f(2y) 2f(x+y) +2f(x—y),
4f(x) +4f(©) 2f(x+y)+2f(x—y),
2f(0)+2f(y) = flx+y)+ flx=y).

Nekaje (x+y|x—y) #0. Akoje(z|x) =0, tadaje f(x+2)+ f(x —2) = 2f(x) + 2f(2), a
iz (2.25) slijedi f(x + iz) + f(x — iz) = 2f(x) + 2f(iz) = 2f(x) — 2f(2). To daje

4fx)=f(x+2)+ f(x—2)+ f(x+i7) + f(x —i2). (2.26)

fx+)+ =)+ f(x+y)—(x—y)

Uzmimo sada z € X takav da je (z|x) = 0, (z]y) = O0te daje ||z||> = (x + y| x — y). Tada je

x+y+zlx—y+2 =0,
(x+y-zlx-y-2)=0,
(x+y+izlx—y+iz) =0, (2.27)
(x+y—-izlx—y—iz)=0.

Prema (2.26) je
Af(x+y)=fx+y+2)+ f(x+y—2+ f(x+y+i) + fx +y —i2),

Af(x=y)=fx=—y+2)+ f(x—y—2)+ f(x—y+iz) + f(x —y —i7).
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Zbrajanjem prethodne dvije jednakosti i primjenom (2.2)) i (2.27) za dobivamo

Af+y) + fx=y) = 52f(x+y+2) +2f(x =y +2) + 2f(x +y - 2)
+2f(x—y—-2)+2f(x+y+i) +2f(x—y+iz)
+2f(x+y—iz)+2f(x—y—iz)

= 5(fQx+22) + f(2y) + f2x = 22) + f(2y)
+ f(2x +2i2) + f(2y) + f2x = 2iz) + f(2y)),
a zbog jed4(fx+y)+ f(x—-y) = % (4f(2x) +4f(2y)), odnosno
Jx+y) + f(x—y)=2f(x) +2f(y).
O
Problem odredivanja opéeg rjeSenja ortogonalne kvadratne funkcionalne jednadzbe
(2.8) na proizvoljnom ortogonalnom prostoru ili u normiranom prostoru s Birkhoff-Ja-

mesovom, jednakokracnom ili Pitagorinom ortogonalnosti 1 dalje je otvoren. Medutim,
poznato je opcCe rjeSenje jednadZbe oblika:

fx+y)+ f(x—y) =2g(x)+2h(y), x,yeV, x_Ly. (2.28)

Lema 2.3.5. Neka je (V, L) ortogonalan prostor, a G Abelova grupa sa svojstvom 2x = 0
(x € G) poviaci x = Oy. Akoza f: V — Gvrijedi f(x+y)+ f(x—y) =2f(x)zasve x,y € V
takve da je x L y i ako je relacija L simetricna, tada je preslikavanje x — f(x) — f(Oy)
ortogonalno aditivno.

Dokaz. Za x = Oy imamo —f(y) = f(-y)—2f(0y), ye V. Nekaje x L y. Tadajey L xpa
je fOy —x) = —f(y + x) + 2f(y) odakle prvo slijedi
fx+y)==flx=y)+2f(x) = (fy—x) = 2f(O0y) + 2f(x)
=(—fO+x0+2f() - 2fO0v) +2f(x),
azatim f(x+y) = f(x) + f(y) — f(Oy). Prema tome je f(x +y) — f(Oy) = (f(x) = f(Oy)) +
(f(y) = f(Oy)) pa je preslikavanje x — f(x) — f(Oy) ortogonalno aditivno. O

Teorem 2.3.6. Neka je (V, L) ortogonalni prostor, a G Abelova grupa sa svojstvom 2x = 0
(x € G) poviaci x = Oy. Opce rjeSenje f,g,h: V — G funkcijske jednadzbe ([2.28) dano je
sa

fx) =Ax) + O(x) + f(Oy),

g(x) = A(x) + Q(x) + g(Ov),

h(x) = Q(x) + h(Oy),

za svaki x € V, pri ¢emu je A: 'V — R aditivna funkcija, a Q: V — R ortogonalno
kvadratna funkcija.



POGLAVLIJE 2. FUNKCIJISKE JEDNADZBE 42

Dokaz. Promatrajmo prvo f kao neparnu funkciju. UvrStavanjem x = Oy 1y = Oy u (2.28))
1 primjenom neparnosti funkcije f, odakle slijedi f(0y) = 0, dobivamo

g(0y) + h(0y) = 0. (2.29)

Sada, uvrstavajuci (x,0y) umjesto (x,y) u ([2.28) slijedi f(x) = g(x) + h(Oy), a zatim
uvrstavajuci (Oy, x) umjesto (x,y) dobivamo g(Oy) + h(x) = 0, za sve x € V. Prva je-

dnadzba, uz (2.29)), daje
g(x) = f(x) + g(0y),

dok druga jednadzba, uz (2.29), daje
h(x) = h(Oy).
Jednadzbu (2.28]) sada moZemo zapisati na sljedeci nacin:

Jx+y) + flx—y) =28(x) + 2h(y)
= 2f(x) +2g(0v) + 2h(0v)
=2f(x) +2(g(0y) + h(0y))
=2f(x),
za sve x L y. Stoga, prema lemi [2.3.5] imamo f(x) — f(Oy) = A(x), gdjeje A: V - G
ortogonalno aditivna funkcija. Kako je f(Oy) = 0, to prema teoremu [2.1.4] zakljuc¢ujemo

da je A aditivna funkcija.
Promatrajmo sada f kao parnu funkciju. Zamjenom (x, y) sa (Oy, Oy) u (2.28)) dobivamo

g0y) + h(0y) = f(Oy). (2.30)

Sada, uvrstavajuéi prvo (x, Oy) pa (Oy, y) umjesto (x,y) u dobivamo redom
Jf(x) = g(x) + h(Oy), (2.31)
J) = g0v) + h(y), (2.32)

za sve x,y € V. Jednadzbu (2.28) sada mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

J(x+y) + flx—y) = 2g(x) + 2h(y)
=2f(x) = 2h(0y) + 2f(y) — 2g(0v)
=2f(x) + 2f(y) = 2(g(Oy) + ~(Oy))
=2f(x) +2f(y) = 2fOv).

Definirajmo Q(x) = f(x) — f(Oy) za svaki x € V. Slijedi
Ox+y)+0(x—y)=20(x) +20(y), xLly,



POGLAVLIJE 2. FUNKCIJISKE JEDNADZBE 43

odnosno Q je ortogonalno kvadratna funkcija. Kako je f(x) = Q(x) + f(Oy), iz (2.31),
primjenom (2.30), dobivamo

g(x) = O(x) + f(Oy) — ~(Oy) = Q(x) + g(Oy),
aiz (2.32)), primijenom (2.30), dobivamo
h(x) = Q(x) + f(Oy) = g(O0y) = Q(x) + h(Oy).

Dokazimo jo§ kako i parni i neparni dijelovi funkcija f, g, h zadovoljavaju jednadzbu (2.28).
Parne dijelove oznacit ¢emo sa f,,, g,, h,, a neparne sa f,, g,, h,. Prema (2.28) imamo

fr(x+ )+ fulx +y) + f(x = y) + fulx —y) = 2g,(x) + 2g,(x) + 2h,(y) + 2h,(y), x Ly.

Zbog homogenosti relacije ortogonalnosti L iz x L y slijedi —x L —y pa uvrStavanjem —x
i —y u (2.28)) dobivamo

o +3) = fux +3) + fp(x =) = fu(x = y) = 28,(x) = 28,(x) + 2, (y) = 2ha(y), X LY.

Zbrajanjem i oduzimanjem prethodnih dviju jednadZzbi dobivamo (2.28) za trojke (f,, &5, 1)
1 (fu, &u» hy) umjesto (f, g, h). Konacno,

F) = fp(0) + fulx) = Q(x) + f(0y) + A(x) + fu(Oy) = A(x) + Q(x) + f(Oy),
8(x) = gp(x) + gn(x) = Q%) + g,(Oy) + fu(x) + 8,(0v) = A(x) + O(x) + g(Ov),
h(x) = hp(x) + hy(x) = Q(x) + hy(Oy) + 7, (Oy) = O(x) + ~(Oy).

2.4 D’Alembertova funkcijska jednadzba

Definicija 2.4.1. Neka je (V, L) ortogonalni prostor. Za funkciju f: V — R kaZemo da
zadovoljava ortogonalnu d’Alembertovu funkcijsku jednadZbu ako vrijedi

S+ + f(x=-y)=2f(x)f(y), x,yeV,xLy. (2.33)

Ortogonalna d’ Alembertova funkcijska jednadZba dobivena je postavljanjem uvjeta na
d’ Alembertovu funkcijsku jednadzbu

Jx+y) + flx=y) = 2f()f() (2.34)

u kojoj jednakost vrijedi za sve x1y.
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Primjer 2.4.2. Neka je (X, -|-)) unitarni prostor te neka je f: X — R definirana sa
f(x) = eh(IIXIlz)

pri cemu je h: R — R proizvoljna neprekidna nenul aditivna funkcija. Tada f zadovoljava

Jednadzbu Jjer {x|y) = 0 povlaci

2 12
f(x + y) + f(x _ y) = MDD Shlx=yI%)
= MEOHXINFOINHY YY) | [ 0=(x =G 10+ 1)

— SOy x|+ 1))

— 2 hlIHP) | hlbiP)
=2f()f (),

ali ne i jednadzbu (2.34). Uzmimo na primjer prostor (R%,|| - ||). Neka je x = (1,0) i
y=(1,1) pavrijedi {x|y) = 1 # 0. Tada je

2 STY)
FO+y) + flx = y) = ety 4 ghllxoylP) — ghiS) o et

§to je razlicito od
2f(X)f(y) = 2eh(IIXI|2) 3 eh(lly‘IIZ) = 2D )

Naime, stavimo li t = "V > 0, tada zbog aditivnosti funkcije h izraz "> + "V postaje

£ +1, aizraz 2e"Ve"® postaje 2t - 12 = 213, Jedino pozitivno rjesenje jednadzbe £ +t = 21>
jet = 1. No, ako je "V = 1, tada je h(1) = 0. Kako je h homogena (lemall.1.13), to za
svaki x € R vrijedi h(x) = xh(1) = 0, pa je f nul funkcija, suprotno pretpostavci.

Dakle, klasa rjeSenja funkcijske jednadzbe (2.33)) je pravi podskup klase rjeSenja fun-
kcijske jednadzbe (2.34). Stoga, kako bismo u klasi rjeSenja od (2.33]) okarakterizirali
funkcije f koje zadovoljavaju (2.34), treba odrediti prikladan uvjet na f.

Lema 2.4.3. Neka je (V, L) ortogonalni prostor. Ako f: V — R zadovoljava , tada

je
fQx)=2f(x)*-1, xeV (2.35)

Dokaz. Za x = y = 0y dobivamo 2£(0y) = 2f(0y)?, pa je f(0y) = 0ili 1. Pretpostavimo
daje f(Oy) = 0. Tada za y = x imamo f(2x) = Oy i to vrijedi za svaki x € V pa je f nul
funkcija, suprotno pretpostavci. Dakle, f(Oy) = 1. Sada za y = x dobivamo (2.33). m|

U sljedecem teoremu ¢emo dokazati da, u slucaju kada je ortogonalni prostor unitaran
prostor, uvjet (2.35)) karakterizira funkcije u klasi rjeSenja od (2.33) koje zadovoljavaju

@33).
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Teorem 2.4.4. Neka je (X,(-|-)) unitarni prostor. Nenul funkcija f: X — R rjeSenje je
Jjednadzbe (12.34) ako i samo ako f zadovoljava i

fQRx)=2f(x* -1, xeX. (2.36)

Prvo ¢emo dokazati lemu koju ¢emo koristiti u dokazu teorema.

Lema 2.4.5. Neka je (X, (-|-)) unitarni prostor. Ako funkcija f: X — R zadovoljava
tada jednakost

x+y)2 x-y\2
A (R) F(5) = fanfa-p+ e+ fa-p+1 237
vrijedi za sve x,y € X.

Dokaz. Lijevu stranu jednakosti zapiSimo na sljedeéi nacin:
af (32Y F(52) = (2f(%)2 - 1)(2]‘(%)2 - 1) ; (2f(”2ﬂ)2 - 1) ; (2f(%)2 _ 1) i1

Primjenom uvjeta (2.36) dobivamo desnu stranu jednakosti (2.37):
(2;0(%)2 - 1)(2]0(?)2 - 1) ; (2f(%+y)2 - 1) ; (2]0(’6—;)2 - 1) f1=

=fx+fx=y+fx+y+f(x-y+1

Dokazimo sada teorem 2.4.41

Dokaz. Nuznost smo dokazali u lemi Pretpostavimo sada da f zadovoljava i
(2.36). Tada uvrstavanjem x = y = Oy u (2.33) analogno kao i ranije dobivamo f(0x) = 1,
pazax = Oy iz slijedi f(y) = f(—y) za svaki y € X. Sada trebamo dokazati da f
zadovoljava jednadzbu (2.34). Neka su x,y € X proizvoljni vektori. Ako je (x|y) = 0, tada
jednadzba (2.34) slijedi iz prethodnih pretpostavki. Ako je (x|y) # 0 razlikovat ¢emo tri
slu¢aja obzirom na vrijednost produkta (x + y|x — y).

(1) Pretpostavimo da je (x|y) # Oi{(x+y|x—y) = 0. UvrStavanjem x + yix—yu
jednadzbu dobivamo f(2x) + f(2y) = 2f(x + y)f(x — y) pa jednadZba daje

2f(x)* = 1+ 2f()* = 1 =2f(x + ) f(x — y),
FO*+ f3)? = f(x+ ) f(x—y) + 1. (2.38)
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Uvrstimo sada 5% i =3 u jednadzbu (2.33). Dobivamo f(x) + f(y) = 2f(5*)f(53). Sada
kvadriranjem ove jednakosti i primjenom (2.38)) dobivamo:

FOO? + fO)? +2f(0f() = 4f (TP FC,
fEHNfx =)+ 1+2f0f () = 4fCFFCF)

Prema lemi [2.4.5]slijedi
Ja+Nfx=)+1+2f(0fQ) = fx+fx—+ fx+y) + fx=y)+ 1,

Jx+y) + fx=y)=2f(0)f(),

odnosno jednadzba (2.34)) je zadovoljena.

(i1) Pretpostavimo da je (x|y) # 0i{(x+y|x—y) < 0. Kako je dimX > 3, postoji
z € X\{0x} takav da (x|z) = (y|z) = 01i ||zl*> = —(x +y|x —y). DokaZimo ovu tvrdnju.
Ako su x 1y linearno ovisni, uzmimo u € X tako da su x i u linearno neovisni i definirajmo
prvov = u— £ x, a zatim z = (= (x + y | x — y)!/2 2. Kako je (x|v) = 0, t0je i (x|z) = 0,
aondai(y|z) = 0. Vrijedii|lz]> = —{(x+y|x—y). Ako su x i y linearno neovisni,
neka je t € X takav da je {x,y,t} linearno neovisan skup vektora. Definiramo li p =

y = %x ig=1- gl')?)x - <<5||;>>P’ tada je (x|g) = (ylg) = 0 pa preostaje definirati
z=(—{(x+y|x- y>)1/2||3_\|' Tada vrijede sljedeca svojstva:
(xxylz) =0, (2.39)
— =0,
(x+y+zlx—-y+2 (2.40)
(x+y-zlx—y—-2=0.
Uvrstavanjem x + y i z u jednadzbu (2.33)) dobivamo
Jx+y++ flx+y-2 =2f(x+y)f(2),
fx=y+2+ fx-—y—-2=2f(x-y)f),
a zbrajanjem prethodnih dviju jednadzbi slijedi
Jx+y+)+fx+y-+ fx-y+2)+ flx-y-2)
=2f)(fx+y) + f(x=y). (2.41)
Obzirom na (2.40), iz (2.33)) dobivamo
fQx+22)+ f(2y) =2f(x +y+2)f(x -y + 2), (2.42)

fCx -2+ fQy) =2f(x+y—-2)f(x—-y—2). (2.43)
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Sada primjenom jednadZbe f(2x) = 2f(x)* — 1 slijedi

fE+*+f0) = fx+y+f(x—y+2)+1, (2.44)
fx=27+ f0) = fx+y-f(x—y-2) + 1. (2.45)
Akou 1 redom zamijenimo x, y, z sa 3, %, 5, dobivamo

Flr+ )+ f0) = 2f (29%) £ (555), (2.46)
flx=2)+ fo) =2f (2) f ( = Z) (2.47)

Kvadriranjem prethodne dvije jednadZbe i primjenom i (2.43) dobivamo
faty+Df(x—y+2)+ 14 2f(x+ Df() = 4f (%)2 FEEF, @)
frty=fa-y-+ 1 +2f(-2f0) = 4f (X2 F(522). (249

Sada zamijenimo x sa x + z, odnosno x — z u izrazu (2.37) iz leme [2.4.5]i dobivamo

4F (Z22Y F(Z2Y = fet 2+ 0fG4 2=+ fx+ 240+ flx+z-3) + 1,

4f(%”)2f("”) = fa— 24 fx—z=y) + flr—z+ )+ fla—z=p)+ 1,
pa uvritavanje u i (2.49) daje

Ja+y+2)+ flx—y+2) =2f(x+2)f(),
fx+y-2+ flx-y—-2)=2f(x =2 f().

Zbrajanjem prethodnih dviju jednadZzbi dobivamo

fx+y+)+fx—y+2)+ fx+y-2+ fx—y-2=2f((f(x+2) + f(x — 2)
=4f(0)ff(2), (2.50)

za (x|z)y = 0. Jednadzbe (2.41)) i (2.50) daju
J@ U +y) + flx=y) =2f(0)f() = 0. (2.51)

Kako (x|z) = 0 povlac¢i (x|2z) = 0, smijemo zamijeniti z sa 2z, pa primjenom (2.36))
dobivamo
2f@7 = D(f(x+y) + fx—y) = 2f () f(y) = 0. (2.52)
Sada iz i slijedi f(x+y)+ f(x—y) = 2f(x)f(y) =0 zasve x,y € X.
(ii1) Pretpostavimo da je (x|y) # O0i(x+y|x—y) > 0. Uzmimo z € X takav da je
(x]z2) = (ylz) = 0i]z]* = (x+y|x—y). Analognom metodom dokaza kao u koraku (ii)
slijedi tvrdnja. O
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2.5 Ocuvanje ortogonalnosti

Definicija 2.5.1. Neka su (V, Ly) i (W, Ly) ortogonalni prostori. Funkcija f: V — W
(tocno) cuva ortogonalnost ako vrijedi

xLlyy= fx) Lw fO), xyeV (2.53)

Napomena 2.5.2. Neka preslikavanja mogu biti vrlo nepravilna, odnosno ne biti linearna
pa se iz tog razloga ograni¢avamo samo na linearna preslikavanja.

Teorem 2.5.3. Neka su (X,(:|-)) i (Y,{-|-)) unitarni prostori nad F € {R,C}. Za nenul
linearno preslikavanje f: X — Y sljedeci uvjeti su ekvivalentni za neki y > 0:

(i) f cuva ortogonalnost;
(ii) Ifoll = ylixll za svaki x € X;

(iii) (f()|f) =y (x]y)za sve x,y € X.

Dokaz. (1) = (i1) Ako je dim X = 1 tada je ocito svako netrivijalno linearno preslikavanje
preslikavanje slicnosti, odnosno ||f(x)|| = v|x|]| za sve x € X iy > 0. Neka je sada
dimX > 2 inekasu x,y € X\{Ox}. Neka je @ = ”Jﬂi’ﬂ)” ig = ”jlcl(y—y”)” Pretpostavimo da je
a < B. Lako se dokaze da vektori x i y moraju biti linearno neovisni. Ako je u € F takav

daje y = ux, tada je

IO = [1f ol = edlpx]] = alul x| = allux] = alyll

pa je prema pretpostavci S|ly|| = ally|| Sto je u kontradikciji sa @ < . Dakle, vektori su
linearno neovisni. StoviSe, x 1 y ne mogu biti ortogonalni. Pretpostavimo suprotno, tj.
x L y i definirajmo vektore u = ;5 iv = ”i—” Imamou L viu+v L u— v odakle slijedi

f) L f(v)1f(u+v)L f(u—v).S druge strane,

(flu+v)| f=v) = If@ = IIf0IP = o = B> £0,

Sto dovodi do kontradikcije. Dakle, x L y. Definirajmo vektore z = x — <y"’ﬂllxllz #0i
w=5. OCitojez L x, w L u, w+u L w—u, odakle slijedi f(z) L f(x), f(w) L f(u)1i
fw+u) L f(w—u). Kakoje z L x, toje |lx — z|* = (x — z| x — 2) = |lz|* + ||xII%, a kako je

f(@) L f(x), takoder je [| f(x) = f@I = If @I + [ f(0)I’. Sada moZemo izracunati

2 llxlI* [y 2
el = LML

2 _ IOl 2 _ By 201412 211,112
If @I = BEESE — 7ol = BEEE - o?llxdf > o,
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.o . 2 v .
odakle slijedi % > @*. Kona¢no, imamo

2 X 2
(fw+w | fow—w) = IFWIF = If @I = YaE - V0L > o —o? = 0,
Sto dovodi do kontradikcije s pretpostavkom da je f(w+u) L f(w—u). Dakle, zakljucujemo
da ”]|p|E:|C|)” ima konstantnu vrijednost za svaki (nenul) x € X. Tu vrijednost ozna¢imo sa y.
Tada je || f(x)|| = vl|x|| za svaki x € X.
(1) = (111) Implikacija slijedi iz polarizacijskih formula iz teorema|l.1.10l Naime, ako

je F =R, tada imamo

(ILF ) + FOIP = £ ) = FOIP)
(7l + 12 = Yllx = yIP)

= 17 (I + 1P = llx = yIP)

=7 (x]y).

(fOIfO) =

Bl— A=

Ako je F = C, tada imamo

SO = L (1F@ + FONP = IF ) = FOIP = llf@) + FQDIP + il f @) - Fay)IF)
= (P + 1P = Y2l = HIP = il + il + il = ivlP)
= 1y (I + 1P = = Y1 = illx + iyl + illx = iyl

Y (xly).

(iii) = (i) Implikacija je o&ita jer {x|y) = 0 povladi {f(x)| f(y)) = y*-0 = 0. |

Teorem 2.5.4. Neka su (X,||-|)) i (Y,|| - ||) normirani prostori nad F € {R,C}i f: X —» Y
linearni operator. Tada f cuva Birkhoff-Jamesovu ortogonalnost ako i samo ako je f
preslikavanje slicnosti.

Prije dokaza teorema navest ¢emo definicije i rezultate na koje ¢emo se pozivati u
dokazu.
Kazemo da normirani prostor (X, || - ||) nad F € {R,C} ima Gateaux diferencijabilnu
normu u x € X \ {Oyx} ako
lig ol = i
im ———
1—0, teR t
postoji za svaki y € X. Nadalje, potporni funkcional ¢, u x € X je linearan funkcional na X
koji je jedini¢ne norme i takav da je ¢,(x) = ||x||. KaZe se da je X gladak u x € X \ {Ox} ako
postoji jedinstveni potporni funkcional u x, a da je X gladak ako je gladak u svakoj svojoj
tocki. Poznato je da je Banachov prostor X gladak u x ako i samo ako je norma Gateaux
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diferencijabilna u x. Osim toga, u tom slucaju, realni dio Re ¢, jedinstvenog potpornog
funkcionala ¢, u x dan je sa

T ol 5
Regx(y) = lim —————.
Ako je X gladak u x , tada je x L y ako i samo ako je y € ker¢,. Nadalje, ako je X
gladak, tada je sa [x|y] := |[yll¢y(x), gdje je ¢, potporni funkcional u y, definiran jedinstveni
poluskalarni produkt na X. U tom slucaju je uvjet

xLy= f(x) L f)

ekvivalentan sa
yekerg, = f(y) € ker sy

odnosno
[x|y]=0=[f(x)|f(»]=0.
DokaZzimo sada teorem

Dokaz. Jasno je da preslikavanje sliCnosti ¢uva ortogonalnost. Trebamo dokazati obrat.
Mozemo pretpostaviti f # 0. Uo¢imo da ako f Cuva ortogonalnost i nije nul funkcija, tada
ona mora biti injektivna. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji Ox # x € ker f. Neka je y
proizvoljan vektor u X takav da x nije ortogonalan na y. Promotrimo funkciju ¢ — ||x + #y||.
Kako je ta funkcija neprekidna i tezi u beskonacnost kada |¢| tezi u beskonacnost, to postoji
bar jedna tocka, recimo a, takva da u @ ova funkcija postiZe svoj globalni minimum. Tada
je
min [lx + 7yl] = [lx + ayll.

Uoc¢imo da je zato
lx +ay +wyll > |lx + ayll, wpekF,

paje x+ay L y. Kako f ¢uva ortogonalnost, to jei f(x+ay) L f(y) odnosno af(y) L f(y).
Ako je a@ = 0, tada je min.r ||x + ty|| = ||x]||, odakle slijedi ||x + uy|| > ||x|| za svaki u € F,
pa je x L y suprotno pretpostavci. Dakle, @ # 0, pa imamo f(y) L f(y). Stoga je
f(») = 0. Neka je z € X\{Ox} proizvoljan i definirajmo y = 2||z||x + ||x]|z. Pretpostavimo
daje x L y. Tada je |lx + uyll = |lx|| za svaki u € F, odnosno |[(1 + 2ullzl})x + pllxllz || = [lx]]
zasvakiu € F. Zayu = _ﬁ posebno dobivamo ﬁll llxllz |l > |Ix|| odakle slijedi 3 > 1
Sto je kontradikcija. Dakle, x nije ortogonalan na y, pa prema dokazanom imamo f(y) = 0
odnosno f(2||zllx + |[x]lz) = O, odakle slijedi f(z) = 0. No, kako je z bio proizvoljan,
zakljuujemo da je f nul funkcija suprotno pretpostavci. Prema tome, f je injekcija.
Sljedece dokazujemo da postoji funkcija A: R, U {0} — R, U {0} takva da je

IOl = AdllxlD,  x e X.
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Dovoljno je dokazati da

Il = Iyl = IlFll = [lfWIl, - xyeX. (2.54)

Implikacija je trivijalna ako su x i y linearno ovisni jer tada ||x|| = ||y|| povladi y = ux za
neki skalar y, |u| = 1. Pretpostavimo stoga da su x i y linearno neovisni vektori. Neka
je M linearna ljuska vektora x i y. Definirajmo normu na M sa ||zll; = lf(2)Il, z € M i
neka je A skup svih onih z € M za koje barem jedna od normi, || - || ili || - ||¢, nije Gateaux
diferencijabilna. Buduci da f Cuva ortogonalnost, dobivamo da za svaki z € M\Aine M
vrijedi

nekerT, = f(n) € ker Ty

© nker(Ty) o f)
<n ker Gf(z)’

pri cemu su T i G, potporni funkcionali za z, za norme || - || 1| - ||z, na M, a Ty, potporni
funkcional za f(z), za normu na f(M). Dakle, imamo ker T, C ker G, za svaki z € M\A,
ekvivalentno, postoji funkcija 1: M\A — C takva da je G, = A(z)T,, za svaki z € M\A.
Kako je

If @Il = G.(2) = A)T.(2) = A)|lzll,  z € M\A,

mozemo uociti da je A realna pa zakljucujemo da je
g = A,  z€ M\A,

pri Cemu su 7, 1 g. Gateauxovi diferencijali za zna |[ - || 1| - [|;. Neka je L: C* > M
i(a,B) = ax + B(y — x). OCito je L izomorfizam. Stavimo D = L7'(A). Iz definicije
skupa A je vidljivo da je D skup tocaka (a,8) € C? za koje barem jedna od funkcija,
(@,p) = |IL(a, Pl ili (a,B) = [|IL(a,p)lls, nije Gateaux diferencijabilna. Kako su obje
funkcije norme u C?> = R*, D mora zadovoljavati (o,8) € D & (1a,A8) € D, 1 € Fi
v} (D) = 0. Neka je y: [0,2] — C? put. Tada je I': [0,2] — M definirana sa

[(r) = Ly (), r€[0,2],

put od x do y takav da je v{r : I'(r) € A} = v{r : y(r) € D} = 0. Kako su r — ||Ly(r)||
i 7 |[Ly()||; neprekidne, slijedi da je i [[(r)ll; = ”L”;(”r)”||Ly(r)||f neprekidna i v{r :
I (r) ne postoji} = v{r : ||[Ly(r)|| ne postoji} = 0. Takoder, uo¢imo da je r — |[I'(r)|| = ||x]|
neprekidna funkcija. Tada imamo

ICI; = groy T (r)

= AL(N) fron (T (1)
= AT E) IEI’
=0.
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Stoga, r — |[['(r)ll; je neprekidna funkcija 1 imamo [[x|[; = [[TO)|[f = [T, = lIylls,

odakle slijedi (2.54) ¢ime je teorem dokazan.

O

Definicija 2.5.5. Neka su (V, Ly) i (W, Ly) ortogonalni prostori te neka je € € [0,1).
KaZemo da su vektori u i v g-ortogonalni (u L° v) kada je | (u|v)| < gllull ||V||. Za funkciju

[V = W kaZemo da priblizno ¢uva ortogonalnost ako vrijedi
xLyy= f) Ly fO), xyeV.
Definicija 2.5.6. Priblizno ocuvanje jednakokracne ortogonalnosti definira se sa
¥ Loy e oyl <yl < -yl s€[0,1),xy€X.
Lema 2.5.7. Neka je e € [0,1)i f: X — Y linearno preslikavanje za koje vrijedi
xLlyy= f(0) L5/, xyeX
Tada je f injektivna, neprekidna i zadovoljava
SENAN < IF QN < 22NN, x € X.

Dokaz. Zamijenimo li x1y sa ﬂ i =2 l

llxll = [yl = HLAColl = IIf(y)III <e(lf@Il+1fmi, xyeX

b moZemo zapisati kao

(2.55)

(2.56)

(2.57)

Fiksirajmo proizvoljni jedini¢ni vektor y € X i neka je y = ||f(V)||. Iz (2.57) slijedi da je

HIFGON =yl < e lF Ol +v)

Sto je ekvivalentno sa
=y <|lfll < %7
pa je y pozitivna jer bi inace bilo f = 0. Takoder, iz (2.57) dobivamo
Ixll = L= [llf @l -y < elfGll + ),

odakle je
FGDI =7 < e(IFGE +7).  x€X\{0x)

HLFCOIl = ylIxll T < € ALF Ol + ylixdl) -

To je ekvivalentno sa

eyl < Ifll < Zeylixll, xeX

1 implicira injektivnost i neprekidnost od f. Dok je y = ||f(y)|| proizvoljna, za y € X takav

da je [|yll = 1, slijedi (2.56).

O
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Teorem 2.5.8. Neka su (X,||-|)) i (Y,|| - ||) normirani prostori nad F € {R,C}i f: X —» Y
linearni operator. Sljedeci uvjeti su ekvivalentni:

(i) postoji y > 0 takav da vrijedi ||f(x)|| = v||x|| za svaki x € X;

(ii) x Ly y= f(x) L, f(y) za sve x,y € X.

Dokaz. (i) = (ii) Imamo
1F () + SN = 11f G+ = yllx + ¥l = yllx =yl = If x =l = 11f(x) = fDII-

(i) = (1) Za € = 0 iz (2.56) dobivamo ||f]||Ix]| < |[fxIl < |IfIlllx|l, odakle je ||fx|l =
YIIx|l, x € X zay = ||f]|. Preslikavanje f je preslikavanje sli¢nosti. O

Teorem 2.5.9. Neka su (X,|| - ||) i (Y,|| - ||) normirani prostori nad F € {R,C}i f: X - Y
linearni operator. Tada je f preslikavanje sli¢nosti, odnosno za neki y > 0 je || f(x)|| =
YIxll, x € X ako i samo ako postoje poluskalarni produkti [-|-]x i [-|-]ly na X i Y, takvi da
je

@Dy = Y [xIylx,  xy€X. (2.58)

Dokaz. Dovoljnost je o€ita. Pretpostavimo da su (X, || - [[) 1 (¥,]| - ||) razli¢iti normirani
prostori s razli¢itim normama. Odaberimo proizvoljan poluskalarni produkt [-|-]y na Y.
Tada je dovoljno definirati

[xIylx = LA fO)y. xyeX

za dobivanje poluskalarnog produkta na X takvog da je (2.58)) zadovoljeno. O
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Sazetak

U ovom radu definirane su Birkhoff-Jamesova, jednakokra¢na, Robertsova, Pitagorina i
poluskalarna ortogonalnost. Svaka od njih poopcenje je standardne ortogonalnosti u unitar-
nim prostorima. Proucavana su Cetiri tipa uvjetnih funkcijskih jednadzbi (tzv. ortogonalnih
funkcijskih jednadZzbi) dobivenih dodavanjem uvjeta ortogonalnosti poznatim funkcijskim
jednadzbama:

(1) aditivna: f(x +y) = f(x) + f(y), x Ly,

(ii) Jensenova: Zf(%y) = w x Ly,

(ii1) kvadratna: f(x +y)+ f(x—y) =2f(x) +2f(y), x L y,
(iv) d’Alembertova: f(x +y) + f(x —y) =2f(x)f(y), x L y.

Opisano je 1 na koji nacin funkcija Cuva standardnu ortogonalnost te koje uvjete mora zado-
voljavati kako bi ocuvala Birkhoff—Jamesovu, jednakokracnu i poluskalarnu ortogonalnost
u normiranim prostorima.



Summary

In this thesis, Birkhoff-James, isosceles, Roberts, Pythagorean and semi—inner product
orthogonality are defined. Each of them is a generalization of standard orthogonality in
inner product spaces. Four types of conditional functional equations (so-called orthogonal
functional equations) obtained by adding an orthogonality condition to known functional
equations are studied:

(i) additive: f(x+y) = f(x) + fO), x Ly,
(ii) Jensen: 2f (43) = 200 x 1y,
(iif) quadratic: f(x +y) + f(x —y) = 2f(x) + 2f(y), x Ly,
(iv) d’Alembert: f(x +y) + f(x —y) = 2f(x)f(y), x L.

It is also described how a function preserves standard orthogonality and which conditions
it must satisfy in order to preserve Birkhoff-James, isosceles and semi—inner product or-
thogonality in normed spaces.
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