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Uvod

U potpunim modelima trZiSta svaki je slucajni zahtjev dostizan, odnosno za svaki slucajni
zahtjev postoji neka samofinancirajuca strategija trgovanja koja ga replicira. Takvu strate-
giju moZemo shvatiti kao savrSenu zastitu od rizika vezanog za dani slucajni zahtjev. No
Sto ako je model trziSta nepotpun, odnosno ako slucajni zahtjev ne moZemo replicirati?
Ovo pitanje nije besmisleno — potpuna trziSta su ekonomski restriktivna i ¢esto nisu eko-
nomski opravdana. U slucaju nepotpunog modela trZiSta viSe se ne moZemo ograniciti
na samofinancirajuce strategije u cilju dostizanja naseg slucajnog zahtjeva — moramo do-
pustiti dodatno ulaganje na kraju svakog razdoblja trgovanja. Naravno, u interesu nam je
minimizirati taj novc€ani tok, tu ,,greSku u replikaciji”, Sto u ovom radu prouc¢avamo u vidu
minimizacije kvadratne pogreske.

U ovome radu bit e predstavljene tri verzije ovog problema. Lokalna verzija promatra
pogresku zastite od rizika za svaki vremenski interval. Verzija preostalog rizika proucava
pogresku do koje dolazi nakon zadanog trenutka. Ukupnu pogresku od pocetka do kraja
trgovanja opisuje globalna verzija. Zanimat ¢e nas egzistencija i identifikacija strategija
trgovanja koje minimiziraju navedene rizike te povezanost ova tri pristupa problemu.



Poglavlje 1

Model financijskog trzista

Na vjerojatnosnom prostoru (€2, #, P) promatramo model financijskog trziSta s d + 1 fi-
nancijskom imovinom kojom se moZze trgovati u trenucima ¢t = 0, 1, ..., 7. Uzimamo da je
nulta financijska imovina nerizi¢na; donosi siguran i predvidiv povrat. To primjerice moze
biti obveznica ili novac u banci uloZen uz fiksnu kamatnu stopu. Preostale d financijske
imovine su rizicna imovina, primjerice dionice. Cijena i-te financijske imovine u trenutku
t dana je nenegativnom slu¢ajnom varijablom S‘. Pretpostavljamo da je slu¢ajan vektor
S, = (S?,St) = (S?,S,l, ...,Sf) izmjeriv u odnosu na o-algebru ¥, ¢ ¥. O o-algebri
¥, C ¥ razmisljamo kao o informaciji o stanju svijeta koja nam je dostupna u trenutku 7.
Stoga je prirodno pretpostaviti da vrijedi

FoCF1C...CFr. (1.1)

.....

.....

Nadalje pretpostavljamo da vrijedi ¥y = {0, Q}, odnosno u trenutku # = 0 nemamo
nikakvu informaciju o budu¢em stanju svijeta.

.....

..........
..........

.....

tirani slucajni proces s vrijednostima u R4*!,
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Definicija 1.3. Strategija trgovanja (ili dinamicki portfelj) je predvidiv proces & = (£°,&) =

.....

Vrijednost & strategije trgovanja & predstavlja broj jedinica i-te imovine tijekom z-tog
razdoblja trgovanja izmedu trenutaka 7—1 i 7. Tako je £iS!_| koli¢ina uloZena u i-tu imovinu
u trenutku 7 — 1, dok je €S proizlazeca vrijednost u trenutku ¢. Ukupna vrijednost portfelja
& u trenutku ¢ — 1 iznosi &, - S, = Z?:o £S' . Do vremena ¢, vrijednost se portfelja 3
promijeni u &, - S, = Y%, £S!. Predvidivost procesa & izraZava injenicu da se ulaganja
moraju izvrsiti na poCetku svakog razdoblja trgovanja, bez predvidanja buducih prirasta
cijena.

Definicija 1.4. Strategija trgovanja & je samofinancirajuca ako
EI'E[:EH_l'Et ZCZ[ZI,...,T—L

Odnosno, u samofinancirajucoj strategiji trgovanja portfelj je uvijek rebalansiran na
takav nacin da se saCuva njegova trenutna vrijednost.

Zanima nas i vrijednost financijskih imovina svedena na sadaSnju vrijednost. Naime,
razlikujemo jednu jedinicu neke valute primjerice u trenutku # = 0 1 jednu jedinicu u tre-
nutku 7 = 1. Ljudi obi¢no preferiraju odredeni iznos danas u odnosu na isti iznos za koji se
obecava da Ce biti isplacen kasnije. Pretpostavit ¢emo da vrijedi

S%>0 P-gs.zasvet.

Sada moZemo formirati diskontirani sustav cijena

i S
X! = 5

Vrijedi X = 1, a vektor X, = (X}, ..., X) izraZava vrijednost preostale financijske imo-
vine u odnosu na nultu imovinu. Ovakvim diskontiranjem omogucena je usporedba cijena
imovina koje se kotiraju u razli¢ito vrijeme.

.....

nirana je s o o
Voi=&-Xo @ Vii=¢,-X, zat=1,..,T.

Proces dobitka strategije trgovanja € definiran je kao

t
Goi=0 i Gi:=) & Xi—Xe) zat=1,..T.
k=1



POGLAVLJE 1. MODEL FINANCIJISKOG TRZISTA 4

Definicija 1.6. Samofinancirajuca strategija trgovanja naziva se arbitraza (ili moguénost
arbitraze) ako za vrijednost portfelja V vrijedi

Vo<0, Vr>0P-gs. i P[Vy>0]>0.

Moguénost arbitraZe interpretiramo kao investicijsku strategiju koja nije izloZena riziku
gubitka, ve¢ donosi pozitivan profit s pozitivnom vjerojatnos¢éu. Ako niti jedna samofinan-
cirajuca strategija nije arbitraza, kaZzemo da financijsko trZisSte ne dopusta arbitrazu.

Definicija 1.7. Slucajni proces M = (M,);~...r na filtriranom vjerojatnosnom prostoru
(Q,F, (1), Q) zove se martingal ako je M adaptiran, vrijedi Eg[|M,|] < oo za sve t, te
ako

MS:EQ[Mtlﬁ] za0<s<t<T.

Martingal moZemo tumaciti kao matematicku formalizaciju ,,poStene igre”: za svaki
trenutak s 1 za sve t > s, uvjetno ocekivanje buduéeg dobitka M, — M, je nula, s obzirom
na informacije dostupne u trenutku s.

Zelimo 1i naglasiti ovisnost martingalnog svojstva procesa M o odredenoj mjeri Q,
kazemo da je M Q-martingal ili da je M martingal s obzirom na mjeru Q.

Definicija 1.8. Neka su P i Q dvije vjerojatnosne mjere na izmjerivom prostoru (Q,F).
KaZemo da je Q apsolutno neprekidna u odnosu na P na o-algebri F (pisemo Q < P) ako
za sve A € F,

P[A]=0 = Q[A]=0.

Vrijede lii Q < Pi P < Q, kaZemo da su Q i P ekvivalentne te pisemo Q =~ P.

Definicija 1.9. Vjerojatnosna mjera Q na (Q, 7) zove se martingalna mjera ako je diskon-
tirani sustav cijena X (d-dimenzionalni) Q-martingal, tj.

Eg|Xi|<oo i Xi=Eo[X]|F.]. 0<s<t<T i=1,..d

Martingalna mjera P* zove se ekvivalentna martingalna mjera ako je ekvivalentna origi-
nalnoj mjeri P na Fr. Skup svih ekvivalentnih martingalnih mjera oznacavamo s P.

Sada iskazujemo fundamentalni teorem odredivanja cijena imovine. Za dokaz vidjeti
[4), Teorem 3.22].

Teorem 1.10. Model financijskog trZista ne dopusta arbitraZu ako i samo ako postoji ekvi-
valentna martingalna mjera.

Definicija 1.11. Slucajni zahtjev C je nenegativna slucajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F, P). Slucajni zahtjev C naziva se izvedenica primarnih imovina S°, S, ..., S¢

.....
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Slucajni zahtjev predstavlja imovinu koja u trenutku 7" donosi iznos C(w), ovisno o
scenariju w € Q razvoja trziSta. Vrijeme 7' se naziva dospijece zahtjeva C. Diskontirana
vrijednost slucajnog zahtjeva C dana je s

te ju zovemo diskontirani zahtjev.

Definicija 1.12. Slucajni zahtjev C je dostizan ako postoji samofinancirajuca strategija &
takva da L
C=&,-Sr P-gs.

Kazemo da strategija & replicira C.

Slijedi da je slucajni zahtjev C dostizan ako i samo ako za pripadajuci diskontirani

zahtjev H := S% vrijedi H = &; - X7 = Vr za neku samofinancirajucu strategiju & s

vrijednoS¢u port%elja V.
Definicija 1.13. Model triista bez arbitraZe je potpun ako je svaki slucajni zahtjev dostiZan.
Iskazat ¢emo osnovni rezultat o potpunosti trzisSta. Za dokaz vidjeti [4, Teorem 3.28].

Teorem 1.14. Model triista bez arbitraZe je potpun ako i samo ako postoji jedinstvena
ekvivalentna martingalna mjera.

Zahtjev za potpunost trzista cesto nije ekonomski opravdan, a ispunjava ga samo ogranic¢ena
klasa modela financijskih trziSta. Stoga u ovome radu pretpostavljamo da je model finan-
cijskog trziSta nepotpun.



Poglavlje 2

Lokalni kvadratni rizik

U ovome poglavlju predstavljamo lokalnu verziju problema minimizacije kvadratne po-
greSke zaStite od rizika. U tu svrhu konstruirat ¢emo postupak sekvencijalne regresije.
Za pocetak donosimo jednostavan primjer kojim ¢emo ilustrirati proces zastite od rizika u
jednoperiodnom modelu financijskog trzista.

Primjer 2.1. Promotrimo jedan od jednostavnijih modela financijskog trZista: jednope-
riodan model koji se sastoji od jedne rizicne i jedne nerizicne imovine. Podsjetimo se i
pojma call opcije: call opcija na neku imovinu je ugovor koji vliasniku daje pravo, ali ne i
obvezu, na kupovinu te imovine u trenutku vremena dospijeca (u ovom slucaju, u trenutku
1) za fiksnu cijenu izvrsenja. Diskontirana call opcija s diskontiranom cijenom izvrSenja
K odgovara slucajnoj isplati oblika

X, — K, akojeX, > K,

Hcall — (Xl _ K)+ — {
0, inace.

Pretpostavimo da smo prodali call opciju na rizicnu imovinu. Tada ¢emo u trenutku t = 1

morati isplatiti slucajan iznos H". Zeljeli bismo se osigurati od ovog dogadaja; Zelimo

zastititi opciju. U tu svrhu, oformimo portfelj koji se sastoji od ny jedinica nerizicne imo-

vine i ¢ jedinica rizicne imovine. Vrijednost ovog portfelja u trenutku 0 iznosi

Vo = 1o + £Xo.

U trenutku vremena dospijeca t = 1, vrijednost portfelja je ny + X1, no mi Zelimo portfelj
Cija je vrijednost jednaka H". Kada bismo sada mogli podesiti kolicinu nerizi¢ne imovine
s o nan = H — £X,, vrijednost rezultirajuceg portfelja u trenutku t = 1 bi bila

Vi =m +&X.
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Takav portfelj zadovoljava nas uvjet
Vl — Hcall.

Za dani H* takva strategija bit ¢e odredena nasim inicijalnim izborom konstanti & i V,,.
Promotrimo troskove koji proizlaze iz te strategije. Oznacimo li s C, kumulativan trosak do

trenutka t, imamo
Co = Vo,

te dodatni trosak zbog nase prilagodbe kolicine nerizicne imovine u trenutku 1 iznosi
Ci—Co=m—1mo

= (Vi = &Xy) — (Vo — €Xo)
=V = Vo = &(X1 — Xo).

Probajmo sada odabrati strategiju na takav nacin da se rizik u trenutku 0, mjeren ocekivanim
kvadratnim troskom

R:=E[(C) - G|
= E[(H" = Vo - £X, - Xo)|

svede na minimum. Ovo je jednostavan problem pronalaska najbolje linearne procjene za
H na temelju X, — Xy. Prema tome, optimalne konstante & i Vy dane su sa

£= cov(H“", X, — Xo) _ cov(H“", X))
-~ Var(X,-X,)  Var(X))

te
Vo = E[H“"] - ¢E[X, — Xo].

Promatramo strategije trgovanja koje nisu nuzZno samofinancirajuce, ve¢ postoji mogucnost
dodatnog ulaganja nulte imovine na kraju svakog razdoblja trgovanja. Time osim pocetne
investicije u trenutku 7 = 0 dopuStamo novcani tok sve do konacnog vremena 7. Posebno,
moguce je replicirati bilo koji dani slucajni zahtjev uskladivanjem razlike izmedu isplate
zahtjeva 1 vrijednosti koju je generirala prethodna strategija finalnom uplatom u trenutku
T. Stoga uvodimo pojam generalizirane strategije trgovanja.

Definicija 2.2. Generalizirana strategija trgovanja je ureden par slucajnih procesa (£°, &)

..........

Diskontiranu vrijednost portfelja V strategije (£, &) definiramo s

Voi=&) i Vii=&+&-X zat>1.
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Za generaliziranu strategiju trgovanja (£, &), ukupni dobitak (ili gubitak) ostvaren do
trenutka ¢ dobiven ulaganjem u rizicnu imovinu dan je sumom

Z &k - (X — Xim1).
=1

Vrijednost portfelja V je oblika

t
Vo=&+&-Xo i Vi=Vot ) & K= X)), t=1,..T,
k=1

.....

.....

opcenito je razlika
t
Vi- ka (X — Xi-1)
k=1

netrivijalna 1 moZemo ju tumaciti kao kumulativni troSak do vremena f. ZapiSimo ova
razmatranja i formalno.

Definicija 2.3. Proces dobitka G generalizirane strategije trgovanja (£°, ) zadan je s
t
Go=0 i Gi=) & X-Xen), t=1,..T.
k=1

Proces troskova C generalizirane strategije trgovanja (£°, €) definiran je razlikom
C[ = Vl - Gt’ t = O, ceey T,
vrijednosti portfelja V i procesa dobitka G.

U ovome radu rizi¢nost strategije mjerit cemo u smislu kvadratne pogreske zastite s
obzirom na ,,0objektivnu” mjeru P. Cilj ¢e nam biti minimizirati tu kvadratnu pogreSku
unutar klase onih generaliziranih strategija (£°, ¢) koje repliciraju dani diskontirani zahtjev
H tako da vrijedi

Vi=H P-gs.

U nastavku ¢emo fiksirati zahtjev H. Kako bismo mogli proucavati kvadratnu pogresku,
uvodimo joS§ pretpostavki:

Pretpostavka 2.4. Pretpostavljamo da su diskontirani zahtjev H i diskontirani sustav ci-
jena X rizicne imovine kvadratno-integrabilni u odnosu na objektivnu mjeru P:
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(a) H € L2(Q, Fr,P) = L2(P)
(b) X, € L2(Q,F,, P;RY) za sve t.

Definicija 2.5. £2-dopustiva strategija za H je generalizirana strategija trgovanja (£°, &)
Cija vrijednost portfelja V zadovoljava

Vi=HP-gs. i V,e L*(P) za sve t,
i Ciji je proces dobitka G takav da vrijedi
G, e LX(P) zasvet.

Sada smo spremni predstaviti lokalnu verziju problema minimizacije kvadratne po-
greSke zastite od rizika.

Definicija 2.6. Proces lokalnog rizika £2-dopustive strategije (£°, &) je proces
R ,8) = E[(Co = CP*|F], 1=0,..T-1.
L*-dopustiva strategija (£°, €) naziva se strategija minimizacije lokalnog rizika ako
R“@E,8) <R™(E,6) Pgs.

vrijedi za sve t i za sve L*-dopustive strategije (£°, &) &ija vrijednost portfelja zadovoljava
Vier = §?+1 + &1 Xiv1 = Vit

Napomena 2.7. Pojasnimo zasto prethodna definicija zahtijeva fiksiranje vrijednosti V,,, =
Vi1, Krecuci se unatrag u vremenu, probajmo konstruirati strategiju minimizacije lokal-
nog rizika (&°,&). U trenutku T Zelimo izabrati 523_1, 53 &r_1, &r takve da minimiziraju
lokalni rizik RZT”fl(fo,.f). Kako konacna vrijednost svake L2-dopustive strategije mora biti
jednaka H, ova minimizacija zahtjeva ispunjenje uvjeta Vy = & +&r-Xr = H = Vr. U do-
quu Teorema vidjeAt ¢emo da minimalnost od RZT”f 1 (&°, &) u potpunosti odreduje ég, ér
i Vr_q, noizbor za f‘;_l i &7y je slobodan izmedu svih 53_1, &r_y takvih da §9_1+§T_1 Xr_ =
Vr_1. Sada nastavljamo tako da minimiziramo Rl;’fz(fo,g) pod uvjetom da je Vr_y jednak
vrijednosti Vr_, koju smo dobili u prethodnom koraku. Dobili smo problem istog tipa kao
i u prethodnom koraku.

Iako strategije minimizacije lokalnog rizika opéenito nisu samofinancirajuce, pokazat
¢emo da su ,,u prosjeku samofinancirajuée”:

Definicija 2.8. L2-dopustiva strategija zove se srednje samofinancirajuéa ako je njen pro-
ces troskova C P-martingal, odnosno ako vrijedi

E[Chy1 —C/|F]=0 P-g.s. zasvet.
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Kako bismo mogli formulirati uvjete za postojanje strategije minimizacije lokalnog
rizika, prvo uvodimo nekoliko oznaka. Uvjetna kovarijanca dviju slu€ajnih varijabli Wi Z
u odnosu na P definirana je kao

cov(W,Z|F) = E[WZ|F] - EWI|FIEZ|F]

pod uvjetom da uvjetna oCekivanja i njihova razlika imaju smisla. Uvjetna varijanca od W
u odnosu na P definirana je kao

Var (W|F) := E|W| T - EIWIF]’ = cov (W, W | F7).

Definicija 2.9. Za dva adaptirana procesa U i Y kaZemo da su jako ortogonalni s obzirom
na P ako
COV(UH.I - Ut’ Yt+1 - Yt|£) = 0 P-g.S. Za t = 0,...,T - 1.

U nastavku, kada ¢emo promatrati jaku ortogonalnost procesa U i Y, tada ¢e obicno
jedan od njih biti P-martingal. U tom se slucaju njihova uvjetna kovarijanca svodi na

covV (Uit = U, Y1 = Yi|F) = E[(Upyr = Up) (Y1 = YD) | 1]
Sada moZemo iznijeti karakterizaciju strategija minimizacije lokalnog rizika.

Teorem 2.10. L2-dopustiva strategija je strategija minimizacije lokalnog rizika ako i samo
ako je srednje samofinancirajuca i njen proces troskova je jako ortogonalan na X.

Dokaz. Proces lokalnog rizika £2-dopustive strategije (£°, &) moZemo izraziti kao sumu
dva nenegativna ¢lana:

R“(£,€) = Var (Cpy1 = C, | F) + E[Cpa — C I FT.

Kako se uvjetna varijanca ne mijenja dodamo li njenom argumentu neku #;,-izmjerivu
slu€ajnu varijablu, prvi ¢lan gornje sume zapisujemo kao:

Var (Cryy — C; | F7) = Var (Viey — &y - (Xiw1 — X0) | F7) . (2.1)
Za drugi ¢lan gornje sume vrijedi:
E[Cii = CINFY = (EVii |Fl = &1 - E[Xor1 = X, | F1 = V). (2.2)

U iduéem koraku fiksiramo 71 V;;1, a &4 1 V; shvacamo kao parametre. Na$ je namjera
izvesti nuZne uvjete za minimalnost R°(£°, £) s obzirom na promjene &, i V;. Uoimo
prvo da parametre £° i £ moZzemo mijenjati na takav na¢in da V, poprimi bilo koju danu
vrijednost, tako da je modificirana strategija i dalje £2-dopustiva strategija za H i da vrijed-
nosti & 1 V,;| ostanu nepromijenjene. Posebno, takva modifikacija ne utjeCe na vrijednost
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u (2.1). Stoga je za optimalnost od R°(£°, ¢) nuzno da V, minimizira (2.2). To je slucaj
ako 1 samo ako
Vi=E[Via|Fil - &1 E X1 — X | ¥l (2.3)

Vrijednost (2.1)) je nezavisna od V, te se mozZe zapisati kao kvadratna funkcija ;-
izmjerivog slucajnog vektora &.;. Zato je (2.I) minimalno ako i samo ako & rjeSava
linearnu jednadZzbu

0 =cov (Vi1 = &1 - X1 — X0), Xow1 — Xi | F0). (2.4)
Primijetimo da je (2.3) ekvivalentno
E[Cii = C|Fi] = E[Vir1 = &1 - X1 = X) [ F] = Vi = 0. (2.5)
Povrh toga, uz dano (2.3)), uvjet je ispunjen ako i samo ako
E[(Cr1 — C)(Xis1 — X |F:] = 0.

Tu smo koristili ¢injenicu da se uvjetna kovarijanca u (2.4) ne mijenja oduzimanjem ¥;-
izmjerive sluCajne varijable V, od prvog argumenta. Unazadna indukcija po ¢ zakljucuje
dokaz. O

Prethodni dokaz daje nam uputu kako rekurzivno konstruirati strategiju minimizacije
lokalnog rizika: Ako je V,,; zadan, minimiziraj

E[(Cri = CP|F] = E|(Vier = (Vi + &1 - Kot = X)) | 7|

s obzirom na V; 1 &.,. Ovo je samo uvjetna verzija odredivanja linearne regresije za V.,
na prirastu X,;; — X;. Promotrimo sada slu€aj financijskog trziSta koje sadrzi samo jednu
rizi¢nu imovinu, d = 1. Tada nam sljedeca rekurzija daje eksplicitno rjesenje:

A

VT = H,
. cov (Vir, X1 — X, | F7)
Siv1 1= 2 Loz, 201 (2.6)

O—t+ 1

Vt =F [‘A/Hl |7:t] _$t+l CE [ X1 — X | F]
Ovdje je o2, | skraeni zapis za uvjetnu varijancu:
o2y = Var (X1 — X, | F).

Definiramo li é? .=V, — & - X,, dobijemo generaliziranu strategiju trgovanja (£, &) &ija se
kona¢na vrijednost portfelja V; podudara s H. Medutim, potreban nam je dodatan uvjet da
bismo zakljuéili da je ova strategija doista £2-dopustiva.
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Propozicija 2.11. Pretpostavimo da u modelu financijskog trZista koji sadrZi samo jednu
rizi¢nu imovinu postoji konstanta C takva da

(E[X, — X, I?',_l])2 <C- O'f P-g.s. za sve t. 2.7

Tada rekurzija @ definira strategiju minimizacije lokalnog rizika (£°,&). Stovise, svaka
druga strategija minimizacije lokalnog rizika podudara se s (£°, &) do na modifikacije &, na
skupu {0 = 0}.

Dokaz. Trebamo pokazati da je strategija (£°, &) £2-dopustiva. Uo&imo da rekurzija (2.6)
iuvjet (2.7) daju
A 2
E|(&- o6 - x0) |

R 2
cov |V, Xi = Xio1 | Fo-
=F ( t Io'4 t 1| t 1) 'E[(Xz_Xt—l)2|7jf_l] I{‘sziO}
!

A 2
cov (Vta X — X |77t—1)
<(1+0)-FE

o7

<(1+C)- E|Var (V| 7).
Zadnje o&ekivanje je kona¢no ako je V, kvadratno-integrabilno. U tom sluéaju, &, - (X, —
X,_1) € LX(P) te slijedi V.-, € L2(P). Sada L£2-dopustivost od (£°,) slijedi indukcijom

unazad. Tvrdnja da je (£%, &) strategija minimizacije lokalnog rizika, kao i tvrdnja o jedins-
tvenosti slijede neposredno iz konstrukcije. O

Napomena 2.12. Predvidiv proces

S (E[X, — X1 | For])?
=1 Var (Xs - Xs—l |7:s—1) ’

=1,.,7T,

naziva se proces kompromisa ocekivanja i varijance za X (mean-variance trade-off pro-
cess), a uvjet (2.7) poznat je kao pretpostavka o omedenom kompromisu ocekivanja i va-
rijance (bounded mean-variance trade-off).

Primjer 2.13. Promotrimo model financijskog trZista koji se sastoji od jedne rizi¢ne imo-
vine S i nerizi¢ne obveznice

SO=0+r, t=0,.,T,
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s konstantnim povratom r > —1. Pretpostavljamo da vrijedi S (1) = 1 te da su povrati rizicne

imovine 1 1
R m S, =8,
t - Sl
-1

nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable u L*(P). Uz ove pretpostavke, diskon-
tirani sustav cijena X, definiran s

t

1+R;
X,:n — =0T,

s=1

2

Jje kvadratno-integrabilan. Oznacimo li s m oCekivanje od R;, a sa o~ varijancu, dobijemo

m-—r
E[X, — Xi— |7:t—1] =X 1 1—,
+r
) ~2
Var (X; — X, | Fr-1) = X, - m

Prema tome, uvjet omedenog kompromisa ocekivanja i varijance je zadovoljen bez dodat-
nih pretpostavki te strategija minimizacije lokalnog rizika postoji. Stovise, P je martin-
galna mjera ako i samo ako m = r.

Vratimo se sada na na$ op¢i model financijskog trzista s proizvoljnim brojem rizi¢nih
imovina
X = X', ..., X9.
Sljedeci rezultat karakterizira egzistenciju strategije minimizacije lokalnog rizika u smislu
dekompozicije zahtjeva H.

Korolar 2.14. Strategija minimizacije lokalnog rizika postoji ako i samo ako H moZemo
zapisati kao dekompoziciju

T
H=c+ Z & (X, —X_)+Lr P-gs., (2.8)
=1
gdje je c konstanta, & je d-dimenzionalan predvidiv proces takav da
&+ (X, — X)) € L2(P) zasvel,

i gdje je L kvadratno-integrabilan P-martingal koji je jako ortogonalan na X i zadovoljava
Ly = 0. U tom slucaju, strategija minimizacije lokalnog rizika (&°,€) je dana sa & = € i s
adaptiranim procesom &° koji je definiran sa 58 =ci

t
ety & X=X, )+Li—&-X, t=1,.,T
s=1
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Dekompozicija (2.8) je jedinstvena u smislu da su konstanta c i martingal L jedinstveno
odredeni.

Dokaz. Ako je (£°, ) dana strategija minimizacije lokalnog rizika s procesom tro§kova C,
tada iz dokaza Teorema (vidi ) slijedi da je L, := ¢, -G kvadratno-integrabilan
P-martingal jako ortogonalan na X. Dakle, dobivamo dekompoziciju (2.8)). S druge strane,
ako takva dekompozicija postoji, tada strategija (£°, £) ima proces troskova C = ¢ + L pa iz
Teorema slijedi da je (£°, ) strategija minimizacije lokalnog rizika.

Da bismo pokazali da je L jedinstveno odredena, pretpostavit ¢emo da postoji joS jedna
dekompozicija od H s obzirom nac, £ i L. Tada je

Nyi=c-T+L-L= ) (E-£) (X - X))
s=1

kvadratno-integrabilan P-martingal koji je jako ortogonalan na X. Zapisali smo ga kao
martingalnu transformaciju, odnosno ,,stohasticki integral” s obzirom na X. Iz jake ortogo-
nalnosti od N na X imamo

0=E|[E-£) (X - X)X - X)) | Fir |
MnoZenjem s 5 — &, dobijemo
—~ 2
0=E|(@&-&)- = X0) |7
pa vrijedi N; = N,y = (5 - &) (X; — X,—1) = 0 P-g.s. S obzirom na ZO = Ly = 0, dobijemo
L =1L, aiztogaslijedic = c. ]

Dekompozicija oblika naziva se ortogonalna dekompozicija slu€ajnog zahtjeva H
s obzirom na proces X. Ako je X P-martingal, tada se ortogonalna dekompozicija svodi
na Kunita-Watanabe dekompoziciju. Nju ¢emo iducu objasniti, no prvo predstavimo neke
nove pojmove i zapaZzanja.

Lema 2.15. Za kvadratno-integrabilne martingale M i N, sljedece dvije tvrdnje su ekviva-
lentne:

(a) M i N su jako ortogonalni.
(b) Produkt MN je martingal.
Dokaz. 1z martingalnog svojstva za M 1 N slijedi
E[(My1 = M)(Nisi — N) | F1] = E[Mi (N | F1] = MiN,.

Ovaj izraz iS€ezava ako 1 samo ako je M N martingal. |
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Ozna¢imo s H? prostor svih kvadratno-integrabilnih P-martingala. Koriste¢i jednakost
M, = E[My|F;], svaki M € H?* moZe u potpunosti biti odreden preko njegove konacne
vrijednosti My € L2(P). Sa standardnom identifikacijom slu¢ajnih varijabli koje se po-
dudaraju P-g.s., H? postaje Hilbertov prostor izomorfan s L*(P), ako je vektorski produkt
dan s
(M,N)4p = E[MyNy], M,N € H>.

Prije nastavljanja, podsjetit Cemo se pojmova vremena zaustavljanja i zaustavljenog
procesa.

Definicija 2.16. Funkcija v : Q — {0,1,...,T} U {+oo} zove se vrijeme zaustavljanja ako
{r=tfeFrzat=0,.,T.

Definicija 2.17. Za slucajni proces Y i vrijeme zaustavljanja T, s Y* oznac¢avamo proces
zaustavljen u vremenu 7

Y/ () := Yipr)(w), zaweQizasvetel0,...,T}.

Podsjetimo se i Doobovog teorema o zaustavljanju te popratne propozicije. Navodimo
ih bez dokaza; za dokaze pogledati [[1, Teorem 6.17] i [[1} Propozicija 6.38].

Teorem 2.18. (Doobov teorem o zaustavljanju.) Neka je M adaptiran proces takav da
M, € L'(P) za sve t. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) M je P-martingal.
(b) Za sva vremena zaustavljanja v, zaustavljeni proces M* je P-martingal.
(c) E[M. 7] = My za sva vremena zaustavljanja T.
Propozicija 2.19. Za adaptiran proces M u L'(P) sljedeée tvrdnje su ekvivalente:
(a) M je P-martingal.

(b) EIM.|F,] = M.\, za sva vremena zaustavljanja Tt t.d. v < T i za sva vremena
zaustavljanja o.

Sada moZemo uvesti pojam stabilnog potprostora.

Definicija 2.20. Za S potprostor od H?* kaZemo da je stabilan ako M™ € S za sve M € S i
za sva vremena zaustavljanja .

Propozicija 2.21. Neka je S stabilan potprostor od H? i neka je L € H? t.d. Ly = 0. Tada
su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
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(a) L je ortogonalan na S, tj.

(L,M)gpp =0 zasve M € S.

(b) L je jako ortogonalan na S, tj. za sve M € S

E[(Li —L)My —M)|F]1=0 P-gs. za svet.

(c) Produkt LM je martingal za sve M € S.

Dokaz. Ekvivalentnost (b) & (c) slijedi iz Leme [2.15]
Da bismo dokazali (a) & (c), pokazat ¢emo da je LM martingal za fiksni M € S ako i
samo ako (L, M")42 = 0 za sva vremena zaustavljanja v < T. Iz Propozicije [2.19|slijedi

(L, M) = E[LyM;] = E[L.M-].

Kako je LoM, = 0, koriste¢i Teorem|2.18|zakljuCujemo da je (L, M7)¢> = 0 za sva vremena
zaustavljanja v < T ako i1 samo ako je LM martingal. O

Konacno, iznosimo teorem egzistencije za Kunita-Watanabe dekompoziciju u diskret-
nom vremenu.

Teorem 2.22. Ako je proces X kvadratno-integrabilan martingal s obzirom na P, tada je
svaki martingal M € H? oblika

t
M, = Mo+ ) & (X, = Xo) + L,

s=1

gdje je ¢ d-dimenzionalan predvidiv proces takav da & - (X, — X,_) € L*(P) za sve t, i
gdje je L kvadratno-integrabilan P-martingal koji je jako ortogonalan na X i zadovoljava
Ly = 0. Ova dekompozicija je jedinstvena u smislu da je L jedinstveno odreden.

Dokaz. Oznacimo s X skup svih d-dimenzionalnih predvidivih procesa ¢ takvih da &;- (X, —
X,_1) € L%(P) za sve t, te 0znacimo s

G&) = D & (X, =X0), 1=0,...T,
s=1

,»stohasti¢ki integral” od ¢ € X s obzirom na X. Kako je za & € X proces G(£) kvadratno-
integrabilan P-martingal, skup G svih takvih martingala mozemo promatrati kao vektorski
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potprostor Hilbertovog prostora H?. Stovise, pokazat ¢emo da je G zatvoren potprostor od
H?. Uoc¢imo da iz martingalnog svojstva od G(¢) slijedi

T
(GE), 6@y = ELGr ()] = Z El¢ - (X, = X))

t=1

Prema tome, ako je £ takav da je G(£™) Cauchyjev niz u H?, tada je £ - (X, — X,_1)
Cauchyjev niz u L>*(P) za sve t. Kako je P martingalna mjera, koriste¢i [1, Lema 1.68]
zakljuujemo da je svako gomiliSte od ff") -(X;—X;—1) oblika & - (X; — X;-1) za neki sluCajan
vektor &, iz R? koji je P-g.s. konacan i ,_;-izmjeriv. Dakle, G je zatvoren u H>. PokaZzimo
sada da je G stabilan. Za ¢ € X 1 neko vrijeme zaustavljanja 7 vrijedi G;,.(§) = G,(€) gdje
je

é‘:S = f& : I{TZy}, s = 1, ceey T.

Nadalje, imamo E € X jer vrijedi
E [(Et (X - Xt—l))z] <E [(ft (X - Xt—l))z] < 0.

Kako je G zatvoren, ortogonalna projekcija N od M — M, na G je dobro definirana stan-
dardnim metodama Hilbertovih prostora. Martingal N je iz G, arazlika L := M — My — N
je ortogonalna na G. Prema Propoziciji [2.21] L je jako ortogonalan na G te je stoga jako
ortogonalan na X. Dakle, M = M, + N + L je trazena dekompozicija od M. Jedinstvenost
od L slijedi kao u dokazu Korolara[2.14 O



Poglavlje 3

Minimalna martingalna mjera

Ako je P martingalna mjera, imamo rjeSenje nasSeg originalnog problema konstruiranja
strategije minimizacije lokalnog rizika; Teorem i Korolar daju nam:

Korolar 3.1. Ako je P martingalna mjera, tada postoji strategija minimizacije lokalnog
rizika za (diskontirani) slucajni zahtiev H € L>(P). Ta je strategija jedinstvena u smislu
da je njena vrijednost portfelja V jedinstveno odredena s

V,=E[H|F], t=0,..,T, 3.1)
i da je njen proces troskova C dan s
C,=Vo+L, t=0,..T,

gdje je L jako ortogonalan P-martingal koji proizlazi iz Kunita-Watanabe dekompozicije
od V.

Sto je sa slu¢ajem kada P nije martingalna mjera? Pitamo se postoji li ekvivalentna
martingalna mjera P takva da vrijednost portfelja V strategije minimizacije lokalnog rizika
moZemo dobiti na sli¢an nacin kao martingal

E[H|F], t=0,..T. (3.2)

Prije nego li nastavimo, podsjetit ¢emo se vazne karakterizacije apsolutne neprekid-
nosti. Za dokaz pogledati [3]].

Teorem 3.2. (Radon—Nikodym.) Neka su P i Q dvije vjerojatnosne mjere na izmjerivom
prostoru (Q, F). Mjera Q je apsolutno neprekidna u odnosu na P na ¥ ako i samo ako
postoji F -izmjeriva funkcija ¢ > 0 takva da

f FdQ = f Fo dP za sve ¥ -izmjerive funkcije F > 0.

18
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Funkcija ¢ naziva se Radon-Nikodymova derivacija od Q u odnosu na P te piSemo

dg  _
a7
Proces Radon-Nikodymove derivacije od Q u odnosu na P definira se kao
dQ
Zt:E[ﬁ 7:,], t=0,..,T.

Iducu propoziciju navodimo bez dokaza. Za dokaz vidjeti [1, Propozicija A.12].

Propozicija 3.3. Neka su P i Q dvije vjerojatnosne mjere na izmjerivom prostoru (X, F)
takve da Q < P na ¥ s Radon-Nikodymovom derivacijom ¢. Neka je G C ¥ o-algebra.
Tada za sve F -izmjerive F > 0 vrijedi

Eyx[F|G] = -E[Fe|G] 0Q-gs.

Elp|G]

Sada mozZemo uvesti pojam minimalne martingalne mjere.

Definicija 3.4. Ekvivalentna martingalna mjera P € P zove se minimalna martingalna
mjera ako

dp\’

)

i ako je svaki P-martingal M € H? koji je jako ortogonalan na X takoder P-martingal.

E

< o0,

Idu¢i teorem govori da nam minimalna martingalna mjera zaista omogucuje trazeni
prikaz (3.2) — ako takva minimalna martingalna mjera postoji.

Teorem 3.5. Ako je P minimalna martingalna mjera i ako je V vrijednost portfelja strate-
gije minimizacije lokalnog rizika, tada vrijedi

V,=E[H|F], t=0,..T.
Dokaz. Oznacimo s
T
H=c+ Y & (X, -X)+ Ly
t=1

ortogonalnu dekompoziciju od H kao u Korolaru Tada je V dan s

t
Vi=c+ D &K= X))+ L.

s=1

Proces L je P-martingal jer je kvadratno-integrabilan P-martingal jako ortogonalan na X.
Nadalje, &, - (Xy — X;_1) € LY(P) jersué, - (X, — X, )i dP/dp kvadratno-integrabilni s
obzirom na P. Slijedi da je V P-martingal. Zbog V; = H, tvrdnja slijedi. m|
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Sada nam se naravno namece pitanje egzistencije minimalne martingalne mjere. Da bi-
smo dosli do kriterija za egzistenciju, izvest ¢emo karakterizaciju minimalne martingalne
mjere. No, prvo moramo analizirati utjecaj zamjene ekvivalentne mjere na strukturu mar-
tingala.

Lema 3.6. Neka je P vjerojatnosna mjera ekvivalentna s P. Adaptirani proces M je P-
martingal ako i samo ako je proces

_[aP
M, -E|— =0,..,T
t [dP ﬁ] ’ t O’ ’ ’
P-martingal.
Dokaz. Uvedimo oznaku .
dP

Uocimo da je ]\7, € LI(F) ako 1 samo ako je I\ZZ, € L'(P). Nadalje, radi ekvivalencije Pi
P proces Z je P-g.s. strogo pozitivan. Otuda nam Propozicija[3.3]daje

Z - E[Mtﬂ |Tt] =E [Mt+lzt+l |Tt] s
te slijedi da je E[Mm |7—‘,] = ]\Z ako i samo ako E [M,HZH] |7—‘t] = M,Zt. |

Propozicija 3.7. Ako je P vjerojatnosna mjera ekvivalentna s P, tada postoji P-martingal
A=A\, :1t€{0,..,T}) takav da je

AN=1 i ANy —-AN>-1 P-gs. zasvet, 3.3)
i takav da martingal _
Z'—EdPT t=0,..,T (3.4)
t - dP t]» - 9 ey ’ .

moZe biti prikazan kao
t
Z=[|a+A=Ac), 1=0,..T. (3.5)
s=1

S druge strane, ako je A P-martingal za kojeg vrijedi i takav da definira P-
martingal Z, onda je s _
dP = ZTdP

dana vjerojatnosna mjera P~P.
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Dokaz. Za danu vjerojatnosnu mjeru P ~ P, definiramo A s Ag = 1 i

Zt+1 - Zz

A=A+
t+1 t Zt

t=0,..,T-1,
gdjeje Z = (Z, : t € {0, ..., T}) proces dan s (3.4). Za ovaj izbor A o€ito vrijedi (3.5)). Iz
ekvivalencije P i P slijedi da je Z; P-g.s. strogo pozitivno za sve ¢ pa A zadovoljava uvjet
(3.3).

U iduéem koraku indukcijom po ¢ pokazujemo da je A, € L'(P). Zat = 0 tvrdnja
vrijedi po definiciji. Pretpostavimo da je A, € L'(P). Kako je Z nenegativno, uvjetno
ocekivanje od Z,./Z, je dobro definirano i P-g.s. vrijedi

Z

1
ﬁ]:Z'E[ZHll?:t]: L.

Slijedi da je Z;,,/Z; € £L'(P) pa imamo

At = A= 1425 ¢ £\(p),
Z
Pokazimo sada martingalno svojstvo od A. Kako je Z, strogo pozitivno, obje strane
jednakosti E [Z,11 | F;] = Z, moZemo podijeliti sa Z,. Time dobijemo E [A,+; — A, |F] = 0.
DokaZimo drugu tvrdnju. Ako je A P-martingal takav da (3.3) vrijedi i takav da (3.5)
definira strogo pozitivan P-martingal Z, oCito je E[Z;] = Zy = 1 za sve ¢ pa tvrdnja slijedi.
O

Prije nastavka podsjetit cemo se Doobove dekompozicije. Za dokaz vidjeti [[1, Propo-
zicija 6.1.].

Propozicija 3.8. Neka je Q vjerojatnosna mjera i pretpostavimo da je Y = (Y, : t €
{0, ..., T}) adaptiran proces takav da Y, € L'(Q) za sve t. Tada postoji jedinstvena dekom-
pozicija

Y=M+A (3.6)

gdjeje M = (M, : t € {0,...,T}) Q-martingal i A = (A, : t € {0,...,T}) je predvidiv proces
takav da je Ay = 0. Dekompozicija (3.6) naziva se Doobova dekompozicija od Y s obzirom
na vjerojatnosnu mjeru Q.

Idu¢i teorem pokazuje nam kako na martingal M = (M, : t € {0,...,T}) utjeCe ekvi-
valentna promjena ishodiSne vjerojatnosne mjere P. Obino M viSe nece biti martingal s
obzirom na novu mjeru P pa se u Doobovoj dekompoziciji

M=M+A
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od M s obzirom na P tada pojavljuje netrivijalan predvidiv proces A = (A, : 1 € {0, ..., T}). S
druge strane, proces —A moZemo promatrati kao predvidiv proces koji se javlja u Doobovoj
dekompoziciji P-martingala M = (M, : t € {0, ..., T}) s obzirom na mjeru P. Iduéi rezultat,
Girsanovljeva formula u diskretnom vremenu, opisuje proces A s obzirom na martingal
A = (A, 1t €{0,...,T}) koji proizlazi iz prikaza (3.5).

Teorem 3.9. Neka su P i P dvije ekvivalentne vjerojatnosne mjere i oznacimo s A P-
martingal koji se javlja u prikazu odZ, = FE [dP/dP | ‘f,]. Ako je M P-martingal
takav da A71, € LY(P) za sve t, tada je proces M = (M, : t € {0, ..., T}) definiran s

M, =M, + ) E[(Ay = A)(M, - M) | Foi]

s=1

P-martingal.

Dokaz. Uo€imo prvo

— 1 — —
(A= Ae)(M, = M) = —— (Z(M, = My-)) = (M, = M), (3.7)
-1
Prema Lemi Z,(]\7It - M) je prirast martingala pa je stoga iz £'(P). Definirajmo

T, :=inf{t : Z, <o} AT, n=23,..
Tada slijedi o

A= AN) My — M) g, 54 € Ll(P)-
Posebno, uvjetna ocekivanja iz iskaza teorema su P-g.s. dobro definirana. Nadalje, iz
jednakosti (3.7) imamo da P-g.s. na {1, > t}

E [Mz - Mz—l |7:t—1:|

1_1 E|Z(M, ~ M) | Fit | - E[(A— A, — M) | T

=-E [(A, — Ae))(M, — Myy) | T’“] :

Time smo odredili Doobovu dekompoziciju od M s obzirom na P. O

Pomocu prethodnog teorema moZemo do¢i do karakterizacije onih ekvivalentnih mjera
P* = P koje su i martingalne mjere. Ozna¢imo s

X=Y+B (3.8)

Doobovu dekompoziciju od X = (X, : ¢t € {0,...,T}) s obzirom na P, gdje je Y = (Y; :
t € {0,...,T}) d-dimenzionalan P-martingal i B = (B, : t € {0,...,T}) d-dimenzionalan
predvidiv proces.



POGLAVLIJE 3. MINIMALNA MARTINGALNA MJERA 23

Korolar 3.10. Neka P* ~ P takva da E*[|X;|]] < oo za sve t te oznacimo s A = (A; 1 t €
{0, ..., T}) P-martingal koji se javlja u prikazu od Z, == E[dP*/dP|¥F,). Tada je P*
ekvivalentna martingalna mjera ako i samo ako predvidiv proces B iz Doobove kompozicije
(3-8) zadovoljava

B =- le E[(As =AY = Yo )) | Foil

= — Z E [(As - As—l)(XS - Xs—l) | ﬁ—l]

s=1
P-gs.zat=1,..,T.

Dokaz. Ako je P* ekvivalentna martingalna mjera, tada formula za B izravno slijedi iz
Teorema[3.9
Da bismo pokazali obratni smjer, oznacimo s

X=Y+5B
Doobovu dekompoziciju od X s obzirom na P*. Iada jeY =(; :te(0,.,T}) P-
martingal. 1z Teoremaimamo daje Y* := Y + B* P-martingal gdje je
_ t
B; = Y E[(A; = Ac)(Y; = Y. )|Fia] = -B..
s=1
S druge strane, Y = X — B = Y* 4+ (B* — B) je P-martingal. Slijedi da je Doobova dekom-
pozicija od Y* s obzirom na P dana s Y* = Y + (B — B*). Stoga vrijedi
Y+(B-B)=Y'=Y"-B =Y +B.
Jedinstvenost Doobove dekompozicije nam daje B* = 0 pa je X P*-martingal. O
Vratimo se sada zadatku karakterizacije minimalne martingalne mjere.

Teorem 3.11. Neka je P € P ekvivalentna martingalna mjera Cija je Radon-Nikodymova
derivacija dP/dP kvadratno-integrabilna. Tada je P minimalna martingalna mjera ako
i samo ako P-martingal A iz ([3.5) moZemo zapisati u obliku ,stohastickog integrala” s
obzirom na P-martingal Y koji se javlja u Doobovoj dekompoziciji od X:

t
A =1+ Z A-(Y,—-Y, ), t=0,..T, (3.9)
s=1

za neki d-dimenzionalan predvidiv proces A = (A4, : t € {1, ..., T}).
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Dokaz. Trebamo pokazati da, ako je M € H? jako ortogonalan na X, tada je M P-
martingal. Po Lemi [3.6|ova tvrdnja slijedi pokazemo li da je MZ P-martingal gdje je
ap

Z, = FE|—
' [dP

al

O¢tito je M,Z, € L(P) jer sui M i Z kvadratno-integrabilni.
U idu¢em koraku definiramo vremena zaustavljanja

T,:=inf{t >0 : |41 >n}AT.

Zaustavljanjem martingala A u trenutku 7,,, dobijemo P-martingal A™. Kako je X kvadratno-
integrabilno, Jensenovom nejednako$¢u dobijemo E[|Y;*] < co. Posebno, MA™ je integra-
bilno. Nadalje, kako su M i Y jako ortogonalni, Lema[2.15|kaZe da je MY d-dimenzionalan
P-martingal. Dakle,

E M, 1(AT = A | Fi| = Tporny At - (E IMia Yot |71 = E Mo |F31Y,) = 0,

t+1

Primijetimo da vrijedi
t

zi= | |a+ A7 - AL,

s=1

te da je Z™ kvadratno-integrabilno. Sada zaklju¢ujemo

— AtT")

E|MnZ7 | Fi| = Z7E [ M (1 + AT, Fi| = 2" M,

Dakle, za svaki n je Z™ M P-martingal. Po Doobovom teoremu o zaustavljanju, proces
(Z"M)™ = (ZM)™

je takoder P-martingal. Kako 7, /' T P-g.s. i

T

<> IMZ] € L'(P),

s=0

\M ZT

t+17+1

primijenimo li teorem o dominantnoj konvergenciji za uvjetno ocekivanje, dobijemo

E[MZi | Fi] = ,}LHOIOE [MT" ZT’ll |7:t] = gl_)rg M{"Z]" = M,Z,.

17+

Time smo pokazali martingalno svojstvo od MZ. Zaklju¢ujemo da je P minimalna martin-
galna mjera.
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Oznadimo sa

t
Zy=1+ ) n- (Y=Y + L
s=1

Kunita-Watanabe dekompoziciju od Z s obzirom na mjeru P i kvadratno-integrabilan mar-
tingal Y, kao u Teoremu [2.22] Proces L je kvadratno-integrabilan P-martingal jako ortogo-
nalan na Y, a time i na X. Stoga pretpostavka da je P minimalna martingalna mjera povlagi
da je L takoder P-martingal. Primjenom Leme slijedi da je

t
LZ =L+L ) n- (Y, = Yo) + L]

s=1

P-martingal. Prema Lemi [2.15] iz jake ortogonalnosti od L1 Y slijedi da je

t
L) ny- (Y=Y,
s=1

P-martingal. Tada i L? takoder mora biti P-martingal. Posebno imamo
E[I}1=1L}=0

iz Cegaimamo da je L = 0 P-g.s. Stoga je Z jednak ,,stohastickom integralu” od 1 s obzirom
na Y pa mozemo zakljuciti da vrijedi

Zii—7Z, 1
N1 — A = % = Zﬂtﬂ (Y1 = Y).
Uzmemo li 4, := 1,/Z,_;, dobijemo (3.9), $to smo i htjeli pokazati. O

Korolar 3.12. Postoji najvise jedna minimalna martingalna mjera.

Dokaz. Pretpostavimo da su P i P’ dvije minimalne martingalne mjere te oznadimo martin-
gale iz prikaza s A, odnosno s A’. Iz Korolara|3.10|slijedi da je martingal N := A—A’
jako ortogonalan na Y. S druge strane, iz Teorema [3.11] vidimo da N moZemo zapisati kao
,.stohasti¢ki integral” s obzirom na P-martingal Y:

t
No= Y (A= 2) (Y=Yy), 1=0,..T.

s=1

Definirajmo 7, := inf{z : [4,4; — 4], ,| > n}. Tada je N™ iz L%(P). Kao u dokazu Korolara
2.14 dobijemo N™ = 0 P-g.s. Zaklju¢ujemo da se Radon-Nikodyimove derivacije od P i
P’ (s obzirom na P) podudaraju. m|
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Prije iduceg rezultata podsjetimo se da smo za dimenzijud = 1 sa
o7 = Var(X, — X1 | Fio1)
definirali uvjetnu varijancu prirasta od X.

Korolar 3.13. Za d = 1, egzistencija minimalne martingalne mjere P povlaci iduca dva
uvjeta:

(a) Predvidiv proces A koji se javlja u prikazu je oblika

-E[X, - X,- -
A = X (th o P-g.s. na {o # 0. (3.10)
t

(b) Za sve t, P-g.s. na {o* # 0} vrijedi

X, = Xi) - EIX, = X1 | Fia] < E[(X, = X0)? | Fra | (3.11)

Dokaz. (a): Ozna¢imo s X = Y + B Doobovu dekompoziciju od X s obzirom na P. Prema
Korolaru 3.10, za P-martingal A koji se javlja u prikazu (3.5) Radon-Nikodymove deriva-
cije dP/dP vrijedi

Bt - Bt—l =-E [(At - At—l)(Yt - Yl—l)lﬁ—l] .

Koristeéi 02 = E [(Y, —Y,1)? |¢,_1] te B, — B_y = E[X, — X,_1 | Fi_1], dobijemo trazenu
formulu za A4,.
(b): Prema Propoziciji [3.7|slijedi da za P-martingal A vrijedi

Al’ - At—l = /lf * (Yf - Yt—l) > _1 P-g.S. Za Sve t.
Uz dano (a), ovaj uvjet je ekvivalentan s (3.11). o

Teorem 3.14. Promotrimo model financijskog trZista koji se sastoji od jedne rizicne imo-
vine koja zadovoljava uvjet (b) Korolara te pretpostavimo da vrijedi pretpostavka
omedenog kompromisa ocekivanja i varijance

(E[X,-— X1 |Fa])* < C - 0',2 P-g.s. zasvet > 1.

Tada postoji jedinstvena martingalna mjera P Cija je Radon-Nikodymova derivacija dP/dP =

Zr dana s (3.10), (3.9) i (3.3).
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Dokaz. Oznalimo s X = Y + B Doobovu dekompoziciju od X s obzirom na P. Za A,
definiran preko (3.10), pretpostavka omedenog kompromisa o¢ekivanja i varijance daje

E[(,- (Y, =Y |Fa| <€ Pgs. (3.12)

Slijedi da je A, definiran preko (3.9) kvadratno-integrabilan P-martingal. U drugom dijelu
dokaza Korolara[3.13]vidjeli smo da njegov uvjet (b) vrijedi ako i samo ako A, — A,_; > —1
za sve t. Stoga je proces Z, definiran sa

t t
zo=[la+Aa-A)=]]a+a- =Y
s=1 s=1

P-g.s. strogo pozitivan. Nadalje, 1z omedenosti (3.12)) slijedi da je Z kvadratno-integrabilan
P-martingal. Koriste¢i Propoziciju zaklju€ujemo da je Z proces Radon-Nikodymove
derivacije za vierojatnosnu mjeru P ~ P s kvadratno-integrabilnom Radon-Nikodymovom
derivacijom dP/dP. Posebno, X, je P-integrabilno za sve ¢. Iz konstrukcije od A slijedi

E [(Az - Az—l)(Yt - Yt—l) | 7:1—1] =-E[X;— X |7:t—1]
=—(B;— B_1)

pa je P ekvivalentna martingalna mjera prema Korolaru Iz Teorema slijedi da je
P minimalna martingalna mjera. Jedinstvenost je veé utvrdena po Korolaru O

Primjer 3.15. Osvrnimo se ponovno na Primjer Proucavamo model financijskog
trZista s nezavisnim jednako distribuiranim povratima R, € L*(P). Ranije smo vidjeli da je
uvjet omedenog kompromisa ocekivanja i varijance zadovoljen bez dodatnih pretpostavki.
Uveli smo oznake m := E[R,] i 0% := Var(R,). Upotrebom formula za E [X, — X,_i | F1_1]
i Var (X, — X,_| | F,_1) dobivenih u Primjeru dobijemo da je uvjet (b) Korolara [3.13]
ekvivalentan s

(m—-rR, <> +mm—-r) P-gs. (3.13)

Dakle, Je ekvivalentno egzistenciji minimalne martingalne mjere. U slucaju m > r
uvjet daje gornju granicu za Ry, dok donja granica proizlazi za slucaj m < r. Za
slu¢aj m = r, mjera P je minimalna martingalna mjera. Ako je distribucija od R, zadana i
vrijedi

a<R <b P-gs.
za neke konstante a > —1 te b < oo, tada je uvjet (3.13) zadovoljen za sve r u nekoj okolini
od m.

Sada uvodimo druga¢iji na¢in za promatranje rizi¢nosti £2-dopustive strategije.
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Definicija 3.16. Preostali uvjetni rizik £>-dopustive strategije (£, ) s procesom troskova
C definiran je procesom

R"(&,€) = E|(Cr - C)*|F]. 1=0....T.
KaZemo da L?-dopustiva strategija (£°, &) minimizira preostali uvjetni rizik ako

R"(&,6) <R, m) P-g.s.

za sve t i za sve L?-dopustive strategije (11°,1) koje se podudaraju s (£°, €) do trenutka t.

Propozicija 3.17. Za P € P, L>-dopustiva strategija minimizira preostali uvjetni rizik ako
i samo ako je strategija minimizacije lokalnog rizika.

Dokaz. Neka je (£°, ) strategija minimizacije lokalnog rizika — po Korolaru znamo da
ona postoji. S V ozna¢imo njenu vrijednost portfelja, a s C njen proces troskova. Neka je
(1°, ) neka druga £-dopustiva strategija s vrijedno$éu portfelja V i procesom troskova C.
Iz jednakosti V = H = V7 slijedi

T
Cr—-C,=Vr—-V,— Z Uk'(Xk—Xk—l)
k=t+1

T
‘A/t_ Vi+ Z(ék_nk)'(xk_xk—l)"‘éT _ér

k=t+1

Kako su X i C jako ortogonalni martingali, preostali uvjetni rizik od (1, 77) zadovoljava

T
RE"’sm) = (Vi = VP + E| ) (G =m0’ (X — X |

k=t+1

+E[(Cr-C)*| 7.

Gornji izraz je minimalan ako i samo ako V; = V, i, = & zasve k >t + 1 P-g.s. O

Gornji teorem govori nam da je minimiziranje preostalog uvjetnog rizika za martin-
galnu mjeru jednako kao minimiziranje lokalnog rizika. Korolar [3.1|nam tada daje formule
za vrijednost portfelja i proces troSkova minimizirajuée strategije. Medutim, vidjet emo
da u opéem slucaju ne postoji L>-dopustiva strategija koja minimizira preostali uvjetni
rizik.



Poglavlje 4

Zastita s obzirom na optimalnu
varijancu

Neka je H € £*(P) kvadratno-integrabilan diskontirani zahtjev. U ovome poglavlju pret-
postavljamo da je diskontirani sustav cijena X rizicne imovine kvadratno-integrabilan s
obzirom na P:

E[X,’] <o zasvet.

Proucavamo problem zastite od rizika s obzirom na minimalnu varijancu. Jednostavno
reeno, Zelimo minimizirati kvadratnu pogresku zastite definirane kao udaljenost u L2(P)
izmedu H i konacne vrijednosti portfelja V samofinancirajuce strategije trgovanja

IH = Vrll; = E[(H = V7)’].

Napomena 4.1. Ovakva vrsta zastite od rizika blisko je povezana s problemima minimi-
zacije lokalnog rizika i minimizacije preostalog uvjetnog rizika. Da bismo to i pokazali,
oznacimo s (£, &) neku L*-dopustivu strategiju za H, kao u Definiciji Oznacimo s 'V
pripadnu vrijednost portfelja, s G pripadni proces dobitka i s C pripadni proces troskova.
Vrijednost

R@&.8) = E|(Cr - Co)’|

moZemo shvatiti kao globalni kvadratni rizik za strategiju (£°,&). Uoc&imo, ta se vrijednost
podudara s inicijalnom vrijednoséu preostalog uvjetnog rizika Ry™(&°,&). Primijetimo
takoder da vrijedi

R, = E|(H - Vo - Gr)’]

pa je taj izraz nezavisan od vrijednosti od & u trenucima t = 1,...,T. Zato moZemo za-
kljuciti da se globalni kvadratni rizik generalizirane strategije trgovanja (£°, &) podudara s
kvadratnom greskom zastite .

E|(H - Vr)’]

29
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gdje je v vrijednost porifelja samofinancirajuCe strategije trgovanja koja proizlazi iz d-
dimenzionalnog predvidivog procesa & i pocetne investicije Vo = Vi = fg.

U prethodnoj napomeni vidjeli smo kako problem zaSite od rizika s obzirom na vari-
jancu mozZemo promatrati i u kontekstu samofinancirajuéih i u kontekstu generaliziranih
strategija trgovanja. Da bismo objedinili ta dva pristupa, uvedimo neke nove oznake. Za
d-dimenzionalan predvidiv proces ¢ oznacimo s G(§) pripadni proces dobitka

G(&) = D & (X, =X,), 1=0,.,T.

s=1

Uvedimo klasu
K :={&: & jepredvidivi G,(€) € L2(P) zasve t}.

Definicija 4.2. Ureden par (V&) gdje su V; € Ri & € K zove se strategija optimalne
varijance za diskontirani zahtjev H ako

E|(H - V5 = Gr(&")| < E|(H - Vo - Gr(&))’] (4.1)
zasve Vo e Risve & € K.

Napomena 4.3. Pojasnimo zasto strategiju (V;, ") iz prethodne definicije nazivamo stra-
tegijom optimalne varijance. Naime, uvjet [.1)) ekvivalentan je uvjetu

Var (H — Vy — Gr(£)) < Var (H - Vo — Gr(§))
za slucaj kada vrijedi
E[H - V5 —Gr(&)] = E[H - Vo - Gr(&)] = 0.

Odnosno, tada (V, &%) i (Vo, &) predstavljaju strategije koje u srednjem prate zahtjev H.
Premda se mi ne ogranicavamo na rad s iskljucivo takvim strategijama, prirodno je da ce
nam zanimljive biti bas one strategije za koje ocekujemo da ¢e odgovarati zahtjevu H.

U identifikaciji strategije optimalne varijance krenut ¢emo sa slu¢ajem kada je P € P.

Propozicija 4.4. Pretpostavimo da je P € P. Neka je (£°,&) L2-dopustiva strategija mi-
nimizacije lokalnog rizika konstruirana kao u Korolaru Tada je (V;,&) = (38,5)
strategija optimalne varijance.

Dokaz. Neka je (£°,&) neka £2-dopustiva strategija za H te neka je V pripadna vrijednost
portfelja. U Napomeni . 1] pokazali smo da je tada izraz

E|(H - Vo - Gr(®)Y]

jednak poCetnoj vrijednosti Rf™(£°, £) procesa preostalog uvjetnog rizika za (£°, £). Prema
Propoziciji , (&%, &) minimizira Ry™ pa je time dana strategija optimalne varijance. O
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Nastavljamo s op¢im slu¢ajem gdje X nije P-martingal. Radi jednostavnosti uvodimo
pretpostavku da model financijskog trziSta sadrZi jednu rizi¢nu imovinu. Prvo ¢emo izvesti
rezultat o egzistenciji strategije optimalne varijance. Klju¢na ideja naSeg postupka bit Ce
minimiziranje funkcionala

K > & E[(H - Vo - Gr(©)],

prvo za fiksni Vj), a potom ¢emo varirati parametar V,. U prvom ¢emo koraku projicirati
H -V, na prostor ,,stohasti¢kih integrala”

Gr :={Gr(&) : £ € K.

Ocito je Gr vektorski potprostor od L?>(P). Zato do optimalnog é = &(V,y) mozemo doéi
preko ortogonalne projekcije od H — V,, na Gr kada znamo da je Gr zatvoren u L*(P).
Iduéa propozicija dat e nam kriterij za zatvorenost od G7, no prvo uvedimo neke oznake.
Oznacimo sa

or:=Var(X, - X,_1 | Fio), t=1,...T,

uvjetnu varijancu, a s
a,=FE[X, - X 1| F1]l, t=1,..,T,
uvjetno ocekivanje od prirasta od X.
Propozicija 4.5. Neka je d = 1 i pretpostavimo da vrijedi uvjet omedenog kompromisa

ocekivanja i varijance

o’ <C-0? P-gs. zasvet. 4.2)

Tada je Gr zatvoren vektorski potprostor od L*(P).

Dokaz. Neka je X = M + A Doobova dekompozicija od X gdje je M = (M, : t € {0, ..., T})
P-martingal 1 A = (A, : t € {0, ..., T}) je predvidiv proces takav da je Ay = 0. Tada vrijedi

o7 = Var (X7 = X1 |Fr1) = E [(Mr = Mr_)* | Froa .
Za ¢ € K imamo
E|Gr@)| = E|(Gra(®) + & - (Xr = Xr )|

= E[(Gra@) +&r - (Ar = Ar )| + E|(&r - (Mr = M7 (43)
> E|& o7
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Pretpostavimo sada da je &" niz u K takav da Gr(£") konvergira u L*(P) prema nekom Y.
Iz primjene nejednakosti (4.3) na G7(£") — Gr(é™) = Gr(&" — &™) slijedidaje ¢" := &7 - o7
Cauchyjev niz u L*(P). Oznacimo ¢ := lim, ¢" i uzmemo

¢
&r = Lo .

Sada iz pretpostavke (#.2) slijedi

E [(f? (X7 — Xr-1) —&r - (X7 — XT—I))Z]
= E|(& - &) - El(Xr — Xr1)* | Fr1]]
= E[(& - &) (07 + )]
<(1+C) E|(&or - &ror)]
=(1+0) E[(¢" - ¢7].
Kako zadnji izraz konvergira u 0, imamo
Gro1(§") = Gr(§") - &7 - Xy — X)) — Y = &7 - (X7 — Xr-1)

u L*(P). Unazadnim ponavljanjem ovog postupka dolazimo do predvidivog procesa & € K
takvog da vrijedi Y = G7(¢). Zaklju¢ujemo da je G zatvoren u L>(P). O

Teorem 4.6. U dimenziji d = 1, uvjet (4.2) omedenog kompromisa ocekivanja i varijance
Jjamci egzistenciju strategije optimalne varijance (V;,&"). Takva je strategija P-g.s. jedins-
tvena do na modifikacije od & na {0, = O}.

Dokaz. Nekaje p : L*(P) — G ortogonalna projekcija na zatvoren potprostor G Hilber-

tovog prostora L*(P), tj. p : L*(P) — Gr je linearan operator takav da za sve Y € L*(P)
vrijedi

E[(Y - p(1))*| = min E|(¥ - 2)?|. 4.4

(¥ = p0))’| = min E | (v - 27| (4.4)

Za proizvoljan V;, € R odaberemo neki £(Vy) € K t.d. Gr(&(Vp)) = p(H — Vy). 1z (¢.4)
vidimo da &(V()) minimizira funkcional

E|(H - Vo - Gr&))’]
izmedu svih ¢ € K. Uocimo,

Vo = Gr(é(Vy)) = p(H = Vo) = p(H) =V, - p(1)

je afina transformacija. Stoga je

E[(H - Vo - Gr(E(V)))’|
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kvadratna funkcija od Vj 1 postoji neki V; koji ju minimizira. Za proizvoljne Vy € R i
& € K vrijedi

E|(H = Vo - Gr©)’| 2 E|(H - Vo - Gr(£(Vo))’]
> E|(H - V; - GrEVy))’|.

Zato je (Vy, &%) = (V};,£(V})) strategija optimalne varijance. Jedinstvenost slijedi iz (4.3))
O

Sad kada smo izveli rezultat o egzistenciji, zelimo i eksplicitno odrediti trazenu strate-
giju optimalne varijance (V, £"). To je moguce pod pretpostavkom

2
a; . C e ey

—’2 je deterministicko za sve ¢ 4.5)
g

t
(ovdje koristimo dogovor g := 0). Pokazat ¢e se da je (V;, £*) usko povezana sa strategijom
minimizacije lokalnog rizika (£°, ). Podsjetimo se, po Propoziciji [2.11} (£°,€) i pripadna
vrijednost portfelja V odredeni su rekurzijom:

VT = H,
cov (‘A/t+1’ X1 — X | 7';)

§t+1 = B : I{O'Hl#()}’
O-t+1

Vi= E[VHI |?_t] _$l+1 FADOVED AV

proces & je dans €2 := V, - £, - X,.
Teorem 4.7. Uz uvjet @3), Vi := Vo i

N a;

‘f: =&+

2 (‘A/l—] - ‘A/O - Gl—](é:*))7 r= 1’ sy T’

2
0'[+a/,

definiraju strategiju optimalne varijance (V;', £¥). Stovise,

M1~

E[(H=V;=Gr&)'|= ) v E[C = Cap],

t=1

gdje C oznacava proces troskova od (&°, &), a vy, je dan s

T 2

o I
yl o« 2 + 2"
k=t+1 Tk T
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Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po T. Za T = 1 problem se svodi na poseban
slucaj Propozicije , koja nam daje &} = & i Vi = V.
Za T > 1, koristit ¢emo ortogonalnu dekompoziciju

T
H=Vr =0+ & X-X)+Cr-C (4.6)

=1

diskontiranog zahtjeva H konstruiranu kao u Korolaru [2.14] Pretpostavljamo da je tvrdnja
teorema dokazana za T — 1. Prvo Zelimo minimizirati

ér o E[(Vr = Vg —ér - (X7 = Xr_D)], 4.7)

gdje je V7_, neka slu¢ajna varijabla u £L%(Q, F7_1, P). Po ({#.6)) i dokazu Teorema|2.10} V'
moZzemo zapisati kao

Ve =V + & - Xr = Xro) + Cr — Cry,
gdje je C P-martingal jako ortogonalan na X. Zato moZemo raspisati
E[(Vr = Vo = & (Xr = Xr))]
= E[(Vr = Vo = Gr = 1) - Xr = Xpo) + Cr = Cry )L
IzraCunajmo uvjetno ocekivanje od argumenta s desne strane gornje jednakosti uz dano
Fr-1:
E[(Vroy = Ve = Gr = &) X = Xp_) + Cr = Gy )| 7|
= (Voo = Veo)? + 2(Vroy — VT—l)(gr —-&r)-ar (4.8)
+(&r - fT)Z(O'ZT + Cer) +E [(CT - Cr)? | TT—l] .

Minimum tog izraza se postiZe za

Er(Vr) o= &+ (Ve = Vi), (4.9)

T T ar

Sto onda takoder minimizira i (4.7). Minimalna vrijednost u (4.8)) je dana s

(Vry - VT—1)21 +E [(éT - Cro1)’ |7:T—1] .

+ak/ok

Koriste¢i pretpostavku (@.3)) da je a7 /07 konstantno, moZemo izradunati ocekivanje zad-
njeg izraza te dobijemo:

E[(V7 = Vo = &1(Vro) - (Xr = Xr-))']

. o2 . A (4.10)
= E[(Vr_1 = V)] - > L >t E[(Cr - Cra)’].
s+ a

T T
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Do sad nismo odredili V7_;. Promotrimo stoga minimizaciju od
E[(Vr = Vo = &r(Vro) - Xr = Xr-1))']
s obzirom na Vr_j, kada je Vy_; oblika Vy_; = Vo + Gr_1(é) zaé € KiVy € R. Prema

(4.10), ovaj je problem ekvivalentan minimizaciji od

(Vo, &) = E[(Hr_y = Vo — Gr_1(&))’],

,,,,,

definirani kao u tvrdnji teorema. Jo§ nam je preostalo odrediti &7 — koriStenjem formule
@.9) za &7 (V + Gr-1(£7)) dolazimo do traZenog rjeSenja. Time je ispunjena tvrdnja induk-
cije 1 dokaz je gotov. O

Napomena 4.8. Iz martingalnog svojstva od C slijedi

T
E[(Cr — oyl = ) EL(C, = €],
=1

Ako je C = Cyiako v1 < 1, onda E[(Cr = Co)?] mora biti strogo vece od minimalnog
globalnog rizika

T
E[(H - Vi = Gr&))'] = Y - E[(C, - C,-1)?)
t=1

Napomena 4.9. Podsjetimo se, Propozicijom na kraju proslog poglavlja pokazali
smo da, u slucaju kada je P martingalna mjera, postoji strategija koja minimizira preostali
uvjetni rizik u smislu Definicije Sto ako P nije martingalna mjera? Iz Teorema i
Napomeneslijedi da ce se proces &* iz strategije optimalne varijance (V;, &) razlikovati
od odgovarajuceg procesa & iz strategije minimizacije lokalnog rizika ako postoji neki t
takav da je a; # 0, tj. ako P nije martingalna mjera. Ovo objasnjava zasto tada ne mora
postojati strategija koja minimizira preostali uvjetni rizik. Naime, za minimalnost od

RY"(&,€) = E[(Cr — Co)’] = E[(H - & — Gr(&))’]
treba vrijediti ¢ = &, dok minimalnost od
RE™(E,8) = E[(Cr — Cro)* | Frot] = REE (€9, 9)

trazi & = &r. Dakle, ova dva zahtjeva su opéenito neuskladiva.
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Sazetak

U ovom radu predstavljamo jedan od pristupa problemu zastite od rizika u nepotpunim dis-
kretnim modelima financijskih trzista; u srediStu je minimizacija kvadratne greSke zastite.

U prvom poglavlju uvodimo osnovne pojmove kako bismo definirali model financij-
skog trziSta u diskretnom vremenu.

U drugom poglavlju iznosimo lokalnu verziju problema minimizacije kvadratne greske.
Problem promatramo kao proces sekvencijalne regresije te dolazimo do postupka rekur-
zivne konstrukcije strategije minimizacije lokalnog rizika. RjeSenje problema takoder
ukljucuje ortogonalnu dekompoziciju danog slucajnog zahtjeva.

Nadalje, u tre¢em poglavlju prou¢avamo minimalne martingalne mjere. Vazno svojstvo
takvih ekvivalentnih martingalnih mjera jest da se vrijednost portfelja generirana strategi-
jom minimizacije lokalnog rizika moZe opisati kao martingal uvjetnih o¢ekivanja danog
slucajnog zahtjeva. Takoder, uvodimo pojam preostalog uvjetnog rizika.

Na kraju, u Cetvrtom poglavlju promatramo problem zastite od rizika s obzirom na
optimalnu varijancu gdje Zelimo minimizirati globalnu kvadratnu gresku. Pokazujemo da
se rjeSenja lokalnog i globalnog problema podudaraju ako je ishodiSna mjera martingalna.



Summary

In this thesis, we present one of the approaches to the problem of hedging in incomplete
financial market models in discrete time; the focus is on minimizing the quadratic hedging
error.

In the first chapter, we introduce fundamental concepts used to define the financial
market model in discrete time.

In the second chapter, we present a local version of the minimization problem. We
view the problem as a sequential regression procedure and we develop a process of recur-
sive construction of a locally risk-minimizing strategy. The solution to the problem also
involves an orthogonal decomposition of a given contingent claim.

Furthermore, in the third chapter, we study the minimal martingale measures. An im-
portant characteristic of such equivalent martingale measures is that the value process ge-
nerated by a locally risk-minimizing strategy can be described as the martingale of con-
ditional expectations of the given contingent claim. We also introduce the concept of the
remaining conditional risk.

Finally, in the fourth chapter, we analyze the problem of variance-optimal hedging
where we try to minimize the global quadratic hedging error. We show that the solutions
to the local and global problem coincide if the underlying measure is itself a martingale
measure.



Zivotopis

Rodena sam 10. kolovoza 1997. u Zagrebu. Nakon zavrSetka zagrebacke XV. gimnazije,
2016. godine upisujem preddiplomski studij Matematike na Prirodoslovno-matematickom
fakultetu u Zagrebu. Preddiplomski studij zavrSavam 2019. te iste godine upisujem di-
plomski studij Financijske 1 poslovne matematike.



	Sadržaj
	Uvod
	Model financijskog tržišta
	Lokalni kvadratni rizik
	Minimalna martingalna mjera
	Zaštita s obzirom na optimalnu varijancu
	Bibliografija

