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Uvod

Ovo je rad o sfernoj geometriji i njenoj primjeni u nastavi matematike. Cilj ovog diplom-
skog rada je prouciti temeljne definicije i teoreme sferne geometrije. Osim toga, kako se
sferna geometrija ne proucava u redovnoj nastavi, cilj je 1 osmisliti aktivnosti za dodatnu
nastavu matematike za srednjoSkolske ucenike u kojima bi oni istrazili osnovne pojmove
sterne geometrije. Naglasak je na aktivnostima s Lenartovom sferom koja ¢e olak3ati us-
poredbu sferne i ravninske euklidske geometrije.

Rad je podijeljen na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju promotrit éemo osnovna svojstva
sferne geometrije. U drugom poglavlju fokus je na sfernim trokutima i sfernoj trigonome-
triji te njezinoj usporedbi s euklidskom trigonometrijom. Trece poglavlje proucava sferna
gibanja, a posljednje poglavlje predstavlja petosatnu radionicu sferne geometrije na dodat-
noj nastavi u srednjoj Skoli.



Poglavlje 1

Sferna geometrija

U ovom poglavlju opisati ¢emo osnovna svojstva 1 pojmove sferne geometrije. Sferna ge-
ometrija, 11z nje izvedena elipticka neeuklidska geometrija, pored hiperboli¢ke geometrije,
prva je prepoznata geometrija u kojoj ne vrijedi poznati Peti Euklidov postulat o parale-
lama:

Ako pravac koji sijeCe dva druga pravca tvori s njima s iste strane unutar-
nje kutove ¢iji je zbroj manji od dva prava kuta, ta dva pravca neograni¢eno
produZena sastaju se s one strane na kojoj je taj zbroj manji od dva prava kuta.

Dugo proucavana zbog svojih prakti¢nih primjena u navigaciji i astronomiji, sferna geome-
trija ima mnoge sli¢nosti i poveznice, ali i mnoge razlike u odnosu na euklidsku geometriju.
Tvrdnje u ovom diplomskom radu odnosit ¢e se na samu sferu, a ne na tocke u prostoru koje
leZe unutar ili izvan sfere. Prou€avat ¢emo tzv. unutrasnju (intrinzi¢nu) geometriju sfere,
geometriju koju doZivljava "mali mravac koji stanuje na sferi”. Geometrija sfere ujedno je i
geometrija Zemlje, ako Zemlju aproksimiramo sferom. Ranije u povijesti nije bilo uoc¢eno
da ona nosi geometriju drukciju od euklidske ravnine, iako do putovanja u svemir, sva mje-
renja i putovanja na Zemlji su koristila “unutrasSnju geometriju sfere”. Ipak, za proucavanje
sferne geometrije prikladno nam je koristiti “ambijent” R?, jer nam omoguéuje laksi zapis i
racun. U tu svrhu najprije ¢emo se podsijetiti svojstava R* kao unitarnog prostora s vektor-
skim produktom. Osim pravaca, definirat ¢emo i ravnine kao nove geometrijske objekte.

1.1 Prostor R3

Kao §to to ¢inimo i za R?, skup R? organiziramo najprije u vektorski prostor tako da defini-
ramo operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom, za koje se moze pokazati da zadovoljavaju
svojstva iz definicije vektorskog prostora, pa za vektore x = (x1, x2,x3) 1y = (V1,¥2,V3),
vrijedi:
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X+y=(x;+yi, X2 +y,x3+Yy3),
cx = (cx1,CXxy,CX3).

Potom R? snabdijevamo euklidskim skalarnim produktom
(X, ¥) = x1y1 + X2y2 + X33

Time dobivamo euklidski prostor E* u kojem vrijede analogna svojstva (uklju¢ujuéi Pita-
gorin teorem) kao u E?. U E* dodatno mozemo definirati vektorski produkt (umnoZzak).

Definicija 1.1.1. Vektorski produkt vektora u,v € R? je jedinstveni vektor u X v takav da za
svaki x € R3 vrijedi

(uXv,xy=det(x,u,v).

Prethodno moZemo zapisati kao jednakost zbog svojstava determinante, a uocavamo i
da je vektorski produkt definiran indirektno, pomocu tzv. mjeSovitog produkta (pomocu
determinante), tj. postojeeg skalarnog produkta.

Teorem 1.1.2. Za vektorski produkt vrijedi:
i. uXv jedobro definiran;
i. (uxv,uy={uxv,v)=0;
li. uXv=-vXxXu;
. (uXv,w)={u,vxw),
V. (uXv)Xw={uw)yv—-_{(v,wi.
Dokaz.

i. Vektor u X v je dobro definiran. Drugim rije¢ima, postoji jedinstven vektor definiran
navedenim pravilom. Dokaz se poziva na Teorem o reprezentaciji linearnog funkci-
onala.

Taj teorem kaZe da za linearni funkcional f definiran na realnom unitarnom prostoru
V postoji jedinstven vektor v iz V takav da je f(x) = (v, x).

Poznato je da je preslikavanje x — det(x, u,v), za zadane vektore u, v linearni funk-
cional: E* — R. Prema tome, postoji jedinstveni vektor x kojim je on reprezentiran
pomocu skalarnog produkta, det(x, u,v) = (z, x). Sada definiramo z = u X v.

ii. Koristimo svojstva determinante pa je tako (u X v,u) = det(u, v, u), a determinanta
kojoj su dva retka ili stupca ista, jednaka je 0.
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iii. Antikomutativnost vektorskog mnoZenja je posljedica zamjene redaka (stupaca) u
determinanti.

iv. Zbog ciklicke zamjene vektora u determinanti i komutativnosti skalarnog produkta
vrijedi

(uxXv,wy =det(u,v,w) = det(v,w,u) = (v X w,u) = {u,v X w).

v. Za dokaz ovog svojstva koristimo linearnost. Uzmemo dva linearno nezavisna vek-
tora €, & 1 definiramo € = € X €. Tada, zbog svojstava determinante, vrijede i
sljedeci odnosi € = € X €3, € = € X €. Provjerimo prvo tvrdnju za te vektore. S
lijeve strane formule koju dokazujemo imamo

(el Xe)Xeg=6X%Xe =0,
a s desne strane je
(€1, )6 — (&, &)€; = 0, — Oy = 0.

Analogno, za ostale poretke vektore vrijedi

(@&X6)X6g=-6=(a )6 —(6,6)e,

(6 X €) X6 =6 =(6, ) —(€,6)6.
Zbog linearnosti imamo

(uxXv)Xe = U, e)yw—(v,e&)u.

Zbog simetrije analogni identiteti vrijede i ako €3 zamijenimo s ¢ ili €. Konacno,
zbog linearnosti, imamo

(uXv)Xw = {u,wyy — (v, wu.
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Korolar 1.1.3.

I.

u X v =0 ako i samo ako su u, v kolinearni (koordinate su im proporcionalne);

ii. Akojeuxv # 0, tada {u,v,u X v} ¢ini bazu za R3;

iii.

uxv,wxz)=u,wxv,z)— v, wxu,z);

v, |Jux vI[> = ||ulPIVII> = (u, v)>. (Lagrangeov identitet)

Dokaz.

i.

il.

1il.

uxv =0 & det(u,v,x) = 0 za svaki x, Sto je moguce ako i samo ako su u, v
linearno zavisni.

Imamo tri vektora u,v,u X v # 0. Zbog svojstva (i.) znamo da su u, v linearno
nezavisni. Da bismo dokazali da ¢ine bazu, dovoljno je pokazati da su sva tri vektora
linearno nezavisni.
Ako postoje brojevi 4, u, v takvi da
Au+ v +v(uxv) =0,

skalarnim mnoZenjem ove jednadZzbe s u X v dobivamo v(u X v)?. Kako vektor u X v
nije nul-vektor, nije mu ni skalarni produkt jednak 0O, pa skalar v mora biti 0.
Vektorskim mnoZenjem gornje jednadzbe s v dobivamo

Auxv) =0,
a vektorskim mnozenjem s u dobivamo

u(vxXu) =0,
paslijedi 4 = u = v = 0. Stoga su vektori linearno nezavisni.
Vrijedi

(uxv,wxzy=det(u,v,wxz) =det(v,w X z,u) = (v X (W X 2), u).

Primijenimo tvrdnju (v.) Teorema 1.1.2. i dobivamo rezultat.

iv. Lagrangeov identitet direktna je posljedica prethodne tvrdnje za w = u,z = v.
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Nadalje, kao i u E? uvodimo ortonormiranu trojku, $to je zapravo ortonormirana baza
za E3. Prikaz proizvoljnog vektora u takvoj je bazi jedinstven, a koeficijenti u rastavu se
odreduju pomocu skalarnog produkta.

Pravce u E? definiramo kao i u E?, dakle zadane to¢kom i vektorom smjera. Time dobi-
vamo parametarsku jednadzbu pravaca u E*. Uo¢avamo da ostale jednadZbe pravaca nisu
analogne jednadzbama pravaca u E>.

Zatim definiramo ravnine. Ravnina je podskup od E* koji zadovoljava sljedeca svoj-
stva:

1. Nije sadrZan niti u jednom pravcu;
2. Pravac koji je spojnica bilo kojih to¢aka tog skupa je sadrzan u njemu;

3. Taj skup ne sadrzava sve totke od E°.

Sljedeci teorem govori nam kako se ravnina jo§ moZe zadati:
Teorem 1.1.4.
i. Tockom P i dvama nekolinearnim vektorima v, w, pisemo P + [v, w];
ii. Trima nekolinearnim tockama P, Q, R, pisemo PQR;
iii. Tockom P i (jedinicnim) vektorom normale N; jednadZba (X — P,N) = 0;

Pritom smo oznacili [v,w] = tv+ sw : 1,5 € R, te govorimo o linearnoj ljusci ili pot-
prostoru razapetom vektorima v, w.

Dokaz.

i. Pokazujemo da je skup P + [v,w] ravnina (nazovimo ju @). Nekasu Q = P+ vi
R = P+w dvije toc¢ke skupa a. Kako vektori Q—P = vi R— P = w nisu kolinearni, ni
toCke P, O, R nisu kolinearne, to a nije sadrZano u nekom pravcu. Time je zadovoljen
prvi uvjet iz definicije ravnine.

Akoje X = P+ v Xw, vidimo da X ¢ « jer je skup linearno nezavisan. Stoga, nije
svaka to¢ka iz E? u «, ¢ime je zadovoljen i treci uvjet iz definicije ravnine.
Konacno, neka su

X=P+xiv+x,w, Y=P+yjv+yw
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11.

iii.

tocke iz «, te neka je t € R. Generirajmo s tim tockama pravac

A=-0DX+tY=(0-0P+tP+((1—0)x; +ty))v+ (1 = )xy + ty))w
=P+ ((1-0x; +ty)v+ (1 —-1)xy + ty)w.

Ocito je pravac takoder sadrzan u . Prema tome, « je ravnina.

Neka su P, Q, R nekolinearne tocke i nekajev = Q — Piw = R — P. Tada, prema

[i.], P + [v,w] je ravnina koja sadrzi P, Q i R.

Pokazujemo jedinstvenost. Neka je I1 neka ravnina koja sadrzi P, Q i R. Tada

P+Ww+uw=P+AQ-P)+u(R—-P)=1-A-w)P+A0+uR=_1-A-w)P+(1+

,U)(L)Q + (L)R. Ovime je prikazana tipi¢na tocka iz P + [v + w] kao tocka
A+u A+u

na pravcu PX, pri cemu je
A H

= +
/l+,uQ A+u

tocka na pravcu QR. Stoga, svaka ravnina koja sadrzi P,Q i R mora sadrzavati i
P + [v,w]. Ali, ako II sadrzi tocku S koja nije u P + [v,w], tada je {S — P,v, w}
linearno nezavisan skup. Ako je Z bilo koja tocka iz E?, tada

Z—-P=Ww+uw+v(§ - P),

zaneke A, uiv.
MozZe se provjeriti da je

A
Z:vS+(1—v)(P+ v+ K w),
I1-v I1-v
Sto pokazuje da je svaka toc¢ka iz E? na pravcu koji povezuje S sa tockom iz I1. To je
nemoguce jer IT ne sadrZi cijeli E*. Zaklju¢ujemo da je IT = P+ [v, w] i da je ravnina
koja sadrzi P, Q i R jedinstvena.

Konacno, povezujemo karakterizacije ravnine (i.) i (ii.). Neka je dana jedini¢na
normala N. Tada moZemo odabrati v, w tako da je {N, v, w} ortonormiran skup. Za
svaki X € E? moZemo pisati

X—P=(X—-—PN)N+{(X—-Pviv+{(X—-Pww,

Sto pokazuje da X — P lezi u [v, w] ako i samo ako (X — P, N) = 0. Stoga, {X|(X —
P, N) = 0} je ravnina.
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1.2 Pravciu §?

Sfera ¢iju geometriju proucavamo je jedini¢na sfera:
S?={xeB:|x| =1

Definicija 1.2.1. Neka je & proizvoljan jedinicni vektor. Tada
[={xe$S?:(x,&) =0},

nazivamo pravcem na S*. Vektor & naziva se pol od .

Napomena: Sferna geometrija je neeuklidska. Stoga, svaki put kada neki objekt prika-
zujemo slikom, distorzije su neizbjezne. Slike koje vjerno predocCuju jedan aspekt (npr.
zakrivljenost linija) iskriviti ¢e neke druge aspekte (npr. duljine i kutove).

ﬁr--h(‘n

- - - -
I S .'--lr,

Slika 1.1: Velika kruznica / s polom &.

JednadZbom (X — P, N) = 0 definirana je ravnina u R* koja prolazi kroz srediste sfere
(ishodiste) 1 kojoj je vektor ¢ jedini¢ni vektor normale. Prema tome, presijecanjem sfere
ravninom kroz srediSte dobivamo kruZnicu na sferi najveéeg moguceg radijusa, tj. radijusa
jednakog radijusu sfere. Te kruznice nazivamo velikim (glavnim) kruZnicama na sferi.
AKko putujemo ravno naprijed na S?, tada putujemo po velikim kruZnicama. Geometrijski
je jasno da pravci na S? ne mogu biti paralelni (uvijek se sijeku), $to je razlika u odnosu na
euklidsku geometriju.
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Antipodalne tocke su tocke P, Q € S? takve da je P = —Q. Dva se pravca na S? sijeku
u dvije antipodalne tocke.

Teorem 1.2.2.
1. Antipodalna tocka pola pravca l takoder je pol pravca l.
2. Antipodalna tocka neke tocke koja leZi na pravcu takoder leZi na tom pravcu.

Sljedeca tvrdnja vrijedi i u euklidskoj ravnini (naravno, bez pretpostavke o antipodal-
nim toCkama).

Teorem 1.2.3. Dvije razlicite tocke P, Q na S* koje nisu antipodalne odreduju jedinstven
pravac PQ.

Dokaz. Odredujemo pravac zadan s dvije to¢ke P, Q € S? koje nisu antipodalne. Trebamo
odrediti njegov pol. Po definiciji, to ¢e biti jedini¢ni vektor £ koji je ortogonalan i na P 1
na Q. Dobar kandidat je
¢ = PxQ0
1P x Ol
jer kako P, Q nisu antipodalne, njihov vektorski produkt nije 0. Time smo pokazali egzis-
tenciju takvog pravca. Dokazujemo joS jedinstvenost. Ako je n7 neki drugi pol pravca, tada
vrijedi (n, P) = (n, Q) = 0. Po Teoremu 1.1.2., tvrdnja v., slijedi (P X Q) x n = 0. Prema
tome, 1 je kolinearan s P X Q. Kako je i jediniCan, vrijedi n = +(P X Q). Prema tome,
traZzeni pravac je jedinstven. O

Zadatak. Odredite jednadzbu pravca zadanog tockama P = (1,0,0), Q0 = \/?5(2, -1,0).
Rjesenje. Prvo raCunamo vektorski produkt P X Q:
PxQ=(0,0,-2L).

Zatim odredujemo pol trazenog pravca:

PxQ (0’0’_§)
IP> QI (0,0,- L)

&= = (0,0, -1).

Dakle, jednadzba traZenog pravca je:

[={xe$?:(x(0,0,-1)) = 0}.



POGLAVLIJE 1. SFERA 10

Raspisivanjem skalarnog produkta dobivamo jednadzbu ravnine z = 0 kojom presijecamo
sferu da bismo dobili traZeni pravac na sferi.

MoZemo se zapitati §to je s antipodalnim tockama, odreduju li one jedinstveni pravac?
Odgovor je ne. Ako zamislimo Zemlju i njene geografske polove te meridijane kroz njih,
vidimo da kroz polove prolazi beskona¢no mnogo pravaca.

Sljedeca je tvrdnja drukcija nego u euklidskoj ravnini:

Teorem 1.2.4. Dva razlicita pravca se sijeku u dvije tocke i one su antipodalne.

Dokaz. Neka su polovi pravaca oznaceni s &, 1. Vrijedi & # +n. Prema tome, & X n # 0.
Dakle, dvije tocke

+EXT
leZze na oba pravca (tj. zadovoljavaju (x,&) = 01 (x,n) = 0). To su upravo dvije tocke
presjeka. O
i
;
BI
ap @ @ W = = "' - eway,
1 —
1 A b
]
]
E

Slika 1.2: Dvije velike kruznice [ 1 m sijeku se u antipodalnim tockama A 1 B.

Korolar 1.2.5. Nikoja dva pravca u S* nisu paralelna.
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. oo -,
»

Slika 1.3: T okomice na veliku kruZnicu se sijeku.

1.3 Udaljenost tocaka

Iduée pitanje koje se postavlja je kako mjeriti udaljenost izmedu dvije tocke na sferi?

Definicija 1.3.1. Neka su P, Q € S%. Udaljenost na sferi definiramo kao

d(P, Q) = cos (P, Q) € [0, 7],

1

pri Cemu je COS™' = arccos.

Formula za kut vektora glasi

_ (a,b)
" lalllBll

0P

Primjenom te formule za to¢ke P,Q € S (norme su im 1) dobivamo cos¢ = (P, Q).
Dakle, mjerimo kut izmedu vektora, pri ¢emu je mjera kuta realni broj € [0, 7]. Radijanska
mjera kuta odgovara duljini pripadnog kruZnog luka na kruZnici radijusa 1, Sto objaSnjava
mjerenje duljine na jedini¢noj sferi kao mjerenje kuta radijanskom mjerom.
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Slika 1.4: Udaljenost u sfernoj geometriji.

Teorem 1.3.2. Funkcija d je metrika na S?, tj. ako su P, Q,R € S? tada vrijedi
i. d(P,Q)>0;
ii. d(P,Q) =0 akoisamo ako P = Q;
iii. d(P,Q)=d(Q,P);
iv. d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R).
Korolar 1.3.3. Ako u tvrdnji iv. vrijedi jednakost, tada su tocke kolinearne.

Zadatak. Zadane su tri tocke

P=25(1,0,1),0=(%,%,0),R=(0,-2, %)

77’ 779

Kako moZemo provjeriti jesu li tocke P, Q 1 R kolinearne?

sl

I.nacin: Odredimo pravac PQ te provjerimo pripada li i tocka R tom pravcu.

(-3 2 A3

Px 0 = (=5 Fp i)
&= PxQ :(_ﬁiﬁ)
1P x Q| Vio® VI0® V10
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Dakle, jednadZba trazenog pravca je:

— 2. V32 VB
[={xes: (x, (-2, & 3=) =0

UvrStavanjem toCke R u jednadzbu pravca lako vidimo da 1 ona pripada pravcu.

2.nacin: Provjeravamo jesu li to¢ke kolinearne koriste¢i karakterizaciju kolinearnosti pomocéu
udaljenosti. Prvo racunamo medusobne udaljenosti to¢aka P, Q, R:

d, = d(P, Q) = cos (P, Q) = cos™! (%ﬁ)
d, =d(Q,R) = cos”(Q,R) = cos™! (—%)

d; = d(P,R) = cos (P,R) = cos™! (%ﬁ)

Zatim koristimo formulu za zbroj

cos~!(x) + cos™!(y) = cos™! (xy F (1= x2)(1 - yz)).

Dobivamo

dy + d; = cos™! (\%ﬁ) +cos”! (ﬁ) = cos™! (—%) = ds.

Buduci da vrijedi jednakost u nejednakosti trokuta, zakljuCujemo da su tocke kolinearne.

’--. ---------- t.' N 2 \/3
1” (] (\/7? \/7r0)
| |
P=(—=,0 )
R= (0,—ﬁ, i) \/2 \/2
7 7

Slika 1.5: Kolinearne to¢ke na sferi.
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1.4 Parametarska jednadzba pravca u sfernoj geometriji

Neka je [ pravac s polom &, te neka {£, P, Q} ¢ine jednu ortonormiranu trojku (bazu) za E.
Teorem 1.4.1. govori da parametrizacija pravca [ glasi

a(t) = (cos )P + (sin1)Q,
pri ¢emu uzimamo ¢ € R.
Teorem 1.4.1.
i. 1={a@)|teR);
ii. Svaka tocka pravca l pogodena je tocno jednom za t € [0, 2r];
iii. d(a(t)),a(ty) = |t; — t2| ako vrijedi 0 < |t; — 1| < 7.

Ova se parametrizacija naziva standardna parametrizacija pravca /. Ona nije jedins-
tvena, P je proizvoljna tocka na [/, a ¢ak i kad je ona zadana, za nju postoje dvije tocke Q
na [. Za ovu parametrizaciju joS kazemo da opisuje tipi¢nu to¢ku a(#) pravca [.

Slika 1.6: Standardna parametrizacija pravca /.
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1.5 Okomiti pravci u sfernoj geometriji

Definicija 1.5.1. Pravci na S* su okomiti ako su im polovi ortogonalni.

U euklidskoj je geometriji pramen paralelnih pravaca karakteriziran kao skup pravaca
sa zajednickom okomicom, dok u sfernoj geometriji, kako nema paralelnih pravaca, vrijedi
sljedeci teorem:

Teorem 1.5.2. Neka su l,m € S? razliciti pravci. Tada postoji jedinstveni pravac n koji je
okomit na oba, | L n,m L n. Pritom su tocke presjeka od | i m polovi od n.

Dokaz. Teorem tvrdi da dva razli¢ita pravca [,m s polovima &, imaju zajedniku (je-
dinstvenu) okomicu. Kako bismo definirali taj pravac(okomicu), sjetimo se da je pravac
s polom ¢ zadan s (x,&) = 0. Stoga definiramo pol tog pravca. Zbog definicije okomi-

X
tosti pravaca, dobar kandidat za pol je ilé ” 77”. Time je pravac (okomica) jedinstveno
n
odreden. Usporedimo li sa Teoremom 1.2.4., vidimo da je to upravo tocka presjeka dva
razlicita pravca [, m. O

Slika 1.7: Pravac n okomit je na pravce m i l.

Teorem 1.5.3. Ako je I € S? pravac, P € S? tocka koja nije pol od 1, tada postoji jedinstveni
pravac m kroz P okomit na l.

Dokaz. TraZzimo okomicu iz zadane tocke P na zadani pravac /. Moramo odrediti pol
okomice. On mora biti ortogonalan na pol ¢ od /, te mora prolaziti kroz P, Sto po definiciji
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pravca znaci da je P na njega ortogonalno. Dobar kandidat je + Dodatno, mozemo

llEx Pl
uociti da ako je P pol od [, tada je P = £, pa je gornji vektorski produkt jednak 0, te u tom

slu¢aju ne mozemo tako postupiti. O
1.6 Segmenti (duzine) na sferi

Odabirom dvije totke na pravcu na S? (velika kruZnica) pravac se dijeli na dva podskupa
(dva kruZna luka) &ija su svojstva jednaka svojstvima duZina u E>. Te podskupove nazi-
vamo segmentima.

Definicija 1.6.1. Podskup s od S* nazivamo segmentom ako postoje tocke P, Q € S? takve
da je (P, Q) = 0ibrojevi t; < t, pri Cemu je t, — t; < 2r tako da je

s = {(cost)P + (sint)Q : t € [t1, 1,]}.

Slika 1.8: Segment na pravcu na sferi.

Sve su tocke segmenta kolinearne te svaki segment definira jedinstveni pravac (jer je
pravac na S? jedinstveno odreden dvjema (ne-antipodalnim) to¢kama P, Q). S druge strane,
tocke P, Q i brojevi ty, t, koji definiraju segment nisu jedinstveni.
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Slika 1.9: Segment na sferi, drugi pogled.

Teorem 1.6.2. Neka je s segment odreden tockama P, Q, parametrima t,t,, ali i tockama
P, Q i parametrima fi, . Tada:

i h—t=h—1;
ii. Ako zapisemo a(t) = (cos )P + (sint)Q i @(t) = (cost)P + (sin1)Q, imamo:
{a(t), a(t)} = {a(h), @)} ;
iii. Px Q =+Px Q. Ove su tocke polovi pravca na kojima s leZi.

Razlika parametara t, — t; = f, — f, ne ovisi o izboru to¢aka P, Q i taj broj nazivamo dulji-
nom segmenta.

Tocke a(t)) i a(t,) nazivamo krajevima ili rubnim tockama segmenta s. Sve ostale tocke
nazivamo unutrasnjim tockama segmenta s. Te toCke opet nece ovisiti o izboru tocaka
P, O koje odreduju segment.

Iako Teorem 1.6.2. kaZe da segment nije jednozna¢no zadan parom ortogonalnih tocaka
niti intervalom parametrizacije, sljedeci njegov korolar pokazuje da se interval parametri-
zacije moze izabrati tako da broj a bude a € [0, 27).
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Korolar 1.6.3. Za proizvoljan par ortogonalnih tocaka A, B koji odreduje segment s na
pravcu AB, postoji jedinstveni interval |a, b] takav da je a € [0,2r) i

s = {(cost)A + (sinf)B : t € [a, b]}.

Dokaz. Ako je segment s zadan kao s = {(cost)P + (sin?)Q : t € [t, 1]}, tada postoji broj
¢ takav da vrijedi

P = (cos¢)A + (sinp)B, Q = (—sinp)A + (cos ¢)B.
UvrStavanjem P 1 Q u formulu segmenta i primjenom adicijskih teorema dobivamo
(cos )P + (sint)Q = (cos (t + ¢))A + (sin (¢t + ¢))B,t € R.
Kako je s zadan uz t € [#, 1;], za a biramo
a = (t; + ¢)mod2m,
a zabroj b
b=a+ (t, — t).
m]

Teorem 1.6.4. Dvije tocke A i B koje nisu antipodalne odreduju jedinstvena dva segmenta
kojima su one krajevi. Unija tih segmenata je pravac AB, a presjek skup koji se sastoji
samo od krajeva {A, B}.

Dokaz. Neka je & (pol pravca) jedinicni vektor u smjeru A X B ineka je Q = & X A. Kako
Q zadovoljava (Q, &) = 0, slijedi da je Q tocka na pravcu AB. Ona je po konstrukciji
ortogonalna i na A, pa A, Q Cine par ortogonalnih tocaka koje odreduju neki segment. Za
bilo koju to¢ku pravca AQ, pa i tocku B, postoji odgovarajuci parametar L € (0, 2r) takav
da vrijedi

B = (cos L)A + (sin L)Q.
Definiramo dva segmenta
51 = (cos)A + (sint)Q,t € [0, L], s, = (cos)A + (sint)Q,t € [0,27 — L].

Oba ta segmenta, zbog periodi¢nosti, imaju A i B za krajeve. Unija segmenata je cijeli
pravac AB. O

Definicija 1.6.5. Neka su A, B dvije tocke koje nisu antipodalne. Dulji od dva segmenta
kojima su A, B krajevi naziva se veliki segment, a kraci mali segment. Za ta dva segmenta
kaZemo da su komplementarni.

Definicija 1.6.6. Ako su A i B antipodalne tocke, svaki od (beskonacno mnogo) segmenata
koji imaju A i B kao svoje rubne tocke nazivamo polupravcima.
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mali segment

veliki segment

Slika 1.10: Komplementarni segmenti.

1.7 Zrake i kutovi

U sfernoj geometriji zraku definiramo kao polupravac bez jedne krajnje tocke. Drugu
krajnju tocku nazivamo nazivamo ishodiStem zrake. Ako je PQ mali segment duljine L
standardno parametriziran kao

{(cos )P + (sint)P : t € [0, L]},
tada je P_Q> jedinstvena zraka koja prolazi tockom Q, a pocetak joj je u P,
—_— ~
PO ={(cost)P + (sint)P : t € [0, 7)}.

Kut na sferi definiramo kao u euklidskoj geometriji, tj. kut je unija dvaju zraka sa za-
jednickim pocetkom. (Alternativno se, kao u nastavi, moZe definirati kao dio sfere ( u E?
dio ravnine ) omeden zrakama koje imaju zajednicki pocetak.) PiSemo ZPQR, gdje je Q
zajedniCka pocetna tocCka tih zraka. Ispruzeni kut je zapravo pravac na sferi bez jedne
tocke.
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Slika 1.11: Zraka.

Definicija 1.7.1. Neka je £ POR kut. Tocka X je unutrasnjost kuta ako mali segment X P
> e <«
ne sijece QR i mali segment XR ne sijece QP.

Sljedeci nam je cilj definirati mjeru kuta. S obzirom da zrake nemaju vektore smjera,
moramo pronaci drugi nacin definiranja radijanske mjere kuta. Ako razmiSljamo u kon-
tekstu E*, jedini¢ne normale dvaju presjecnih pravaca su vektori koji su polovi tih dvaju
pravaca. Stoga, kut izmedu pravaca odgovara kutu izmedu tih jedini¢nih normala.

Ako uzmemo dva pravca na sferi (oni se uvijek sijeku), tada oni definiraju Cetiri kuta.

Definicija 1.7.2. Mjera kuta £ POR jednaka je
OxP QxR
10 x PII" IO X R

cos™!( ) €10, 7].
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Zadatak. Zadane su tri tocke
_ 1 _(2 3 _ V3 2
P=1-(1,0,1),0= (%, 2.0),R=(0,-2, %)

Kolika je mjera kuta Z/PQR?
Rjesenje. Ratunamo:

(o2 iy 9XP 3
0x P = (355 =5 o)k 1o ~ (Wi~ v v
V3

Slijedi:

pa dobivamo da je
LPOR = 0°.

Time smo na joS jedan nacin potvrdili zaklju€ak iz zadatka na str. 12, da su tocke P,Q i R
kolinearne.



Poglavlje 2

Sferna trigonometrija

2.1 Trokut

Neka su P, Q i R tri nekolinearne tocke. Trokut APQOR je unija triju malih segmenata
PQ, OR, RP. Ti se segmenti nazivaju stranicama trokuta. Duljina stranice jednaka je
udaljenosti izmedu njenih krajnjih toc¢aka

d(P, Q) = cos (P, Q) € [0, m].

Slika 2.1: Sferni trokut.

22
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2.2 Trigonometrija

Neka je zadan trokut s vrhovima A, B, C i neka je a duljina stranice BC, b duljina stranice
AC 1 ¢ duljina stranice AB, kao na gornjoj slici. Za kut s vchom A koristit ¢emo oznaku A,
za kut s vthom B oznaku B itd.

Teorem 2.2.1. (Poucak o kosinusu za kut)

cosa —cosbcosc
COSA =

sinbsinc
Dokaz. Mjera kuta A u trokutu AABC jednaka je
AXB AxC
A X Bl A% Cl|

Za duljinu stranice a = BC vrijedi cos a = (B, C). Lagrangeov identitet povla&i

1B x C|I> = |IBIPIICIP? = (B,C)* = 1 — cos®a = sin’a.

cos™

).

Za skalarni produkt brojnika izraza za mjera kuta A vrijedi
(AXB,AXC)=(B,C)—(A,C)YA,B) =cosa—cosbcosc.
Da bismo odredili cos A podijelimo jos taj skalarni produkt s normama
|A X B|| = sinc,||A X C|| = sinb,

te tvrdnja slijedi. O

Zadatak. Geografski podaci za Zagreb i Pariz su:

Zagreb 45,8150°N, 15,9819°F,
Pariz 48,8566°N, 2,3522°F.

Odredite najkracu udaljenost izmedu Zagreba i Pariza (uzimamo da je radijus Zemlje 6370
km).
Rjesenje.

O udaljenosti izmedu tocaka govorimo u stupnjevima, a geografska Sirina omogucuje nam
saznati duljine z 1 p stranica trokuta. Od sjevernog pola N do ekvatora, dio pripadnog luka
ima duljinu 5 = 90°. Geografska Sirina oznacava kut otklona od ekvatora, dakle, trebamo
je oduzeti od duljine meridijana. Stoga je

p =90° —45.8150° = 44.185°.
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Analogno, za Pariz vrijedi:
7 =90° — 48.8566° = 41.1434°.

Dakle, znamo duljine stranica p i z. Kut pri sjevernom polu N je kut izmedu meridijana, u
ovom sluc¢aju

N =15.9819° - 2.3522° = 13.6297°,

jer se radi o meridijanima s iste strane nultog meridijana. Sada primijenimo poucak o
kosinusu, zapisan drugacije:

cosn = cos N sin psinz + cos pcos z
= c0s 13.6297° sin 44.185° sin 41.1434° + cos 44.185° cos 41.1434°
= 0.9857.

iz Cega slijedi da je udaljenost izmedu Zagreba 1 Pariza jednaka 9.71°. Drugim rije¢ima,
pripadni srediSnji kut pravca na sferi kao kruznice iznosi 9.71°. Ako Zelimo izraCunati
duljinu luka kruznice odredenog tim kutom, uzimamo u obzir da je radijus Zemlje (dakle i
pravca kao kruZnice) jednak 6370 km te raCunamo:

[=r6

1 dobivamo da je najkraca udaljenost izmedu Zagreba i Pariza jednaka 1079.4 km.

Slika 2.2: Skica trokuta ¢iji su vrhovi sjeverni pol (N), Zagreb (Z) i Pariz (P).
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Teorem 2.2.2. (Poucak o sinusu)

sinA sinB sinC

sina  sinb  sinc
Dokaz. Primijetimo
sinbsinc —cosa+cosbcosc cos(b—c)—cosa

A
ZSinzz =1-cosA =

sinbsinc¢ sinbsin ¢
Sli¢no
A cosa—cos(b+c
2cos? = =1+cCosA = . .( ).
2 sin b sin ¢
Prema tome je
, A k

sin A = 4sin® = cos®> = = — -
2 2 sin”bsin“c

k odredujemo tako da pomnoZimo prva dva izraza uz pretvorbu zbroja i razlike kosinusa u
produkt sinusa i stavimo a + b + ¢ = 2s

b— b—-c—-
cos(b—c)—cosa = —2sin ;+asin ; a:ZSin(s—c)sin(s—b),

+b+ -b-
cosa—cos(b+c):—25ina > Csina > CzZsinssin(s—a).

Dobivamo formulu

sin’ A _4sinssin(s —a)sin(s — b)sin(s —¢)

. . . . >
sin’a sin? a sin® bsin’ ¢
a zatim i
sinA  2(sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢))!/?
sina sinasinbsinc '
Ova je formula invarijantna na zamjenu a, b, ¢ pa tvrdnja slijedi. O

Korolar 2.2.3. Mjere kutova u potpunosti su odredene duljinama stranica trokuta, i obratno,
duljine stranica u potpunosti su odredene mjerama kutova.
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Trokut koji ima barem jedan kut pravi (tj. mjere nr/2) naziva se pravokutnim troku-
tom.

Zadatak. Izraunajmo kut pri vrhu A ako je zadan trokut AABC i vrijedi AB 1 AC.

Rjesenje: Primijetimo, segmenti su okomiti ako su okomiti pravci na kojima se nalaze.

AXB

Pravci su okomiti ako su njihovi polovi ortogonalni. Pol pravca AB je npr. Ax B a

AxXC .

pravca AC npr. AxCl (polovi su odredeni do na predznak). Prema tome, ako su navedeni

pravci okomiti, tada vrijedi (A X C, A X B) = 0. Imamo

AXC AXxXB n
/CAB = cos™! , =cos ' (0) = =.
s axaraxe = ©=3

Slika 2.3: Pravokutni trokut ABC u kojem vrijedi AB L AC.

Zadatak. Zadane su tocke P = (1,0,0),0 = (0,1,0),R = (0,0, 1), Odredite ZPOR.
Rjesenje. Odredimo prvo vektorske produkte:

OxP=(0,0,1)
OXR=(1,0,0)
Racunamo:
B 4, OXP OXR . B 4 _n
/PQOR = cos <|Q><P|’|Q><R|>_COS ((0,0,1),(1,0,0)) = cos (O)—Z.
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Slika 2.4: Pravokutni trokut ABC s dva prava kuta.

R=(0,0,1)

Q=(0,1,0)

Slika 2.5: ZPOR = /2.

Sljedeci je teorem analogon Pitagorinog teorema.

Teorem 2.2.4. Neka je AABC trokut_na SZ_ineka su mu stranice duljine a = d(B,C),
b=d(A,C), c =d(A, B). Ako vrijedi AB L AC, tada

cosa = cosbcosc.

Dokaz. Ovaj je teorem specijalan slucaj teorema o kosinusu. Stoga je dovoljno u teorem o
kosinusu uvrstiti cos A = 0. O
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Teorem 2.2.5. U sfernom trokutu s kutom C = 7 vrijedi:

t t
COSA = g—, cosB = ﬂ.
tgc tgc

Dokaz. 1z Teorema 2.2.1 i Teorema 2.2.4. slijedi:

cosa—coshbcosc cosa—cosacos’h  cosa(l —cos?b)

CosA = - ; = - - = : :
sinbsinc sinb sin ¢ sinb sin ¢
cosc sinb
) . sin b
cosasin“b cosasinb  cosph cosh tgb
sinbsin ¢ sinc sinc sinc  tgc’
cos ¢
Analogno dobivamo i formulu za cos B. O

Teorem 2.2.6. U sfernom trokutu s kutom C = 7 vrijedi:

. b
SinA = s%ﬂ, sin B = &
sinc sinc

Dokaz. Slijedi direktno iz Teorema 2.2.2. jer je sinC = 1. O

Analogno, kao §to smo Teoremom 2.2.1. izrazili mjeru kuta pomocu duljina stranica,
mozemo uciniti i obratno. Ako su zadane mjere kutova A, B, C euklidskog trokuta, ne
moZemo izraCunati duljine njegovih stranica jer je trokut odreden samo do na sli¢nost. U
sfernoj trigonometriji ipak imamo formule koje nam to omogucuju.

Teorem 2.2.7. (Poucak o kosinusu za stranicu)

cosC + cosAcosB

cosc = - -
sin A sin B

Dokaz. Spustimo visinu iz vrha C na nasuprotnu stranicu. Neka je njezino noZiste N,
duljina v i neka dijeli nasuprotnu stranicu na dijelove duljine c; i ¢,. U sfernom trokutu iz
Teorema 2.2.5 (Pitagorin teorem) primijenjenog na pravokutne trokute BNC i ANC slijedi
cosa = coScycosV1cosbh = cosc,cosv. Pomnozimo te dvije jednadZbe medusobno i sa
cos ¢, koji s lijeve strane raspiSemo po adicijskoj formuli cos (¢; + ¢;) = (cosc;cosc, —
sinc; sinc,) :

cos a cos b(cos ¢; cos ¢, — sin ¢ sin ¢;) = cos ¢ COS ¢ COS> V COS C.
.o . . .o . 2 . 2 .
Podijelimo s cos ¢ cos ¢, 1 zamijenimo cos” v s 1 — sin” v:

cosacosb(l —tgcytgey) =(1 - sin’ v) cos c.
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Slika 2.6: Poucak o kosinusu za stranicu.

Sad izmnoZimo zagrade 1 preslozimo jednadZbu ovako:
- .2
cosacosb —cosc =cosacosbtgcytgc, —sin“vcosc.
Izraz na lijevoj strani raspiSemo po Teoremu 2.2.1.:
—sinasinbcos C = cosacosbtgc tgc, — sin® veosc.
Podijelimo li sa — sina sin b, dobijemo

tgcitge, sinvsiny

cosC = CoS C.

tga tgb sinasinb
Na kraju primijenimo Teorem 2.2.5. 1 Teorem 2.2.6. na pravokutne trokute BNC 1 ANC,
te dobijemo traZenu relaciju:

cosC + cosAcosB

cosc = - -
sin A sin B

O

Analogni dokaz moZemo provesti i u euklidskoj ravnini, ali dobijemo relaciju koja ne
ukljucuje duljine stranica (zapravo je to dokaz adicijske formule za sinus).

Sukladnost sfernih trokuta

Opcenito, za trokute kazemo da su sukladni ako postoji izometrija koja jedan trokut pres-
likava u drugi. U sfernoj geometriji, dva trokuta s jednakim odgovaraju¢im kutovima su
sukladna, tj. svi sli¢ni trokuti su sukladni. U sfernom trokutu tri kuta potpuno odreduju tro-
kut pa ¢e odredivati 1 povrSinu. Stoga na sferi vrijedi 1 KKK poucak o sukladnosti trokuta.
Potreban aparat za razumijevanje sljedecih teorema razvit ¢emo u sljedecem poglavlju.
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Teorem 2.2.8. (SSS poucak) Ako se dvama trokutima duljine stranica podudaraju, tada su
oni sukladni.

Teorem 2.2.9. (KKK poucak) Ako se dvama trokutima podudaraju mjere svih kutova,
tada su oni sukladni.

Teorem 2.2.10. (SKS poucak) Ako se dvama trokutima podudaraju duljine dviju stranica
i mjera kuta kojeg one odreduju, tada su oni sukladni.



Poglavlje 3

Gibanja u sfernoj geometriji

3.1 Osna simetrija

Prisjetimo se najprije osne simetrije u ravnini. Neka je / pravac kroz tocku P te neka je N
normala tog pravca. Dvije tocke X 1 X’ su simetri¢ne s obzirom na pravac [ ako je poloviste
segmenta XX’ noZiSte F okomice iz F na [. Drugim rije¢ima, X i X’ su simetricni s obzirom
na [ ako imamo

1 N —
lx+X)=F.
Slijedi:
"+ lyox (X — P,N)N
2 2 - ’ s
1

1
—X' = =X - (X - P,N)N,
5 > ( )
X' =X - 2(X — P,N)N.

Definicija 3.1.1. Osna simetrija s obzirom na pravac l je preslikavanje iz E* uE? definirano
kao :

QX =X-(X-PN)N,
pri ¢emu je N jedinicna normala pravca l, a P je tocka na pravcu L.
U sfernoj geometriji osnu simetriju definiramo na sljedeci nacin:
Definicija 3.1.2. Osna simetrija ), s obzirom na pravac € s polom & dana je s

QX = X — 2X, £)é.

31
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Ako usporedimo ovu definiciju s definicijom osne simetrije u euklidskoj geometriji,
uoavamo da se radi o analognim definicijama. Na S? promatramo ravninu koja presijeca
sferu i njenu jedini¢nu normalu, tj. pol pravca dobivenog presijecanjem sfere ravninom.
Dakle, na S? govorimo o simetriji s obzirom na ravninu.

Iako to nije odmah ocito, osnom simetrijom tocke sfere ponovo se dobiva tocka sfere.

Teorem 3.1.3. Neka je (¢,&) = 1 i definiramo T : R? — R3 s pravilom
Tx=x—-2x,EE.
Tada
i. T je linearni operator.
ii. {(Tx,Ty)={x,y),¥x,yeR3.
Dokaz.

1. Slijedi izravno iz linearnosti skalarnog produkta.

ii. (Tx, Ty) =(x = 2%x, )&,y — 2y, £)é)
= (%, 3) = 206, EXE, ) — 200, EXY, §) + Hx, )3, EXE, &)
=X,y
O

Svojstvo ii. pokazuje da ako je [x| = 1, onda je |Tx| = 1. Stoga, tocka T x je tocka sfere, tj.
za QX vrijedi

QX, QX)) =(X,X) =1,
Sto znaci da je osna simetrija izometrija sfere. Preciznije
Teorem 3.1.4.
i dQX,Q.Y)=d(X,Y),YX,Y na S°.
ii. QQX =X,YX na S%.
iii. Q:S* — $? je bijekcija.
Zadatak. Pronadimo na sferi osnosimetri¢nu tocku tocke X = (%, 0, ﬁ) u odnosu na pra-

vac koji prolazi to¢kama P = (1,0,0)1 Q = g(Z, -1,0).

Rjesenje. Prvo racunamo vektorski produkt P X Q:
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PxQ= (0,0,—ﬁ).

Zatim odredujemo pol traZzenog pravca:

_¥
£= PxQ _ (0’0’ 5) — (0.0.~1)
1E>XQl (0, 0, _g) I

Slijedi:
QX = X - AX, )¢
\/5 \/§

1

1 V3
QX = —,o,——.
¢ (2 2)

Vidimo da je 1 dobivena tocka upravo tocka sfere.

3.2 Kompozicije osnih simetrija

Neka su /,m dva pravca s polovima &, 7 te neka je P tocka njihovog presjeka (jedna od
dvije). Izaberemo ortonormiranu trojku {ey, e;, e3}, pri ¢emu je e; = P. Tada se vektori &,
(kao vektori ortogonalni na P) mogu prikazati kao linearne kombinacije od {e;, e;}. Buduci
da su 1 jedini¢ni, moZemo odabrati brojeve 6, ¢ tako da

& = (—sinf)e; + (cosB)ey, n = (—sinp)e; + (cos p)e,.

Proucimo djelovanje operatora osne simetrije na vektorima baze. Direktnim racunom do-
bivamo

Qreq = (cos 26)e; + (sin 26)e,,

Qe; = (sin20)e; — (cos 20)e,,

Qg€3 = és.

Sada moZemo operator €, matri¢no zapisati u bazi {e, e, e3}:

Q,=1sin26 —cos26 0.

0 0 1

cos260 sin26 O}

Gornja 2x2 matrica u tom matri¢nom prikazu odgovara prikazu osne simetrije u E>. Ako
analogno (s vektorom ¢) zapiSemo i matricu osne simetrije €,,, produkt Q,€,, ima u gor-
njoj bazi matri¢ni prikaz
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cos2(0—¢) —sin2(0—¢) 0O
Q,Q, =|sin2(0 —¢) cos2(0—¢) Of.
0 0 1

Gornja podmatrica predstavlja rotaciju u E? pa takvu kompoziciju (produkt) osnih simetrija
nazivamo rotacijom oko P.

Definicija 3.2.1. Ako su « i 8 pravci koji prolaze kroz tocku P, tada izometriju Q,CQp
nazivamo rotacija oko tocke P. Skup svih rotacija oko toc¢ke P oznacavamo s ROT (P).

Definicija 3.2.2. Neka je [ pravac i neka su m,n pravci okomiti na l. Translacija du? [ je
produkt Q,,Q,,. Skup svih translacija du pravca € oznacavamo s TRANS (0).

Spomenuli smo ve¢ da u S? ne postoje paralelni pravci. U stvari, ako su dva pravca
okomita na pravac /, oni se sijeku u polovima od /.

Teorem 3.2.3.
i. Svaka translacija u S* ujedno je i rotacija.

ii. Svaka rotacija u S* ujedno je i translacija.

Promotrimo dva pravca «, 8 okomita na /. Neka je P proizvoljna tocka na /. Neka je & pol
od /ineka je Q = &€ x P. Tada moZemo odabrati brojeve a i b tako da

(cosa)P + (sina)Q € a, (cosb)P + (sinb)Q € S.

Tada je (—sina)P + (cos a)Q pol od @, a (— sin b)P + (cos b)Q pol od . Kao i kod rotacija,
direktnim ra¢unom dobivamo

Q. P = (cos2a)P + (sin 2a)Q,
Q,0 = (sin2a)P — (cos 2a)0,
Q& =¢&

Zapisano matri¢no u bazi {P, Q, &}

Q, =|sin2a —cos2a 0].

0 0 1

cos2a sin2a O}

Ako analogno ( s vektorom b) zapiSemo i matricu osne simetrije Qg, produkt ,Qs ima u
gornjoj bazi matri¢ni prikaz



POGLAVLIJE 3. SFERA 35

cos2(a—b) —sin2(a—-b) 0O
Q,Qp =|sin2(a—b) cos2(a-b) Of
0 0 1

Gornja podmatrica ponovo predstavlja rotaciju u E2.
Sljedeci nam teorem govori da je rotacija oko tocke & koja je presjek tih pravaca jednaka
translaciji duz pravca € kojemu je & pol, 1 obratno.

Teorem 3.2.4. TRANS (¢) je Abelova grupa jednaka grupi ROT (£), gdje je & pol od {.

Definicija 3.2.5. Klizna simetrija s osi | je kompozicija Q.38 gdje su a, pravci oko-
miti na l.

Neka je {e}, e, e3} ortonormirana baza za E?, gdje je e pol pravca [. Tada je

Qe = ey,
Qrer = ey,
Qg€3 = é3.

Korolar 3.2.6. S obzirom na takvu bazu, matricni prikaz klizne simetrije s osi l ima sljedeci
oblik

sinf cosf O
0 0 -1

lcose —sinf 0 }
za neki 6 € R.
Definicija 3.2.7. Antipodalno preslikavanje E je preslikavanje na S* dano s
Ex=-x
U proizvoljnoj ortonormiranoj bazi, £ ima sljedeci matri¢ni prikaz
-1 0 O }
0 -1 0]

0 0 -1

Antipodalno preslikavanje je klizna simetrija jer se moze faktorizirati kao

-1 0 Ojf1 O Offl 0 O
0 1 0j{0 -1 Ojf0 1 O},
0 O 1]{0 0 1I]/0 0 -1
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tj. kao produkt tri osne simetrije s obzirom na osi Ciji polovi ¢ine ortonormiranu bazu. Ova
klizna simetrija nema jedinstvenu os, svaki pravac je os.

.....

su osi okomite i sijeku se u P.
Teorem 3.2.8. Neka je P tocka na S°. Tada je Vx € S?
H,x = —x+ 2(x, P)P.

Dokaz. Neka su ¢ i n polovi medusobno okomitih pravaca koji prolaze kroz to¢ku P. Tada
je {¢, 7, P} ortonormirana baza i na S? vrijedi jednakost

x =X, PYP + (x,£)¢ + (x,mn.

Izravnim raCunom (primjenom dvije osne simetrije) dobivamo

Hp-x =X- 2<X, §>§ - 2<X, 77>77

Zbrajanjem gornja dva identiteta dobivamo trazeni izraz za H,x. O



Poglavlje 4

Sferna geometrija u dodatnoj nastavi

Kurikulum nastave matematike fokusiran je primarno na euklidsku geometriju i koncepte.
Neeuklidska geometrija u udzbenicima se pojavljuje samo u obliku povijesnih crtica ili
zanimljivosti. Cilj ovog poglavlja je pokazati kako bi sferna geometrija, ako bi ju u€enici
proucavali usporedno s geometrijom ravnine, mogla dovesti u¢enike do novih pogleda i
saznanja koja imaju primjenu u pravom svijetu. Poznato nam je da sferna geometrija ima
mnoge primjene u svakodnevnom Zivotu, bilo u fizici, astronomiji, navigaciji itd. Upora-
bom sfere i konstrukcijskih alata za primjenu na sferi u€enici mogu doZivjeti neeuklidske
konstrukcije kao integralni dio satova geometrije.

Ideja ovog poglavlja je prikazati aktivnosti koje bi nastavnici mogli provoditi s u¢enicima
na dodatnoj nastavi s ciljem da savladaju osnove sferne geometrije. UCenici bi imali priliku
vidjeti sli¢nosti 1 razlike koncepata 1 definicija u ravninskoj i1 sfernoj geometriji. Takoder,
razvili bi razumijevanje o tome Sto je aksiomatski sustav te svijest o postojanju razli€itih
aksiomatskih sustava unutar istog podrucja proucavanja.

Kao vodilja posluzit ¢e nam kurikulum sferne geometrije Istvana Lenarta, madarskog ma-
tematiCara koji je razvio i edukacijski alat za proucavanje sferne geometrije poznat kao
Lenartova sfera. Velika prednost ovog alata za dodatnu nastavu o sfernoj geometriji je
opipljivost i iskustvo koje ucenici dobivaju iz prve ruke. lako uenici mogu mnogo nauciti
1 alatima dinamicke geometrije, nas ¢e fokus biti na aktivnostima s Lenartovom sferom. Le-
nartova sfera i pomo¢ni alati znatno nam olakSavaju mjerenje na sferi i znatno povecavaju
preciznost. Mogli bismo ucenicima dati i da eksperimentiraju na lopti za stolni tenis, ba-
lonima, naran¢ama i sl., medutim, konstrukcije bi bile daleko od preciznosti koju inace
postiZzemo u geometriji ravnine. Pomocni alati potrebni za rad na Lenartovoj sferi su he-
misferne folije, sferno ravnalo, sferni kutomjer te sferni Sestar.

Sfernu geometriju gradimo na konacnoj plohi, za razliku od ravninske koja je beskonac¢na.
Sva svojstva sferne geometrije ucenik uocava na konacnom i opipljivom objektu, s mini-
malnom potrebom za pozivanjem na pojam beskonacnosti.

37
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Slika 4.1: Lenartova sfera (slika preuzeta iz [2]).

Mnoge koncepte sferne geometrije ucenici su ve¢ vidjeli na nastavi geografije. Poznavanje
geografskog koordinatnog sustava olakSava uvodenje osnovnih koncepata u relativno ra-
nom stadiju u¢enikovog obrazovanja. UcCenje sferne geometrije usporedno s ve¢ poznatim
konceptima ravninske geometrije ucenicima ne poveava samo razumijevanje geometrije
na sferi, ve¢ produbljuje i u€eni¢ko razumijevanje ravninske geometrije. Ucenici ¢e uociti
da svaki put kad postave problem u jednoj geometriji, nastaje analogni problem u drugoj
geometriji. Nauditi e prevesti problem jedne geometrije u problem druge geometrije te vi-
djeti da isti problemi imaju druk¢ija rjeSenja u razli¢itim geometrijama, bilo jednostavnija,
bilo kompleksnija.

4.1 Aktivnosti u dodatnoj nastavi

Opisati ¢emo nekoliko aktivnosti kojima ¢e uc€enici usvojiti osnovne koncepte sferne ge-
ometrije. Aktivnosti se zasnivaju na usporedbi ravninske i sferne geometrije pa je najcesée
predvideno da ucenici provode konstrukcije u oba okruZenja, nakon ¢ega provode istraZiva-
nje i dolaze do zakljucaka.
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Prva je aktivnost klju¢na za osnovno razumijevanje razlika izmedu dvije geometrije jer
na sferi nema ravnih crta. Osnova je svih daljnjih aktivnosti.

Aktivnost 1: Mozete li nacrtati ravnu crtu na sferi?

Uzmimo da je tocka najjednostavniji objekt u ravnini i na sferi:
e Opisite najkraci put izmedu dvije tocke u ravnini.
e Opisite najkraci put izmedu dvije tocke na sferi.

e Opisite objekt koji dobijete kada produZite svaki od tih puteva.

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e otkriti da je velika kruZnica sferni ekvivalent pravca u ravnini.

Detaljan tijek:
Ucenici crtaju dvije proizvoljne tocke te provode konstrukciju u ravnini, nakon cega slijedi
diskusija.

Pitanja za diskusiju:
e Ako bismo dobivenoj duZini produZili krajeve, bi li se oni ikad sreli?
e Koliko pravaca mozemo nacrtati kroz jednu to¢ku u ravnini?

e Koliko pravaca mozemo nacrtati kroz dvije tocke u ravnini?

Prije nego Sto e provesti konstrukciju na sferi, ucenici predvidaju Sto ¢e se dogoditi na
sferi, tj. Sto Ce biti najkraci put izmedu dvije tocke i Sto ¢e se dogoditi ako produZe krajeve
dobivene duZine. Zatim odabiru dvije proizvoljne tocke te provode konstrukciju na Le-
nartovoj sferi uz pomo¢ sfernog ravnala (prije toga mogu konstrukciju provesti i pomocu
komada Spage te nacrtati pravac uz rub Spage).

Pitanja za diskusiju:
o Kako biste nazvali dobiveni pravac na sferi?
e Na koliko segmenata zadane tocke dijele veliku kruznicu?
e Koliko velikih kruzZnica mozemo nacrtati kroz jednu toCku na sferi?

e Koliko velikih kruZnica moZemo nacrtati kroz dvije tocke na sferi?
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Slika 4.2: Sferno ravnalo.

Na kraju aktivnosti, uCenici Ce izraditi tablicu u kojoj ¢e usporediti rezultate u ravnini i na
sferi.

Pravci u ravnini Pravci na sferi
Pravac je beskonacan. Velika kruZnica je konacna.
Velika kruznica ima dva sredista (ta srediSta
nazivamo polovima).
Npr. ekvator na globusu ima Sjeverni pol
i JuZni pol kao sredista.
Ako pratimo pravac u ravnini, Ako pratimo veliku kruZnicu na sferi,
nikada se neéemo vratiti u poCetnu tocku. | uvijek ¢emo se vratiti u pocetnu tocku.
Postoji jedinstvena velika kruZnica koja prolazi
kroz zadane dvije tocke, ako te tocke nisu polovi.
Dvije tocke dijele veliku kruznicu na dva konacna
segmenta.
Ako su zadane tocke polovi, tada postoji
beskona¢no mnogo velikih kruznica
koje prolaze kroz njih.
Segment pravca je najkraci put Manji luk velike kruZnice je najkraci put
izmedu dvije tocke. izmedu dvije tocke.

Pravac nema sredisSte.

Za svake dvije tocke postoji jedinstveni
pravac koji prolazi kroz njih.

Tocke dijele pravac na tri segmenta,
jedan konacan i dva beskonacna.
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Sljedeca aktivnost ucenicima Ce otkriti razlike u mjerenju udaljenosti u ravnini i na
sferi.

Aktivnost 2: Kako mjerimo udaljenost?

Cesto mjerimo udaljenost izmedu dva objekta:
e Opisite kako izmjeriti udaljenost u ravnini.
e Opisite kako izmjeriti udaljenost na sferi.
o Objasnite koje mjerne jedinice koristite pri mjerenju udaljenosti u ravnini i na sferi.

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce otkriti kako izmjeriti udaljenost na sferi te koju mjernu jedi-
nicu koristimo za mjerenje te udaljenosti.

Detaljan tijek:

Ucenici crtaju dvije proizvoljne toCke te mjere udaljenost dviju to¢aka u ravnini, nakon
Cega slijedi diskusija. Prije nego Sto ¢e provesti konstrukciju na sferi, u€enici predvidaju
Sto ¢e se dogoditi na sferi, tj. kako ¢e izmjeriti udaljenost dvije tocke na sferi i koje ée
mjerne jedinice Koristiti.

Zatim odabiru dvije proizvoljne tocke te konstruiraju veliku kruznicu na Lenartovoj sferi
pomocu sfernog ravnala.

Pitanja za diskusiju:
e [zrazite duljinu velike kruZnice u stupnjevima.
e Koliko kruznih lukova povezuje zadane tocke?
e Kolika je duljina svakog luka izraZena u stupnjevima?
¢ Duljinu kojeg luka ste odabrali kao mjeru udaljenosti izmedu dviju toCaka?
e Opisite par toCaka ¢iju je udaljenost mogucée mjeriti duz vise od jednog luka.
e Kolika je najveca moguca udaljenost izmedu dvije tocke u ravnini?
e Kolika je najve¢a moguca udaljenost izmedu dvije tocke na sferi?

¢ Kolika je najmanja, a kolika najveca udaljenost izmedu tocke i velike kruZnice na
sferi?
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Na kraju aktivnosti, u€enici e izraditi tablicu u kojoj ¢e usporediti rezultate u ravnini 1
na sferi.

Udaljenost u ravnini Udaljenost na sferi
Udaljenost mjerimo duZ pravca koji | Udaljenost mjerimo duz velike kruZnice koje
spaja zadane tocke. povezuje zadane tocke.
Postoji samo jedna udaljenost Postoje dvije udaljenosti koje moZemo mjeriti,
koju moZemo myjeriti. a obi¢no biramo kracéu od njih.
Nema ograni¢enja na udaljenost
izmedu dvije tocke. Najveca moguca udaljenost izmedu
Ne postoji najve€a mogucéa dvije tocke iznosi 180° .
udaljenost.

Izmedu bilo koje dvije tocke, koje nisu polovi,
postoji samo jedan najkraci put duz kojeg

Izmedu bilo koje dvije tocke mjerimo udaljenost.
postoji samo jedan najkraci put Ako su zadane dvije tocke polovi, postoji
duz kojeg mjerimo udaljenost. beskona¢no mnogo puteva izmedu njih,

ali svi imaju istu duljinu od 180° .
Stoga, udaljenost izmedu dva pola je 180° .

Aktivnost 3: U koliko se tocaka pravci mogu sijeci?

Dva pravca u ravnini ili na sferi sijeku se u jednoj ili vise tocaka:
e [straZite sjecista dvaju pravaca u ravnini.
o [straZite sjecista dvaju velikih kruZnica na sferi.

e Objasnite svoja zapaZanja o paralelnim pravcima u ravnini i na sferi.

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce otkriti da se velike kruZnice na sferi sijeku u dvije tocke te da
na sferi ne postoje paralelni pravci, tj. paralelne velike kruZnice.

Detaljan tijek:

Ucenici crtaju proizvoljan pravac u ravnini te konstruiraju Cetiri pravca: pravac koji nema
zajednickih tocaka sa zadanim pravcem, pravac koji ima tocno jednu zajednicku toc¢ku sa
zadanim pravcem, pravac koji ima to¢no dvije zajednicke toCke sa zadanim pravcem te
pravac koji ima viSe od dvije zajednicke tocke sa zadanim pravcem.
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Pitanja za diskusiju:

e Koje su konstrukcije bile moguce u ravnini?

e Koji je od konstruiranih pravaca paralelan sa zadanim i zasto?

Prije nego Sto Ce provesti konstrukciju na sferi, u€enici diskutiraju hoce li zakljucci iz rav-
nine vrijediti i na sferi.
Zatim na Lenartovoj sferi crtaju proizvoljnu veliku kruZnicu te provode konstrukcije ana-
logne onima u ravnini.

Pitanja za diskusiju:

e OpiSite u kakvom odnosu mogu biti dvije velike kruznice na sferi?
e Mogu li dvije velike kruznice na sferi biti paralelne?

e Je li jednostavniji ravninski ili sferni slucaj?

Dodatno, u ovoj aktivnosti moguce je detaljnije prouciti Euklidov peti postulat. Ucenici
na komadu papira crtaju pravac i proizvoljnu tocku koja nije na tom pravcu. Zadatak je
da kroz tu tocku nacrtaju Sto je moguce viSe pravaca paralelnih sa zadanim pravcem te
pomocu crteza objasne zasto taj postulat ima smisla u ravnini. Zatim ¢e ucenici izreci taj
postulat za okruZenje sferne geometrije te pokusati provesti konstrukciju analognu onoj u
ravnini. Konacno, objasnjavaju zasto taj postulat nema smisla na sferi te izri€u svoj postulat
koji je istinit za geometriju sfere. Na kraju aktivnosti, ucenici €e izraditi tablicu u kojoj ¢e
usporediti rezultate u ravnini i na sferi.

SjeciSta dvaju pravaca u ravnini SjeciSta dvaju pravaca na sferi
Dva pravca bez zajednickih tocaka zovemo | Dvije velike kruZnice nikada ne mogu biti
paralelnim pravcima. paralelne.

Dva pravca s tocno jednom
zajednickom to¢kom nazivamo
pravcima koji se sijeku.

Dva pravca nikada ne mogu imati Dvije velike kruZnice uvijek imaju to¢no
viSe od jedne tocke sjecista. dvije tocke u kojima se sijeku.

Dvije velike kruznice nikada ne mogu imati
tocno jednu tocku sjecista.
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Aktivnost 4: Koliki je zbroj mjera kutova u trokutu?

Ako zbrojimo mjere svih kutova trokuta, dobivamo li uvijek isti zbroj?
e [straZite zbroj mjera kutova trokuta u ravnini.

o [IstraZite zbroj mjera kutova sfernih trokuta.

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce otkriti da zbroj mjera kutova u sfernom trokutu nije to¢no 180°,
tj. da je taj zbroj izmedu 180° i 540° .

Detaljan tijek:
Ucenici crtaju dva trokuta u ravnini, jedan unutar drugog, 1 mjere unutarnje kutove svakog
od trokuta. Pitanje za diskusiju:

e Objasnite zaSto je zbroj mjera unutarnjih kutova trokuta u ravnini uvijek jednak.

Prije nego Sto ¢e provesti konstrukciju na sferi, ucenici diskutiraju koliki ¢e biti zbroj mjera
unutarnjih kutova sfernog trokuta.

Zatim crtaju tri trokuta na Lenartovoj sferi, prvi unutar drugoga i drugi unutar treéeg, pa
mjere unutarnje kutove svakog od trokuta.

Y

Slika 4.3: Konstrukcija na sferi (slika preuzeta iz [3]).

Pitanja za diskusiju:

e Objasnite zaSto ste dobili razli€ite zbrojeve mjera unutrasnjih kutova za svaki od tri
trokuta.

o Sto mislite koliki je najmanji moguéi zbroj unutarnjih kutova sfernog trokuta?
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e Sto mislite koliki je najmanji moguéi zbroj unutarnjih kutova sfernog trokuta?
Obrazlozite svoje razmisljanje.

Na kraju aktivnosti, uCenici ¢e izraditi tablicu u kojoj ¢e usporediti rezultate u ravnini i na
sferi.

Zbroj mjera unutrasnjih kutova Zbroj mjera unutrasnjih kutova
trokuta u ravnini sfernih trokuta

Najveéi mogudi trokut ima sve vrhove na istoj

velikoj kruZznici. Taj trokut ima tri kuta od 180°

pa mu je zbroj mjera unutrasnjih kutova

jednak 540°.

To je degenerirani trokut jer su mu sva tri

vrha kolinearna.

Najmanji moguci trokut ima sva tri vrha na
istoj velikoj kruznici i jednu stranicu koja
Zbroj mjera unutrasnjih kutova leZi na ostale dvije.

trokuta u ravnini uvijek je jednak 180° . | Ovaj degenerirani trokut ima dva kuta od 0°
i jedan kut od 180° , pa je zbroj mjera
kutova jednak 180°.

Stoga je zbroj mjera unutraSnjih kutova sfernog
trokuta jednak ili veci od 180° 1 jednak

ili manji od 540° .

Za nedegenerirane sferne trokute zbroj mjera
unutras$njih kutova veci je od 180° 1

manji od 540°.

AKktivnost 5: Moze li trokut imati visSe od jednog pravog kuta?

Pokusajte konstruirati trokut s vise od jednog pravog kuta.

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce otkriti da sferni trokut moZe imati vise od jednog pravog kuta.

Detaljan tijek:
Ucenici konstruiraju pravokutni trokut u ravnini. Pitanja za diskusiju:

e Objasnite zaSto trokut u ravnini moZe imati najvise jedan pravi kut.
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Prije nego Sto ¢e provesti konstrukciju na sferi, ucenici predvidaju moze li sferni trokut
imati viSe od jednog pravog kuta i obrazlazu svoja razmisljanja.
Zatim crtaju proizvoljnu tocku P na sferi 1 veliku kruZnicu ¢iji je tocka P pol. Sljedeci
korak je konstrukcija Cetiri okomice iz P na tu veliku kruznicu. Tocke presjeka okomica i
velike kruZnice oznacit ¢e sa A, B, C, D. Konacno, ucenici mjere kutove 1 stranice trokuta
PAB, PAC i PAD.

Slika 4.4: Konstrukcija na sferi (Slika preuzeta iz [3]).

Pitanja za diskusiju:

Je li zbroj mjera unutra$njih kutova sfernih trokuta uvijek jednak 180°?

OpiSite odnos izmedu povrSina dobivenih trokuta i zbroja mjera njihovih unutraSnjih
kutova.

Nacrtajte trokut koji ima tocno dva prava kuta. Izmjerite duljine njegovih stranica i
zbroj mjera njegovih kutova.

Nacrtajte trokut koji ima to€no tri prava kuta. Izmjerite duljine njegovih stranica i
zbroj mjera njegovih kutova.

Mislite li da su pravokutni trokuti jednostavniji u ravnini ili na sferi? ObrazloZite.

Objasnite zasto KKK poucak garantira sukladnost sfernih trokuta.

Na kraju aktivnosti, uenici Ce izraditi tablicu u kojoj ¢e usporediti rezultate u ravnini i na

sferi.
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Slika 4.5: Trokut s tri prava kuta i duljine njegovih stranica. (Slika preuzeta iz [3]].

Pravokutni trokuti u ravnini Pravokutni trokuti na sferi
Trokut moZe imati najviSe jedan Trokut moZe imati jedan, dva ili tri prava
pravi kut, kuta.

Ako dva trokuta zadovoljavaju uvjete KKK | Ako dva trokuta zadovoljavaju uvjete
poucka, oni nisu nuzno sukladni. KKK poucka, sigurno su sukladni.

Ovo je bio primjer radionice u trajanju od 5 sati na dodatnoj nastavi. Provedene su os-
novne aktivnosti kroz koje ucenici uocavaju osnovne razlike ravninske i sferne geometrije.
Ovisno o vremenu koje nastavnik ima na raspolaganju, aktivnosti je moguce i prosiriti
naprednijim sadrzajima.
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Sazetak

U ovom su diplomskom radu opisani osnovni pojmovi sferne geometrije, te su navedeni
osnovni teoremi i definicije spomenutog podru¢ja matematike. Redom su opisana osnovna
svojstva sferne geometrije, sferna trigonometrija, sferna gibanja te kona¢no, petodnevna
radionica sferne geometrije na dodatnoj nastavi matematike.

Sferna geometrija je gradivo koje se u Republici Hrvatskoj ne nalazi u redovnom pro-
gramu osnovne i srednje Skole. Stoga je u radu predstavljen nacin kako to podrucje pri-
bliziti u¢enicima u sklopu dodatne nastave matematike. Prikazan je niz aktivnosti u kojima
ucenici provode konstrukcije u okruZenjima ravninske i sferne geometrije te prevodenjem
problema iz jedne geometrije u drugu produbljuju svoje znanje.



Summary

This thesis presents the basic concepts as well as an overview of the basic definitions and
theorems of spherical geometry. It includes the following sections: basic concepts and
properties of spherical geometry, spherical trigonometry, spherical motions, as well as a
five-day workshop in spherical geometry for interested high school students.

Spherical geometry is not part of the national curriculum for Croatian primary and secon-
dary schools. Therefore, the paper presents a way to bring this area of mathematics closer
to students through additional teaching of mathematics. It provides a sequence of activities
in which students construct shapes in both geometries (plane and spherical geometry) as
well as deepen their knowledge by transferring problems from one geometry to another.
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