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Uvod

S obzirom na nedavnu pojavu i Sirenje SARS-CoV-2 virusa (tzv. koronavirusa) u svijetu,
interes za matematickim podru¢jem modeliranja dinamike zaraznih bolesti raste. Epide-
mioloski modeli opisuju Sirenje zaraze medu populacijom kao funkcije vremena defini-
rane sustavom diferencijalnih jednadzbi. U ovom radu bavimo se jednostavnim epidemi-
oloskim modelima koji dijele populaciju u nekoliko disjunktnih klasa kao Sto su podlozni
S, zaraZeni [ 1 uklonjeni R. Modeli se razlikuju u svojim pretpostavkama trajnog, prolaz-
nog ili nepostojeéeg imuniteta nakon oporavka. Takoder ¢emo predstaviti i modele sa i
bez pretpostavke vitalne dinamike (natalitet i mortalitet). Osim navedenih klasa, razmotrit
¢emo 1 klasu izloZenih E.

Ovakvi modeli pomazu nam predvidjeti dugoro¢no ponasanje zaraze iz podataka u
ranoj fazi. Osim toga, daju bolje razumijevanje osnovnih procesa kako bismo mogli po-
boljsati kontrolu nad Sirenjem zaraze. Opisat ¢emo kako procijeniti parametre modela na
temelju dostupnih podataka.

Uz modele veZemo osnovni reprodukcijski broj Ry koji je vazan jer predstavlja pro-
sjeCan broj sekundarnih infekcija uzrokovanih jednim zaraZzenim pojedincem u podloZnoj
populaciji. Vidjet ¢emo kako ovaj parametar odreduje hode li izbiti epidemija ili ne.
Takoder je klju¢an u odredivanju postotka procijepljenosti populacije potrebnog za suz-
bijanje epidemije te odredivanju dugorocnog udjela podloznih osoba u populaciji kad je
zaraza endemicna.

U prvom poglavlju prouc¢avamo klasi¢ni SIR model i njegove varijante s nekonstantnim
parametrima te uz pretpostavku vitalne dinamike. Osim opcenite teorijske analize, dajemo
i poseban naglasak na numeriku te na primjenu na epidemiju koronavirusa. U drugom
poglavlju bavimo se SIRS modelom uz analizu stacionarnih to¢aka. U treCem poglavlju
dajemo sazet pregled SIS modela. U cetvrtom poglavlju prouc¢avamo posebnosti SEIR
modela. Na kraju stavljamo dva dodatka s poznatom teorijom sustava obi¢nih diferencijal-
nih jednadZbi te nekim metodama za numericko rjeSavanje ovih sustava.






Poglavlje 1
SIR model

1.1 Klasic¢ni SIR model s konstantnim parametrima

SIR model je najpoznatiji model koji opisuje dinamiku zaraznih bolesti, a predstavili su ga
W. O. Kermack i A. G. McKendrick u radu iz 1927. godine pod nazivom A Contribution
to the Mathematical Theory of Epidemics [4]. U klasicnim modelima pretpostavljamo da
je veli¢ina populacije, N, konstantna. Naziv SIR predstavlja tri disjunktne skupine ili klase
na koje dijelimo populaciju:

e S - podlozni (eng. susceptible),
e [ - zaraZeni (eng. infected),
e R - uklonjeni (eng. removed) ili oporavljeni (eng. recovered).

Skupinu S Cine podlozni, odnosno oni koji nisu zaraZeni, ali mogu se zaraziti boleScu.
Skupina / je zarazena i moZe prenositi bolest. Skupinu R ¢ine pojedinci koji se ne mogu
viSe zaraziti jer su se oporavili, stekli imunost, stavljeni u izolaciju ili su preminuli od
posljedica bolesti. Model opisuje Sirenje epidemije medu navedenim skupinama kao funk-
cije vremena. Dakle, neka S(¢), I1(r) 1 R(¢) predstavljaju broj pojedinaca u svakoj sku-
pini u trenutku ¢. Podatke takoder moZemo prikazati kao udio unutar cijele populacije,
s(t) =S(@)/N,i(r) = I(t)/N1ir(t) = R()/N.

Zanimaju nas tranzicije oblika § — I — R. Dakle, pretpostavljamo da se oporavljene
osobe viSe ne mogu zaraziti. Nadalje, pretpostavljamo da je stopa prelaska iz S u [ pro-
porcionalna broju zaraZenih, /, i broju podloZnih, S, te se modelira umnoskom S/, gdje
je r > 0 konstantan parametar. Stopa prelaska iz / u R uzimamo da je proporcionalna broju
zarazenih, I, odnosno jednaka je al, gdje je a > 0 konstantan parametar. Dodatno pret-
postavljamo da je razdoblje inkubacije bolesti dovoljno kratko da mozZe biti zanemareno.

3



4 POGLAVLIJE 1. SIR MODEL

Takoder pretpostavljamo da je populacija uniformno izmijeSana, odnosno da pojedinci do-
laze u kontakt s ostalim pojedincima na jednolik nacin. Primijetimo da ova pretpostavka
nije realna u slucaju spolno prenosivih bolesti.

Iz prethodne diskusije jasno je na koji nacin dobijemo sustav diferencijalnih jednadZzbi

dS

— =-rS1, 1.1
p7iu (1.1)
dl

E:I"SI—QI, (12)
dR

— =al. 1.3
P (1.3)

Parametar r > 0 naziva se stopa prijenosa ili stopa zaraze, a parametar a > (0 naziva se stopa
oporavka ili stopa uklanjanja zarazenih. Ako je D prosjecno vrijeme oporavka, odnosno
prosjecno vrijeme koje pojedinac provede u skupini /, tada je a = 1/D.
Zbrajanjem jednadzbi (I.1)-(1.3]) dobijemo

ds dl dR _

ar i A
iz Cega slijedi

S+ 1(t)+R(®) =N, (1.4)

gdje je N kao 1 prije ukupna veli¢ina populacije. Dakle, pretpostavka o konstantnoj veli¢ini
populacije je sadrzana unutar sutava diferencijalnih jednazbi. To znaci da uvijek moZzemo
ukloniti jednu od tri varijable tako da imamo sustav od dvije diferencijalne jednadzbe s
dvije nepoznate funkcije. Takoder postoje modeli koji u obzir uzimaju i vitalnu dinamiku
populacije, tj. stope nataliteta i mortaliteta, a mogu se razmatrati 1 stope migracije sta-
novniStva. Jasno je da nas zanimaju samo nenegativna rjesenja sustava. Iz jednadzbe (1.4))
slijedi dasu S, /1 R odozgo ograniCeni s N. Kako bismo upotpunili formulaciju problema,
dodajemo pocetne uvjete

SO0)=S0>0, 1(0)=1,>0, RO =0. (1.5)

Iako je sustav nelinearan, mogude je izvesti izraz za dR/dt kao funkciju vremena (vidi str.

[10).

Zanima nas pod kojim uvjetima ¢e do¢i do epidemije odnosno Sirenja bolesti. Napo-
menimo da kazemo da je doslo do epidemije ako I(f) > I, za neki ¢ > 0. Iz (I.2) u trenutku
t = 0 dobijemo

dl
E(O) =rS(0)I(0) — al(0)
= I()(I"SO - a)
>0, akoS(>a/r,
<0, akoSy<a/r.
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U nastavku ¢emo koristiti oznaku p = a/r. Vrijedi

das
—==rSI<0 = S <9, (1.6)
dt
Promotrimo dva slu€aja. Ako je S < p, onda iz (1.6) slijedi
dl
E:I(I’S—G)SO, t>0. (17)

U tom slucaju Iy > I(#) — 0 kad t — oo, Sto znaci da se broj zarazenih smanjuje i ne dolazi
do epidemije. Naime, ocito je I(¢) strogo padajuca funkcija, a ne moZe se dogoditi da
postoji konstanta ¢ > 0 takva da lim,_,, I(f) = ¢ > 0, jer bi tada trebali imati i lim,_,, I'(t) =
0, $to ne bi bilo moguce po (1.7).

Ako je Sy > p, onda broj zaraZenih /(¢) u pocetku raste i dolazi do epidemije. Ovo nazi-
vamo efekt praga (eng. threshold effect). Vrijednost p naziva se relativna stopa uklanjanja.
Medutim u literaturi se efekt praga cesée definira pomocu vrijednosti

R() = @
a
koja predstavlja prosjecan broj sekundarnih infekcija uzrokovanih jednim zaraZenim po-
jedincem u podloznoj populaciji. Broj R, se obi¢no naziva osnovni reprodukcijski broj.
Razlikujemo dva slucaja:

e Ry <1 - ne dolazi do epidemije,
e Ry > 1 - dolazi do epidemije.

Primijetimo da u slucaju kada je p > N u svakom trenutku ¢ vrijedi S(#) < p (jer je
S(t) < N), pa niti za jedan izbor pocetnih podataka (S, Iy) ne dolazi do epidemije. 1z tog
razloga obi¢no podrazumijevamo da je p < N.

Zaustavljanje epidemije cijepljenjem

Postoje dvije bitne prednosti cijepljenja. Prva, direktna, prednost je da su cijepljeni poje-
dinci u velikoj mjeri zasSti¢eni od zaraze. Druga, indirektna, prednost je tzv. imunitet krda
(eng. herd immunity). Cijepljenjem se smanjuje broj podloZnih pojedinaca, $to znaci da
se smanjuje 1 vjerojatnost Sirenja bolesti s osobe na osobu. Kada odreden udio populacije
postane imun, zaStiCena je cijela populacija, a ne samo cijepljeni.

U [2]] je opisano kako na temelju SIR modela izracunati udio populacije koji je potrebno
cijepiti kako bi se postiglo zaustavljanje epidemije. Pretpostavimo da je cijepljen neki udio
p populacije. Udio necijepljenih je tada 1 — p. Cijepljenjem se mijenja osnovni reproduk-
cijski broj Ry, koji se ponekad definira i kao Ry = % jer je obi¢no Sy = N. Oznalimo s
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R}, taj novi osnovni reprodukcijski broj nakon imunizacije spomenutog udjela populacije.
Veli¢ina populacije koja tada sudjeluje u Sirenju zaraze je (1 — p)N. Iz efekta praga se onda
lako dobije minimalan udio cijepljenih p potreban za zaustavljanje epidemije:

1
Ry<1l = ((A-pR<1l = p>1—IT. (1.8)
0
Udio p direktno ovisi o tome koliko je zarazna bolest koja je u pitanju. Na primjer, u [2]
je naveden podatak da je za velike boginje vrijednost osnovnog reprodukcijskog broja R,
mala (izmedu 3 i 5), te je stoga potrebna procijepljenost od 70% do 80% populacije za
suzbijanje bolesti.

Teorijski rezultati

S obzirom da jednadzbe (L.I)) i (I.2)) ne ovise o R, ali i zbog (I.4), moZemo promatrati
samo sustav dvije jednadZbe

ds
— =S, 1.9
7 r (1.9)
dl
% =rSI—al. (1.10)

Primijetimo da je ovo zapravo poseban slucaj Lotka-Vorterrinog sustava jednadzbi za mo-
del grabeZzljivac-plijen

dx

i ax — Bxy,

dy

— = —yy + 0xy,
di Yy +oXy

gdje x predstavlja populaciju plijena, y populaciju grabeZljivaca, a @, B, y i d su pozitivni
realni parametri koji opisuju dinamiku izmedu te dvije populacije.
Nadimo trajektorije u (S, I) faznoj ravnini. TraZzimo rjesSenja jednadzbe prvog reda

dl (S —a)l Jol
ds -rS1I S * ( )
Integriranjem i uvrStavanjem ¢ = 0 slijedi
S
IS)=1+S¢y-S +plnS—. (1.12)
0

Prikaz faznog portreta nalazi se na Slici [I.1] Iz (I.I2) moZemo zakljuciti § = 0 =
I = —co. Takoder, I(Sg) = Iy > 0. Sve trajektorije zapoCinju na pravcu So + Iy = N
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Ima.x i

Slika 1.1: Prikaz faznih trajektorija u (S, I) faznoj ravnini za sustav (I.1)-(I.3). (izvor: [7])

pazat > 0vrijedi0 < S +1 < N. MoZemo zakljuciti da I — 0 kad t+ — co. Naime,
kako je S = S(r) strogo padajuca funkcija, za neki #y > 0 e biti S(#)) < p (u suprotnom
bismo imali lim;,, S'(¥) = 01 im0 S(¥) > p pa iz slijedi da lim,_, I(r) = 0, a to
nije moguée jer je I(r) > I kako je I strogo rastu¢a za S > p), pa tada po (I.7) dobivamo
zakljucak. Valja istaknuti da lim,_,, I(#) = O vrijedi za svaki izbor parametaraa > 0, r > 0
i poCetnih uvjeta Sy > 0, Iy > 0, samo o njihovim vrijednostima ovisi koliko ¢e epidemija
trajati i koliki ¢e biti maksimalni broj zarazenih u nekom trenutku. Dakle, u svakom slucaju
bolest ¢e naposljetku izumrijeti.
Funkcija S (f) monotono pada s vremenom jer je dS/dt < 0za S,1 # 0. Iz (I.1) i (I.3)
slijedi
as -rSI S
dR  al  p’
Metodom separacije varijabli uz pocetne uvjete lako dobijemo
S =Soe P > Spe™? > 0. (1.13)

Zanima nas Sto se dogada sa S u beskonacnosti. Uvedimo oznake S, := lim, . S(?),
I :=lim, o, I(?) te R := lim,_,o, R(7). Iz grafa sa Slike[I.1]je jasno 0 < S < p, Sto smo
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ved ranije analiticki uocili. Zbog I, = 01 (I.4) vrijedi R, = N — S . UvrStavajuéi to u

(T.13) dobijemo

-R., Sew—N
Soo:Soexp[—]:Soexp[ ]
p

Ova implicitna jednadZba je ekvivalentna onoj koju dobijemo iz (I.12)) za I(S ») = I, = 0.
Time smo dobili jednadZbu S exp[(z — N)/p] = z Ciji je jedinstveni korijen u intervalu
(0, N) upravo S ... Ako definiramo

£(2) = Soexp [ﬂ] -z
0

onda imamo

f'(Z)=&eXP[Z_N]—1 i f”(z)=S—2€xp[ —
p p p

pa je f’ strogo rastuca, odnosno f je konveksna funkcija. Iz jednadzbe f’(z) = O lako
dobijemo z = N + pln Sp—o, Sto je kriti¢na tocka funkcije f. Akojep < §og < N, tada je
N+pln& < N,auslucajuSo <p < NjeN+plnf > N. Zakljutujemo da je f strogo
padajué¢a na (—oco, N + pln S%) te strogo rastu¢a na (N + pIln ﬁo, +o0). Iz

f(0) =Soexp[-N/p] >0,
J(N)=8¢0-N <0,

lim f(z) = +oo,
7—00

vidimo da se jedna nultocka nalazi u (0, N), a druga u (V, o). Kako je

£ (Soexp[-N/p]) = Soexp [_,TN] exp [% exp [—?N ” Syex [—?N]

e EER

>0

vrijedi S« € (Soexp[—N/p], N).
Ukupan broj pojedinaca koji se u nekom trenutku epidemije zaraze boleS¢u jest

ItotaIZIO+SO_Soo:N—SOO.

Primijetimo da je (S, ) = (S «, 0) stacionarna tocka sustava (1.9)-(1.10), jer je tada dS /dr =
01dl/dt = 0. Ovdje je vazno naglasiti da ¢e bolest biti eliminirana zbog nedostatka
zarazenih osoba, a ne zbog nedostatka podloZnih osoba. U svakom slucaju, uvijek ée
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postojati pozitivan broj podloznih koji su izbjegli zarazu na kraju epidemije. Stovise, o¢ito
je (S,I,R) = (S§*,0,R") stacionarna tocka sustava (I.1)-(1.3]) za svaki izbor nenegativnih
konstanti $* i R* takvih da je S* + R* = N. Onda je i (S,/) = (§7,0) stacionarna tocka
sustava (I.9)-(I.10) za svaki izbor konstante 0 < §* < N. Jacobijan sustava (L.I)-(1.3) u
tocki (S*,0,R") je

0O -rS* 0
J=10 rS*—a Of.
0 a 0

Svojstvene vrijednosti matrice J su 41, = 01 A3 = rS* — a. U slu€aju kada je 43 > 0,
odnosno §* > p, stacionarna tocka (S*, 0, R*) je nestabilno rjeSenje sustava. Kad imamo
A3 < 0 ne moZemo niSta zakljuciti o stabilnosti stacionarne tocke iz definicije sa stranice
Bal

Ako Zelimo znati koliko ¢e ozbiljna epidemija biti, korisno je odrediti maksimum koji
¢e I(t) doseci i u kojem trenutku. Maksimum se postize za S = p kada je dI/dt = 0, §to se

lijepo vidi i na Slici Stoga iz (I.12) slijedi
Lnax :Io+So—p+pln£ :N—p+pln£.
So So
U nastavku navodimo rezultat iz [[1]].

Teorem 1.1.1. (Epidemioloski teorem praga) Neka je So = p + v i pretpostavimo da je
v/p << 1. Takoder pretpostavimo da je I, jako malen. Tada je ukupan broj pojedinaca koji
su se na kraju zarazili boles¢u jednak 2v. Drugim rijecima, broj podloZnih pojedinaca je
smanjen ispod praga tocno onoliko koliko je prije bio iznad njega.

Dokaz. Ako prijedemo na limes t — oo u (I.12)), dobijemo

S
0210+S0—S00+p1n—.
So
Kako je Iy << S, moZe se zanemariti, $to daje
S
0=S0-Sew+pln—
So
So—(So-S
:SO—Sm+pln[ 0= Bo )]
So
So—Se
:SO—Soo+pln[1—( 0 )]
So

Akoje So—p << p,ondaje So— S << §p. Stoga mozemo skratiti Taylorov red funkcije
x> In(1 — x) oko O

2
nl1—(30=8x)|2 _(S0=Se) _1(So=S«),
So So 2\ s
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nakon drugog ¢lana. Tada slijedi

S—Soo S_Soo2
omnseo ) 4

So So
p P
=So-So)|l-——-—=—=E0—-S)|-
(So ) [ S, 2 S(z)( 0 )]
Ako ovo shvatimo kao jednadzbu u varijabli S — S ., moZemo zakljuciti

S
SO—SOO:ZSO(—O—l):Z(p+v)
o)

+
u_l]
P

=200+ )Y =201 + H)Y = 2y,
p p'p
O

Dakle, ako je pocetni broj podloznih S veci od (ali blizu) praga p, onda moZemo
procijeniti ukupni broj ljudi koji €e se zaraziti u tijeku epidemije.

Numericki primjeri
Ako su nam dostupni samo podaci o broju novih pojedinaca u skupini R svaki tjedan, po-
trebno je naci dR/dt kao funkciju vremena. Kermack 1 McKendrick su izveli aproksimaciju
dR  aad’p? aat
— = — sech? (— - )
@~ 25, M\ Y
za slucaj kada epidemija nije velika, odnosno kada je R/p malen, gdje su

(1.14)

2 1/2 -1(So

S 28o(N - S tanh™ (7 — 1

-2 )
p p a

Primijetimo da izraz (I.14) sadrzi 3 parametra: aa’p*/(2S,), aa i ¢. Kermack i Mc-

Kendrick su zatim nasli parametre koji najbolje odgovaraju podacima o epidemiji kuge u

Bombayu i time dosli do funkcije

le—lf = 890 sech®(0,2¢ — 3,4). (1.15)
Rezultati ove analize prikazani su na Slici[I.2] Ovakva metoda je posebno korisna kada svi
slu€ajevi zaraze zavrSavaju smrcu, zbog preciznijih podataka.

U [[7] se spominje slucaj epidemije influence u engleskom internatu za djecake. Najbo-
lje numeri¢ko poklapanje s podacima dali su parametri » = 2,18 X 107 i a = 0,4404, uz
pocetne uvjete S = 762, I = 11 Ry = 0. RjeSenje sustava dobiveno koriStenjem Matlab
funkcije ode45 prikazano je na Slici [I.3] gdje se vidi tijek epidemije kroz 15 dana. Ovaj
primjer potvrduje prethodne teorijske rezultate o tijeku epidemije.
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Slika 1.2: Graf prikazuje podatke o broju uklonjenih svaki tjedan prikazane tockama te
funkciju (1.15)). Radi se o epidemiji kuge u Bombayu 1905.-1906. godine. (izvor: [4])

Procjena parametara

Klasi¢ni SIR model ima dva konstantna, pozitivna parametra, r i a. Oni na odredeni nacin
karakteriziraju epidemiju, uz dodatne pocetne uvjete. Ponekad i poCetne uvjete mozemo
shvatiti kao parametre modela. Problem procjene tih parametara leZi u pronalasku skupa
parametara modela takvih da model najbolje odgovara prikupljenim podacima. Jedna
mogucénost u slucaju jednostavnijih modela je ru¢no podeSavanje parametara dok ne do-
bijemo zadovoljavajuée poklapanje s podacima. Za kompliciranije modele kvantitativno to
definiramo primjerenom ciljnom funkcijom koju Zelimo minimizirati. Jedna takva metoda
jest nelinearna metoda najmanjih kvadrata.

Na primjer, pretpostavimo da su nam unutar vremenskog intervala [0, 7'], u vremenskim
trenucima {;}" gdje je 1o = 01ty = T, poznati podaci o broju podloznih, zaraZenih i
oporavljenih osoba, s oznakama S; = S(#;), I, = I(t;), R, = R(t)) zai = 0,..., M. Kako
bismo nasli parametre koji najbolje odgovaraju ovim podacima, potrebno je rijeSiti problem
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Slika 1.3: Rjesenje sustava (T.1)-(T.3)) za parametre r = 2,18 X 1073, a = 0,4404 i poCetne
uvjete S(0) = 762, 1(0) = 11 R(0) = 0. (izvor podataka: [7]])
minimizacije

min SSE(r, a),

r>0, a>0

M & . 2 7o Tt 2 B . 2
SSE(r. a) = Z S, =St r,a) + ] I(g,r,a)) + (R, — R(t;; 1)) ’
i=0

gdje su S(t;r,a), I(t;r,a) i R(t; r, a) rjeSenja sustava (I.1)-(1.3)) za odredene parametre r i
a, uz pocetne uvjete
S) =S8y, 10)=1, R()=R,.

U nesSto opcenitijem slucaju promatramo problem

() = ft,y®),0), tel0,T]
y(0) = yo, (1.16)

gdjejey: (0,7) — R", 8 € R™ je vektor parametara modela, a y, € R” je vektor koji sadrzi
pocetne uvjete. Podijelimo vremenski interval [0, 7] na M € N podintervala vremenskim
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nizom {ti}f‘ﬁo uz ty = 01ty = T. Pretpostavimo da su nam dani podaci o zarazi u obliku

(to, g, (1, ")), .., (taa, gO™))

gdje funkcija g(y) : R” — R? predstavlja neke mjerljive veli¢ine (zvane obzervable) vari-
jable stanja y. Zanimaju nas rjeSenja sustava u trenucima vremenskog niza {#;}, redom

y(to, 0), ¥(t1,0), ..., Y(ty, 0)

gdje koristimo ovakve oznake za specifi¢ni skup parametara 6. Za traZenje aproksima-
tivnog rjesenja koriste se numericke metode. Suma kvadrata izmedu podataka i rjeSenja
jest

M
SSE(0) = > llg((t:, 0) — g0
i=1
uz napomenu da je pocetni uvjet y, fiksan te se stoga ne pojavljuje u sumi. Koristimo
Euklidsku normu. TraZimo parametar & koji minimizira SSE(#). Ovo je nelinearan problem
najmanjih kvadrata.

Matlab nudi nekoliko funkcija za procjenu parametara modela. Funkcija 1sqcurvefit
direktno rjeSava nelinearni problem najmanjih kvadrata te na ulazu zahtijeva jednadzbe
modela, pocetno nagadanje vrijednosti parametara, vremenske podatke i opaZene podatke.
Funkcija fminsearch se Cesto koristi za procjenu parametara te joj je potrebno proslijediti
ciljnu funkciju koja se minimizira, kao i pocetno nagadanje vrijednosti parametara. Radi
se o direktnoj metodi pretraZivanja koja ne koristi numericke niti analitiCke gradijente.
Kako bismo bili sigurni da funkcija ne vraéa samo lokalni minimum, moZemo ponoviti
postupak s nekoliko razlicitih poc€etnih vrijednosti parametara. Postoji i funkcijanlinfit
za nelinearnu regresiju koja koristi algoritam iterativnih najmanjih kvadrata. Ponekad se
moze primijeniti 1 Gauss-Newtonova metoda.

Numericki rezultati

U [8]] se mogu pronaci podaci o broju zaraZenih koronavirusom i preminulih po danima
u Hrvatskoj 1 drugim zemljama svijeta. Ovdje ¢emo procijeniti parametre SIR modela
na temelju podataka o kumulativnom broju zaraZenih tijekom prvih 7 = 30 dana pojave
koronavirusa u Hrvatskoj. Kumulativni broj zarazenih u trenutku ¢ odgovara zbroju I(¢) +
R(t), a dostupne podatke oznacavat ¢emo s y(¢), t = 0,...,T. Vrijednost I + R predstavlja
obzervablu. Za procjenu parametara modela potrebno je rijesiti problem minimizacije

min
r>0, a>0

(1.17)

ZT] (5(t) = (s r,0) + R(t; 7, )’
5 :
=0
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Slika 1.4: Graf prikazuje zabiljeZene podatke o kumulativnom broju zaraZenih koronavi-

rusom tijekom prvih 40 dana pojave virusa u Hrvatskoj u usporedbi s predikcijom SIR
modela (/(#)+R(¢)). Parametri modela su procijenjeni na podacima iz prvih 30 dana.

gdje su I(t;r,a) 1 R(t;r,a) rjeSenja SIR modela za specifi¢ne parametre r 1 a. Zadani su
pocetni uvjeti
S(0) =4081656, I1(0)=1, R(0)=0.

Za rjeSavanje nelinearnog problema najmanjih kvadrata (I.17) koristena je Matlab funk-
cija 1sqcurvefit. Za numeric¢ko rjeSavanje sustava diferencijalnih jednadzbi (I.1))-(1.3)
koriStena je Matlab funkcija ode45 koja se bazira na eksplicitnoj Runge-Kutta (4, 5) for-
muli. Dobiveno je da su optimalni parametri modela r = 6,7585 x 108 i a = 0,0812.
Na Slici [I.4] prikazana je predikcija modela nakon 30-tog dana epidemije. Vidimo da je
stvarna situacija zapravo bila znatno bolja nego $to je model predvidio. Mogu¢i razlog je
uvodenje epidemioloskih mjera koje su uspjele smiriti epidemiju. Na Slici prikazan
je tijek epidemije prema predvidanju SIR modela kroz 180 dana. Prema modelu, osnovni
reprodukcijski broj ove epidemije u Hrvatskoj otprilike iznosi
rS 0

Ry = — ~ 3,3972. (1.18)
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Iz Ry i formule (I.8) moze se izracunati da model predvida da je za postizanje imuniteta
krda potrebno cijepiti barem 70, 6% stanovniStva. Prosjecno vrijeme potrebno za oporavak

od trenutka infekcije je 1/a = 12, 3 dana.

i3
45 =10

357

251

.| .
15} [

] N,
/ \
f ™,
051 / N
y

Broj pojedinaca

I(t)

R(t) ]

Sty | ]

0 20 40 60 80 100 120
t {vrijeme u danima)

140

Slika 1.5: Predikcija SIR modela o tijeku epidemije koronavirusa u Hrvatskoj na temelju

procjenjenih parametara.

1.2 SIR model s nekonstantnim parametrima

U ovom dijelu uvodimo pretpostavku nekonstantnih parametara. Preciznije, uz pretpos-

tavke kao iz prethodnog poglavlja, dodajemo da je

e nekonstantna stopa prijenosa r : [0, 00) — [0, c0) Lipschitz neprekidna, klase C' te
postoje pozitivne konstante 7y, 1 rmax takve da vrijedi ry, < 7(f) < rpax zasve t > 0,

e nekonstantna stopa oporavka a : [0, 00) — [0, co) Lipschitz neprekidna, klase C! te
postoje pozitivne konstante dmi, 1 amax takve da vrijedi am, < a(t) < amax za sve

t>0.
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Analiza ovog modela napravljena je u [10]. Sustav jednadZbi glasi

dS

— = oSk, (1.19)
% =r(H)S1 - a@)l, (1.20)
dR

- = a(nl. (1.21)

Epidemioloske mjere poput zatvaranja granica, noSenja maski, socijalnog distanciranja i
izolacije zaraZenih pojedinaca utjeCu na tijek epidemije, stoga ima smisla pretpostaviti da
se stope prijenosa i oporavka mijenjaju u vremenu. Uz sustav veZzemo pocetne uvjete

S0)=80>0, 10)=1,>0, RO >0. (1.22)
Ponovno vrijedi
S'O+I')+R()=0 = S +I1(t)+R(t) =N.

Kao 1 prije, vrijedi sljedeéi rezultat.
Teorem 1.2.1. Za sva rjesenja sustava (1.19)-(1.21)) vrijedi:

e 0<S5® <N,

e 0<I(t) <N,

e 0<R(t)<N
zasvet > 0.

Dakle, rjeSenje je ograni¢eno odozdo i odozgo. U nastavku navodimo teorem o global-
noj egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja te dokaz.

Teorem 1.2.2. Nelinearan sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda (1.19)-
(L.21)) ima jedinstveno rjesenje koje postoji za sve t > 0.

Dokaz. Dokazimo egzistenciju. Definirajmo z(r) = (S (¢), (1), R(t))" te funkciju

—r(t)-1-§S
G : [0,0) xR? - R?, (t,z)—>[r(t)-I-S —a(t)-[),
a(t) -1

gdje jez = (S,1,R)" € R*. Kako su sve komponente matri¢ne funkcije %2 neprekidne na
[0, 00) X R?, po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti je funkcija z — G(t, z) lokalno
Lipschitz neprekidna za svaki .
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Uzimanjem supremum norme, za proizvoljan ¢ > 0 i z € R3, dobijemo

IG(t Dlleo = sup{| = (1) - 1 - SLIr®) - 1+ S = a(@) - 11, la(o) - 1)
< SUP{Fimax * 11 S, Fima - 1+ S|+ s« 1, s - 11}
< SUP{rinax * N 1S, Finax * N+ U] + i - U, - 1}
< (rmax “N + amax) ' ”Z”oo
gdje je u prvoj nejednakosti koriStena nejednakost trokuta i pretpostavka o ograni¢enosti
parametara, a u drugoj Teorem Time su pretpostavke Teorema zadovoljene i
dokazana je globalna egzistencija rjeSenja.
Dokazimo jedinstvenost. Uzmimo vremenski interval [0,7]. Pretpostavimo da su

S,ILR,S,I,R : [0,00) — [0,0) dva rjeSenja sustava. Ovdje ¢e nam biti potrebna pomoéna
lema koja kaZe da za proizvoljne realne brojeve xi, x,, y; 1 y, vrijedi

lx1 - y1 = x2 - yol < lxal - [yr =yl + [yal - [x1 = xal. (1.23)

Integriranjem (T.19) nad [0,] za S i S, te oduzimanjam dobivamo
sup 1S(0) - S ()] = sup
1€[0,7] 1€[0,7]

< sup rmax'f 1S (s) - I(s) = S (s) - I(s)| ds
0

t€[0,7]

f —r(s) - S(s) - I(s) + r(s) - S(s) - I(s)ds
0

< SUD Fnax - N -+ (I1(8) = I0)| + 1S (1)) = S (1))
t€[0,7]

< 2. Fmax * N-1- sup ”Z(t) - 2(l‘)”oo,
t€[0,7]

gdje smo u drugoj nejednakosti iskoristili (1.23]). Takoder vrijedi

sup |I(t) — I(t) = sup

fo r(s) - (1(s) - S(s) = I(s) - S(s)) + a(s) - (1(5) - i(s)) ds

1€[0,7] 1€[0,7]
! !
< Sup Tmax f [1(s) - S(s) — f(s) . S’(s)l ds + Sup amax f |1(s) — I~(s)| ds
t€[0,7] 0 te[0,7] 0

< SUP Fax N 1 (1) = T0)| + 1S (1) = S ()]) + SUP i - £+ 11(2) = I(0)
te[0,7] 1€[0,7]

< (2 * Vmax ° N + amax) *T - sup ”Z(t) - i(t)”ma
te[0,7]
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gdje smo u prvoj nejednakosti koristili nejednakost trokuta, a u drugoj nejednakost (1.23).
Nadalje, vrijedi

sup [R() - R(t)] = sup f a(s) - (I(s) - I(s)) ds
te[0,7] te[0,7] |JO

< Qmax T sup ”Z(t) - i(t)Hoo
t€[0,7]

Iz svih prethodnih rezultata moZemo zakljuciti

sup ”Z(t) - 2(t)“oo < (2 * Fmax * N + amax) *T - sup ”Z(t) - Z(t)”oo
1€[0,7] 1€[0,7]

1

Ako odaberemo 7 := 55—5——

> 0, slijedi

N 1 .
sup [|z(?) = Z(Dll < = - sup |z(1) — Z(1)||.
t€[0,7] 1€[0,7]

Stoga je jasno sup,g . l1z(1) —Z(?)||» = 0, pa moZemo zakljuciti da je rjeSenje jedinstveno na
intervalu [0, 7]. Isto moZemo zakljuciti i promatrajuci vremenske intervale [k -7, (k+ 1) - 7]
za sve k € Ny. Dakle, rjeSenje je globalno jedinstveno. O

Teorem 1.2.3. Vrijedi:
e S je monotono padajuca funkcija i postoji S ., > 0 takav da lim,_,, S(t) = S .
® R je monotono rastuca funkcija i postoji R, > 0 takav da lim,_,., R(t) = Re.
e [ je Lebesgue integrabilna na [0, 00) i lim,_,., I(t) = 0.

Dokaz. S obzirom daje S'(r) <010 < S() < Spzasvet >0, :[0,00) = [0,00) je
monotono padajuca funkcija i odozdo ograni¢ena nulom. Iz toga slijedi da postoji S > 0
takav da je lim,o, S () = S . Za t > 0 vrijedi
S'@ _ _r®-S® _  Tma
R'(f) B a(t) N Amax

Separacijom varijabli dobivamo

-S(@).

SO Toan |

S~ Gmax

R'(2).

Integriranjem slijedi

§(0) 2 5(0) - exp (— " (R - R(O))) > §(0) - exp (— ImacV ) >0

max max
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zasvet>0paje S« >Soexp(—r;““—"N) > 0.

max

S obziromdaje R'(f) > 010 < R(t) < N zasvet >0, R :[0,00) = [0, ) je monotono
rastuca funkcija 1 ograni¢ena odozgo s N. Iz toga slijedi da postoji R, > O takav da je
lim,o R(f) = Re.

Neka je ¢ > 0 proizvoljan. Tada

SO—S(Z):—fS’(T)dT
0
= f r()S(n)I(r)dr
0
Zrmin-SoofI(T)dT,
0

Sto nam, za svaki ¢t > 0, daje

!
1
0< f I(r)dr < (So = S1),
0 rminSDO

1z Cega slijedi
t

00 !
dlim | I(r)dr 1 f I(t)dr = limf I(t)dr <
0 —00 0

t—0o0 0

(So— S

min® oo

Dakle, nepravi integral fow I(7) dt nenegativne funkcije je konvergentan. Ovdje ¢e nam
trebati rezultat iz [6, Propozicija B.5]. Naime, ako pretpostavimo da je f : [0, +00) —
[0, +00) te da postoji njezin nepravi Riemannov integral, onda je f Lebesgue-integrabilna

na [0, +o0) te vrijedi
—+00
f fda= f f(x)dx.
[0,+00) 0

Zakljucujemo da je I Lebesgue integrabilna na [0, o) i lim,_,, I(t) = 0. O
U ovom modelu osnovni reprodukcijski broj ovisi o vremenu i definira se kao

r(t)N

Ro(t) = a(t) .

Numerika

Podijelimo vremenski interval [0, 7] na M € N podintervala strogo rastu¢im nizom {¢ j}y 0

uz fy = 011y = T. U nastavku koristimo oznaku f; = f(t;) za j € {0, ..., M} i proizvoljnu
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funkciju f(r). Diskretizacijom sustava (I.19)-(1.21)) mozemo dobiti implicitnu shemu za
numericko rjeSavanje

S =S
AL A _rj+11j+ISj+1’ (1.24)
ljs1 = 1j
I —1;
i = rivilj1S o1 — ajlj, (1.25)
lis1 = 1;
R.i—R:
AL a1, (1.26)
L1 =1

za j € {0,...,M — 1}. Primijetimo da ova shema zadrzava nelinearnost, no jednostavnim
algebarskim transformacijama to moZemo izbjeéi. Za pocetak, iz (1.24), (1.25) i (1.26)
dobijemo

S
S = . , (1.27)
T Fivt - (e = 1)) - Ljs
I d (1.28)
a Ltaj -t — 1) = rjer - (e = 1)) S jr '
Risi =Rj+aj - (i1 — 1)) - Ly, (1.29)

za j € {0,...,M — 1}. Uvedimo oznaku A, := t;,; — t;. UvrStavanjem (I.27) u (I.28)
dobijemo
B (L +rjr - Ajpr - L) - 1

(It ajr-Ajr) - (L rjer - Ay - L)) = Fjsr - Ajrr - S

L4
zasve j€1{0,...,M - 1}. 1z toga slijedi
(T+aj - Ajr) - (Fjer - Ajir) - 1J2~+1 +(+aj-Ajy) - I
=rjp1 By - S+ 1) - L + 1
za j €{0,...,M — 1}. Ako definiramo
Ajr = +aj - Ajy) - (rjsr - Ajin),

(I +aj-Ajr) =11 - Ajr - (S + 1))
Bj+1 = >

onda nam preostaje rijesiti kvadratnu jednadzbu A, - I2

1 +2- Bj+1 . Ij+1 = Ij. U konacnici,
dobili smo eksplicitnu formulu

2
Bj+1 Bj+1 I/
I = - + — +
Ajr Al Ajn



1.3. SIR MODEL S VITALNOM DINAMIKOM 21

za je{0,...,M - 1}. Iz (I.27) i (1.29) onda mozemo eksplicitno racunati S ;.1 i Rj,;.

Naravno, ovaj algoritam te prethodnu teorijsku analizu moguce je primijeniti i u sluaju
klasi¢nog SIR modela s konstantnim parametrima r i a, s obzirom da je to samo poseban
slucaj SIR modela s nekonstantnim parametrima.

Ve¢ smo spomenuli neke metode za procjenu parametara modela u slucaju kada su
oni konstantni. Jedna metoda za procjenu nekonstantnih parametara slijedi direktno iz
opisanog algoritma. Pretpostavimo da su nam poznati podaci o broju podloZnih Svj, broju
zarazenih I; i broju uklonjenih R; za j € {0,...,M}. Iz (T.24) i (T.26) moZemo dobiti
formule za stope prijenosa

— 1 Si—Sin
Fisl = —— A
Ly - Sj+1 J+l
1 stope oporavka
ajy1 = — - N
I J+l

uzpretpostavkubf;l * OiIF]:I #0zajel{0,...,M—1}.
U nekim slucajevima dostupni su nam podaci o kumulativhom broju zaraZenih E, ku-

mulativnom broju umrlih 5; te kumulativhom broju oporavljenih I?] za je€{0,...,M}te
je potrebno predprocesirati podatke na nacin

it

Rj:Rj+Dj,
j=1j = Rj,
Sj:N—Ij—Rj

zasve j€1{0,...,M}.

1.3 SIR model s vitalnom dinamikom

Sljedec¢i model je modifikacija Kermack-McKendrick SIR modela s konstantnim para-
metrima gdje se uzimaju u obzir stope nataliteta i mortaliteta. Pretpostavimo da procesi
radanja i smrti imaju istu konstantnu stopu b > 0. Sustav diferencijalnih jednadzbi je

as =bN —rS1-bS, (1.30)
dt
dI
== rSI1—al —bl, (1.31)
dR

= al — bR. (1.32)

dt
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Ukupna veli¢ina populacije je i dalje konstantna
S+ 1(t) + R(t) = N.

Kako bismo odrediti stacionarne to¢ke, dovoljno je promatrati sustav dvije diferencijalne
jednadzbe

d
d—f:bN—rSI—bS =0, (1.33)
dI

E:rSI—aI—bI:O, (1.34)

¢iju smo desnu stranu izjednacili s nulom. Stacionarna tocka koja predstavlja stanje isko-
rijenjene bolesti je

Si=N, I}=0.
Druga stacionarna tocka je
., a+b . DINr—(a+b)]
S3 = , I =
r r(a +b)
koja postoji samo uz uvjet
_ Nr o1
T a+b

Primijetimo da se u sluCaju Ry = 1 ove dvije stacionarne toCke poklapaju, odnosno S} = §7
i I} = I;. Jacobijan sustava (1.33)-(1.34) u stacionarnoj tocki (S}, I7) je

« e [—D —-rN
J(Sl’ll)_(O rN—(a+b))'

Svojstvene vrijednosti ove matrice su dijagonalni elementi 4, = —b, A, = rN — (a + D).
Stoga je stacionarna toCka (S7, /) lokalno asimptotski stabilna ako je 4, < 0, odnosno
Ry < 1, te nestabilna ako je Ry > 1. Jacobijan sustava (I.33)-(1.34) u stacionarnoj tocki
(S3.1,) je

s e _ [T —b —1S)

Racunamo trag

b
WS35, 1) = ~rly = b =~ <0

*

2

1 determinantu
det(J(S5,155)) =r;S5 >0, akoRy> 1.
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Po Routh-Hurwitz kriteriju (Teorem mozemo zakljuciti da je (S7, I7) lokalno asimp-
totski stabilna stacionarna tocka (vidi stranicu [36)) ako i samo ako Ry, > 1. Alternativno,
isto moZemo zakljuciti i kao Sto je to napravljeno na stranici[26] Vise o ovom modelu moze
se naci u [5]].

Takoder, moze se dokazati 1 globalna stabilnost stacionarnih to¢aka pod odredenim
uvjetima. Dokaz se moZe naéi u [3].

Teorem 1.3.1.
e Ako je Ry < 1, onda je stacionarna tocka P} := (S7, E{, I}) globalno stabilna.

e Ako je Ry > 1, onda je stacionarna tocka Py := (S, E},I}) nestabilna, a druga
stacionarna tocka P} := (S7, E3, I7) je globalno stabilna.

To znaCi da za Ry < 1 sva rjeSenja sustava konvergiraju prema stacionarnoj tocki P}
koja predstavlja stanje bez prisutne zaraze. Za R, > 1 sva rjeSenja s pocetnim uvjetom
Iy > 0 konvergiraju prema stacionarnoj tocki P; koja predstavlja endemicno stanje u kojem
je zaraza uvijek prisutna u populaciji. Ovaj efekt vidjet ¢emo i kod joS nekih modela.

Primjer

U primjer sa Slike dodat ¢emo pretpostavku vitalne dinamike. Uz pretpostavku da
je Zivotni vijek 78 godina, parametar stope nataliteta i mortaliteta je b = 1/(78 - 365).
Ostale parametre ¢emo uzeti kao i prije r = 6,7585 x 1078, @ = 0,0812, kao i pocetne
uvjete S(0) = 4081656, I1(0) = 1 i R(0) = 0. RjeSenje sustava (I.30)-(1.32)) dobiveno
pomocu Matlab fukcije ode45 prikazano je na Slici [[.6] Generalni tijek epidemije nije
se promijenio, Sto je 1 ofekivano s obzirom na predvideno kratko trajanje epidemije i1 na
malen parametar b. Uvodenje stope nataliteta 1 mortaliteta u model moglo bi imati veceg
ucinka kod dugotrajnih epidemija.
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Slika 1.6: Rjesenje sustava (I.30)-(1.32) za parametre r = 6,7585 X 1078, a = 0,0812,
b =1/(78 - 365) i pocetne uvjete S (0) = 4081656, 1(0) = 11 R(0) = 0.



Poglavlje 2
SIRS model

Neke zarazne bolesti ne stvaraju trajni imunitet, ve¢ samo privremeni. Stoga je korisno
istraziti modifikaciju SIR modela koja dopusta gubitak imuniteta, tako da oporavljeni po-
jedinci ponovno mogu postati podlozni. Dakle, tranzicije su oblika § — I — R — §.
Pretpostavljamo da je stopa prelaska iz R u S proporcionalna broju oporavljenih R, te se
modelira izrazom eR, gdje je e > 0 konstantan parametar kojeg nazivamo stopa gubitka
imuniteta. Sustav diferencijalnih jednadzbi postaje

ds
E =—rSI+eR, (21)
dl
E:rSI—aI, (22)
dR
Z =al — eR. (23)

Model se naziva SIRS model te vidimo da je SIR model samo poseban slucaj kada je e = 0.
Veli¢ina populacije je i dalje konstantna

S +I(1H)+R(t)=N, t=>0,

te mozemo eliminirati jednadzbu (2.3) uvrStavanjem

R=N-§ -1
Dakle, dobijemo jednadzbe
dS
Ez—rSI+e(N—S—I) =: F(S,1), (2.4)
dl
i rS1—al =: G(S,]I). (2.5)

25
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Izjednacavanjem lijeve strane ovih dviju jednadzbi s nulom zaklju€ujemo da postoje dvije
stacionarne tocke

ST=N. I'=o, R =0;
a N-S§7 al

S*:_, I*: ) R*:

2 r 2 ea+€ 2 e

*

U slucaju stacionarne toCke (S7, I7, R}) cijela populacija je zdrava no podlozna te je bolest
iskorijenjena. U drugom slucCaju postiZe se ravnoteza medu skupinama, gdje su (53, I5, R})
redom pozitivne vrijednosti. Taj uvjet je ispunjen kada je I > 0, iz Cega slijedi da je
N > 83 = a/r. Stoga do epidemije dolazi ako je osnovni reprodukcijski broj

Nr

Ry=—>1.
a

Radi se o efektu praga, kao i u slu¢aju SIR modela. Jacobijan sustava (2.4)-(2.5)) je

B rl* rS* —a

J= OF[0S OF/ol\ (-(rI"+e) —(rS*+e)
~\0G/oS 0G/oI '

Za stacionarnu tocku (S, I3) raCunamo trag
tr(J) = —(r; + e)

1 determinantu
det(J) = rl;(a + e).

Primijetimo da je u tom slucaju trag uvijek negativan, a determinanta uvijek pozitivna
uz uvjet efekta praga. Znamo da Ce stacionarna tocka biti asimptotski stabilna ako sve
svojstvene vrijednosti od J imaju negativne realne dijelove. Svojstvene vrijednosti se u
ovom slu¢aju mogu racunati po formuli

_ )+ V(tr(J))? — 4 det(J)

A
2

Ako je izraz po korijenom (tr(J))>—4 det(J) < 0, onda realni dio obje svojstvene vrijednosti
iznosi tr(J)/2 §to je uvijek negativno. S druge strane, ako je izraz (tr(J))> — 4 det(J) > 0,
trebat ¢e nam nejednakost

Vtr())? - 4detJ) < V(tr())? = - tr(J).

Naime lako vidimo

tr(J) + /(tr(J))? — 4 det(J) - @) —tr(J) _

0
2 2
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tr(J) — /(tr(J))? — 4 det
r(J) - (tr(J)) et(J) PRt 0.
2 2
Dakle, stacionarna tocka (S, I7, R}) je asimptotski stabilna. Ovdje se zapravo radi o Routh-
Hurwitz kriteriju iz Teorema[5.0.3]

Primjer

Na primjeru ¢emo pokazati kako tipi¢no izgleda tijek epidemije prema SIRS modelu. Ko-
ristili smo ve¢ dobivene parametre sa stranice r==6,7585x10"%ia = 0,0812. Poletni
uvjeti su isti

S(0) =4081656, I1(0)=1, R(0)=0.

Kako znamo da je 1/e prosjecan broj dana trajanja imuniteta, odabrali smo e = 1/180 ¢ime
bi imunitet trajao otprilike 6 mjeseci. Na Slici [2.1] prikazano je rjeSenje modela dobiveno
pomocu Matlab funkcije ode45. Vidljivo je nekoliko valova epidemije dok funkcije teze
prema stacionarnoj tocki koja predstavlja endemicno stanje.
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S(t)
I(t)

Broj pojedinaca

100 200 300 400 500 600
t (vrijeme u danima)

Slika 2.1: RjeSenje sustava (2.1)-(2.3) za parametre r = 6,7585 x 1078, a = 0,0812,
e = 1/180 1 pocetne uvjete S (0) = 4081656, 1(0) = 11 R(0) = 0.



Poglavlje 3
SIS model

Pogledajmo slucaj u kojem zarazna bolest ne daje nikakav imunitet. ZaraZeni pojedinci
su odmah nakon oporavka ponovno podloZzni te se mogu zaraziti viSe puta. Neki primjeri
takvih zaraza su bakterijske infekcije, neke spolno prenosive bolesti i rotavirusi [3]]. Tran-
zicije medu skupinama su oblika § — I — S, zbog Cega se ova vrsta modela zove SIS
model. Sustav diferencijalnih jednadzbi je

Cj{—i =al-rSI, (3.1
1
% =rSI—al 3.2)

gdje sua > 01r > 0 parametri modela. Uz sustav veZemo pocetne uvjete
S(O) = So, I(O) = I().

Kao 1 prije, ukupna veli¢ina populacije je konstanta N = § + . UvrStavanjem S = N -1u
jednadzbu (3.2), moZemo izbaciti jednadzbu (3.1) te promatrati samo

dl

7 =rl(N-1)-al
=(N-a-rDI
= (rN—a)I(l - NI_ %)
=: f().

Primijetimo da je ovo upravo tzv. logisticka jednadzba (vidi [9])
, 1
u = ou(l — —u)
K
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a

uz parametre 0 = rN —a ik = N — %. Iz jednadzbe f(I) = O slijedi da postoje dvije
stacionarne tocke

1=0,
=N-2
2 = .
Stacionarna tocka I je pozitivna kada je
Nr
Ry =—>1,
a

Sto daje osnovni reprodukcijski broj. Ako je Ry < 1, onda postoji samo jedna stacionarna
toCka, I7 = 0 koja je asimptotski stabilna. Ako je Ry > 1, onda postoje obje stacionarne
tocke, I7 1 I, pri Cemu je I7 = 0 nestabilna, a I asimptotski stabilna.

S obzirom da SIS model pretpostavlja da zaraza ne daje nikakav imunitet, dokle god se
infekcija moze probiti medu populaciju to implicira njezinu dugotrajnost. Naime, vrijedi
sljedeci teorem.

Teorem 3.0.1.
e Ako je Ry < 1, onda za svaki 0 < Iy < N funkcija I(t) — 0 monotono kada t — oo.
e Ako je Ry > 1, onda za svaki 0 < Iy < N funkcija I(t) — I monotono kada t — oo.
Kada je Ry > 1, odnosnok = I; =N — % > 019 = rN — a > 0 u logisti¢koj jednadzbi,

rjeSenje je dano s
L1y

I() + (I; — Io)e(”N‘”)"

Za svaki Iy > 0 onda vrijedi I(¢) — I kad t — oo.

1(t) =




Poglavlje 4
SEIR model

Sljedeci model se nadovezuje na SIR model s vitalnom dinamikom. Naime, pretpostav-
ljamo da uz uobicajene klase S, I 1 R postoji joS jedna klasa, E (eng. exposed), koju ¢ine
pojedinci koji su zaraZeni, no nisu jo§ zarazni tj. ne mogu prenijeti zarazu. Primjer takve
zaraze su ospice, Cije je latentno razdoblje otprilike 2 tjedna [5]. Uz pretpostavku da je
prosjecno trajanje tog perioda jednako 1/c, sustav diferencijalnih jednadzbi jest

ds

E:bN—(rI+b)S,
cil—f:rSI—(b+c)E,
%:CE—(b+a)I,
cfl—I::al—bR.

Ovo je SEIR model s pozitivnim parametrima r, a, b i c. Prisjetimo se, r je stopa zaraze, a
je stopa oporavka, a b je stopa nataliteta i mortaliteta. Vrijedi konstantnost veli¢ine ukupne
populacije

SO+E@+It)+ R =N.

Iz ovog razloga moguce je izbaciti zadnju jednadZzbu sustava te promatrati sustav tri jed-
nadZbe. Stacionarne toCke sustava zadovoljavaju

ds

L N - (I +b)S =0,
7 (rl +b)

dE
EZVSI—(b+C)E:0,
dl
E:cE—(b—f—a)I:O.
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Stacionarna tocka koja uvijek postoji je
S1=N, E} =0, I}=0.
Druga stacionarna tocka sustava je

b(N - S}
(c+b)(a+b)’ ES:CH_bI;‘, I§:( 5)

re c rS;

S5 =

b

no uvjet 0 < §3,E7,I; < N mora biti zadovoljen. Osnovni reprodukcijski broj izlazi iz
nejednakosti S < 1 pa imamo

rc

O hary

U nastavku navodimo teorem o lokalnoj stabilnosti stacionarnih to¢aka SEIR modela te
dokaz.

Teorem 4.0.1.

e Ako je Ry < 1, onda je stacionarna tocka P} := (S}, E],I}) lokalno asimptotski
stabilna i to je jedina stacionarna tocka.

e Ako je Ry > 1, onda je stacionarna tocka P} := (S7, E},I}) nestabilna, a druga
stacionarna tocka P} := (S}, E3, I7) je asimptotski stabilna.

Dokaz. Jacobijan sustava u tocki P7 jest

-b 0 —rN
JP)=|10 —-c-b N
0 c -a—->b

Iz jednadzbe det(Al3y3 — J(P})) = 0 dobivamo karakteristi¢ni polinom
A+ D[+ (c+a+2b)A+ (c+b)a+b)—rc] =0.

Odmah mozemo zakljuciti da je jedna svojstvena vrijednost 4; = —b < 0. Ostale svoj-
stvene vrijednosti zadovoljavaju

A +(c+a+2b)A+(c+ba+b)—rc=0
pa znamo

b+A3=—(c+a+2b)<0,
A3 = (c+b)a+b)—rc=(c+b)a+b)l-Ry).
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Pod uvjetom Ry < 1 vrijedi 4,43 > 0. Stoga su A, 1 A3 ili realni brojevi istog predznaka ili
par konjugirano kompleksnih brojeva. 1z 1, + 13 < 0 zaklju¢ujemo da su 4, i 43 ili negativni
realni brojevi ili kompleksni brojevi s negativnim realnim dijelovima. Dakle stacionarna
tocka Pj je asimptotski stabilna pod uvjetom Ry < 1. U slucaju Ry > 1 vrijedi 4,43 < 0 pa
A5 1 A3 imaju razlicite predznake te stacionarna tocka P} postaje nestabilna.

*

Uz pretpostavku Ry > 1 Jacobijan sustava u toCki P; jest

-rl; —b 0 -rS;
J(Py) = rl; -c—b rS;
0 c —a-b

Odmah moZemo primijetiti da je trag negativan
tr(J(P3) = —rl; —c—a—-3b < 0.
[zraCunajmo determinantu

det(J(P3)) = —(rL; + b)(c + b)(a + b) — rI;rS5c + (rI; + b)crS)
= —(rl; + b)(c + b)(a + b) + bcrS;
= —(rl; + b)(c + b)(a+ b) + b(c + b)(a + D)
=—-rli(c+b)a+b)<O.

Kako vrijedi (¢ + b)(a + b) — rcS 5 = 0, mozemo vidjeti da je suma svih minora drugog reda
matrice J(P5), koje dobivamo uklanjanjem i-tog retka i i-tog stupca za i = 1,2, 3, jednaka

ay = (rl; + b)(c + b) + (rI; + b)(a+ b) + (¢ + b)(a + b) — rcS;
= (rl; + b)(c + a + 2b).

Slijedi
tr(J(P3)) - ay = —=(rl; + ¢ + a + 3b)(rI; + b)(c + a + 2b)

< —rl;(c+b)(a+ D)
= det(J(P3)),

pa iz Routh-Hurwitz kriterija (Teorem [5.0.3) zakljuCujemo da je stacionarna tocka P;
asimptotski stabilna uz uvjet Ry > 1. O

SEIR model se u stacionarnim to¢kama ponasa slicno kao SIR model s vitalnom dina-
mikom, no SEIR model ima manje stope rasta nakon zaraze iz razloga $to pojedinci moraju
proci kroz klasu E prije nego mogu sudjelovati u prijenosu zaraze [3]]. Drugim rijecima,
klasa E usporava dinamiku epidemije.






Poglavlje 5

Dodatak: Sustavi obicnih diferencijalnih
jednadzbi

Neka je zadan inicijalni problem sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

S.1)

z(t) = G(t,z(t)), tel
2(0) = 2,

gdje je I € R otvoreni interval, z, € R” pocetni uvjet, G : Q — R”" zadana funkcija, pri
¢emu je  C RxR” otvoreni skup te z : I — R”" traZena funkcija. Ovdje navodimo Picardov
teorem, koji je osnovni teorem lokalnog postojanja i jedinstvenosti rjeSenja inicijalnog
problema (J5.1)).

Teorem 5.0.1. (Picard, [9, Teorem 8.4]) Neka su A,n > 0 takvi da za P = (—A, A)xK(zy, n)
vrijedi P C Q, gdje je Q@ C RXR" otvoren skup, a K(zo, n) je otvorena kugla polumjera i sa
sredistem u 2y, i neka je G neprekidna na P te Lipschitz neprekidna po zadnjih n varijabli,
tj. postoji konstanta L tako da vrijedi

IG(t,z) - G,V < Lilz—-vl|, (,2),(,v)€P.

Tada postoji 0 < 6 < A takav da inicijalni problem (5.1) ima jedinstveno rjeSenje na
intervalu Is = (=06, 9). (Napomena: sve norme na R" su ekvivalentne.)

Vrijedi sljedeci teorem globalne egzistencije rjeSenja inicijalnog problema (5.1).

Teorem 5.0.2. ([10, Teorem 1]) Ako je G : I X R" — R", I C R otvoreni interval, lokalno
Lipschitz neprekidna po posljednjih n varijabli i ako postoje nenegativne realne konstante
Bi K takve da za sve t € I iz € R" vrijedi

G, 2)ll < K - ||z|| + B, (5.2)
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onda rjesenje nelinearnog problema

(5.3)

z'(1) = G(t,z(1)),
2(0) = zo,

postoji na cijelom I i jedinstveno je. (Napomena: sve norme na R" su ekvivalentne.)

Kazemo da je z* € R” stacionarna tocka sustava (5.1) ako je G(z*) = 0. U slucaju
epidemioloSkih modela zanima nas stabilnost stacionarnih to¢aka autonomnog sustava

(5.4)

z'(1) = G(z(1)),
z(0) = z.

Stacionarna tocka z* autonomnog sustava (5.4) je asimptotski stabilno rjeSenje sustava ako
sve svojstvene vrijednosti Jacobijana funkcije G u tocki z* imaju negativne realne dijelove.
S druge strane, stacionarna tocka z* autonomnog sustava (5.4) je nestabilna ako barem
jedna svojstvena vrijednost tog Jacobijana ima pozitivan realni dio. U odredivanju stabil-
nosti stacionarnih tocaka u slucaju n = 2, 3 pomaze nam sljedeci teorem.

Teorem 5.0.3. (Routh-Hurwitz kriterij stabilnosti, [5])

o Sve svojstvene vrijednosti 2 X2 matrice A imaju negativne realne dijelove ako i samo
ako
tr(A) <0 i det(A) > 0.

e Sve svojstvene vrijednosti 3 X 3 matrice A imaju negativne realne dijelove ako i samo
ako
tr(A) <0, det(A)<O0 i tr(A)-a, —det(A) <O,

gdje je a, suma svih minora drugog reda matrice A koje dobivamo uklanjanjem i-tog
retka i i-tog stupca zai = 1,2,3.

Prisjetimo se da je minora drugog reda matrice A determinanta bilo koje kvadratne
2 x 2 podmatrice od A. Medutim, za primjenu Routh-Hurwitz kriterija su potrebne samo
one minore koje su dobivene uklanjanjem i-tog retka i i-tog stupca matrice A za i = 1,2, 3.
Na primjer, uzmimo 3 X 3 matricu

-1 4 5
A=(0 -2 6
0O 0 -3

Racunamo redom trag
tr(A)=-1-2-3=-6 <0,
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1 determinantu
det(A) =(-1)-(-2)-(-3)=-6 <0,

Sto vrijedi jer je matrica A trokutasta. Zatim raCunamo sumu potrebnih minora

-1 4 -1 5 -2 6
az—det(o _2)+det(0 _3)+det(0 _3)_2+3+6_11,

1 na kraju
tr(A) - a; —det(A) = -6 - 11 — (-6) = —60 < 0,

pa po Routh-Hurwitz kriteriju sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativne realne
dijelove, Sto je bilo i o€ito jer su svojstvene vrijednosti upravo dijagonalni elementi matrice
A.






Poglavlje 6

Dodatak: Numericke metode

S obzirom da epidemioloski modeli sadrze nelinearnost, obi¢no nije mogucée naci egzak-
tno rjeSenje sustava. U tom slu€aju jednadzbe se rjeSavaju numericki. Imamo inicijalni
problem ODJ

Y@ = fy®), tel0,T]
y(0) = yo
gdjesu £:[0,T] xR? - R?, y, € R?id € N. Zanimaju nas numericke aproksimacije
Yn % Y(tn)

u tockama t, = n-h, n € {0,..., M}, uz vremenski korak 4. Najjednostavniji primjer
jednokoracne eksplicitne metode je Eulerova metoda

yn+1:yn+hf(tn’yn)a n=0,...,.M-1.

Koriste¢i ovu shemu moZemo simulirati dinamiku sustava obic¢nih diferencijalnih jednadzbi
kroz vrijeme. Medutim, metoda je reda konvergencije samo 1, $to znaci da je globalna po-
greSka diskretizacije proporcionalna vremenskom koraku 4. Nesto sloZenije jednokoracne
metode su Runge-Kuttine metode. Najpopularnija je Runge-Kuttina metoda reda 4

1
Ynel = Yn + gh(/ﬁ + 2k + 2k3 + ky),

gdje su
kl :f(tnayn)s
h h
ky = f(t, + E,yn + Ekl)»
h h
ks = f(t,+=,y, + =k3),
3= f( 5 y 5 3)

ks = f(t, + h,y, + hks)
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zan =0,...,M — 1. Od viSekora¢nih metoda zanimljive su npr. Adams-Bashforthove 1
Adams-Moultonove metode.

Matlab nudi Sirok izbor implementiranih metoda za rjeSavanje sustava ODJ. Neki od
rjeSavaca u Matlabu su funkcije ode45 (bazirana na eksplicitnoj Runge-Kutta Dormand-
Prince shemi), ode23 (bazirana na Runge-Kutta Bogacki-Shampine metodi) i ode15s (ba-
zirana na Gearovoj metodi za krute sustave). Nijedna numericka metoda nije egzaktna i
ponekad su sklone velikim greSkama. U [3] se spominje metoda log-transformacije varija-
bli u SIR modelu (1.9)-(I.10), ¢ime sustav postaje manje podloZan greskama. Definira se
transformacija

A~

S =log(S), I=1log(l)

nakon koje sustav postaje

— =-re,
dt

di ‘
i reS —d.
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Sazetak

U ovom radu predstavljen je epidemioloski SIR model te nekoliko njegovih inacica, kao
Sto su SIRS, SIS i SEIR modeli. Osim teorijskom analizom sustava obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi modela, rad se bavi i metodama za procjenu parametara modela iz dostupnih
podataka, uz primjenu na pandemiju koronavirusa. Opisane su neke metode za numericko
rjeSavanje jednadzbi. Napravljena je analiza stacionarnih tocaka sustava u Ciju je svrhu
koriSten Routh-Hurwitz kriterij stabilnosti. Osnovni reprodukcijski broj R, predstavljen
je kao bitan parametar koji odreduje hoce li do¢i do epidemije ili ne. Osim klasi¢nog SIR
modela, obradene su njegove inacice s nekonstantnim parametrima te uz vitalnu dinamiku.






Summary

This thesis presents the epidemiological SIR model and several variants of it, such as the
SIRS, SIS and SEIR models. In addition to the theoretical analysis of the system of ordi-
nary differential equations of the model, the thesis also deals with methods for estimating
the model parameters from the available data, with application to the coronavirus pande-
mic. A few methods for numerical solution of the equations are described. An analysis of
the equilibrium points of the system was made, using the Routh-Hurwitz stability criterion.
The basic reproduction number R is presented as an important parameter that determines
whether an epidemic will occur or not. In addition to the classic SIR model, its versions
with non-constant parameters and with vital dynamics are described.
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