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Uvod

U svijetu u kojem se svakodnevno dogadaju brojne promjene, posljedi¢no dolazi i do pro-
mjena u sustavu obrazovanja, a samim time i u nacinu poucavanja matematike. Tradi-
cionalnim na¢inom poucavanja, u kojem ucenik ima pasivnu ulogu prilikom obrade novih
sadrZaja, sve je zahtjevnije pobuditi interes ucenika za pojedinu nastavnu jedinicu. Iz tog se
razloga sve viSe isti€u prednosti suvremene nastave matematike koja istrazivackom usmje-
renoS$¢u u centar nastavnog procesa stavlja u¢enika. Time se potice ve¢a motivacija i bolje
razumijevanje nastavnih sadrZaja, ali se pokazuje i relevantnost matematike u svakodnev-
nom zivotu. Cilj suvremene nastave matematike nije prezentiranje gotovih rjesSenja i ideja,
ve¢ uvodenje ucenika u samostalan 1 istrazivacki rad s ciljem razvijanja njihovih sposob-
nosti. Mnogi u€enici su prema matematici razvili negativne stavove pa je zadaca nastav-
nika da u nastavi uskladi ucenicke sposobnosti, potrebe, stavove i uvjerenja s ciljevima
nastavnog programa. Iz tog razloga, suvremeni nastavnik treba imati sposobnost stvara-
nja nastavnih situacija s dobro osmisljenim aktivnostima tijekom kojih ucenici samostalno
uce. Ucenike se potiCe na otkrivanje novih koncepata postavljajuci pitanja koja zahtjevaju
upotrebu ve¢ steCenog znanja, ali paralelno otkrivaju i potrebu za uvodenjem novih zna-
nja. Takvim nacinom poucavanja ucenici posebno razvijaju kriti¢ki nacin razmisljanja, ali
1 osvjeséuju odgovornost za vlastiti uspjeh i napredovanje.

U prvom poglavlju ovog rada dan je pregled geometrijskih preslikavanja s kojima se
ucenici susrecu u osnovnoskolskom 1 srednjoSkolskom obrazovanju. Novost u kurikulumu
za nastavni predmet Matematike uvodenje je pojma matrica u gimnazijski program pa se
u drugom poglavlju spominju osnovni pojmovi vezani uz matrice. Osim toga, opisuje se
nacin upotrebe matrica prilikom rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi.

Iako bi u€enici mogli pretpostaviti da veza izmedu dosad spomenutih tema ne postoji,
u tre¢em poglavlju dokazuje se upravo suprotno, odnosno da geometrijska preslikavanja
mozemo zapisati u matri¢nom obliku.

U zadnjem poglavlju rada dani su metodic¢ki materijali temeljeni na istraZivackoj nas-
tavi pomocu kojih ¢e ucenici, koriste¢i program dinamicne geometrije, vizualizirati ge-
ometrijska preslikavanja i istraZivati njihova svojstva te ih povezati s matricama.



Poglavlje 1

Geometrijska preslikavanja

Od samih pocetaka razvoja CovjeCanstva razvijala se i geometrija koju danas smatramo
najstarijom i neizostavnom granom matematike. Geometriju su u svakodnevnom Zivotu,
najviSe u svrhu mjerenja, koristili ve¢ stari Egipcani i Babilonci, a kao granu matematike
formirali su je i popularizirali Grei. Rije¢ geometrija dolazi iz grékog jezika, odnosno od
rijeci ,,geo” Sto znaci ,,zemlja” i ,,metron” S$to znaci ,,mjerenje”’. Zahvaljuju¢i Euklidovim
Elementima, cjelokupno znanje o matematici, koja je u ono vrijeme bila poistovjecena s
geometrijom, ve€ je u 3. st. pr. Krista bilo dostupno Sirem krugu ljudi pa ne zaCuduje
ubrzani razvoj te grane matematike. Euklidska geometrija, nazvana po Euklidu, danas se
poucava u osnovnim i srednjim Skolama.

Budu¢i da je geometrija vrlo Siroko podrucje koje se mozZe povezati s gotovo svim
granama matematike, vazno je kod ucenika pravovremeno i na adekvatan nacin razvijati
geometrijsko miSljenje. O vaZnosti razvoja geometrijskog misljenja u procesu ucenja ma-
tematike govori istrazivanje Pierra i Dine van Hiele iz 1973. godine na temelju kojeg su
pisani brojni kurikulumi. Njihov opis razvoja geometrijskog misljenja podijeljen je u pet
etapa 1 poprili¢no je idealiziran, ali pomaZe nastavnicima kako bi bolje i kvalitetnije plani-
rali vlastito poucavanje te prije svega shvatili kako u€enici razmisljaju.

U hrvatskom kurikulumu nastavnog predmeta Matematika tema geometrije nalazi se
prvenstveno unutar domene Oblik i prostor, ali i domene Mjerenje. Osim razvoja sposob-
nosti misaone predodzbe objekata 1 prostornih odnosa, interakcijom s ostalim domenama,
ucenici uce prepoznavati ravninske i prostorne oblike i njihova svojstva u svakodnevnom
Zivotu te ih upotrebljavaju u opisivanju i analiziranju svijeta koji ih okruzuje. Jedna od te-
meljnih ideja koja je zastupljena u domeni Oblik i prostor odnosi se na proucavanje geome-
trijskih svojstava likova i tijela. Konkretno, odnosi se na proucavanje odredenih oblika i
njihovih svojstava kao §to su osna, centralna i rotacijska simetri¢nost. Isto tako, jedna od te-



POGLAVLIJE 1. GEOMETRIJISKA PRESLIKAVANJA 3

meljnih ideja su geometrijska preslikavanja (transformacije). Napomenimo da pri tome po-
jam ,,preslikavanja” u geometriji smatramo sinonimom za pojam funkcije. U geometrijska
preslikavanja spadaju translacija, osna i centralna simetrija, rotacija, homotetija i inverzija
(koju ne ukljuc¢ujemo u osnovnoskolsko i srednjoskolsko obrazovanje). KoriStenjem raznih
nastavnih sredstava u€enici izvode spomenuta geometrijska preslikavanja te istraZivanjem
1 primjenom njihovih svojstava razvijaju iznimno bitne koncepte sukladnosti i sli¢nosti.
Navedene temeljne ideje pojavljuju se u osnovnoSkolskoj i srednjoskolskoj nastavi mate-
matike te je u nastavku ovog poglavlja analizirano kako su obradene.

1.1 Geometrijska preslikavanja u osnovnoj skoli

Nastavni sadrzaji vezani uz geometrijska preslikavanja u osnovnoj se $koli prvi put kon-
kretno spominju u petom razredu. Nakon Sto ucenici usvoje temeljne ideje kako opisati
skupove tocaka u ravnini, analizirati i primjenjivati njihova svojstva i odnose te kako cr-
tati/konstruirati geometrijske likove 1 stvarati motive koristeci se njima, susrecu se s poj-
mom osnosimetri¢nih 1 centralnosimetri¢nih likova. Ucenicima je, prije pocetka obrade
novih nastavnih sadrZaja, poZeljno prikazati nekoliko primjera iz vlastitog okruZenja na
kojima e, bez spoznaje da je zapravo rije€ o geometrijskim preslikavanjima, prvenstveno
uociti odredenu pravilnost i sklad (npr. fotografiju leptira).

Odgojno-obrazovni ishodi na razini usvojenosti ,,dobar” na kraju petog razreda podra-
zumijevaju da u€enik moZe osnosimetri¢no i centralnosimetri¢no preslikati odredene sku-
pove tocaka u ravnini (tocku, duzinu, trokut, ¢etverokut, krug i kruznicu). Kako bi mogli
osnom simetrijom preslikavati skupove tocaka, uCenici se za pocetak upoznaju s pojmom
osnosimetricne tocke.

Definicija 1.1.1. Ako je pravac s simetrala duZine AB, onda kazemo da su tocke A i A’
osnosimetricne tocke s obzirom na pravac s. Tocka A osnosimetricna je slika tocke A’, a
tocka A’ osnosimetricna je slika tocke A. ([1)])

Slika 1.1: Osnosimetricne tocke A1 A’
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Iz navedene definicije slijedi zakljucak da je osnosimetri¢na slika duZine ponovno
duzina iste duljine. Ali, isto tako, osnosimetri¢na slika bilo kojeg mnogokuta, kruZnice
ili kruga ponovno je mnogokut, kruZnica ili krug istog radijusa. Sljedeci bitan pojam je
pojam osi simetrije kojeg se uCenicima moze vizualizirati na vrlo jednostavan nacin, pre-
savijanjem papira na kojem je nacrtan lik.

Definicija 1.1.2. Ako je zadani lik vlastita osnosimetricna slika s obzirom na pravac s,
onda je s os simetrije tog lika. Tada kaZemo da je zadani lik osnosimetrican.([1l])

Osim prepoznavanja i crtanja osnosimetri¢nih likova, ucenici trebaju mo¢i odrediti os
simetrije osnosimetri¢nim likovima pri ¢emu trebaju biti svjesni ¢injenice da kod odredenih
likova postoji viSe osi simetrija. Pa tako kvadrat ima Cetiri osi simetrije, a kruZnica ih ima
beskonac¢no mnogo.
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Slika 1.2: Osi simetrije kvadrata

Slika 1.3: Neke osi simetrije kruZnice
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Potom slijedi definiranje pojma centralnosimetri¢nih toCaka.

Definicija 1.1.3. Neka je tocka O poloviste duZine AA’, onda kaZemo da su tocke A i A’
centralnosimetric¢ne tocke s obzirom na centar simetrije O. Tocka A centralnosimetricna
je slika tocke A’, a tocka A’ centralnosimetricna je slika tocke A. ([1)])

A

Slika 1.4: Centralnosimetri¢ne tocke A1 A’

I ovdje ¢e centralnosimetric¢na slika duzine, mnogokuta, kruznice i kruga ponovno biti
duzina, mnogokut, kruZnica odnosno krug istog radijusa. Isto tako, odredeni se likovi
mogu preslikati sami u sebe s obzirom na neki centar simetrije.

Definicija 1.1.4. Ako je zadani lik, s obzirom na neki centar O, vlastita centralnosimetri¢na
slika, ona je O centar simetrije tog lika. Tada kaZemo da je zadani lik centralnosimetrican.

(1L])

Kao primjer centralnosimetri¢nih likova navode se kvadrat i pravokutnik kojima se cen-
tar simetrije nalazi u sjeciStu dijagonala, ali 1 kruZnica kojoj je centar simetrije u njezinom
srediStu.

SluZedi se stvarnim materijalima ucenici mogu rezati, docrtavati, dopunjavati, sastav-
ljati i rastavljati razne osnosimetri¢ne i centralnosimetri¢ne slike. Iako niti u jednom tre-
nutku, na strogo formalan nacin, nije definirana osna, odnosno centralna simetrija kao
geometrijsko preslikavanje, stvoreni su preduvijeti za intuitivno prihvaéanje tih definicija
u kasnijem Skolovanju. Prije toga, u sedmom razredu, ucenici se nakon uvodenja pojma
vektora susreu s pojmom translacije ili usporednog pomaka. I ovdje je poZeljno prije
definiranja pojma translacije dati primjer iz stvarnog Zivota kojeg ucenici mogu povezati
s dosad naucenim, a ujedno otkriti potrebu za uvodenjem novog pojma (npr. pomicanje
predmeta u odredenom smjeru).

Definicija 1.1.5. Translacija (usporedni pomak) za vektor d preslikava svaku tocku T u
—>
to¢ku T’ tako da je TT' = a.([2)])
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Slika 1.5: Translacija tocke T za vektor d

Bitno je da uCenici mogu prepoznati translatirane likove, translatirati zadani lik za za-

dani vektor, ali 1 nacrtati vektor koji povezuje lik i njegovu sliku nastalu translacijom. Iako
se kod osnosimetri¢nih i centralnosimetri¢nih likova nije direktno spominjao pojam suk-
ladnosti, kod translacije se jasno napominje da se trokut preslika u njemu sukladan trokut,
a mnogokut u njemu sukladan mnogokut. Razlog tome je Sto se s pojmom sukladnosti
ucenici upoznaju u Sestom razredu.
Sve do sad navedeno u hrvatskom je kurikulumu obavezan nastavni sadrzaj u osnovnoj
Skoli. U osmom razredu pojavljuje se izborni ishod koji se odnosi na kompoziciju presli-
kavanja. Spomenuti se dio gradiva uglavnom ne obraduje, ali je vrijedan jer nastavnicima
daje moguénost realizacije jedne vazne geometrijske teme, a to su izometrije u ravnini.
Upravo su izometrije, odnosno preslikavanja koja cuvaju udaljenost, temelj proucavanja
euklidske geometrije. Na taj je nacin i poznati geometriar i matematicki edukator Felix
Klein (1849. — 1925.) opisao Cime se bavi geometrija. Prema njemu, geometrija se bavi
proucanjem geometrijskih svojstava i pojmova koja se ne mijenjaju pri izometrijama. O
izometrijama Ce viSe biti reCeno prilikom proucavanja geometrijskih preslikavanja u sred-
njoj Skoli.

U osmom se razredu spomenuta preslikavanja ponovno definiraju pri ¢emu treba imati
na umu da navedene definicije nisu izreCene na strogo formalan, matematicki nacin, ve¢ su
deskriptivne, odnosno opisuju kako nastaje slika neke tocke ravnine pri pojedinom presli-
kavanju.

Definicija 1.1.6. Neka je u ravnini zadan pravac s. Preslikavanje o koje svakoj tocki T
ravnine pridruZuje tocku T’ takvu da je pravac s simetrala duZine TT’ naziva se osna
simetrija s obzirom na pravac s. Pisemo: T' = o(T). ([3])

Definicija 1.1.7. Neka je zadana tocka O. Preslikavanje c koje svakoj tocki T ravnine
pridruZuje tocku T’ takvu da je tocka O poloviste duZine TT' naziva se centralna simetrija
s obzirom na tocku O. Pisemo: T’ = ¢(T). ([3)])

Definicija 1.1.8. Neka je u ravnini zadan vektor a. Preslikavanje t koje svakoj tocki T

—
ravnine pridruZuje to¢ku T’ sa svojstvom da je TT' = d naziva se translacija za vektor d.
Pisemo: T' = «(T). ([3)])
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Dolazi se i do pojma rotacija koji nije prije spomenut, ali i s njim su se uenici susreli u
stvarnom Zivotu. Kao primjer se moZe navesti zidni sat jer kazaljke sata rotiraju oko jedne
¢vrste tocke.

Definicija 1.1.9. Neka je u ravnini zadana tocka O i kut velicine a. Preslikavanje r koje
svakoj tocki T pridruzuje tocku T' takvu da je /TOT' = « i |OT| = |OT’| naziva se rotacija
oko tocke O za kut a. Tocka O naziva se srediste (centar) rotacije, a kut a kut rotacije.
Pisemo: T" = r(T). ([3])

Kod uvodenja pojma rotacije bitno je naglasiti da je rotaciju moguce raditi u dva smjera.
U pozitivnom smjeru, koji je suprotan od smjera kazaljke na satu, ali 1 u negativnom smjeru,
smjeru kazaljke na satu.

Slika 1.7: Rotacija u negativnom smjeru (@ < 0)

I ovdje se uocava da rotacija preslikava duzinu u duZzinu iste duljine, trokut u njemu
sukladan trokut, a kruznicu ili krug u kruznicu ili krug istog radijusa. Dodatno, moze se
spomenuti pojam rotacijski simetricnog lika u ravnini. Lik je rotacijski simetri¢an ako
postoji rotacija tog lika oko neke tocke kojom se on preslikava u sebe. Kao primjer se
mogu navesti svi pravilni mnogokuti.

Nakon usvajanja osnovnih ¢injenica o geometrijskim preslikavanjima, dolazi se do sla-
ganja ili ulanCavanja dvaju ili viSe preslikavanja Sto se naziva kompozicija preslikavanja.
Ucenici ¢e prilikom obrade ovog nastavnog sadrzaja odabrati dva preslikavanja u ravnini
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1 konstruirati njithovu kompoziciju pri ¢emu Ce obrazloziti postupak i svojstva tog presli-
kavanja. Odnosno, odredit e os simetrije, centar simetrije, vektor translacije te srediSte i
kut rotacije u nekoj unaprijed nacrtanoj kompoziciji. Takoder, otkrit e da kompozicijom
osnih simetrija pod to¢no odredenim uvjetom dobivamo sva ostala preslikavanja. Upravo
je to formalniji pristup geometrijskim preslikavanjima. Moze se uociti sljedece:

e kompozicija dviju osnih simetrija kojima se osi sijeku je rotacija,
e kompozicija dviju osnih simetrija kojima su osi paralelne je translacija,
e kompozicija dviju osnih simetrija kojima su osi okomite je centralna simetrija.

Dodatno, moZe se spomenuti i klizna simetrija koja je kompozicija translacije duz nekog
pravca i osne simetrije s obzirom na taj pravac.

Time se zaokruzuje prica o geometrijskim preslikavanjima u osnovnoj skoli. Naravno,
na dodatnoj nastavi u€enici mogu detaljnije prouciti navedena preslikavanja i poop(iti neke
zakljucke. lako se ovaj dio gradiva nekim ucenicima moZe uliniti apstraktnim, vazno
je sve navedeno potkrijepiti primjerima iz svakodnevnog Zivota i unaprijed osmisljenim
aktivnostima dati u¢enicima priliku da samostalno otkrivaju.

1.2 Geometrijska preslikavanja u srednjoj skoli

Po starom kurikulumu, u pojedinim programima, ucenici su se u prvom razredu srednje
Skole najprije bavili izometrijama ravnine, a onda upoznali i s pojmom homotetije prilikom
obrade nastavnih sadrZaja vezanih uz sukladnost 1 slicnost. U drugom razredu susreli su
se 1 s geometrijskim preslikavanjima u prostoru. Iako u trenutno vaze¢em kurikulumu nije
eksplicitno navedeno nijedno geometrijsko preslikavanje, svakako ih se moZe ukljuciti u
redovnu nastavu, u programe s vise sati matematike tjedno, kao odredenu vrstu dodatnog
sadrzaja. Na taj ¢e se naCin ucenici prisjetiti ve¢ naucenog u osnovnoj Skoli, ali i proSiriti
dotadasnje znanje o geometrijskim preslikavanjima. Bududéi da se sad eksplicitno spominje
pojam izometrije ravnine za pocetak se definira taj pojam, a nakon toga se prisje¢amo
definicija iz osnovne Skole.

Definicija 1.2.1. Izometrija je preslikavanje f ravnine koje cuva udaljenost za svaki par
tocaka A i B, tj. ako su A’ = f(A)i B" = f(B) njihove slike, onda vrijedi |A’B’| = |AB|.
(15)

Kako izometrijama preslikavamo razne likove koji su sastavljeni od dijelova pravaca

1 kruZnica temeljno je znati da je slika pravca pri bilo kojoj izometriji ponovno pravac, a
slika kruznice je kruZznica. Sva dosad spomenuta geometrijska preslikavanja objedinjena
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su jednim imenom - izometrije. One, osim Sto ¢uvaju udaljenost, Cuvaju i1 kutove izmedu
dvaju pravaca. Definicija je sama po sebi jasna, ali i intuitivna s obzirom na ranije nauceno.
Sve izometrije definirane su na analogan nacin kao i u osnovnoj skoli, ali od u€enika se sad
moze zahtjevati i dodatna razina apstrakcije, tj. dokazivanje odredenih tvrdnji vezanih uz
pojedine izometrije Sto je 1 sadrzaj udzbenika za prirodoslovno-matematicke gimnazije.

S pojmom sli¢nosti u€enici su se upoznali joS u osnovnoj Skoli. Tada se definira pojam
sli¢nosti koji je vezan iskljucivo za trokut pa se uCenici opravdano mogu pitati kako za
neki opceniti lik dobiti lik koji mu je slican. Na intuitivnoj razini ucenici znaju prepoznati
sli¢ne likove, ali odgovor na to pitanje dobivaju tek u prvom razredu srednje Skole kada se
ponovno spominje pojam sli¢nosti. Ideja je svaku tocku ravnine preslikati u neku drugu
tocku, ali po tocno utvrdenom pravilu. Zapravo je rije¢ o preslikavanju kojeg nazivamo
homotetija i s kojim do sad nije bilo susreta.

Definicija 1.2.2. Neka je O tocka ravnine i k # O realan broj. Homotetija h je preslikavanje
ravnine koje svakoj tocki T pridruzuje tocku T' = h(T) tako da vrijedi:

1) Tocke O, T i T’ leZe na istom pravcu.
2) Ako je:

a) k>0, onda T’ leZi na polupravcu OT,
b) k <0, onda T' ne leZi na polupravcu OT.

3) |0T’| = |k| - |OT)|.

Tocku O nazivamo srediste (centar) homotetije, a broj k koeficijent homotetije. ([4)])

Tl
/
0

Slika 1.8: Homotetija za k > 0

T
./O/‘
T

Slika 1.9: Homotetija za k < 0
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Samostalnim istrazivanjem ucenici mogu otkriti da se pri preslikavanju homotetijom
pravac preslika u njemu paralelan pravac, a duZina u njoj paralelnu duZinu ¢ija ée se du-
ljina promijeniti ovisno o koeficijentu homotetije. S obzirom na vrijednost koeficijenta
homotetije mogu se izdvojiti dva posebna slucaja. U slucaju kada je k = —1 zapravo je
rije€ o centralnoj simetriji, a za k = 1 o identicnom preslikavanju. Opcenito, za [k| < 1
moze se primijetiti da dolazi do saZimanja, a za |k| > 1 do rastezanja likova. Sljedece bitno
svojstvo je da homotetija preslikava kut u njemu sukladan kut, pa iz dosad navedenog sli-
jedi zaklju¢ak da homotetija preslikava trokut u njemu slican trokut. Pri tome je apsolutna
vrijednost koeficijenta homotetije zapravo jednaka koeficijentu sli¢nosti trokuta.

Slika 1.10: Slika trokuta pri homotetiji je njemu slican trokut

Osim geometrijskih preslikavanja u ravnini, mogu se proucavati i geometrijska pres-
likavanja u prostoru, to¢nije izometrije prostora (npr. zrcalna simetrija, osna simetrija,
centralna simetrija, rotacija oko osi, translacija, homotetija) ¢ija se svojstva na nesvjesnoj
razini upotrebljavaju u stereometriji. Za pocetak se definira pojam simetralne ravnine, a
potom zrcalna simetrija.

Definicija 1.2.3. Neka je AB zadana duZina. Simetralna ravnina duZine AB je ravnina
koja prolazi polovistem P duZine i okomita je na pravac AB. ([6])
Definicija 1.2.4. Neka je zadana ravnina o. Tocki A pridruzujemo tocku A’ tako da vrijedi:

o tocke su jednako udaljenje od ravnine, tj. ako tocka P, poloviste duzine AA’, pripada
ravnini vrijedi |AP| = |A’P|,

e pravac AA’ okomit je na danu ravninu.
Tada preslikavanje koje tocki A pridruZuje tocku A’ zovemo zrcalna simetrija. ([8])

Ideja osne i centralne simetrije ostaje ista. U odnosu na prijaSnje definicije, razlika je
u tome da u slucaju osne simetrije radimo preslikavanje s obzirom na neki istaknuti pravac
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—

" oL - -

Slika 1.11: Simetralna ravnina duZine AB

(ili ravninu), a u slucaju centralne simetrije preslikavanje s obzirom na neku istaknutu tocku
prostora.

Definicija 1.2.5. Osna simetrija je preslikavanje prostora koje tocku A preslikava u tocku
A’ tako da vrijedi:

e pravac AA’ okomit je na pravac p,
e ako je P sjeciste pravca AA’ i p, tada vrijedi |AP| = |A’P|,
Pravac p nazivamo os simetrije. ([\8])

Definicija 1.2.6. Centralna simetrija je preslikavanje prostora koje tocku A preslikava u
tocku A’ tako da vrijedi:

e tocke A, A’ i O leZe na istom pravcu,
e vrijedi |OA| = |OA’|,

Tocku O nazivamo srediste simetrije. ([8)])
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Kao 1 u ravnini 1 ovdje moZemo proucavati homotetiju.

Definicija 1.2.7. Neka je S istaknuta tocka u prostoru. Homotetija je preslikavanje koje
tocki A pridruzuje tocku A’ tako da vrijedi:

1) Tocke S, A i A’ leZe na istom pravcu (kolinearne su).
2) |SA'| = |k - |SA|
3) Ako je:

a) k> 0tocke A i A’ leZe na istom polupravcu odredenom tockom S,

b) k <0 tocke Ai A’ leZe na razli¢itim polupravcima odredenom tockom S .

Broj k naziva se koeficijent homotetije. ([8|])

Slika 1.12: Homotetija u prostoru



Poglavlje 2

Matrice

U 2. st. prije Krista, rjeSavajuci sustave linearnih jednadzbi, Kinezi su koeficijente sus-
tava zapisivali u tablicu brojeva te njenom transformacijom, koja u suvremenoj matematici
predstavlja transponiranu matricu sustava, rjeSavali sustav. Iako duze vrijeme matematicari
nisu tome pridavali preveliku pozornost, u 17. stoljecu pojavom determinanti pocCinje se
intenzivnije razvijati i pojam matrice. Sam naziv matrica prvi je 1850. godine koristio
engleski matematicar James Joseph Sylvester (1814. — 1897.), a za njihov je razvoj naj-
zasluzniji, takoder engleski matematicar, Arthur Cayley (1812. — 1895.) koji ih je prvi
apstraktno definirao, ali i opisao osnovne racunske operacije koje s njima moZemo provo-
diti. Iako su u samim pocecima razvoja matrice bile vezane isklju¢ivo uz rjeSavanje sus-
tava linearnih jednadZzbi, u suvremenom se svijetu njihova primjena nalazi puno Sire. Osim
koriStenja u matematici, danas se koriste u raunalnoj grafici, statistici, fizici, kriptografiji,
elektrotehnici, programiranju, ali i mnogim drugim podrucjima suvremene znanosti.

Dok su u visokoSkolskoj matematici matrice nezaobilazni dio sadrZaja s kojim se stu-
denti susrecu, u srednjoSkolskoj se matematici pojavljuju u programima za prirodoslovno-
matematicke gimnazije. Na taj nacin ucenici stjeCu predznanje koje ¢e im u buduénosti
omoguciti lakSe savladavanje gradiva linearne algebre. Po novom se kurikulumu gradivo
matrica obraduje u 2. razredu, a unutar kurikuluma matrice su obuhva¢ene domenom Bro-
jevi i domenom Algebra i funckije. Ucenici uce kako opisati matricu te navode primjere
matrica (nulmatrica, jedinicna matrica, kvadratna matrica, gornjetrokutasta i donjetroku-
tasta matrica) i odreduju inverznu matricu, ali i rjeSavaju jednostavne matri¢ne jednadzbe.
Budu¢i da su matrice usko vezane uz rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi s kojima se
ucenici prvi put susreéu u osmom, a potom i u prvom razredu srednje Skole, pojam matrice
mogao bi se uvesti i ranije.

13
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2.1 Osnovni pojmovi

U svakodnevnom se Zivotu podaci ne mogu dovoljno brzo interpretirati ukoliko nisu or-
ganizirani na neki sustavan nacin. Organizacijom podataka u pravokutnu tablicu, s ¢ime
su se ucenici susreli Cesto tijekom Skolovanja, dolazi se do pojma matrice i prije nego je
definiran na matematicki formalan nacin. Prilikom obrade nastavnih sadrZaja vezanih uz
matrice, prva je zadaca nastavnika, odabirom prikladnog motivacijskog zadatka, osvijestiti
ucenicima potrebu i smisao za uvodenjem pojma matrice. Primjer jednog takvog zadatka
imamo u nastavku.

Zadatak (ideja zadatka preuzeta iz [9]): Ucenici drugih razreda planiraju dvod-
nevni izlet. Zainteresirani su za dvije destinacije. Na natjeCaj su se prijavile tri agencije
Al, A21 A3 s po jednom ponudom cijena putovanja za destinacije D1 i D2 redom: A1l
1700 kn, 1800 kn; A2 1800 kn, 2000 kn; A3 1600 kn, 1900 kn.

a) Dane podatke organizirajte u tablicu.

b) Sto predstavljaju redci, a §to stupci u tvojoj matrici? Koliko imas redaka, a koliko
stupaca?

¢) Sto predstavlja podatak koji se u tvojoj tablici nalazi u prvom retku i drugom
stupcu?

d) MozZe i tvoja tablica biti organizirana na joS koji nacin? Ako da, koliko tada
imas redaka, a koliko stupaca?

Ovim se, vrlo jednostavnim zadatkom, intuitivnho spominju ¢injenice koje ¢e biti izu-
zetno bitne za matrice. Organizacijom podataka u pravokutnu tablicu, ucenici ¢e primijetiti
dva razliCita naCina organizacije tih podataka ¢ime se osvjeS€uje Cinjenica da je za daljnju
interpretaciju podataka bitno §to se nalazi u redcima, a Sto u stupcima njihove tablice.

Al A2 A3
D1 || 1700 | 1800 | 1600
D2 || 1800 | 2000 | 1900

Tablica 2.1: Organizacija podataka u tablicu u kojoj redci predstavljaju destinacije
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DI D2

Al | 1700 | 1800
A2 || 1800 | 2000
A3 || 1600 | 1900

Tablica 2.2: Organizacija podataka u tablicu u kojoj redci predstavljaju agencije

Sam motivacijski zadatak moZze biti 1 direktno vezan uz primjenu matrica unutar mate-
matike, tj. uz sustave linearnih jednadzbi. Npr. mozZe se traziti od uCenika da na temelju
nekog problemskog zadatka postave odgovarajuéi sustav linearnih jednadzbi i koeficijente
tog sustava organiziraju u tablicu. Nakon motivacijskog zadatka, u kojem ¢e ucenici pojam
matrice povezati s pravokutnom tablicom, pojam se matrice definira na formalan nacin, ali
definiraju se 1 osnovni pojmovi vezani uz matrice.

Definicija 2.1.1. Op¢i oblik matrice A tipa m X n sastavljene od m redaka i n stupaca je

aip - A
A=
Am1 -~ A
Elementi matrice a;j (i = 1,--- ,m; j = 1,--- ,n) oznacavaju se indeksima, gdje prvi in-

deks i oznacava broj retka, a drugi indeks j broj stupca u kojem se nalazi element. Element
matrice A na presjeku i-tog retka i j-tog stupca Cesto se oznacava i s (A);;.([9])

Definicija 2.1.2. Ako je broj redaka matrice m jednak broju stupaca n za matricu kaZemo
da je kvadratna matrica reda n ili kvadratna matrica n-tog reda. Opci oblik kvadratne
matrice reda n je

ay - A
A=
apl 0 App
Elementi ayy,a,- - -,a,, Cine glavnu dijagonalu, a elementi a,,,a,, 1, --,a,, sporednu

dijagonalu kvadratne matrice.([9]])

Definicija 2.1.3. Zbroj elemenata koji ¢ine glavnu dijagonalu matrice A nazivamo trag
matrice i oznacavamo s trA.([9])

Definicija 2.1.4. Za dvije matrice A = (ai j) iB= (bl- j) kazZemo da su jednake ako su istog
tipa i ako su im odgovarajuci elementi jednaki, odnosno ako vrijedi a;; = b;; za sve i, ].

(191)
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Definicija 2.1.5. Nulmatrica je matrica Ciji su svi elementi nule. Nulmatrice se oznacavaju
s O i mogu biti bilo kojeg tipa ili reda.([9])

Definicija 2.1.6. Dijagonalna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi izvan
glavne dijagonale 0, odnosno a;; = 0 za i # j.([9])

Definicija 2.1.7. Jedinicna matrica je dijagonalna matrica Ciji su elementi na glavnoj
dijagonali jednaki 1. Oznacava se s I (ili s E). ([/9])

Definicija 2.1.8. Gornjetrokutasta matrica je kvadratna matrica ¢iji su svi elementi ispod
glavne dijagonale jednaki nuli, odnosno a;; = 0 za i > j. ([9])

Definicija 2.1.9. Donjetrokutasta matrica je kvadratna matrica ¢iji su svi elementi iznad
glavne dijagonale jednaki nuli, odnosno a;; =0 za i < j. ([9)])

Definicija 2.1.10. Transponirana matrica matrice A je matrica AT za koju vrijedi (AT) =

(), za sve i, j. ([9]) !

Definicija 2.1.11. Matricu koja ima samo jedan redak nazivamo jednoredcana matrica
ili vektor-redak. Matricu koja ima samo jedan stupac nazivamo jednostupcana matrica
ili vektor-stupac. Matrice koje imaju samo jedan stupac ili samo jedan redak nazivamo
vektorima. ([9])

Iako su neki pojmovi vrlo intuitivni, od uenika je poZeljno traziti da za definirane
pojmove zapiSu nekoliko primjera u biljeZnice kako bi se provjerilo razumijevanje samih
definicija koje je itekako potrebno u daljnjoj obradi gradiva.

2.2 Operacije s matricama

Ve¢ od samih pocetaka ucenja matematike, ucenici s brojevima provode ratunske opera-
cije zbrajanja i oduzimanja te mnozenja i dijeljenja, a u kasnijem se Skolovanju susrecu
s potenciranjem 1 korjenovanjem. Opravdano se mogu pitati moZzemo li barem neke od
spomenutih racunskih operacija provoditi s matricama te ostaju li svojstva tih operacija i
dalje sacuvana.

Kad su u pitanju raCunske operacije s matricama, smatra se da su zbrajanje, odnosno
oduzimanje te mnoZenje matrice realnim brojem (skalarom) osnovne racunske operacije
koje se s njima mogu provoditi. Spomenute su operacije dosta intuitivne te uenicima nije
potrebno prezentirati gotov postupak kako se provode, ve¢ im omoguditi da ih samostalno
otkriju, kao 1 svojstva koja pritom vrijede. Samo mnoZenje matrica ipak je neSto sloZenije.

Zbrajanje matrica moZe se uvesti ve¢ na primjeru matrica tipa 2 X 2 pri ¢emu matrice
ne trebaju biti zadane eksplicitno. Ucenici na temelju zadatka iz stvarnog konteksta mogu
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samostalno organizirati podatke u matricu, a potom na temelju postavljenih pitanja donijeti
zakljuCak o tome mogu li se matrice zbrajati, po kojem pravilu te na Sto je potrebno paziti.
Primjer jednog takvog zadatka, iako na matrici tipa 2 X 3 (ili 3 X 2), imamo u nastavku.

Zadatak: Marko je u ponedjeljak kupio 1 kg banana, 2 sladoleda i1 3 paketa bom-
bona, a Sven 2 kg banana, 3 sladoleda i 2 paketa bombona. U utorak su obojica kupila
2 kg banana, 4 sladoleda i 2 paketa bombona.

a) U matrici P prikaZite podatke koliko su kojih proizvoda Marko i Sven kupili u
ponedjeljak.

b) U matrici U, organiziranoj na isti nacin kao 1 u 1) podzadatku, prikaZite podatke
koliko su kojih proizvoda Marko i Sven kupili u utorak.

¢) Sto oznacavaju stupci, a Sto redci u tvojim matricama?
d) Mogu li se podatci u matrici organizirati na jo$ neki nacin?

e) U matrici Z, organiziranoj na isti nacin kao u a) 1 b) podzadatku, prikaZite po-
datke koliko su kojih proizvoda kupili Marko i Sven oba dana

Mozete 1i povezati matrice P, U 1 Z?

Glavna ideja ovog zadatka je zbrajanju matrica dati smisao. Tako osmiSljenim zadat-
kom, ucenici ¢e primijetiti da podatke mogu organizirati na dva razlicita nac¢ina ovisno
o tome predstavljaju li im redci dane ili vrste kupljenih proizvoda. Iza toga se krije po-
jam koji su prethodno naucili, a to su transponirane matrice. 1z samog konteksta zadatka,
ucenici ¢e lako zakljuciti da se matrice mogu zbrajati i moci ¢e opisati postupak kako ih
zbrajati. Iako u tekstu prethodnog zadatka nije direktno postavljeno pitanje o tipu matrica
koje moZemo zbrajati, svakako isto treba prokomentirati prije same definicije zbrajanja te
ujedno i tip matrice koju dobijemo kao konacan rezultat.

Definicija 2.2.1. Neka su A = (ai j) iB= (bi j) matrice istog tipa. Zbroj matrica A i B je

matrica C = (c,- j) istoga tipa Cije elemente dobivamo zbrajanjem odgovarajucih elemenata
matrica A i B, odnosno c;j = a;; + b;j, za svaki i, j. Tada pisemo C = A + B.([9])

app - Ay by -+ by, ay+by -0 ap+byy,

Anl *° Amn bml e bmn a1 + bml Tt Qpp T bmn
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Oduzimanje matrica je takoder vrlo intuitivno 1 u€enici bi zakljucak o tome kako odu-
zimamo matrice, nakon $to su usvojili postupak zbrajanja, mogli donijeti i bez proucavanja
nekog konkretnog primjera, ali je prije toga potrebno definirati pojam suprotne matrice.

Definicija 2.2.2. Za matricu B kaZemo da je suprotna matrici A ako vrijedi A + B = O,
gdje je O nulmatrica istog tipa kao i matrice A i B. ([9])

Opravdanje za gornju definiciju je u ¢injenici da se ve¢ kod oduzimanja brojeva za-
kljucilo da je oduzimanje zapravo dodavanje suprotnog broja. Do istog se zakljucka dolazi
i kad su u pitanju matrice. Tek se sada moze definirati operacija oduzimanja matrica koja
se kasnije moZe povezati i s operacijom mnozZenja matrica realnim brojem.

Definicija 2.2.3. Oduzimanje dviju matrica A i B istog tipa svodi se na zbrajanje matrice
A sa suprotnom matricom od B. Vrijedi A — B = A + (—B). ([9])

Nakon dvije najosnovnije raCunske operacije dolazi se do mnoZenja matrica realnim
brojem, tj. skalarom. I u ovom je slucaju pozZeljno da ucenici samostalno zakljuce kako
mnoZiti matricu realnim brojem.

Definicija 2.2.4. Neka je a € R realan broj i A matrica. UmnoZak matrice A realnim
brojem « je matrica A, takva da vrijedi a (A);; = (aA);;. ([9])

ayp - 4 aay; - Q@dg,

Anl  *° Amn (04277 R 0 17 )

Sada se moze prokomentirati i smislenost definicije oduzimanja matrica. Naime, pri-
likom oduzimanja matrica A i B zbrajamo matricu A i matricu suprotnu matrici B koju
zapravo dobivamo na nacin da svaki element matrice B pomnozimo s —1. Iz toga za-
kljuCujemo da je oduzimanje matrica u skladu s definicijom mnoZenja matrica realnim
brojem.

Sljedeci bitan korak je prouciti koja svojstva vrijede prilikom zbrajanja i mnoZenja
matrica realnim brojem. Ucenici znaju koja svojstva vrijede prilikom zbrajanja i mnoZenja
realnih brojeva pa je za ocekivati da e pretpostaviti da bi ista mogla vrijediti i kod matrica.
Pri tome je poZeljno da ucenici samostalno istraze vrijede li ta svojstva.

Opcenito, ako su A, B i C matrice istog tipa te @, € R moZe se pokazati da vrijedi
sljedece (prema [9]):

e komutativnost zbrajanja: A+ B= B+ A,
e asocijativnost zbrajanja: A+ (B+C)=(A+ B) + C,

e neutralni element za zbrajanje je nulmatrica: O + A=A+ 0 =A,
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suprotni element za zbrajanje je suprotna matrica: A + (—A) = (-A) + A = O,

kvaziasocijativnost: (¢f8) A = a (BA),

distributivnost mnozZenja prema zbrajanju matrica: @ (A + B) = @A + aB,

distributivnost mnoZenja prema zbrajanju realnih brojeva: (o + f) A = @A + BA.

Nakon obrade osnovnih racunskih operacija koje moZemo raditi s matricama, dolazi se
do nesto kompleksnije operacije, a to je mnozenje dvije matrice. Iako je u udzbenicima,
koji sadrze dio gradiva o matricama, odmah opisan postupak kako se dvije matrice mnoze
ovdje Ce biti prezentiran zadatak ¢ijim rjeSavanjem ucenici, vodenim otkrivanjem, do za-
kljucka dolaze samostalno. Ucenici ¢e zasigurno pretpostaviti da bi se mnozenje dvije
matrice moglo definirati na nacin da se odgovarajuéi elementi pomnoze, $to naravno nije
tocno. Razlog zasto spomenuta ideja mnoZenja matrica ne vrijedi je veza matrica i linear-
nih operatora, tj. linearnih preslikavanja. O tome Ce viSe biti reCeno u idu¢em poglavlju
rada. Sada dajemo primjer zadatka u kojem ¢e ucenici naslutiti kako mnoziti matrice.

Zadatak:

a) Marko je kupio 3 kilograma banana Cija je cijena 10 kn/kg 1 2 kilograma manda-
rina po cijeni od 6 kn/kg.

1) Izracunajte koliko je novaca Marko potroSio i zapiSite racun.
2) Dane podatke organizirajte u matrice tako da one ne budu istog tipa.
3) Kojom bi raCunskom operacijom mogli povezati dobivene matrice tako da

se rezultat poklapa s iznosom koji je Marko potro$io?

b) Dane su matrice A i B. Odredite elemente matrice koja nastaje mnoZenjem tih
matrica.

1 =5] |1 -2 4

A.B:[3 2H4 3 5]:[ 3.542.4

1) Odredite tip matrice A, matrice B i matrice A - B.

2) Postoji li veza izmedu tipa matrice A, matrice B i matrice A - B ? RijeCima
opisite pravilnost koju ste uocili.

Navedenim Ce zadatkom ucenici osvijestiti nekoliko bitnih ¢injenica vezanih uz mnoZenje
matrica. lako je u a) dijelu gore navedenog zadatka konacan rezultat mnoZenja realan broj
(iznos koji je Marko potroSio) rezultat mnoZenja dvije matrice opéenito nije realan broj
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ve¢ matrica (b) podzadatak). Kao rezultat mnoZenja dobiva se matrica koja ima broj re-
daka jednak broju redaka prve matrice, a broj stupaca jednak broju stupaca druge matrice.
Matrice s tim svojstvom nazivaju se ulan¢ane matrice. Opcenito, mogu se mnoZiti samo
ulancane matrice. U suprotnom umnoZak nece biti definiran.

Definicija 2.2.5. UmnoZak matrice A = (a,- j) tipa m X n i matrice B = (B,- j) tipa n X p je
matrica AB tipa m X p cije elemente dobivamo:

n

(AB);; = ainbyj + apbyj + -+ + apb,; = Z aixby;.([9])
k=1

Slika 2.1: Slikovni prikaz mnoZenja matrica

Kao i ranije, i ovdje se mozZe istraZiti koja svojstva vrijede prilikom mnoZenja matrica.
Prva bitna Cinjenica koju ucenici trebaju uociti je da mnoZenje matrica nije komutativno,
ali isto tako da matrice ne zadovoljavaju neka uobicajena svojstva koja vrijede za realne
brojeve. Kao naprimjer:

e ako je umnozZak AB definiran, BA ne mora biti,
e jednakost AB = AC ne povlaci nuzno B = C
e ako je AB = 0, tada ne mora biti niti A = O niti B = 0.

Za sve gore navedeno moZe se traZiti od ucenika vlastiti primjer ¢ime e se uvjeriti
u istinitost tih tvrdnji. Opcenito, ako su A, B i C matrice te @ € R tako da su navedeni
produkti definirani vrijedi sljedece (prema [9]):

e asocijativnost matri¢nog mnoZzenja: A- (B-C)=(A-B)-C,
e distributivnost mnoZenja prema zbrajanju matrica: A (B + C) = AB + AC,
¢ neutralni element za mnoZenje je jedinicna matrica: [ -A =A -1 = A,

e (AB)" = BTAT.
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2.3 Matrice i sustavi linearnih jednadzbi

Sustavi linearnih jednadzbi primjenjuju se u mnogim podruc¢jima. Tijek dosadasnjeg Skolovanja
ucenici su se susreli s nekoliko metoda rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi medu ko-
jima su metoda supstitucije, metoda suprotnih koeficijenata, metoda komparacije, ali i
graficka metoda. Nakon definiranja pojma matrice i operacija koje s njima moZemo pro-
voditi, u€enike Zelimo upoznati s njthovom primjenom unutar matematike. Koristimo ih
upravo prilikom rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi i ta je primjena izuzetno korisna
kad su dani sustavi linearnih jednadZbi s puno nepoznanica. Tu se pojavljuje i pojam de-
terminante koji do sada nije spomenut, a zapravo je u povijesnom razvoju prethodio pojmu
matrice pa ¢emo se iz tog razloga osvrnuti i na njega. lako neki izvori spominju da su se
determinante koristile ve¢ u 4. st. pr. Kr., pravi razvoj dozivjele su tek u 17. st. kada su se
istovremeno pojavile u Japanu i Europi. Izraz determinanta 1801. godine prvi je upotrije-
bio poznati matemati¢ar Gauss (1777. — 1855.), a u suvremenom smislu prvi ga je koristio
Cauchy (1789. — 1857.). Sam pojam determinante veZe se uz realan broj koji se pridruZuje
kvadratnoj matrici i definiran je na induktivan nacin, tj. najprije definiramo determinantu
matrice prvog reda, a onda redom za vise redove.

Definicija 2.3.1. Determinanta matrice A = [ay1] prvog reda je realni broj definiran for-
mulom: det (A) = |ay1| = a11.([9])

Definicija 2.3.2. Determinanta matrice A = [a” le] drugog reda je realni broj definiran
2

ar

Sformulom: det (A) = an Zli = anaxy — anax ([9))

az

aip dpp a3
Definicija 2.3.3. Determinanta matrice A = (a1 ax a3 | treceg reda je realni broj defi-

asp dsx a4sz
niran formulom:

apy dpp daps
det(A) = |axy ax ax
asz; dzp asj

= a11a0a33 + 12023031 + Q1302103 — A31A22013 — A32023411 — A33a21a12.([9])

Ve¢ kod matrica treeg reda formulu nije jednostavno upamtiti, ali svakako to nije ni
cilj. Iz tog razloga koristi se Sarrusovo pravilo. Primjenjuje se na nacin da determinanti
dopiSemo prva dva stupca te zbrajamo umnoske elemenata glavne dijagonale i oduzimamo
umnoske elemenata sporedne dijagonale.
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Gy aiz/(,afa:jt,aq/,aéi
az1 G5 f,‘lz’s,fail Az = + + — Q31835043 — Q33023041 — Q33031013
31 O3z G33

Q39 Qg

Slika 2.2: Sarrusovo pravilo

Bududi da to pravilo vrijedi samo za raCunanje determinanti tre€eg reda potrebna je
efikasna metoda raCunanja determinantne za matrice viSeg reda. To je Laplaceov razvoj
determinante, po odredenom stupcu ili retku, pomocéu kojeg raCunanje determinante n-tog
reda svodimo na racunanje n determinanti n — 1-vog reda.

apy dpp daps
dzy azs

azp dsz

_6121 a
asz; as

D =|ay axn ax|=ay -

asz; dzp asj

Slika 2.3: Laplaceov razvoj determinante tre€eg reda po elementima prvog reda

Kako se u srednjoj Skoli ne rjeSavaju Cesto sustavi koji sadrze vise od tri nepoznanice,
Laplaceov razvoj determinanti viSeg reda nece se detaljnije komentirati.

Pojam determinante uveden je kako bi se sustav linearnih jednadZbi mogao rjeSavati jos
jednom metodom, metodom determinanti. Za to je potrebno taj sustav zapisati u matricnom
obliku. Opéenito, svakom sustavu linearnih jednadZbi mogu sr pridruZiti dvije matrice -
matrica sustava i proSirena matrica sustava.

Definicija 2.3.4. Matrica sustava je matrica koeficijenata koji se nalaze uz nepoznanice u
sustavu linearnih jednadzbi.([9])

Definicija 2.3.5. Prosirena matrica sustava je matrica sustava prosirena stupcem koefici-
Jjenata s desnih strana jednakosti.([9])

Zapis nekog sustava u proSirenoj matrici sustava bit e puno jednostavniji prikaz tog
sustava ako imamo velik broj jednadZzbi i nepoznanica. Svaki red matrice predstavljat ¢e
jednu jednadzbu sustava, a u pojedinom stupcu te matrice nalazit e se koeficijenti uz istu
nepoznanicu.

Na sljedeci se nacin mogu rjeSavati sustavi linearnih jednadzbi 2 X 2 metodom deter-
minanti. Ako imamo sustav dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice

aix+ by =c

ax+byy=c;
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mozZemo ga prikazati u obliku proSirene matrice sustava

ay b] Cq
&)

a by
na temelju koje su definirane sljedeée determinante:

c1 by
¢ b

Opcenito, moZe se pokazati da u tom slucaju vrijedi sljedece:

a, b
a, b,

a ¢

D = .
a

,Dx:

|,Dy B

e Ako je D # 0 tada pocetni sustav ima jedinstveno rjesenje x = %, y= %.

e Akoje D =01D, =D, =0 tada poCetni sustav ima beskonatno mnogo rjeSenja.

e Ako je D = 01 ako je barem jedna od determinantni D, i D, razliCita od nule tada
pocetni sustav nema rjesenja.

Na sasvim analogan nafin mogu se rjeSavati i1 sustavi tri linearne jednadZzbe s tri ne-
poznanice. Takav nacin rjeSavanja sustava, koriste¢i determinante, poznat je pod nazivom
Cramerova metoda rjeSavanja sustava. U nekim slucajevima sustav nece biti rjesiv meto-
dom determinanti (razlicit je broj jednadzbi i broj nepoznanica ili je determinanta sustava
jednaka nuli) ili ¢e ta metoda biti neprakti¢na za rjeSavanje. U takvim Ce se slucajevima ko-
ristiti Gauss-Jordanova metoda eliminacija kojom se pocetni sustav svodi na jednostavniji,
tj. ekvivalentan sustav Ciji ¢e skup rjeSenja biti isti. 1z tog ekvivalentnog sustava rjeSenje
¢e se moci odrediti na jednostavniji nacin. Opceniti sustav koji se sastoji od m linearnih
jednadzbi s n nepoznanica zapisuje se na sljedeci nacin:

anxy +apxy +---+agx, = bl

A1 X1 + Qpp Xy + + - + Ay Xy = bm

Rjesenje jednog takvog sustava je uredena n-torka (x, x5, - - - , x,,) Cijim se uvrstavanjem
u svih m jednadzbi dobivaju istinite jednakosti. Pitanje je kako do¢i do jednostavnijeg
sustava, tj. kako koristiti Gauss-Jordanovu metodu. Za pocetak razmotrimo koje se tran-
sformacije mogu raditi na sustavu jednadzbi, a da se pritom skup rjeSenja ne mijenja. Pri
svodenju sustava na ekvivalentan sustav (prema [9]) mogu se upotrebljavati sljedece ele-
mentarne transformacije jednadzbi sustava:

e zamjena poretka dviju jednadzbi,

e mnozenje jednadzbe sustava brojem razli¢itim od 0,
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e zbrajanje dvije jednadzbe sustava.

S navedenim su se transformacija ucenici ve¢ susreli, ali sada te transformacije Zelimo
povezati s prodirenom matricom sustava. Zelimo li gore spomenute elementarne transfor-
macije provoditi i na proSirenoj matrici sustava tada transformacije provodimo na redcima
te matrice 1 dopuStena je (prema [9]]):

e zamjena poretka dvaju redaka matrice,
e mnoZenje retka matrice brojem razli¢itim od 0,
e zbrajanje dvaju redaka matrice.

Tim transformacijama ¢e se proSirena matrica sustava svesti na matricu koja u svakom
retku sadrzi nule te jednu jedinicu ili samo nule. Iz takve matrice se lako ocCitaju rjeSenja
sustava.

I prije smo, samo proucavajuéi koeficijente pojedinog sustava, mogli reci nesto o nje-
govim rjeSenjima. Prou¢imo sada mozemo li reci neSto opcenito o rjeSenjima sustava ako
proucavamo njegovu proSirenu matricu. Opcenito, razlikujemo homogeni i nehomogeni
sustav linearnih jednadzbi i sama razlika proizlazi iz vrijednosti slobodnih koeficijenata.

Ako su svi slobodni koeficijenti sustava jednaki nuli, onda kazemo da je sustav ho-
mogen 1 takav e sustav uvijek imati rjeSenje. Ako nakon odredenog broja elementarnih
transformacija dobivamo jedini¢nu matricu, sustav ima jedinstveno nul-rjeSenje. Ali, sus-
tav moZe imati i netrivijalno rjeSenje. U tom slu€aju nakon provodenja odredenog broja
elementarnih transformacija dobivamo gornjetrokutastu matricu, tj. matricu koja sadrzi
nul-redak. Tada rjeSenje sustava ovisi o parametru, tj. sustav ima beskona¢no mnogo
rjesenja.

Ako u sustavu nisu svi slobodni koeficijenti jednaki nuli, pricamo o nehomogenom
sustavu. I u ovom slu¢aju imat ¢emo samo jedno rjeSenje ako nakon odredenog broja ele-
mentarnih transformacija dobivamo jedini¢nu matricu, a beskonatno mnogo rjesSenja ako
dobivamo gornjetrokutastu matricu. Razlika izmedu homogenih i nehomogenih sustava
je u tome $to nehomogeni sustav moZe ne imati rjeSenja. Sustav nece imati rjeSenja ako
nakon odredenog broja transformacija dobivamo nul-redak, ali u odgovarajuem retku u
posljednjem stupcu proSirene matrice imamo element razlicit od nule. Za ucenike u sred-
njoj Skoli ne¢emo ulaziti u daljnju razradu navedenih Cinjenica, ali nastavnik svakako treba
biti svjestan pozadine iz koje proizlaze ti zakljucci.



Poglavlje 3

Veza geometrijskih preslikavanja i
matrica

Nakon proucavanja geometrijskih preslikavanja u osnovnoj i srednjoj Skoli Zelimo osvijes-
titi ucenicima da izmedu njih i matrica postoji veza. Prelazimo na jednu visu razinu u kojoj
se zapravo joS viSe dotiCemo gradiva linearne algebre. Odnosno, Zelimo da ucenici matrice
primjenjuju, ne samo prilikom rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi, ve¢ i u drugim po-
dru¢jima matematike. Preslikavanja koja smo do sad spominjali moZemo objediniti pod
jo§ jednim imenom - linearna preslikavanja. Razlog tome leZi u ¢injenici da preslikavanja
s kojima su se ucenici do sad upoznali imaju jedno dodatno svojstvo, svojstvo linearnosti,
koje se do ovog trenutka nije posebno isticalo. Ono Sto u literaturi zapravo ¢eS¢e prona-
lazimo je pojam linearnog operatora koji predstavlja drugi naziv za linearna preslikavanja.
Kako bismo mogli izrec¢i vezu izmedu njih i matrica za pocetak ¢emo definirati linearno
preslikavanje odnosno pojam linearnog operatora.

Definicija 3.0.1. Preslikavanje f : V> — V? je linearno ako za sve skalare a, as i vektore
A, € V2 vrijedi:
flar + @) = i f (1) + aaf (72) .
1li, ekvivalentno:
fUi+m)=f01)+ 1),
fanrr) = ar f (7).

Linearno preslikavanje nazivamo jos imenom linearni operator. ([7)])

Ucenici znaju od ranlje daj L Je pr01zvoljna tocka T (x,y) ravnine Jednoznacno odredena
svojim radijvektorom 7 = OT = xi + y ] Pri tome su vektori i i J Jedlmcm vektori,

te su medusobno okomiti i ¢ine kanonsku bazu, tj. linearnom kombinacijom tih vek-
tora mozemo prikazati sve ostale vektore nekog vektorskog prostora. Buduci da ¢emo

25
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proucavati linearna preslikavanja u ravnini vrijedi da je i=(1,0),a f = (0, 1). Preslikavanje
koje to¢ki T (x,y) pridruzuje to¢ku 7’ (x’,y") moZemo shvatiti i kao linearno preslikavanje
f 1 V2 - V2 koje radijvektoru 7 pridruzuje radijvektor ¥ = f (r).

y
T(z,y)

=L
=
—_
H\
[
~

o
>

.

Slika 3.1: Linearno preslikavanje koje tocki 7 (x, y) pridruzuje tocku 77 (x’, y")

Sada to linearno preslikavanje Zelimo prikazati matricom. Elemente te matrice raCunamo
na nacin da odredimo kako to preslikavanje djeluje na vektorima kanonske baze. Prikaz
7 . . . 7 ? Y oy .
vektora f (f) u kanonskoj bazi dan je s f (?) = a,i + a,j $to odgovara matri¢nom prikazu

[Zl]. Analogno, vektor f (f) u kanonskoj bazi dan je s f (f) = bii + bzf Sto odgovara

2

matri¢nom prikazu [Zl] Iz navedenog sada mozemo zakljuciti da linearno preslikavanje
2

a, b

] . Uzmemo li bilo koji vektor
ay bz

f : V2 = V? moZzemo prikazati matricom A = [

P=xi+ yf', ¢iji je matri¢ni prikaz B], 1 primijenimo li na njega definiciju linearnog presli-
kavanja dobivamo:
£(#) = f(xi +y))
=/ () +2£ ()
= x(a1?+ azf) +y (b17+ bzf)
= (a1x+b1y) i+ (axx + byy) |

Ako pomnije prou¢imo zadnju jednakost moZemo primijetiti da bi mnoZenjem ma-
tricnog prikaza linearnog preslikavanja f matri¢nim prikazom vektora 7 dosli do istog za-
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kljucka, tj. da vrijedi:
AP = a; bi|lx _|ax+ by
a by||y axX + byy
Time smo zapravo pokazali da postoji matrica A takva da je A7 = f (7). MoZemo
dokazati i obrat, tj. da je svakom matricom A drugog reda definirano jedno linearno presli-

. .. . . v . - v . z
kavanje u ravnini koje vektoru 7 pridruzuje vektor »* = A7. Sada moZemo formalno izreci
vezu linearnog preslikavanja i matrice.

= (@ x+by) T+ (@x+byy) = £ (7).

Definicija 3.0.2. Svakom linearnom preslikavanju f : V> — V? odgovara matrica dru-
gog reda takva da je f(¥) = APN7? € V2. Stupci matrice A dobiju se tako da se odredi
djelovanje preslikavanja f na vektorima kanonske baze. ([7])

Spomenutu vezu izmedu linearnih preslikavanja i matrica sada mozemo prouditi i na
konkretnim primjerima. Preslikavanja koja smo spominjali, proucit ¢emo u koordinatnom
sustavu, te zakljuciti kako ih zapisati matri¢no. Dodatno, uvjerit ¢emo se da je svako od
tih preslikavanja linearno.

3.1 Matricni prikaz osne simetrije

Za pocetak prouimo osne simetrije s obzirom na osi koordinatnog sustava. Osnu simetriju
s obzirom na os apscisa oznacimo sa s,. Uzmemo li proizvoljnu to¢ku S (x, y) ravnine ona
¢e se osnom simetrijom s obzirom na os apscisa preslikati u to¢ku S’ (x, —y). Na temelju
toga zakljuCujemo da ¢e to preslikavanje radijvektoru tocke S (x,y) pridruziti vektor koji
je osnosimetrican tom vektoru s obzirom na os apscisa, tj. radijvektor tocke S’ (x, —y).

g

Slika 3.2: Osna simetrija tocke S (x,y) s obzirom na os apscisa
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Akos 7= xi+ yfoznaéil_r}o ra_)dijvektor tocke S (x,y), onda preslikavanje s, tom vektoru
pridruzuje vektor s; (7) = xi — yj. Po definiciji preslikavanje s, je za 7, 75 € V? linearno:
sy (@] + agr3) = s (Ch (X1?+ ylf) + @ (X2?+ yzf))
= 51 (@131 + 02x) T+ (aay1 + @2y2) )
= (@1 X1 + @2x2) T — (11 + @) |
= a1 (x17 = y1]) + @2 (02d = 1))
= a1 (1) + azs1 (1)

Ve¢ smo spomenuli da za odredivanje matrice tog preslikavanja trebamo odrediti kako to
preslikavanje djeluje na vektorima kanonske baze. U ovom slucaju dobivamo:

0 )=1=[o} n(=-7] 2]

¢ime smo odredili stupce matrice koja je pridruzena tom preslikavanju, tj. dobili smo ma-
. 1 0 . . . . .

tricu §; = 0o -1l Upravo je matrica S| matrica osne simetrije s;.

Pogledamo i osnu simetriju s, s obzirom na os ordinata na sasvim analogan nacin za-

kljuCujemo da je matrica osne simetrije s, matrica oblika S, = [_01 (1)] .

Slika 3.3: Osna simetrija tocke S (x,y) s obzirom na os ordinata

Osim osnih simetrija s obzirom na koordinatne osi proucit ¢e se i osne simetrije s
obzirom na pravce y = x1y = —x. Osnu simetriju obzirom na pravac y = x 0zna¢imo sa s3.
Uzmimo proizvoljnu to¢ku § (x, y) ravnine. Preslikavanje s3 ¢e radijvektoru tocke S (x,y)
pridruZiti vektor koji je osnosimetri¢an tom vektoru s obzirom na pravac y = x.



POGLAVLIJE 3. VEZA GEOMETRIJSKIH PRESLIKAVANJA I MATRICA 29

Slika 3.4: Osna simetrija tocke S (x,y) s obzirom na pravac y = x

To ée preslikavanje radijvektoru 7 = xi+yj tocke S (x, y) pridruZiti vektor s3 (7) = yi+x]
izar, € V? vrijedi:
s3 (7] + aai3) = 53 (011 (x1?+ ylf) + @, (xz7+ yzf))
=53 ((a’lxl + @) i + (@1y1 + @2y»2) f)
= (ay + 02)’2)?+ (1x) + 6Y2X2)7
=a (y1?+ xlf) + @, (y2?+ xzf)

=53 () + azs3 (2),

tj. preslikavanje s3 je linearno. Kako je s3 (f) = 7= [(1)], a s; (f) == [(1)] matrica

koja je pridruzena tom preslikavanju je matrica oblika S3 = [(1) (1)] . Analogno, mozemo

zakljuciti da osnu simetriju s, s obzirom na pravac y = —x mozZemo prikazati matricom

0 -1
| ]
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Slika 3.5: Osna simetrija tocke S (x,y) s obzirom na pravac y = —x

3.2 Matricni prikaz centralne simetrije

Nakon osne simetrije obradivala se centralna simetrija pa ¢emo ovdje prouciti centralnu
simetriju ¢ s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava. Uzmemo li proizvoljnu tocku
C (x,y) ravnine centralnom simetrijom ¢ s obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava ta ¢e
se tocka preslikati u tocku C’ (—x, —y).

L CEEEEEEEPEEEPEEE

Slika 3.6: Centralna simetrija tocke C (x, y) s obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava

Radijvektoru 7 = xi + yf tocke C (x,y) preslikavanje ¢ pridruzuje centralnosimetric¢an
. . oy . . . . ? ?
vektor s obzirom na ishodi$te koordinatnog sustava, tj. vrijedi () = —xi — yj. I u ovom
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slu¢aju iz definicije slijedi da je preslikavanje ¢ za 77, 7 € V? linearno:
clafl +axir) =c¢ (011 (x17+ ylf) + @ (x2?+ yzf))
=c ((Ollxl + @2x) [+ (@11 + a2ys) f)
= —(a1x; + azxz)?— (ay + 012}’2)]_')

= (—xlf— ylf) + (—le_')— )’2]7)

=aic () + axc ().

Kako je ¢ (i) = -7 = [_01], ac(j)=-j= [_01

je matrica oblika C = [_1 0 ] .

matrica koja je pridruZena tom preslikavanju

0 -1

3.3 Matricni prikaz rotacije

Sljedece preslikavanje koje ¢emo prouciti te odrediti matricu kojom je zadano je rotacija r
za zadani kut a oko ishodista koordinatnog sustava, tj. tocke O = (0,0). Tocka T = (x,y),
razlicita od tocke O, rotacijom oko ishodista preslikat ¢e se u tocku 7’ = (x’,y") pri Cemu
1e |OT| = |0T’|1 LTOT’" = a. Ve¢ smo spomenuli da ukoliko je zadani kut @ > 0 imamo
rotaciju u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu, a za @ < 0 rotaciju u smjeru
kazaljke na satu. Oznalimo s 6 kut koji radijvektor tocke T (x,y) zatvara s pozitivhim
dijelom osi apscisa.

Slika 3.7: Rotacija tocke T (x, y) oko ishodiSta koordinatnog sustava za kut @ > 0
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Primijetimo da za koordinate tocke 7" = (x, y) vrijedi:
x =1|0T| - cos @,

y =|0T]| - siné,

dok za koordinate tocke 7’ (x’,y’) vrijedi:
x' =|0T'|-cos (0 + a),

Yy =|0T’|-sin(0 + ).

Primjenom adicijskih formula za kosinus i sinus dobivamo:
X =|0T’|-cos (0 + a) =|0T’| - cosfcosa — |OT'| - sinfsina = xcos @ — ysin a,

y =|0T’|-sin(6 + @) = |OT’| - sinfcos a + |OT’| - cos @sina = ycosa + xsina.

Iz navedenog zaklju¢ujemo da preslikavanje r radijvektoru # = xi + yf tocke T (x,y) pri-
druzuje vektor r (f) = (xcosa—ysina)i+ (ycosa + xsina) j. I ovdje lako pokaZzemo da

je za f], > € V? preslikavanje linearno:
N Y 2 7 ird 7
r(altl + Q’ztz) = r(al (xll + ylf) + ay (le + yzf))
= "((011X1 +arx) i+ (apy; + 042)’2)})
= ((a1x1 + azx2) cos a — (a1y; + azys) sin @) i+
((a1y1 + axy2) cosa + (a1 x; + @z2xy) sin a/)f
. rd . 7
= ((x1 cosa —y;sina@)i+ (y; cosa + x; sma)f) +
. ird . 7
s ((xz cosa — y,sina)i+ (y, cosa + x; sin @) f)
= ozlr(t_f) + Clzr(t_z))

.. . 7 2 . 2. 7 . ? ?
Kako za vektore kanonske baze vrijedi r (7) =cosa-i+sina-jir (f) = —sina-i+cosa-j
cosa —sina

slijedi da je matrica tog preslikavanja dana s R = [ .
sina  cosa

] . Tu matricu nazivamo

matrica rotacije.
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3.4 Matricni prikaz homotetije
Prou¢imo homotetiju h kojoj je srediste u ishodistu koordinatnog sustava, a koeficijent k

Joj je pozitivan. Ta ¢e homotetija proizvoljnu tocku H (x,y) preslikati u tocku H’ (kx, ky)
koja lezi na polupravcu OH.

H'(kx, ky)

o
(2

Slika 3.8: Homotetija tocke H (x,y) s centrom u ishodiStu za k > 0

Homotetija & Ce radijvektor 7 = xi + yftoéke H (x,y) preslikati u radijvektor
= kxi + kyj tocke H’ (kx, ky) pri ¢emu za 77, 75 € V? vrijedi:

-
/

r

h(a/1 + api3) = h (al (xll_')+ ylf) + @, (x2?+ yzf))
=h ((aflx1 +@2x2) 1+ (@yy) + @2y2) f)
= k(@ix) + @x) i+ k(ay) + @) |
= (kx1?+ kylf) + ay (kx2?+ kyzf)
= ah(f) + axh(r3)

pa je i ovo preslikavanje linearno. Buduci da je h (f) = ki = [S] 1h (f) = kf: [2] slijedi da
k 0]

je matrica preslikavanja h dana s H = [O 1
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3.5 Kompozicija linearnih preslikavanja

Linearnim preslikavanjima smo u prethodnom dijelu pridruZzivali matrice koje ih odreduju,
a sada zelimo istraziti mozZe li se kompoziciji linearnih preslikavanja takoder pridruziti
matrica. Za pocetak proucimo proizvoljna linearna preslikavanja f i g pri Cemu je pres-

bu b12]
by byn|

app ap

likavanju f pridruZzena matrica A =
ay dn

], a preslikavanju g matrica B =
Uocimo da vrijedi:
(f o g)(airi + @2r3) = f(g(airi + @2r3))
= f(a1g (1) + axg (1))
= f(a1g (7)) + f (a2 (12))
= a1 (f (g (M) + a2 (f (g (7))
= a1 (fog) () +ax(fog)(r),

tj. kompozicija f o g je ponovno linearno preslikavanje. Oznac¢imo tu kompoziciju s & te
njoj pridruZenu matricu s C = (ci j). Da bismo odredili elemente te matrice potrebno je
odrediti djelovanje kompozicije & na vektorima kanonske baze. Vrijedi sljedece:

h(0) = o) (i) = £(s(9)
= f(b11?+ b21J7)
= bllf(?) + bZIf(j)
= by (61111_')"' 6121}) + by (61127+ azzf)
= (anbn + a12b21)?+ (aaib + a22b21)7

2 e
=cnl+ ey,

h(3)= e (i) = £(s(7))
= f(b12?+ bzzf)
=bnnf (7) +bnf (j)
= b (Cllll_')‘l‘ Clzlf) + b (61121_')"‘ dzzf)
= (anbnn + a12b22)?+ (a21b12 + axnbar) f
= 012?+ 022]_)-

Iz navedenog slijedi da su elementi matrice C oblika ¢;; = bjja,; + bpasj za i, j = 1,2.
U prethodnom smo poglavlju proucili ratunske operacije s matricama 1 na temelju toga
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mozZemo primijetiti da matricu C zapravo dobivamo mnoZenjem matrice A matricom B.
Odnosno, kompoziciji linearnih preslikavanja fog odgovara matrica koja je jednaka umnosku
matrica pojedinih linearnih preslikavanja (u istom poretku), tj. C = AB.

Osnoj simetriji s obzirom na os apscisa, oznacenoj sa sy, pridruzili smo matricu

1 0 . . . ‘. e
S = [O _1] dok smo osnoj simetriji s obzirom na os ordinata, oznacenoj sa s, pridruzili
-1
0

kompoziciji s; o s5:

0 . . . ) . . .
1]. MnozZenjem matrica S| i S, dobit ¢emo matricu koja odgovara

b Ao =l A

Uocimo da je rezultat mnoZenja matrica koja je pridruZena centralnoj simetriji ¢ s obzirom
na ishodiste koordinatnog sustava. U prvom je poglavlju spomenuto da je centralna sime-
trija kompozicija dviju osnih simetrija kojima su osi okomite, a sada se to isto potvrdilo i
promatranjem matri¢nog prikaza tih preslikavanja.

Promotrimo i kompoziciju dvije rotacije u ravnini oko ishodiSta koordinatnog sustava.
Oznacimo s r; rotaciju za kut «, a s r, rotaciju za kut 8. Tada je oCito kompozicija tih
rotacija jednaka rotaciji za kut @ + 5. Kako svakoj rotaciji mozemo pridruZiti matricu

cosa —sina cosf - sinﬂ]
sin@ cosa sin cospf
matricu rotacije ,. MnoZenjem matrica A i B dobivamo matricu koja odgovara kompoziciji
ry o rp:

matricu S, = [

rotacije ozna¢imo s A = matricu rotacije r;, a s B = [

cosa —sina| [cosf —sinf| |cosacosf —sinasinf —cosasinf —sinacosf
sina  cosa sinB cosB | |sinacosB+cosasinf —sinasinf+ cosacosB|’

Ve¢ je komentirano da je kompozicija r; o r, jednaka rotaciji za kut o + S Cija je pripadna
cos(a+pB) —sin(a+ /)
sin(a+B) cos(a+p)
smo dobili mnoZenjem, ovime smo zapravo izveli adicijske teoreme za trigonometrijske
funkcije.

matrica [ . Bududi da ta matrica treba biti jednaka matrici koju




Poglavlje 4

AKtivnosti

U ovom ¢e se poglavlju dati pregled nekoliko aktivnosti koje nastavnici mogu provoditi
prilikom obrade do sad spomenutih nastavnih sadrzaja. Prva aktivnost je namijenjena po-
navljanju naucenih sadrZaja o sustavima linearnih jednadzbi, matri¢cnom prikazu sustava te
nacinu rjeSavanja sustava Gauss-Jordanovom metodom. Nakon toga je dan niz aktivnosti
pomocu kojih ¢e ucenici, koristeci program dinamicke geometrije, vizualizirati geometrij-
ska preslikavanja 1 istrazivati njihova svojstva.

4.1 AKktivnost 1.: RjeSavanje sustava linearnih jednadzbi
Gauss-Jordanovom metodom

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e primjeniti Gauss-Jordanovu metodu za rjeSavanje sustava line-
arnih jednadZzbi.

Nastavni oblik: individualni rad.
Nastavna metoda: problemska nastava.

Potreban materijal: nastavni listic.

36
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Nastavni listi¢:

RJESAVANJE SUSTAVA LINEARNIH JEDNADZBI GAUSS-JORDANOVOM
METODOM

Zadatak ([11]):Pretpostavimo da gospodarstvo ima Cetiri sektora: poljoprivreda, ener-
getika, industrija 1 promet. Svaki sektor dio svojih resursa prodaje ostalim sektorima,
a ostatak zadrZava za sebe.

e Sektor poljoprivrede koristi 30% resursa sektora energetike, 30% resursa sektora
industrije, 20% resursa prometa i 65% vlastitih resursa.

o Sektor energetike koristi 10% resursa sektora poljoprivrede, 15% resursa sektora
industrije, 10% resursa prometa i 10% vlastitih resursa.

e Sektor industrije koristi 25% resursa sektora poljoprivrede, 35% resursa sektora
industrije, 30% resursa prometa i 15% vlastitih resursa.

e Sektor prometa koristi 25% resursa sektora energetike, 40% resursa sektora in-
dustrije 1 40% vlastitih resursa.

Ukupne prihode sektora ozna¢imo redom s xy, xp, X3 1 X4.
a) Koliko iznose ukupni troskovi svakog sektora?

b) Odredite ukupne prihode takve da su troSkovi svakog sektora jednaki njegovim
prihodima. MozZete li komentirati rjeSenja sustava prije nego ga rijeSite? RijeSite
sustav Gauss-Jordanovom metodom.

¢) Koliko rjeSenja ima sustav? Interpretirajte dobiveno rjesSenje.

d) Neka su ukupni prihodi sektora prometa 100 milijuna eura. Odredite prihode
ostalih sektora.

Detaljan tijek aktivnosti:

Nastavnik svakome od ucenika dijeli nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici samostalno
rjeSavaju dane zadatke, a potom diskutiraju rjeSenja s nastavnikom.

Osim postavljanja sustava 1 rjeSavanja istog koriste¢i Gauss-Jordanovu metodu ucenici ¢e
na ovaj nacin vidjeti primjer iz stvarnog Zivota u kojem se prirodno pojavljaje sustav line-
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arnih jednadZzbi s beskonacno mnogo rjeSenja. UCenici za pocetak trebaju izraziti trosSkove
svakog od sektora i dobivaju da su:

e troskovi poljoprivrede: 0.3x; + 0.3x3 + 0.2x4 + 0.65x; ,
o troSkovi energetike: 0.1x; + 0.15x3 + 0.1x4 + 0.1x, ,

o troSkovi industrije: 0.25x; + 0.35x; + 0.3x4 + 0.15x3 ,
e troSkovi prometa: 0.25x; + 0.4x3 + 0.4xy4 .

Kako bi odredili ukupne prihode za koje ¢e troskovi svakog sektora biti jednaki njegovim
prihodima ucenici zapisuju sustav jednadzbi:

0.65x; + 0.3x7 + 0.3x3 + 0.2x4 = x;
0.1x; +0.1x, + 0.15x3 + 0.1x4 = x»
0.25x; +0.35x) + 0.15x3 + 0.3x4 = x3
0.25x5 + 0.4x3 + 0.4x4 = x4

2

Ciji je op€i zapis:

0.35x; —0.3x, —03x3—02x, =0

0.1x; —0.9x, + 0.15x3 + 0.1x4, = 0

0.25x7 +0.35x, — 0.85x3 + 0.3x, =0

0.25x; + 0.4x3 — 0.6x4 =0
Promatrajuéi opéi zapis sustava ucenici mogu prepoznati da je rije€ o homogenom sustavu
i zakljuciti da rjeSenje sustava sigurno postoji. Buduci da sustav trebaju rijeSiti Gauss-

Jordanovom metodom, za pocetak trebaju zapisati proSirenu matricu sustava, a nakon toga
dopusStenim elementarnim transformacijama rijeSiti dobiveni sustav.

035 -03 -03 -0.2
0.1 -09 0.15 0.1

025 035 -085 0.3
0 025 04 -06

[0.1 -09 0.15 0.1

0 025 04 -06
025 035 -085 0.3
035 -03 -03 -0.2

o o o O
===

[ 1 -9 1.5 1
0 1 1.6 -24

025 035 -085 03

1035 -03 -03 -0.2

o o o O
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[1 -9 1.5 1 |0
0 1 1.6 -241|0
“lo 104 -49 02 |0
o 2 -2 4o
[1 0 159 -20.6|0
01 1.6 -2410
Tlo o~ e g
0 0 —% % 0
[1 0 159 -2061|0
01 16 -2410
“lo o _ss | g
359
oo -2 10
0 01 —% 0
0 00 0 |0
Iz posljednje matrice ucenici zakljuuju da je rjeSenje sustava: x; = 12xy, x, = =Xy
1x3 = %M. Konacno rjeSenje moze se zapisati 1 u decimalnom obliku (zaokruZeno na

dvije decimale). Tada je x; = 2.03x4, x, = 0.53x4 1 x3 = 1.17x4. Odnosno, sustav ima
beskonacno mnogo rjeSenja koja ovise o ukupnim prihodima sektora prometa. Koristeci
tu ¢injenicu ucenici Ce rijesiti posljednji dio zadatka. Ako su ukupni sektora prometa 100
milijuna eura tada su prihodi sektora poljoprivrede 203 milijuna eura, sektora energetike
53 milijuna eura, a sektora industrije 117 milijuna eura.
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4.2 Aktivnost 2.: Osna simetrija

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e koristeéi tehnologiju istraziti i opisati svojstva osne simetrije,
dokazati da je osna simetrija izometrija te crtati osnosimetri¢ne tocke i odrediti njihove
koordinate.

Nastavni oblik: individualni rad.

Nastavna metoda: problemska nastava.

Potreban materijal: nastavni listi¢, program dinamicne geometrije GeoGebra.

Nastavni listi¢:

OSNA SIMETRIJA

Neka je u ravnini zadan pravac s. Preslikavanje o koje svakoj tocki T ravnine pri-
druZuje tocku 7" takvu da je pravac s simetrala duzine 77’ naziva se osna simetrija
s obzirom na pravac s.

Zadatak 1.:

e Zadajte tocku A; na osi apscisa, tocku By u Cetvrtom kvadrantu i to¢ku C; u
prvom kvadrantu.

e Konstruirajte tocke A}, B} i C’ koje su osnosimetriCne tockama Ay, B; i C; s
obzirom na os apscisa.

e Odredite koordinate toCaka Ay, B; i C; te toCaka A’, B/ i C|. Usporedite ih. Sto
uocavate?

e QOdaberite proizvoljnu to¢ku 7" u ravnini i njoj osnosimetri¢nu toc¢ku 7’ s obzirom
na os apscisa. Mijenjajte polozaj tocke 7. Vrijedi li i dalje svojstvo koje ste
uocili u prethodnom podzadatku? Opcenito, vrijedi li to svojstvo za sve tocke u
ravnini?

e ZapiSite osnu simetriju s obzirom na os apscisa pomocu koordinata.
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e Konstruirajte duzine A; By, B,C; 1 A|C te duZine A B}, B|C] i A|C]. Odredite
duljine tih duZina. Sto uocavate? Mijenjate poloZaj tocaka A, By i C|? Vrijedi
11 1 dalje svojstvo koje ste uocili? Dokazite!

e Sto je slika trokuta A, B;C, pri toj osnoj simetriji? U kakvom su odnosu trokut
A B,C; injegova slika? MoZete li poopditi svoj zaklju€ak na bilo koji mnogokut?

Zadatak 2.: Otvorite novi dokument. Zadajte tocku A, na osi ordinata, tocku B, u
prvom kvadrantu te tocku C, u drugom kvadrantu. Konstruirajte tocke A}, B} i C), koje
su osnosimetri¢ne to¢kama A,, B, 1 C, s obzirom na os ordinata. Provedite postupak
opisan u prvom zadatku. Dolazite 1i do istih zalju¢aka? ZapiSite osnu simetriju s
obzirom na os ordinata pomocu koordinata.

Zadatak 3.: Otvorite novi dokument. Nacrtajte pravac y = x. Zadajte tocke Az, B;
1 C3 koje ne leZe na pravcu y = x te konstruirajte tocke A%, B} i C koje su osnosi-
metri¢ne toCkama Aj, B3 1 C3 s obzirom na taj pravac. Provedite postupak opisan u
prvom zadatku. Dolazite li do istih zalju¢aka? Sto taj pravac predstavlja u koordi-
natnom sustavu. ZapiSite osnu simetriju s obzirom na pravac y = x pomocu koordinata.

Zadatak 4.: Otvorite novi dokument. Nacrtajte pravac y = —x. Zadajte tocke Ay,
B, 1 C4 koje ne leze na praveu y = —x te konstruirajte tocke A}, B} i C; koje su
osnosimetri¢ne tockama A4, B, i C4 s obzirom na taj pravac. Provedite postupak
opisan u prvom zadatku. Dolazite li do istih zalju¢aka? Sto taj pravac predstavlja u
koordinatnom sustavu. ZapiSite osnu simetriju s obzirom na pravac y = —x pomocu
koordinata.

Zadatak 5.: Otvorite novi dokument. Nacrtajte kruZnicu te ju preslikajte osnom sime-
trijom s obzirom na os apscisa, os ordinata, pravac y = x i pravac y = —x. Mijenjajte
poloZaj kruznice. Sto zakljuCujete?

Detaljan tijek aktivnosti:

Nastavnik svakome od ucenika dijeli nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici samostalno
rjeSavaju dane zadatke, a potom diskutiraju rjeSenja s nastavnikom.

Ucenici e rjeSavanjem prvog zadatka uociti da se osnom simetrijom s obzirom na os aps-
cisa svaka tocka T (x,y) preslikava se u tocku 7" (x, —y), a ako tocka leZi na osi apscisa, tj.
na osi simetrije, tada se preslikava sama u sebe.

Nadalje, uocit ¢e da se osnom simetrijom s obzirom na bilo koju os simetrije duZina pres-
likava u duZinu iste duljine, tj. da je osna simetrija izometrija:



POGLAVLIJE 4. AKTIVNOSTI 42

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu tocku S koja pripada pravcu s. Vrijedi da je |AC| = |[A'C| 1
/SCA = /S CA’, akako je S C zajednicka stranica zakljuéujemo da su trokuti SCA i S CA’
sukladni. Iz toga slijedi da je |SA| = |[SA’| 1 ZCSA = Z/CSA’. Analogno, vrijedi da je
ISB| = |[SB’|1/4DSB = /DS B’ jer su trokuti S DB i S DB’ sukladni. Sada iz navedenog
slijedi zakljucak da su trokuti AS B1 A’S B’ sukladni, tj. vrijedi |AB| = |A’B’|. O

Slika 4.1: Osna simetrija je izometrija

Osim toga, zakljucit ¢e da se osnom simetrijom trokut preslikava u njemu sukladan trokut, a
mnogokut u njemu sukladan mnogokut. Do sasvim analognih zalju¢aka dolaze i u ostalim
zadacima. U svakom ¢e zadatku promatrati i koordinatni zapis danog preslikavanja pri
¢emu Ce zakljuciti sljedece:

e osnom simetrijom s obzirom na os ordinata svaka to¢ka 7T (x, y) preslikava se u to¢ku
T" (=x,y),

e osnom simetrijom s obzirom na simetralu prvog i treeg kvadranta, tj. s obzirom na
pravac y = x svaka toCka T (x,y) preslikava se u tocku 77 (y, x)),

e osnom simetrijom s obzirom na simetralu drugog i etvrtog kvadranta, tj. s obzirom
na pravac y = —x svaka tocka T (x,y) preslikava se u tocku 7’ (—y, —x)),

RjeSavajuéi posljednji zadatak ucenici zakljuCuju da osna simetrija preslikava kruznicu u
kruznicu istog radijusa.
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4.3 Aktivnost 3.: Centralna simetrija

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e koristeCi tehnologiju istraziti i opisati svojstva centralne si-
metrije, dokazati da je centralna simetrija izometrija te crtati centralnosimetri¢ne tocke i
odrediti njihove koordinate.

Nastavni oblik: individualni rad.

Nastavna metoda: problemska nastava.

Potreban materijal: nastavni listi¢, program dinamicne geometrije GeoGebra.

Nastavni listi¢:

CENTRALNA SIMETRIJA

Neka je tadana tocke O. Preslikavanje ¢ koje svakoj toCki 7 ravnine pridruzuje
tocku 7’ takvu da je O poloviste duZine 77’ naziva se centralna simetrija s obzi-
rom na to¢ku O.

Zadatak 1.:
e Zadajte tocku Oitocke A, Bi C.

o Konstruirajte tocke A’, B’ i C’ koje su centralnosimetri¢ne tocke tockama A, B i
C s obzirom na tocku O.

e Odredite duljine duZina AB, BC i AC te duljine duZina A’B’, B'C’ i A’C’. Mije-
njajte polozaj tocaka A, B i C.Vrijedi li i dalje svojstvo koje ste uocili? Dokazite!

e Sto je slika trokuta ABC pri toj centralnoj simetriji? U kakvom su odnosu trokut
ABC 1njegova slika? Mozete li poop€iti svoj zaklju€ak na bilo koji mnogokut?

Zadatak 2.: Otvorite novi dokument. Neka su tocke A, B i C proizvoljne toc¢ke ravnine.
Konstruirajte tocke A’, B’ i C’ koje su centralnosimetri¢ne tocke tockama A, Bi C
s obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava. Mijenjajte polozaj tocaka A, B 1 C te
usporedite njihove koordinate s koordinatama to¢aka A’, B i C’. Sto uo¢avate? Zapisite
centralnu simetriju s obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava pomoc¢u koordinata.
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Detaljan tijek aktivnosti:

Nastavnik svakome od ucenika dijeli nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici samostalno
rjeSavaju dane zadatke, a potom diskutiraju rjeSenja s nastavnikom.

Ucenici Ce rjeSavanjem prvog zadatka uociti da se centralnom simetrijom duZzina preslikava
u njoj paralelnu duzinu iste duljine, tj. da je centralna simetrija izometrija:

Dokaz. Vrijedi da je OA = OA’, OB = OB’ i LAOB = (A’OB’. Iz toga zakljuCujemo
da su trokuti AOB 1 A’OB’ sukladni pa slijedi da je AB = A’B’. Takoder, slijedi 1 da je
LABO = /A’B’O pa su duZine AB 1 A’ B’ medusobno paralelne. O

Slika 4.2: Centralna simetrija je izometrija

Osim toga, zakljucit ¢e da se centralnom simetrijom trokut preslikava u njemu sukladan
trokut, a mnogokut u njemu sukladan mnogokut. RjeSavajuci drugi zadatak uocit ¢e da
se centralnom simetrijom s obzirom na ishodiSte svaka to¢ka T (x,y) preslikava u tocku

T (—)C, —)’)
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4.4 Aktivnost 4.: Translacija

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e koristeci tehnologiju istraziti i opisati svojstva translacije, do-
kazati da je translacija izometrija i odrediti koordinate translatiranih to¢aka.

Nastavni oblik: individualni rad.
Nastavna metoda: problemska nastava.
Potreban materijal: nastavni listi¢, program dinami¢ne geometrije GeoGebra.

Nastavni listi¢:

TRANSLACIJA

Neka je u ravnini zadan d. Preslikavanje ¢ koje svakoj tocki T ravnine pridruzuje

. . ﬁ . o0
toCku T’ sa svojstvom da je TT’ = d naziva se translacija za vektor d.

Zadatak 1.:

e Nacrtajte tocke A 1 B te zadajte vektor ﬁ’/ Konstruirajte tocke A" 1 B" koje
—
nastaju translacijom to¢aka A 1 B za vektor UV.

e Odredite duljinu duZine AB i duljinu duZine A’B’. Sto uotavate? Mijenjajte
polozaj tocaka A i B. Vrijedi li i dalje svojstvo koje ste uocili? Dokazite!

Zadatak 2.: Otvorite novi dokument. Definirajte tocke U(0, 0) i V(0, 3). Neka su tocke
A 1 B proizvoljne tocke ravnine. Konstruirajte tocke A’ 1 B’ koje su nastale translacijom
tocka A 1 B za vektor W/ Mijenjajte vektor translacije 1 polozaj tocaka A 1 B te
usporedite njihove koordinate s koordinatama to¢aka A’ i B’. Sto uotavate? ZapiSite
translaciju pomocu koordinata.

Detaljan tijek aktivnosti:
Nastavnik svakome od ucenika dijeli nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici samostalno
rjeSavaju dane zadatke, a potom diskutiraju rjeSenja s nastavnikom.
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el .. — .. — . N~
Ucenici €e uociti da se duZina AB translacijom za vektor UV preslikava u duZinu A’B’ pri
¢emu su te duZine jednakih duljina. Opcenito, zakljucit ¢e da se duZzina preslikava u njoj
paralelnu duzinu te ¢e dokazati da je translacija izometrija:

_ D D = = — >
Dokaz. Vrijedidaje UV = AA’ = BB'1AB+ BB’ + B'A" + A’A = 0 iz Cega slijedi:

—_ =

_— — o
AB+UV+BA -UV=0,

— —
AB = —B'A’,
— =
AB=A'B'.
Odnosno, slijedi da je |AB| = |A’B|. O
V4
/ B
U
£

Slika 4.3: Translacija je izometrija

RjeSavajuci drugi zadatak ucenici €e zakljuciti da se translacijom za vektor UV svaka tocka
T (x,y) preslikava u tocku T’ (x + xy — xy, y + Yy — Yu).
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4.5 Aktivnost 5.: Rotacija

Cilj aktivnosti: uCenici Ce koriste¢i tehnologiju istraZiti i opisati svojstva rotacije te doka-
zati da je rotacija izometrija.

Nastavni oblik: individualni rad.
Nastavna metoda: problemska nastava.
Potreban materijal: nastavni listi¢, program dinami¢ne geometrije GeoGebra.

Nastavni listi¢:

ROTACIJA

Neka je u ravnini zadana tocka O i kut veli¢ine . Preslikavanje r koje svakoj tocki
T ravnine pridruzuje tocku 7T’ takvu da je £/TOT’ = a1 |OT| = |OT’| naziva se
rotacija oko tocke O za kut a. Tocka O naziva se srediste (centar) rotacije, a kut «
kut rotacije.

Zadatak:

e Nacrtajte tocke A i1 B te zadajte centar rotacije O i kut rotacije . Konstruirajte
tocke A’ 1 B’ koje nastaju rotacijom tocaka A 1 B oko tocke O za kut .

e Odredite duljinu duZine AB i duljinu duZine A’B’. Sto uolavate? Vrijedi li isto
svojstvo ako mijenjate poloZaj to¢aka A i B? Dokazite!

e Vrijede li ista svojstva ako radite rotaciju u suprotnom smjeru? A ako mijenjate
veli¢inu kuta a?

Uputa: Kako rotirati u GeoGebri?

U skupini alata Transformacijski alati odaberite alat Rotacija oko tocke. Rotaciju vrSite
odabirom objekta kojega Zelite rotirati i odabirom tocke oko koje vrSite rotaciju. U
dijaloski okvir upisujete velic¢inu kuta.
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Detaljan tijek aktivnosti:

Nastavnik svakome od ucenika dijeli nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici samostalno
rjeSavaju dane zadatke, a potom diskutiraju rjeSenja s nastavnikom.

Ucenici ée uoditi da se duZina AB rotacijom oko tocke O za kut @ preslikava u duZinu A’B’
pri ¢emu su te duzine jednakih duljina. Opcenito, zakljucit ¢e da se duZina preslikava u
duzinu te ¢e dokazati da je rotacija izometrija:

Dokaz. Vrijedi da je |OA| = |OA’|, |OB| = |OB’| i LAOB = o — /BOA’ = /A’OB’. 1z toga
zakljuCujemo da su trokuti AOB i A’OB’ sukladni i slijedi da je |AB| = |A’B’| O

Slika 4.4: Rotacija je izometrija
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4.6 AKktivnost 6.: Kompozicija osnih simetrija

Cilj aktivnosti: ucCenici e koriste¢i tehnologiju istraZiti Sto sve moze biti kompozicija
dvije osne simetrije.

Nastavni oblik: individualni rad.
Nastavna metoda: problemska nastava.
Potreban materijal: nastavni listi¢, program dinami¢ne geometrije GeoGebra.

Nastavni listi¢:

KOMPOZICIJA OSNIH SIMETRIJA

1.dio:
e Nacrtajte trokut ABC i pravac p koji ne sijece stranice tog trokuta.

e Konstruirajte trokut A’B’'C’ koji je osnosimetri¢an trokutu ABC s obzirom na
pravac p.

e Nacrtajte pravac g koji je paralelan s pravcem p tako da trokut A’ B’C’ lezi izmedu
ta dva pravca.

o Konstruirajte trokut A” B”C"” koji je osnosimetri¢an trokutu A’B’C’ s obzirom na
pravac g.

e Odredite duljine duzina AA”, BB” 1 CC” te udaljenost izmedu pravaca p 1 q.
Postoji li veza izmedu te dvije duljine?

e Postoji li izometrija koja preslikava trokut ABC u trokut A” B”C""?

e Sto je kompozicija dvije osne simetrije kojima su osi paralelne?

e Otvorite novi dokument i nacrtajte trokut ABC te pravac p koji ne sijeCe stranice
tog trokuta.

e Konstruirajte trokut A’B’C’ koji je osnosimetrican trokutu ABC s obzirom na
pravac p.
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e Nacrtajte pravac g koji je okomit na pravac p. Tocku presjeka oznacite s O.

o Konstruirajte trokut A” B”C” koji je osnosimetrican trokutu A’B’C’ s obzirom na
pravac q.

e Konstruirajte duzine AA”, BB” i CC”. Sto uolavate?

e Odredite duljine duZina AO i OA’ i usporedite ih s duljinom duZine AA”. Sto
uocavate? Provjerite svoj zakljucak i s tockama B,B” te C,C".

e Postoji li izometrija koja preslikava trokut ABC u trokut A”B”C"?
e Sto je kompozicija dvije osne simetrije kojima su osi okomite?
3.dio:

e Otvorite novi dokument 1 nacrtajte trokut ABC te pravac p koji ne sijeCe stranice
tog trokuta.

e Konstruirajte trokut A’B’C’ koji je osnosimetrian trokutu ABC s obzirom na
pravac p.

e Nacrtajte pravac g koji nije okomit niti paralelan s pravcem p. Tocku presjeka
oznacite s O.

o Konstruirajte trokut A” B” C” koji je osnosimetri¢an trokutu A’B’C’ s obzirom na
pravac g.

e Odredite mjeru kuta /A’OA,/A” OA’ 1 LA” OA. Mijenjajte polozaj toCke A. Sto
uocavate?

e Postoji li izometrija koja preslikava trokut ABC u trokut A”B”C"?

e Sto je kompozicija dvije osne simetrije kojima se osi sijeku?

Detaljan tijek aktivnosti:

Nastavnik svakome od ucenika dijeli nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici samostalno
rjeSavaju dane zadatke, a potom diskutiraju rjeSenja s nastavnikom.

Ucenici Ce rjeSavanjem prvog dijela nastavnog listica uociti da je kompozicija dvije osne
simetrije kojima su osi paralelne translacija za vektor ¢ija je duljina jednaka dvostrukoj
udaljenosti osi simetrija tih osnih simetrija. RjeSavajuci drugi dio nastavnog listi¢a ucenici
¢e uociti da je kompozicija dvije osne simetrije kojima su osi okomite centralna simetrija
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¢ije je srediSte u tocki u kojima se osi sijeku. U treCem dijelu nastavnog listi¢a ucenici ¢e
uociti da je kompozicija dvije osne simetrije kojima se osi sijeku rotacija.

|AA"| = 51.02
|BB"| =51.02
|CC"| = 51.02
d(p, q) = 25.51

|AA”| = 36.28 . *

|AO| = 18.14 N

|0A”| =18.14

Slika 4.6: Kompozicija dviju osnih simetrija kojima su osi okomite je centralna simetrija
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LA'OA = 95.5°
£A"OA" = 149.44°

£A"OA = 244.94°

Slika 4.7: Kompozicija dviju osnih simetrija kojima se osi sijeku je rotacija

52
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4.7 Aktivnost 7.: Matri¢ni prikaz homotetije

Cilj aktivnosti: ucenici e koristeci tehnologiju istraZiti utjecaj pojedinih koeficijenata
matri¢nog prikaza homotetije.

Nastavni oblik: individualni rad.
Nastavna metoda: problemska nastava.
Potreban materijal: nastavni listi¢, program dinami¢ne geometrije GeoGebra.

Nastavni listié:

MATRICNI PRIKAZ HOMOTETIJE

Zadatak 1.:

e Definirajte klizaCe a, b, c i d koji Ce predstavljati koeficijente linearnog preslika-
vanja. Vrijednosti tih klizaca neka se nalaze u intervalu [0, 5].

o . a oo . PR
e Definirajte matricu L = c Ciji su elementi gore definirani klizaci koja pred-

d
stavlja matricu nekog linearnog preslikavanja f.

o Nacrtajte proizvoljan kvadrat kojemu je jedan vrh u ishodistu koordinatnog sus-
tava.

e QOdredite sliku kvadrata pri preslikavanju f.
Zadatak 2.:

e Nekaje b = ¢ = 0id = 1. Mijenjajte vrijednost koeficijenta a. Sto uocavate?
Kako nazivamo takvo preslikavanje? Koje svojstvo ima to preslikavanje?

e Nekaje b = ¢ = 0ia = 1. Mijenjajte vrijednost koeficijenta d. Sto uolavate?
Kako nazivamo takvo preslikavanje? Koje svojstvo ima to preslikavanje?

¢ O kojem je preslikavanju rije¢ ako je b = ¢ = 0, a vrijednosti koeficijenata a i d
mijenjamo?

e O kojem je preslikavanju rijeC akojeb=c=0i1a=d = 1?
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Detaljan tijek aktivnosti:

Nastavnik svakome od ucenika dijeli nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici samostalno
rjeSavaju dane zadatke, a potom diskutiraju rjeSenja s nastavnikom.

Ucenici ¢e za pocetak definirati Cetiri klizaca a,b,c 1 d koji predstavljaju koeficijente line-
arnog preslikavanja te matricu L €iji su elementi definirani klizaci. Tako definirana matrica
predstavljat ¢e matricu linearnog preslikavanja f.

Kako bi rijesili dane zadatke ucenici se za pocetak trebaju sjetiti da linearno preslikavanje
svakoj tocki (x,y) pridruzuje to¢ku (ax + bx,cx + dy). Na temelju toga odreduju sliku
kvadrata, tj. dovoljno je da preslikaju svaki vrh kvadrata pomnozivsi ga matricom L.
Vrijednosti koeficijenata b 1 ¢ u drugom zadatku su fiksne, tj. b = ¢ = 0. Mijenjanjem vri-
jednosti koeficijenta a, pri ¢emu je d = 1, ucenici €e uociti da to preslikavanje rasteze/steze
svaki vektor u smjeru x-osi dok vektore u smjeru y-osi ostavlja nepromijenjenima. Zapravo
je rije¢ o homotetiji duZ x-osi. Analogno, mijenjanjem vrijednosti koeficijenta d, pri cemu
je a = 1 ucenici uocavaju da je rije¢ o homotetiji duz y-osi koja ima svojstvo da vektori u
smjeru x-o0si ostaju nepromijenjeni, a vektori u smjeru y-osi se rastezu/stezu. Istovremenim
mijenjanjem vrijednosti koeficijenta a 1 d dolazi do homotetije duZ koordinatnih osi, a ako
je a = d = 1rijec je o identi¢nom preslikavanju.

Slika 4.8: Homotetija duz x osi



Slika 4.9: Homotetija duz y osi

Slika 4.10: Homotetija duZ koordinatnih osi
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Sazetak

U ovom diplomskom radu spominju se geometrijska preslikavanja s kojima se ucenici su-
sre€u u osnovnoj i srednjoj Skoli, ali i pojam matrice koji se uvodi u gimnazijski program.
Iako se matrice unutar matematike najceSce povezuju sa sustavima linearnih jednadzbi, u
ovom se radu spominje i veza s geometrijskim preslikavanjima. Iz tog su razloga u ovom
radu opisane aktivnosti kroz koje ucenici, osim istrazivanja svojstva geometrijskih presli-
kavanja, otkrivaju i njihov matri¢ni prikaz.

Rad je podijeljen u Cetiri glavna poglavlja: Geometrijska preslikavanja, Matrice, Veza ge-
ometrijskih preslikavanja i matrica te Aktivnosti.



Summary

The focus of this master’s thesis are geometric transformations which students learn both
in primary and secondary school. Additionaly, the notion of matrices, which are being in-
troduced to the curriculum of the gymnasium, is another focus of the thesis. The matrices
are mostly associated with systems of linear equations, however in this thesis the connec-
tion with geometric transformations is more emphasized. For this reason, the described
activities enable students to research the properties of geometric transformations and their
matrix representation.

The thesis is divided into four chapters: Geometric transformations, Matrices, The link
between geometric transformations and matrices and Students’ activities.
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