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Uvod

Pocetak razvoja matematike veZemo uz Egipéane i Babilonce. Iako nisu imali konkretne
dokaze niti precizna objaSnjenja, poznavali su neke osnovne pojmove i teoreme koje su pri-
mjenjivali u zadacima. Bavili su se rjeSavanjem brojnih problema u razli¢itim podru¢jima
matematike, a jedan od problema koji su pronasli poznat je pod nazivom Didonin problem,
u suvremenoj matematici poznat kao Izoperimetrijski problem, Cije je precizno rjeSenje
otkriveno tek u 18. stoljecu nove ere.

Legenda kaze da je kraljica Didona (danas poznata kao kraljica Kartage) prilikom
bjeZanja iz vlastitog grada traZila skloniSte. U potrazi za skloniStem naisla je na podrucje
u blizini danaSnjeg grada Tunisa. DoSavsi do lokalnog vladara Yarba, ”skromno” je za-
trazila da joj proda onoliko zemlje koliko se moze ograniciti koZom jednog bika. Yarb je
pristao, a Didona je, zajedno sa svojim podanicima, koZu bika razrezala na uske trake te je
njihovim spajanjem ogranicila jedno veliko podrucje na kojem je kasnije nastala Kartaga.
Iz navedene price nastao je Didonin problem:

Slika 0.1: Didona razrezuje koZzu bika

Odprediti maksimalnu povrsinu zemlje koja se moZe ograditi spajanjem traka od koZe bika.
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kojeg je ona intuitivno rijeSila. Na suvremenom jeziku matematike, problem bi glasio:
Medu svim krivuljama, pronadite onu koja zatvara maksimalnu povrsinu.

Navedimo joS da su se stari Grei zanimali za ovaj problem i iz prakti¢nih razloga. Naime,
u to doba se vjerovalo da opseg nekog podrucja odreduje 1 njegovu povrsinu, stoga je bilo
korisno imati gornju granicu za povrsinu kako bi se sprijecilo varanje lokalnih trgovaca
koji su povrSinu odredivali prema opsegu.

U ovom diplomskom radu detaljno ¢emo prouciti izoperimetrijski problem, njegovu
vaznost i primjene, te ¢emo dokazati izoperimetrijsku nejednakost, slavni rezultat glo-
balne teorije ravninskih krivulja koji nam daje odgovor na pitanje koje izometrijski pro-
blem postavlja. Unutar prvog poglavlja dotaknut ¢emo se osnovne teorije krivulja koja
nam je potrebna za razumijevanje materije. Zatim ¢emo iskazati i na tri nacina dokazati
izoperimetrijsku nejednakost.

U drugom poglavlju dat ¢emo kratak povijesni pregled kako se dokazao teorem koji
kaze da Krug ima vecu povrsinu od bilo kojeg mnogokuta s istim opsegom. Naime, u
pokuSaju dokazivanja izoperimetrijskog problema, matematicari su dosli do otkri¢a veza-
nog uz krug te su vjerovali kako je time izoperimetrijska nejednakost dokazana.

U tre¢em poglavlju vidjet ¢emo kako glasi izoperimetrijski problem za geometrijske
likove u ravnini. Tocnije, otkrit éemo koji od svih danih trokuta odnosno Cetverokuta s
istim opsegom ima najvecu povrSinu. Intuitivno ve¢ znamo odgovor, no jednostavnim
algebarskim izraCcunom pokazat ¢emo dane tvrdnje.

U zadnjem, Cetvrtom poglavlju, opisat cemo aktivnosti u kojima se pojavljuje izope-
rimetrijski problem, a koje su prikladne za izvodenje u nastavi matematike u srednjim
Skolama. Takoder, vidjet éemo i primjere zadataka u kojima se pojavljuje izoperimetrijski
problem 1 koji su takoder prilagodeni uenicima srednjih Skola.



Poglavlje 1

Izoperimetrijska nejednakost

1.1 Osnovna teorija krivulja

Kroz dosada$nje obrazovanje ve¢ smo se puno puta susreli s krivuljama. Iako mozda u
ovom trenutku ne znamo preciznu definiciju, svakako intuitivno znamo S$to su to krivulje.
Neke od najjednostavnijih krivulja s kojima smo se susreli su pravac i kruznica. Svaku

plicitnim oblikom jednadZbe na sljede¢i nacin:
Ax+By+C =0,
gdje su A, B i C realni brojevi. S druge strane, kruZnicu mozemo prikazati jednadzbom
x=pP+0-q°=r,

gdje je (p, q) srediste kruznice, a r radijus ili polumjer kruZnice. Implicitnim jednadZbama
krivulje opisujemo kao skup tocaka, gdje se toCka krece u ravnini te pritom ostavlja trag
iza sebe. Pomicanjem tocke nastaje krivulja. S druge strane, krivulje moZemo prikazati
1 parametarski. To znaCi da vremenskom trenutku pridruZujemo polozaj Cestice u tom
trenutku. Preciznije, pravac parametarski prikazujemo:

x=at+p,y=bt+q, telR,

pri cemu je (p, q) tocka kojom pravac prolazi, a (a, b) vektor smjera pravca. Analogno,
kruZnicu prikazujemo

x=rcos(t) +p, y=rsin(t) +¢q, te]l0,2n],

pri ¢emu je r duljina radijusa ili polumjera kruZznice, a (p,q) srediSte kruZnice. Sada
mozemo definirati pojam krivulje.
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Definicija 1.1. Parametrizirana krivulja y u R” je glatko preslikavanje s otvorenog in-
tervalal = {a,b) CRuR"
vy: I - R

Kazemo da je parametrizirana krivulja y regularna u tocki ¢ € I ako vrijedi

=L
(1) = —y(0) #0,

u suprotnom kazemo da je y singularna u tocki + € I. Ako je parametrizirana krivulja
regularna u svakoj tocki ¢ € I, onda kazemo da je krivulja y regularna.

Napomena. Funkcija je glatko preslikavanje na nekom intervalu I ako je funkcija u svakoj
tocki tog intervala neprekidna i ima derivaciju svakog reda.

Kada govorimo o poloZaju krivulja u ravnini ili prostoru, moZemo promatrati jednos-
tavne ili sloZene, odnosno otvorene ili zatvorene krivulje. Na Slici[I.T|su prikazane redom

(133X

Slika 1.1: Primjeri raznih krivulja

jednostavno otvorena, jednostavno zatvorena, sloZena zatvorena i sloZena otvorena kri-
vulja. Uo¢imo da kod jednostavnih krivulja nema samopresijecanja traga $to nije slucaj
kod slozenih krivulja. Sada moZemo pobliZe pojasniti kakve su to jednostavno zatvorene
krivulje.

Definicija 1.2. Za regularnu krivulju v : R — R”" kazemo da je zatvorena ako postoji
konstanta L € R za koju je y(t + L) = y(t) za sve t € R. Najmanja takva konstanta naziva
se periodom krivulje y.
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Definicija 1.3. Za zatvorenu krivulju s periodom L kaZemo da je jednostavno zatvorena
krivulja u R? ako je y(¢) = y(t') akoisamo ako t—t = kL zaneki k € Z.

Ako pobliZe promotrimo jednostavno zatvorene krivulje, moZemo uociti da svaka jed-
nostavno zatvorena krivulja ima unutrasnjost i vanjstinu. Preciznije, prema teoremu o Jor-
danovoj krivulji mozemo reci da skup toc¢aka koje nisu tocke krivulje Cine disjunktnu uniju
dvaju podskupova od R? sa svojstvima:

e vanjStina ext(y) je neograniCen skup,
e unutraSnjost int(y) je ogranicen skup,

e unutraSnjost int(y) i vanjStina ext(y) su povezani skupovi, tj. svake dvije tocke iz
skupa mogu biti povezane krivuljom koja je cijela sadrZzana u tom skupu.

Na Slici [I.2] vidimo da nije uvijek jednostavno odrediti nalazi li se tocka P u unutrasnjosti
ili vanjStini krivulje. Kada govorimo o jednostavno zatvorenim krivuljama, mozemo pro-

Slika 1.2: Jednostavno zatvorena krivulja

matrati njihovu orijentaciju. Uo¢imo da je na Slici [I.2] orijentacija u smjeru suprotnom
od kazaljke na satu. Takva orijentacija naziva se pozitivna orijentacija. S druge strane, za
krivulju kazemo da je negativno orijentirana ako je njezin smjer u smjeru kazaljke na satu
Sto moZemo vidjeti na Slici|1.3

Definicija 1.4. Neka je v : I — R” regularna krivulja. Tada vektor y(¢) zovemo vekto-
rom brzine ili tangencijalnim vektorom krivulje y u trenutku ¢. Funkciju ||y(?)|| zovemo
brzinom krivulje y u trenutku 7. KaZemo da je y jedini¢ne brzine ili parametrizirana
duljinom luka ako vrijedi:

[yl =1, Vtel. (1.1)
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Slika 1.3: Pozitivna i negativna orijentacija krivulje

Definicija 1.5. Neka je y : I — R” parametrizirana krivulja. Funkcija duljine luka
krivulje y od tocke y(%), ty € I je funkcija

s(1) = f Iyl du. (1.2)

Duljina krivulje y definirana je kao realan broj

b
1) = f @l d. (13)

Definicija 1.6. Neka je v : I — R”" parametrizirana krivulja. Parametrizirana krivulja
¥ : J — R" je reparametrizacija krivulje y ako postoji difeomorfizam ¢ : J — I za koji
vrijedi ¥y = y o ¢, ;.

¥(s) = y(p(s) = y(@),s € J, tel.
Napomena. Ako je y regularna krivulja, tada je 1 njena reparametrizacija y takoder regu-
larna.

Primjer. Zadana je kruZnica s parametrizacijom y(t) = (p+rsin(t), g+r cos(?)), t € [0, 2r).
Pogledajmo ¢emu je jednaka njena reparametrizacija duljinom luka. Koriste¢i formulu
(I.2) odredimo ¢emu je jednaka funkcija duljine luka kruZnice:

27 s
s(t):f rdt=rt = t=-.
0 r

Uvrstimo ¢ u parametrizaciju:

y(s) = y(t(s)) = (p + rsin(s),q + rcos (;)), s € [0, 2rm).

r

Lako se vidi da vrijedi: ||y(s)|| = 1, tj. ¥ je parametrizacija duljinom luka.



POGLAVLIJE 1. IZOPERIMETRIJISKA NEJEDNAKOST 7

Primjer. PokaZimo sada da je reparametrizacija ¥ jednostavno zatvorene krivulje y s peri-
odom L takoder jednostavno zatvorena krivulja s periodom [(y).
Koristeci definiciju funkcije duljine luka krivulje (I.2)) uo¢imo sljedece:

t+L L +L
s(t+L) = f Iyl du = f Iyl du + f Iy @)l du.
0 0 L

Prvi integral s desne strane jednakosti je zapravo duljina luka krivulje y, to¢nije /(y). Drugi
integral moZemo raspisati na sljedeci nacin:

t+L _ t t
fL ||7(u>||du={2v‘:”df }: fo I + Dl dv = fo ldv = s

pri ¢emu smo u predzadnjoj jednakosti koristili ¢injenicu da je y jednostavno zatvorena
krivulja s periodom L pa vrijedi y(v + L) = y(v), atime i y(v + L) = y(v). Dakle, dobili smo
da vrijedi

s(t+ L) = s(2) + I(y).

Analogno moZemo dobiti da vrijedi i
s(t + kL) = s(t) + kl(y), zaneki k € Z. (1.4)

Konacno,

Y(s + ki(y)) = y(s(2) + kl(y)) = y(s(t + kL)) = y(t + kL) = y(1) = ¥(s),

gdje smo koristili (T.4)), jednakost ¥(s) = y(7) te ¢injenicu da je y jednostavno zatvorena
krivulja s periodom L. Ovime smo pokazali da je reparametrizacija y takoder jednostavno
zatvorena krivulja s periodom [(y).

Znamo da se povrSina omedena nekom zatvorenom krivuljom mozZe odrediti pomocu
integrala, tj.
A(int(y)) = f dxdy. (1.5)
int(y)
Zbog jednostavnosti notacije, koristit cemo oznaku A(y) := A(int(y)).
Tu povrSinu mozemo odrediti koristeé¢i Greenov teorem.

Teorem 1.7 (Greenov teorem). Neka je Q otvoren skup u R?1i f, g : Q — R funkcije klase
C' na Q. Neka je I kontura i neka je D zatvoreno podrudje unutar konture I'. Pretpostavimo
da je D podskup od Q. Tada vrijedi:

0 0
f (8—8 — a—f) dxdy = ff(x, y)dx + g(x, y)dy
i) \OX y r

gdje je I' pozitivno orijentirana jednostavno zatvorena krivulja.
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Napomena. Kontura je po dijelovima gladak zatvoren put koji sam sebe ne presijeca,
odnosno neprekidna funkcija y : [a, b] — R" takva da je | injekcija.

Propozicija 1.8. Ako je y(t) = (x(¢),y(¢)) pozitivho orijentirana jednostavno zatvorena
krivulja u R? s periodom L, tada vrijedi:

1 L
AN =5 fo (9 — yR) d (1.6)

Dokaz. Ako stavimo da je f = —1y, g = 1x, slijedi daje 2 — % = 1. Uvritavanjem tako

ox oy
definiranih funkcija f i g u Teorem [1.7] slijedi:

1 1 1 1 (*
Aly) = f 1dxdy = f(——ydx+ —xdy) == f(—ydx+ xdy) = —f (xy —yx)dt
inty s\ 2 2 2, 2 Jo

¢ime je propozicija dokazana. O

Napomena. Kako je y jednostavno zatvorena krivulja, slijedi da je

L L
L (xy + xy)dr = L (xy)" dt = x(L)y(L) — x(0)y(0) = 0,

L L
f xydt = —f xydt. (1.7)
0 0

Uvrstavanjem (1.7) u (1.6), dobivamo joS jednu formulu pomoéu koje moZemo racunati
povrsinu:
L L
Aly) = f xydt = —f xydt. (1.8)
0 0

1.2 Izoperimetrijska nejednakost i dokazi

odakle vidimo da vrijedi

Nakon kratkog uvoda u teoriju krivulja, spremni smo iskazati (i dokazati) teorem izoperi-
metrijske nejednakosti.

Teorem 1.9 (Izoperimetrijska nejednakost). Neka je v jednostavno zatvorena krivulja,
I[(y) njena duljina (opseg) 1 A(y) povrsina unutrasSnjosti. Tada je

1
Ay) < 4—1(7)2. (1.9)
JT

Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je y kruznica.
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Napomena. Ako je y kruZnica, tada je A(y) = r’x, a [(y) = 2rn, odakle slijedi:

1 1
2 2
= = —4r'm=—I(y).
Aly)=rn = (y)
Napomena. Nekad ¢e nam biti korisnije promatrati dualni izoperimetrijski problem koji
glasi:

Od svih likova sa zadanom povrsinom, pronadite onaj s najmanjim opsegom.

Jasno je da je ovaj problem ekvivalentan originalnom izoperimetrijskom problemu, a po-
veznica izmedu njih je postupak skaliranja. Pretpostavimo da krug rjeSava samo dualni
problem, a da ne rjeSava originalni problem. To bi znacilo da postoji neki drugi geometrij-
ski lik koji ima isti opseg kao krug, ali vecu povrSinu. Nadalje, taj lik moZzemo reskalirati
tako da ima istu povrSinu kao i krug. No, reskalirani lik onda ima manji opseg Sto je
kontradikcija. Dakle, izometrijski problem i njemu dualni problem su ekvivalentni.

U dokazu Teorema 1.9|koristit ¢emo sljedecu nejednakost:

Propozicija 1.10 (Wirtingeroveﬂ nejednakost). Neka je F : [0,7] — R glatka funkcija za
koju vrijedi F(0) = F(r) = 0. Tada vrijedi

f " F@t)* dt > f ) F(t)* dt,
0 0

pri Cemu se jednakost postiZe ako i samo ako je F(f) = Asin(?) za svaki ¢t € [0, ], gdje je
A proizvoljna konstanta.

Dokaz. Nekaje G(f) = =2 Vrijedi:

sin(z)

f " F*dt = f H(G sin(?) + G cos(?))* dt
0 0 (1.10)

= f G?sin®(¢) dt + 2 f GG sin(z) cos(t) dt + f G? cos’(t) dt.
0

0 0

"Wilhelm Wirtinger (1865. -1945.), austrijski matematicar
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RaspiSimo izraz 2 foﬂ GG sin(t) cos(t) dt koristeéi parcijalnu integraciju:
f GG sin(¢) cos(t) dt
0

~ du=Gdt u=G
= { v =Gsin(r)cos(t) dv = (G sin(t) cos(t) + G(cos(t) — sin’(1))) dt } (1.11)

= G?sin(7) cos(t)‘;r - fﬂ (GG sin(?) cos(?) + G*(cos(f) — sinz(t))) dt
0
= f " GG sin(f) cos(t) dt + f " G(sin’(7) — cos*(?)) d1,
0 0

odakle slijedi da je

2 f ﬂGGsin(t)cos(t)dt: f ﬂGz(sinz(t)—cosz(t))dt.
0 0

Uvrstavanjem prethodne jednakosti u (1.10)) imamo:
f F?di = f G’ sin®(1) dt + f G*(sin*(1) — cos’(1)) dt + f G? cos’(1) dt
0 0 0 0

= f (G* + G*)sin®(t) dt = f G? sin’(¢) dt + f G? sin’(¢) dt
0 0 0

= f G?sin®(¢) dt + f F? dr,
0 0

odakle slijedi da je
f F*dt - f F*dt = f G? sin’(9) dt.
0 0 0

Integral s desne strane je sigurno ve(i ili jednak od 0, odnosno jednak je O ako i samo ako
je G = 0, odnosno ako je G konstantna funkcija, tj. F = Asint, gdje je A proizvoljna
konstanta. Time je dokazana Wirtingerova nejednakost. O

Prvi dokaz

Dokaz Teorema[l.9, Najprije bismo mogli pretpostaviti da je krivulja y parametrizirana
duljinom luka s. No, kako se u iskazu teorema pojavljuje 7, 1 kako znamo da je y jednos-
tavno zatvorena krivulja, pretpostavit ¢emo da je period od y jednak 7 i da je y parametri-

zirana s t, gdje je
_ns

I_W.



POGLAVLIJE 1. IZOPERIMETRIJISKA NEJEDNAKOST 11

Dobivena krivulja je i dalje jednostavno zatvorena i ima period « jer kad se s poveca za
[(y) tada se t poveca za 7.

Nadalje, uoc¢imo da se [(y) i A(’y) ne mijenjaju ako se y translatira za konstantan vektor
b, tj. y(t) — y(t)+b. Uzimajuci b = —y(0), mozemo pretpostaviti i da je y(0) = 0, odnosno
da y pocinje 1 zavrSava u ishodiStu.

Kako bismo dokazali Teorem [1.9] izraCunat ¢emo [(y) i A(y) koristeci polarne koordi-
nate:

x=rcos6, y=rsiné.

Ako s - oznac¢imo %, lako se vidi da vrijedi:

X =17icos@—rsinf -6,

y= Fsin + rcos@ -0,

odakle kvadriranjem dobivamo:

2 = j2cos> 0 —20 - rircosOsinf + r’sin’ 0 - &2,

X
32 = i*sin* @ + 20 - rirsin@cos 0 + 1> cos> 0 - 6.
Zbrajanjem dobivenih izraza i koriStenjem osnovnog trigonometrijskog identiteta slijedi:

¥ +3 =i+ et (1.12)

S RCE N )

gdje smo iskoristili lan¢ano pravilo:

S druge strane,

dx dx ds dy dy ds

dt ds di’ di  ds dt’
i)

Kako je t = %, slijedi da je s = ==, pa je

dt a2

(ds)2 _ 1)

Nadalje, koristeci Cinjenicu da je s parametar duljine luka, znamo da vrijedi

2 2
@ + Q — 1’
ds ds
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¢ime se jednakost (1.12]) svodi na

I(y)?
7-(-2

i+ 0 = : (1.13)
Odredimo sada ¢emu je jednak izraz xy — yx (koji se pojavljuje kod raCunanja povrSine):

Xy — yx = rcos@-(fsin0+rcos@~9)—rsine-(fcose—rsine-é)

. . (1.14)
= r?§(cos® 6 + sin” ) = r26.

Uvrstavanjem prethodne jednakosti (1.14)) u Propoziciju[1.8] slijedi:

1 [ (" ,.
Aly) = = f (xy — yX)dt = = f (r*9) dt.
2 Jo 2 Jo
Nadalje, koriste¢i jednakost (T.13)), slijedi:

T 7T 2 2 2
fo (P + P8P di = fo l(;) dr="0 O

2 bis

o2
4r

I(y)? — Aly) = lfn(’.,z + 9 dt — 1 fﬂ(rz -O)dt = lfﬂ (’-,2 + 20 — 2r29) dt.
A7 4 Jo 2o 4 Jo

Koriste¢i prethodne dvije jednakosti, vidimo da izraz — A(y) moZemo zapisati kao

Ako ozna¢imo i
I:= f (# + 2P - 2;»29) dt,
0

vidimo da se dokaz izoperimetrijske nejednakosti svodi na pokazivanje da je 7 > 0, te da
je I = 0 ako i samo ako je y kruznica. Ratunamo:

fﬂ(r2(92—29)+f2) dt:fﬂ(r2(92—29+1—1)+;>2) dr
0 0
:fﬂ(r2(92—29+1)—r2+i»2)dt
0
:fﬂ(r2(9—1)2—r2+f2) dt
0

:f r2(9—1)2dz+f(r2—r2)dr.
0 0

Uocimo da je prvi integral sigurno vedi ili jednak nuli. Kako bismo se uvjerili da je i drugi
integral veci ili jednak nuli, iskoristit éemo Wirtingerovu nejednakost s F' = r. Funkcija F
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zadovoljava pretpostavke Propozicije jer je r(0) = r(m) = 0 zbog y(0) = y(m) = 0.
Stoga vrijedi 7 > 0.

Jednakost se postize ako i samo ako je 7 = 0, a to je moguce jedino ako su oba integrala
jednaka 0. Prvi integral s desne strane jednak je 0 ako i samo ako je = 1 za svaki ¢, a drugi
integral je jednak O ako 1 samo ako je r = Asint, gdje je A konstanta (ponovno koristimo
Wirtingerovu nejednakost). O

Drugi dokaz
Izoperimetrijsku nejednakost mozemo dokazati i primjenom Fourierovih redova.

Dokaz Teorema[l.9 Neka je y(r) = (x(¢),y(r)) parametrizacija od y duljinom luka, tj.
lly®Il = 1,Vt. Tada je period od y jednak L = I(y). Definirajmo kompleksnu funkciju

z: R — C s periodom 27 :
) (Lﬁ+'(LQ
=x[=— —t].
¢ 2n v 2n

Ako C shvatimo kao R?, moZemo pisati

0 = x(551)> (527

2 L 2n L 2n
z(ft) _ (x(ﬂft) ,y(ﬁfl)) = (x(0), y(1)) = ¥(0).

Dakle, 7 je parametrizacija od y. Nadalje, iz definicije funkcije z, slijedi da je

) = (2L7T )+ l%y(;t) (1.15)

Sto koristimo u sljedeéem racunu:

odakle slijedi

foh oF dr = foh Re(x(1)” + Im(z(1))* dt
) foh(%)zxz(%t%%rfy (551) (1.16)

21 L 2 L 27 L 2 L2
= [ (E) (& ar = (—) i = =
L (27r) (27r ) L 2n 2n

|

1




POGLAVLIJE 1. IZOPERIMETRIJISKA NEJEDNAKOST 14

S druge strane, periodi¢nu funkciju z mozemo zapisati u obliku Fourierovog reda:

o0

2(1) = Z cre™,

k=—0c0

gdje su ¢, € C koeficijenti u raspisu Fourierovog reda, odakle slijedi:

(o)

i(f) = Z cpike™.

k=—0c0

Sada ponovno ra¢unamo isti izraz kao u (|1.16]), ali koristeéi razvoj u Fourierov red:

[59)

2 27 2 0
KOIE f 2(0z(H)dt = f ccikle™ " dr = led? - k227 (1.17)
L 0 0 k,Z k:z—oo

[=—00

Izjednacavanjem (I.1I6)) i (T.17) dobivamo izraz za duljinu krivulje y izraZzen pomocu Fo-
urierovih koeficijenata:

I(y)* = L = 2n)? Z lel? - k2. (1.18)
k=—

Pogledajmo jo§ ¢emu je jednaka povrSina koju omeduje krivulja y :

L L
2A(y) = f (1) — KOy di = f Re(z(z—”z)-z—”-i-z(%”z)) it
0 0

L L
2 _ 2 o ) [ .
= RG(Z(S) K Z(S)) ds = f Re[ c elkS Q- I (_i)le—zls] ds
fo 0 ]Z:O k Z:Z_;O ! (1.19)
2r 0
=Re (f Z leyci ™3 ds) = Z klel*27.
0 fi——oo —

Prije nastavka, slijedi kratak racun koji pokazuje kako smo dobili drugu jednakost u (T.19).
Lako se vidi da vrijedi:
xy — xy = Re[(x + iy)(ix + y)].

Iz (1.15) slijedi:

x(1) + i3(8) = zfﬂz(%”r) [
T

~.

b

27 (2
i(t) — i5(6) = %Z(ft) -

g N s
ix(t) +y(r) = zfz(ft) .
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Kako znamo da je
. 2r
x(t) +iy(t) =z (ft) ,

slijedi tvrdnja.
Konaéno iz (I.18) i (I.19) zakljucujemo da vrijedi:

o0 o0 2
D - S hal < Y, el = -2

= 5
n k=—c0 k=—0c0 (27T)

odakle slijedi:
4nAy) < l(y).

Treci dokaz

Dokaz Teorema Neka je y" = ry krivulja nastala homotetijom od 7y s koeficijentom r,
gdje je r > 0. Tada je duljina krivulje y" jednaka

b b
l()/’)=l(r7)=f III’)”IIdt:rf ¥l dt = riCy),

dok je povrSina unutrasnjosti krivulje y" jednaka

1 1
AW = A(ry) = > f (rxry —rxry)dt = r2§ f (xy — xy)dt = rPA(y).
Ako promotrimo krivulju y", gdje je r = 1%’ umjesto zadane krivulje 7y, slijedi da je
[(y") = 2n. Dakle, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je I(y) = 2. Stoga
je dovoljno dokazati da je
A(y) < .

Nadalje, pretpostavimo da je y parametrizirana duljinom luka, uza = 01 b = 2nx, te da
je pocetna tocka izabrana tako da y(0) 1 y(sr) nisu vrhovi krivulje y. Drugim rijeCima, vy je
klase C? u okolinama od 0 i 7. Takoder moZemo pretpostaviti da vrijedi x(0) = x(rr) = 0.

Koriste¢i (I.8) (vidi napomenu nakon Propozicije [1.8), slijedi

27
Aly) = f xydt
0

te je dovoljno provjeriti da integral od 0 do r te integral od 7 do 27 funkcije xy iznose
najviSe 7. Najprije imamo

T 1 T 1 T
fxy'dts—f(x2+y2)dt:—f(l+x2—fc2)dt, (1.20)
0 2 0 2 0
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pri cemu zadnja jednakost vrijedi jer je y parametrizirana duljinom luka. Kako je x(0) =
x(mr) = 0, postoji po dijelovima C! funkcija u : [0, 7] — R takva da je

x(t) = u(t) sin(z).
Posebno, x = i sin(f) + u cos(z), pa iz (1.20) slijedi

f ' xydt < % f ' (1= i sin*(¢) + u*(sin’(¢) — cos*(¢)) — 2uit sin(r) cos(r)) dt.
0 0

Sjetimo se da smo izraz 2uit sin(¢) cos(?) ve€ racunali prilikom dokazivanja Wirtingerove
nejednakosti (vidi (I.11)):

f " 2uit sin(f) cos(f) dt = f " WX (sin®(¢) — cos*(9)) dt,
0 0

T 1 T
f xydt < = f (1 — i sin®()) dt.
0 2 0

Integral s desne strane prethodne nejednakosti mozemo zapisati kao

1 T
g — Efo i sin(7) dt < 7_2r’

odakle slijedi da je

1 f ﬂ(l—uzsinz(t))dt:
2 Jo

pri ¢emu nejednakost vrijedi jer je drugi integral uvijek > 0. Analogno bismo dokazali da

Je
21
T
vdt < —.
f,, E=3

Konacno,

¢ime je teorem dokazan. O



Poglavlje 2

Povijesni pregled

2.1 Zenodorusovi teoremi

Nakon otkriéa izoperimetrijskog problema brojni matematicari pokusali su ga rigorozno
dokazati. Problem su, prema svojim standardima, rijesili stari Grei kad je Zenodorusﬂ
dokazao da:

Krug ima vecu povrsinu od bilo kojeg mnogokuta s istim opsegom.

Originalna verzija Zenodorusovih teorema i njihovih dokaza je izgubljena te stoga svo saz-
nanje koje imamo o Zenodorusovim teoremima dolazi od komentara dvaju matematicara
Papusﬂi Theoneﬂ iz Aleksandrije. Pogledajmo kako je Zenodorus u nekoliko koraka do-
kazao da krug ima veéu povrSinu od bilo kojeg mnogokuta s istim opsegom.

Teorem 2.1. Za pravilne mnogokute istog opsega, vise stranica podrazumijeva vecu povrsinu.

Dokaz. Odaberimo pravilan peterokut te nacrtajmo apotemu tog peterokuta. Apotema je
duZina koja spaja srediSte pravilnog mnogokuta i poloviSte jedne od stranica. Ujedno
je 1 visina karakteristi¢nog trokuta pravilnog mnogokuta Sto poblize moZemo vidjeti na
Slici 211

1Zenodorus (200. - 140. pr. Kr.), gréki matematicar

2Papus iz Aleksandrije (290. - 340.), gréki matematicar
3Theon iz Aleksandrije (335. - 405.), gréki matematicar

17
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Slika 2.1: Pravilan peterokut i njegova apotema

Nacrtajmo pravokutan trokut takav da mu je jedna kateta apotema pravilnog peterokuta,
a duljina druge katete je jednaka opsegu zadanog peterokuta, vidi Sliku[2.2]

Slika 2.2: Pravilan peterokut i trokut jednakih povrsina

PokaZimo da takav trokut ima istu povrSinu kao i1 zadani peterokut. Neka je a duljina
stranice pravilnog peterokuta, a x duljina apotema (visine) pravilnog peterokuta. Odredimo
najprije povrSinu pravokutnog trokuta. Jedna njegova kateta jednaka je apotemi (visini)
pravilnog peterokuta dok je druga jednaka opsegu pravilnog peterokuta pa je stoga povrsina

takvog trokuta jednaka:
1
P1 = 5 - Xx - Sa.

S druge strane povrSina pravilnog peterokuta jednaka je zbroju povrsina pet karakteristicnih
trokuta (unutar peterokuta) ¢ije su visine zapravo apoteme:
a-x

PQZS'T.
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Dakle, tvrdnja vrijedi. Ako povecavamo broj stranica peterokuta, duljina stranice se sma-
njuje, a visina se povecava. Veca visina podrazumijeva vecu povrsinu pa iz toga slijedi
Zenodorusova tvrdnja. O

Teorem 2.2. Krug ima vecu povrsinu od bilo kojeg pravilnog mnogokuta s istim opsegom.

Dokaz. Za krug analogno moZemo dokazati da je njegova povrSina jednaka povrSini pra-
vokutnog trokuta s katetama jednakim radijusu kruga i opsegu kruznice, vidi Sliku[2.3]

O G

Slika 2.3: Krug i pravokutan trokut jednakih povrSina

Ono S§to zaista zelimo pokazati je to da je apotema bilo kojeg pravilnog mnogokuta
kra¢i od radijusa kruZnice upisane tom mnogokutu. Ponovno odaberimo pravilan peterokut
1 kruZnicu istog opsega. Reskalirajmo stranice peterokuta tako da zadana kruznica bude
upisana tom peterokutu kao $to je prikazano na Slici[2.4]

o @

Slika 2.4: Skaliranje pravilnog peterokuta
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Uocimo, opseg peterokuta je sada veci nego opseg kruga i takoder veci nego $to je bio
prije skaliranja. Dakle, skaliranje je zapravo bilo uveéavanje, pa se apotem povecao do
radijusa, dok je prije bio manji od radijusa. O

Sada slijedi kljucni teorem za kojeg pretpostavljamo da medu svim n-terokutima istog
opsega postoji jedan koji ima vecu povrSinu od ostalih.

Teorem 2.3. Medu svim n-terokutima istog opsega, pravilni n-terokut ima najvecu povrSinu.

Dokaz. Moze se pokazati da medu svim trokutima jednakog opsega (koji imaju istu bazu),
najvecu povrsinu ima jednakostrani¢an trokut (vidi dokaz Teorema [3.1)). Tu tvrdnju ¢emo
koristiti u ovom dokazu.

Slika 2.5: Odnosi povrsina trokuta s osnovicom jednake duljine

Pretpostavimo suprotno, odnosno da mnogokut najvece povrsine nije pravilan, tj. da
sve stranice tog mnogokuta nisu jednake duljine. Zbog jednostavnosti, odaberimo petero-
kut (tvrdnja bi se analogno pokazala za bilo koji n-terokut). Na Slici peterokut najvece
povrsine prikazan je punom linijom, dok se u pozadini nalaze isprekidane linije koje pred-
stavljaju polozaj stranica kada bi mnogokut bio pravilan. Promotrimo samo gornje trokute.
Kako trokut s najveCom povrSinom mora biti jednakostranican, slijedi da ¢e trokut s is-
prekidanim” linijama imati vecu povrSinu od trokuta s “punim” linijama.
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Slika 2.6: Pravilan (isprekidane linije) 1 nepravilan (pune linije) peterokut

Da bismo modificirali nepravilan mnogokut u pravilan, triangulirajmo mnogokut. Uo¢imo
da smo triangulacijom dobili tri nepravilna trokuta (vidi Sliku [2.7). Odaberimo ona dva
trokuta koja sadrZe po dvije stranice peterokuta.

Slika 2.7: Triangulacija nepravilnog mnogokuta

Promijenimo kutove nepravilnih trokuta na nacin da Siljasti kut poveéavamo, odnosno
tupi kut smanjujemo dok ne dobijemo jednake kutove. Ovakvom promjenom povecat e se
povrsina tog mnogokuta, a stranice Ce ostati jednake duljine. Sukladno tome, maksimalan
n-terokut mora biti pravilan.



POGLAVLIJE 2. POVIJESNI PREGLED 22

Slika 2.8: Modificiranje nepravilnog peterokuta u pravilan

Jedini slucajevi koje nismo obuhvatili ovim postupkom su jednakokrac¢ni trokuti koji
imaju jednake duljine krakova, a razlicite duljine osnovica. U tom sluc¢aju, ponovno bismo
ponovili postupak promjene kuteva kojim bismo dosli do poveéanja povrSine. O

2.2 Steinerovi dokazi

Jo§ od doba Renéa Descartesa, u matematici se teZilo k tome da se rjeSavanje geometrij-
skih problema svede na algebarski racun. No mnogi su se matematicari ipak borili protiv
opCenitih formula 1 pritom se zalagali za geometrijski 1 analiticki pristup. Jedan od njih bio
je 1 Jakob Steinelﬂ On je dokazao izoperimetrijski problem na pet razlicitih nacina (1ako
svi dokazi pretpostavljaju da rjeSenje problema postoji). Sustinu tih pet dokaza zapravo
Cine tri razlicite ideje koje ¢emo u ovom poglavlju pobliZe razmotriti.

Teorem 2.4. Bilo koji lik s maksimalnom povrSinom mora biti krug.

Steinerov dokaz Cetiri zgloba. Uzmimo proizvoljan lik s maksimalnom povr§inom. Po-
dijelimo taj lik simetralnom linijom na dva dijela tako da su opsezi svakog od tih dvaju
dijelova jednaki (vidi Sliku[2.9). Tada Ce i njihove povrsine biti jednake.

4Jakob Steiner (1796. - 1863.), §vicarski matematicar
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Slika 2.9: Podjela geometrijskog lika na dva dijela jednakih opsega

Odaberimo jednu od tih dviju polovica 1 pretpostavimo da oblik koji zatvara krivulja
nije polukrug. Povucimo linije iz sjeciSta krivulje i pravca simetrije. Sigurno postoje
barem dvije linije koje se sijeku u tocki na krivulji takve da kut medu njima nije pravi.
Unutrasnjost trokuta mozemo zamisljati kao prazninu, a vanjske dijelove kao fiksirane.
Pomicimo tocke po pravcu simetrije dok kut koji zatvaraju linije postane pravi kut, tj.
mjera tog kuta bude jednaka 90° kao na Slici|2.10

Slika 2.10: Pravokutan trokut unutar geometrijskog lika

Na ovaj nacin povecali smo povrSinu pa reflektiranjem dobijemo lik veée povrsine, ko-
jemu je opseg ostao isti kao na pocetku. Dakle, dosli smo do kontradikcije pa zaklju¢ujemo
da pocetni lik mora biti krug. O

Preslikamo li sada ovaj lik centralnosimetri¢no (vidi Sliku [2.11]), dobit ¢emo Cetverokut.
Naziv dokaza teorema poistovjecujemo s vrhovima. Vrhove tog ¢etverokuta moZzemo sma-
trati kao zglobove s obzirom da se u svakom vrhu sijeku barem dvije linije.
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Slika 2.11: Centralnosimetri¢no preslikavanje

Zanimljivo je da se ovaj dokaz moZe upotrijebiti kao dokaz da optimalni 2n-terokut
mora biti pravilan. Pretpostavimo da nije. Prepolovimo 2n-terokut na pola tako da spojimo
vrh 1 s vchom n + 1. Ovakvim nacinom nece se svi vrhovi nalaziti na polukrugu od vrha 1
do vrha n + 1. Stoga moZemo primijeniti Steinerovu metodu 1 dobiti bolji, izoperimetrijski
2n-terokut.

Steinerov dokaz srednje vrijednosti. Neka su dane dvije krivulje i krivulja srednje vri-
jednosti koja se u svakom trenutku nalazi na pola puta izmedu zadanih krivulja, vidi
Sliku

Slika 2.12: Proizvoljne krivulje i krivulja srednje vrijednosti u sredini

Uzmimo proizvoljni lik (vidi Sliku [2.13) maksimalne povrSine i prepolovimo ga na
pola sa simetralnom linijjom kao u prvom dokazu da dobijemo dva dijela istih opsega.
Simetralna linija ¢e takoder podijeliti lik na dva dijela jednakih povrSina.
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Slika 2.13: Proizvoljni lik

Ukoliko ih ta linija ne podijeli na dva dijela jednakih povrSina, tada moZemo napraviti
refleksiju gornjeg (ili donjeg) dijela lika. Ako se refleksije preklapaju, lik je podijeljen na
dva jednaka dijela. Pretpostavimo da se te linije ne preklapaju te ih preslikajmo na istu
stranu i nacrtajmo krivulju srednje vrijednosti kao na Slici

Slika 2.14: Proizvoljne krivulje i njihova krivulja srednje vrijednosti

Krivulja srednje vrijednosti je kraca, ali zatvara jednaku povrsinu kao i preostale dvije
krivulje jer sadrzi zajedniCku povrSinu, polovinu dodatne povrSine prve krivulje te polovinu
dodatne povrsine druge krivulje. Medutim, te dodatne povrSine su jednake odakle slijedi
da krivulja srednje vrijednosti zatvara jednaku povrSinu kao i druge dvije krivulje.

Dakle, kada bismo presjekli opseg lika maksimalne povrSine na pola, te polovine mo-
raju biti iste. Kada ne bi bile iste, to bi znacilo da bismo ovim postupkom mogli konstruirati
likove jednakih opsega, a manjih povrSina, Sto je kontradikcija. Stoga zakljucujemo da lik
s maksimalnom povr§inom mora biti krug. O

Sada dolazimo do tre¢eg dokaza ovog teorema koji je poznat pod nazivom Dokaz grude
snijega. Ako zagrabimo rukom dio snijega, zatim s drugom rukom pri¢vrstimo iz razli¢itih
kutova taj snijeg, dobit ¢emo grudu snijega oblika kugle, tj. oblika sfere. Ovim postup-
kom minimizirali smo povrSinu. Sada ¢emo analogan postupak primijeniti na ravninskim
likovima.
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Steinerov dokaz grude snijega. Krenimo s nekim proizvoljnim konveksnom likom. Zelimo
ga modificirati tako da postane simetrican s obzirom na neku liniju u ravnini. Pretposta-
vimo da postoje linije okomite na simetralnu liniju kroz vrhove takve da polovina svakog
odsjecka leZi na jednoj strani kao na Slici[2.13]

Slika 2.15: Rekonstrukcija proizvoljnog lika

Povrsina je svugdje jednaka. Uocimo da se trokuti preslikavaju u jednakokracne tro-
kute, a trapezi u jednakokracne trapeze. Kod mnogokuta, opseg se smanjuje osim u slucaju
kada su trokuti i trapezi ve¢ jednakokracni, a to je moguce ako je izvorna slika simetri¢na.
Primijenimo li to sada na beskonatno male veli¢ine, uvjereni smo da e vrijediti za bilo
koju konveksni lik. Stoga rjeSenje mora biti konveksno u svakom smjeru. Takva figura
mora biti krug.

Da bismo se uvjerili moZzemo uzeti bilo koji proizvoljan lik. Rekonstruirajmo taj lik
tako da bude simetri¢an s obzirom na x-os, a potom ga rekonstruirajmo da bude simetrican
s obzirom na y-os. Kao posljedica ovakve rekonstrukcije lik mora biti simetrican u svakoj
liniji koja prolazi kroz ishodiSte koordinatnog sustava. Stoga, takav lik mora biti krug. O
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2.3 Dodatak: geometrijski dokaz formule za povrsSinu

U prvom poglavlju smo vidjeli da smo formulu za racunanje povrsine podru¢ja omedenog

nekom krivuljom
1
A= —f xdy—ydx:f xdy:—f ydx.
2 Jap oD oD

dobili kao posljedicu Greenovog teorema. U ovom dodatku, vidjet ¢emo kako geometrijski
mozemo pokazati da ta formula vrijedi, prvo za trokute, a zatim za proizvoljne n-terokute.

Krenimo najprije s trokutom. Na Slici [2.16] vidimo kako njegovu povrsinu moZemo
izraCunati geometrijski.

Slika 2.16: Geometrijski izraCun povrSine trokuta

Odredimo sada povrSinu trokuta analiticki. Neka se trokut nalazi u prvom kvadrantu
tako da su njegovi vrhovi tocke (0, 0), (x1,y1) 1 (x2,y2), oznaene u smjeru suprotnom od
smjera kazaljke na satu. Sada povr§inu mozemo izracunati koriste¢i formulu:

1
A = 3 lxo(y1 — ¥2) + x1(y2 — yo) + x2(yo — y1)I.
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Uvrstavanjem tocaka u formulu dobivamo sljedece:

1
A= §|0'(y1 = y2) +x1(y2 = 0) + x2(0 = yy) |
_ X1Y2 — X2)1
—

Kada bismo imali n-terokut s vrhovima (xy, yo), (X1, Y1), (X2, 2), . . . , (X,_1, Yo—1) OZnacenim
u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu, tada bismo podijelili mnogokut na kohe-
rentno orijentirane trokute te sumirali povrSine tih trokuta, vidi Sliku

Slika 2.17: Geometrijski izracun povrsine proizvoljnog n-terokuta

Povrsina tog n-terokuta bi bila jednaka

n-2

1
A= ) Z Xi—1Vk = Yk-1Xk- (2.1
P

Pustimo 1i limes u formuli (2.1]) uocit éemo da se povrsina bilo kojeg podruéja D omedenog
sa 0D moze izracunati koriste¢i formulu:

1 1
ﬂz—f x(y+dy)—y(x+dx):—f xdy — ydx.
2 oD 2 oD



Poglavlje 3

Izoperimetrijski problem geometrijskih
likova u ravnini

3.1 Izoperimetrijski problem za trokut

Teorem 3.1. Medu svim trokutima istog opsega, jednakostrani¢an ima najvecu povrsinu.

Dokaz. Ovaj teorem dokazat ¢emo koriste¢i Heronovu formulu za povrSinu trokuta koja
glasi: Neka je dan trokut sa stranicama duljina a,b i c te neka je s = ‘%ﬂ poluopseg tog
trokuta. Tada je povrsina jednaka P = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢).

Nadalje, prisjetimo se aritmeticko-geometrijske nejednakosti za n = 3. Neka su x,y1iz

pozitivni brojevi, tada vrijedi:

xX+y+z

3 <Ax-y-z, (3.1)

pri ¢emu se jednakost postiZe ako i samo ako je x = y = z. Stavimodaje x = s —a,y =
s —b,z = s — ciuvrstimo u formulu (3.1):

(s—a)+(s=b)+(s—c¢)

>(s—a)-(s=b)-(s—c)

3
3s—<a3+b+C) >Js-a) (5-b) (-0
3
(3S;2S) > (s—a)(s—b)(s—rc)

s\3 P2
—_ 2 —_
(3) K

29
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Iz prethodnog slijedi:

s s
ii P< .
V27 V27
ZakljuCujemo, trokut s opsegom 2s = a + b + ¢ sigurno nece imati povrSinu vecu od
$2 oo $2 . . . v .
Rk odnosno bit ¢e jednaka Rii ako 1 samo ako je trokut jednakostrani¢an. Naime, ako
uzmemo jednakostrani¢an trokut s duljinom stranice a, tada je njegov poluopseg jednak

a+a+a _ 3a . v . .
&5 = 3¢, dok mu je povrSina jednaka:

P> -

S =

2
(3741) 97'12 9a* 3> 3a*- V3 a*V3

P = = = = = =
V27 V27 4.3V3 443 12 4

2

pa je jasno da je u tom slucaju P = \j—ﬁ Ovime je zavrSen dokaz teorema. O

Sli¢an dokaz Teorema [3.1| pronasao je Grégoire Nicollier ﬂ

Dokaz. Pretpostavimo da trokut AABC nije jednakostranian. Neka su stranice trokuta
a = BC, b = ACic = AB. Uzmimo sada proizvoljnu elipsu, za koju vrijedi da su
vrhovi trokuta A i B, smjeSteni u fokusima te elipse, a tre¢i vrh trokuta vrh C, se nalazi na
elipsi. Pomaknimo toc¢ku C tako da ona bude smjeStena to¢no na maloj osi elipse. Prilikom
ovakvog pomicanja tocke C opseg se nece promijeniti. Tada je a = b1 ¢ = 2d (pri Cemu je
d udaljenost tocke A od ishodista), te pretpostavimo da je opseg jednak 2. 1z toga slijedi:

a+b+2d=2
a+a+2d=2
2a+2d =2
a+d=1
a=1-d.

Odredimo sada povrSinu jednakokracnog trokuta ¢ije su duljine stranica a, a, 2d.

!Grégoire Nicollier, §vicarski matematic¢ar
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Slika 3.1: Jednakokracan trokut

Pomocu Pitagorinog poucka odredimo visinu:
V+d>=d® = v=Va® -4,
a zatim raunamo (imaju¢inaumu da jea = 1 — d):

2d-v _ 4d*(a® - d)

P2 = 2 1 = d2(a2_d2) = dl((l_d)Z_dZ) — d2(1_2d+d2_d2) — d2—2d3.
Uocimo sljedece:
1 1\ 1
2 _Aap_ 4 (.1 1
d-—2d 7 (d 3) (2d+ 3), (3.2)

pri &emu je desna strana zapravo Taylorov razvoj polinoma d? — 2d> oko totke d = % Kako

jed > 0, desna strana u (3:2) je sigurno manja od %, tj.

1
d*-2d° < —.
27
Jednakost se postize kadajed = 1. Tadajea=1-d=3,b=a=3%ic=2-d =34
jednakost se postize kad je trokut jednakostrani¢an. Time je teorem dokazan. O
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Teorem 3.2. Od svih trokuta upisanih u kruZnicu najvecu povrsSinu ima jednakostrani¢an
trokut.

Dokaz. Nacrtajmo trokute unutar kruZnice s istom bazom. Znamo da, od svih takvih tro-
kuta, trokut najveée povrSine ¢e imati najvecu visinu. Intuitivno znamo da ¢e taj trokut biti
jednakostrani¢an. Dokazimo sada ovu tvrdnju.

-

Slika 3.2: Trokuti unutar kruznice s jednakom bazom

Pretpostavimo da je trokut s najve¢om povrSinom upisan u kruznicu jednakokracan.
Odaberimo proizvoljan jednakokracan trokut. Neka je « = <BAC. Tada je <ACE =
90° — a. Neka je O srediSte kruznice opisane trokutu AABC te neka su D i E poloviSta
stranica BC i AB, redom.

Slika 3.3: Jednakokracan trokut upisan u kruZnicu
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Tada je <ACB = 180° — 2a jer je odabrani trokut jednakokracan. 1z trokuta AECB sli-
jedi <ECB = 90° —a. Nadalje, promotrimo trokut ABCO. Trokut ABCO je jednakokracan
jer vrijedi |OB| = |OC| = R, gdje je R radijus trokutu opisane kruznice. Uocimo da vrijedi
sljedece:

<DBO = <0OCD = <ECB = <ACE =90° — «.

Takoder, |BD| = |DC]| jer je D poloviste stranice BC. Mjere kuteva <CBE i <CBO su a i
90° — @ redom. Stoga iz Cinjenice <CBE = <CBO+ <OBE, slijedi <OBE = ¢ —-90°+a =
2a = 90°.

Odredimo sada duljinu stranice |OE| primjenom trigonometrije na trokut AOBE :

OE OE
sin(<OBE) = ﬁ = % = |OE| = Rsin(2a — 90°). (3.3)

Raspisimo izraz (3.3)) koriste¢i adicijsku formulu za sinus:
sin(2a — 90°) = sin(2a) cos(90°) — cos(2a) sin(90°) = — cos(a),
|OE| = =R cosa).
Kako je |CE| = |CO| + |OE| te je |CO| = R, a |OE| = —R cos(2a), slijedi
|CE| = R — R(1 — cos2a)) = R(1 — cos(2a)).
Primjenom trigonometrije na trokut AOBE odredimo duljinu stranice |EB| :

EB EB
cos(<COBE) = ﬁ = % = |EB| = Rcos(2a — 90°). (3.4)

Raspisimo izraz (3.4)) koriste¢i adicijsku formulu za kosinus:
cos(2a — 90°) = cos(2a) cos(90°) + sin(2a) sin(90°) = sin(2a),
|EB| = R sin(2a).
Sada odredimo duljinu stranice |AB| :
|AB| = 2|EB| = 2 - Rsin(2a)
kako bismo mogli odrediti povrSinu trokuta AABC :

2 - Rsin(2a) - R(1 — cos(2a)
5 =

Mi zelimo maksimizirati funkciju povrSine, stoga najprije moramo odrediti prvu derivaciju
funkcije P : R* — R, P(a) = R*sin2a)(1 — cosa)) :

P= R? sin(2a)(1 — cos(2a)).

P’ = R*cos(2a) - 2(1 — cos(2a)) + R? sin(2a)(sin(2a)) - 2.
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Pronadimo ekstreme ove funkcije izjednacavanjem prve derivacije s O:

R?cos(2a) - 2(1 — cos(2a)) + R? sina)(sin(2a)) - 2 = 0
cos(2a) - (1 — cosRa)) + sin(2a)(sin(2a)) = 0

cos(2a) — cos*(2a) + sin*(2a) = 0

cos(2a) — cos*(2a) + 1 — cos*’(2a) = 0

—2cos’(2a) + cos(Ra) + 1 = 0.
Uvedimo supstituciju ¢t = cos(2a) i odredimo rjeSenja kvadratne jednadzbe:

2 +t+1=0,

Uvrstimo dobivena rjeSenja u supstituciju te odredimo kona¢no rjeSenje:
cosa)=1 = 2a=0° = a=0°,

1
cosRa) = ) = 2a =120° = a =60°.

RjeSenje @ = 0° nije moguce pa ga odbacujemo. Odavde slijedi da trokut mora biti jedna-
kostranican, tj. pretpostavka je bila kriva. Time je teorem dokazan. O

3.2 Izoperimetrijski problem za Cetverokut

Kada govorimo o izoperimetrijskom problemu za ¢etverokute, zapravo mislimo na sljedece:
Od svih cetverokuta s jednakim opsegom, kvadrat ima najvecu povrsinu.
Takoder, ekvivalentno mozZemo reéi:
Od svih cetverokuta s jednakom povrsinom, kvadrat ima najmanji opseg.

Dokaze ovih tvrdnji éemo provesti u nekoliko koraka. Najprije ¢emo dokazati da za pro-
izvoljan Cetverokut (koji nije paralelogram), postoji paralelogram koji ima manji opseg, ali
jednaku povrSinu. Potom ¢emo dokazati da za proizvoljan paralelogram (koji nije pravo-
kutnik) postoji pravokutnik s jednakim opsegom, ali ve¢om povrSinom. Naposljetku ¢emo
dokazati da za proizvoljan pravokutnik (koji nije kvadrat) postoji kvadrat s jednakim opse-
gom, ali ve¢om povrSinom.

Korak 1. Za proizvoljan cetverokut (koji nije paralelogram), postoji paralelogram
koji ima manji opseg, ali jednaku povrSinu.
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Lema 3.3. U Cetverokutu ABCD gdje je E poloviste stranice AD, G poloviste stranice BC
vrijedi sljedece:
2EG<GK+KS =GK+LS =AB+CD

Slika 3.4: Proizvoljan cetverokut ABCD

Dokaz Leme[3.3] Skicu smo nacrtali tako da smo najprije konstruirali polovi$ta stranica
AD 1 BC (tocke E i G, redom). Zatim smo odredili tocke K i L tako da su BGKA i GCDL
paralelogrami. Uo¢imo sljedece:

2EG=GS <GK+KS =GK+LS =BA+GL=AB+CD

Pri izraCunu smo koristili nejednakost trokuta. O

Dokaz Koraka 1. Dan je Cetverokut ABCD. Konstruirajmo polovista stranica AB, BC,CD, DE
1 oznaCimo 1h sa E, F, G, H redom. Spojnice nasuprotnih polovista sijeku se u tocki 0. U
ovom konkretnom slucaju te spojnice se sijeku pod pravim kutem u tocki O pa je tocka O
ujedno i jedan vrh pravokutnika.
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Slika 3.5: Proizvoljan Cetverokut i paralelogram jednake povrSine

Najprije nacrtajmo lik O"”HDJ koji je oznaCen crvenom bojom na Slici [3.5] Njega
crtamo tako da produZimo stranice tako da vrijedi |[HO"'| = |HO| 1 |OE| = |0"'J|. Zatim
nacrtamo pravac paralelan s AE kroz J. U sjeciStu paralele 1 pravca AH dobit ¢emo toCku
D. Analogno ponovimo postupak za preostale dijelove.

Koristeéi Lemu slijedi:

200" =2EG < AD + BC,
200" =2HF < DC + AB

pa je
2(00" + 00"") < AD + BC + DC + AB.

Dakle, opseg paralelograma (pravokutnika) OO’O” 0" je manji od opsega Cetverokuta
ABCD, ali su im povrsine jednake (zbog konstrukcije). O

Korak 2: Za svaki paralelogram (koji nije pravokutnik) postoji pravokutnik s jedna-
kim opsegom, ali ve¢om povrSinom.

Dokaz Koraka 2. Sa Slike moZemo uociti da se povrSina paralelograma povecava ¢im
se povecava udaljenost izmedu ’gornje”i ”donje” paralelne stranice.
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Slika 3.6: Paralelogram i pravokutnik jednakog opsega

PovrSina paralelograma ¢e biti najveca kada tocka A, koja se nalazi na kruZnici sa
srediStem u B, "stigne” u toCku koja se nalazi na pravcu koji prolazi kroz B i okomit je
na BC, dakle kada paralelogram postane pravokutnik, a tijekom te transformacije opseg
paralelograma se nece promijeniti. O

Korak 3: Za proizvoljan pravokutnik (koji nije kvadrat) postoji kvadrat s jednakim
opsegom, ali veCom povrsinom.

Dokaz Koraka 3. Zelimo pokazati da kvadrat ima najveéu povrsinu. Neka je p fiksni pa-
rametar, a a stranica kvadrata za koju vrijedi a = £. Za pravokutnik Cije su stranice u i v, i
Ciji je opseg jednak opsegu kvadrata vrijedi:

2(u+v):4a:4'§:p - u+v:§.

Uvecéajmo stranicu u za neku vrijednost x, gdje je x < a, a stranicu v umanjimo za istu tu
vrijednost x:

u=a-+x,

v=a-—X.

PovrSina pravokutnika sa stranicama u i v je jednaka:

P=uv=(a+x)a-x) =a*—x°.
Vrijednost a? je povrsina kvadrata sa opsegom 4a, a vrijednost a® — x? je povrsina pravo-
kutnika sa istim opsegom (2(u + v) = 2(a + x) + 2(a — x) = 4a). Kako je x* > 0, vrijedi
a* — x> < a?* pri Cemu se jednakost postize ako je x = 0, odnosno ako je pravokutnik
kvadrat. O
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S druge strane, izoperimetrijsku nejednakost za Cetverokute moZemo dokazati 1 na
sljedeci nacin. Najprije ¢emo dokazati da za proizvoljan Cetverokut postoji deltoid s jed-
nakim opsegom, a ve¢om povrSinom. Potom ¢emo dokazati da postoji romb jednakog
opsega, a vece povrsine od izabranog deltoida. U konacnici ¢emo dokazati da za proizvo-
ljan romb postoji kvadrat jednakog opsega, a veCe povrSine.

Korak 1: Za proizvoljan cetverokut postoji deltoid s jednakim opsegom, a veCom
povrsinom.

Dokaz Koraka 1. Dan je proizvoljan Cetverokut ABCD takav da vrijedi |AD| # |CD|. Na-
crtajmo elipsu sa fokusima u tockama A i C koja prolazi kroz tocku D. Na takvoj elipsi
sigurno postoji tocka D’ za koju vrijedi P(ACD) < P(ACD’). Opsezi tih trokuta su jednaki
jer vrijedi sljedece:

2a=AD+CD =AD"+ D'C.

Slika 3.7: Proizvoljan Cetverokut 1 deltoid jednakog opsega

Povrsine tih trokuta raCunamo kao polovinu umnoska stranice 1 visine na tu stranicu.
Kako imaju zajednicku stranicu slijedi da ¢e trokut imati vecu povrSinu ako mu je visina
dulja. Visina e biti najdulja ako se tocka D’ nalazi na maloj osi elipse. Analogno pono-
vimo postupak te pronademo elipsu koja ima fokuse u to¢kama A i C, te prolazi tockom B.
Ovim postupkom dobit ¢emo tocku B’. Zakljucujemo, deltoid AB’CD’ na Slici[3.7)ima isti
opseg kao Cetverokut ABCD, a vecu povrsinu. m|
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Korak 2: Za proizvoljan deltoid postoji romb jednakog opsega, a vece povrsine.

Dokaz Koraka 2. Krenimo od deltoida AB’'CD’ (iz prethodnog koraka) za koji vrijedi |AB’| =
|B’C| i |AD’| = |D’C|. Kada bi jos vrijedilo i |AB’| = |AD’|, tada bismo imali romb i bili
bismo gotovi s dokazom.

Slika 3.8: Deltoid i romb istog opsega

Nacrtajmo sada elipsu koja ima fokuse u tockama B’ 1 D', te prolazi tockom A. Pronadimo
tocku A’ na analogan nacin kao u prethodnom koraku. Zbog simetri¢nosti, tocka C” se
takoder nalazi na elipsi. Za to¢ku C’ dolazimo do istog zakljucka kao i za to¢ku A’. Ovim
postupkom smo dobili ¢etverokut A’B’C’D’ koji je romb (na Slici [3.8]istaknut zeleno) i
koji ima isti opseg, ali je vece povrSine nego zadani deltoid. O

Korak 3: Za proizvoljan romb postoji kvadrat jednakog opsega, a vece povrsine.

Dokaz Koraka 3. Zadan je romb A’B’C’D’. PovrSina romba jednaka je zbroju povrSina
trokuta AA’B’D’ 1 AB'C’D’. Njihove povrsine su jednake polovini umnoska stranice i
visine na tu stranicu. S obzirom da je rije¢ o rombu, sve stranice su jednake duljine, pa
stoga povrSine ovise o duljini visina. Nacrtaymo romb sa pripadnim visinama.
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Slika 3.9: Romb

Opseg romba i kvadrata koji trazimo jednak je 4a. Ako je a duljina stranice romba, tada
je povrsina kvadrata jednaka P = a?. PovrSina romba je jednaka P = %(avl + av,), gdje
je vi duljina visine na trokut AA’B’D’, a v, duljina visine na trokut AB'C’'D’. S obzirom
da je rije¢ o rombu, te dvije visine su jednake. Stoga je povrSina romba jednaka P = av.
Iz pravokutnog trokuta uoavamo da je duljina visine uvijek manja od duljine stranice,
odnosno jednaka duljini stranice ako i samo ako je taj Cetverokut kvadrat. O



Poglavlje 4

Primjena izoperimetrijskog problema u
srednjoskolskim zadacima

S matematickim obrazovanjem upoznajemo se od najranijih dana kroz razliite oblike
u prirodi koja nas okruzuje. Zatim kroz osnovnoskolsko obrazovanje postepeno ucimo
oblike, izgradujemo pojmove koji su nam ve¢ poznati, otkrivamo svojstva razlicitih ge-
ometrijskih likova, upoznajemo se s aksiomima i teoremima (iako u tom trenutku nismo
sigurni da se radi o aksiomima, npr. Peanovi aksiomi). Postupno izgradujemo matematicko
znanje kroz dvije dimenzije: matemati¢ke domene i procese.

Domene se odnose na matematicki sadrzaj, a u domene ubrajamo: Brojeve, Alge-
bru, Oblik i prostor, Mjerenje 1 Podatke. S druge strane, matematicki procesi kojima
izgradujemo matematicke pojmove su prikazivanje i komunikacija, povezivanje, logi¢ko
miSljenje, argumentiranje i zakljucivanje, rjeSavanje zadataka i matematicko modeliranje
te primjena racunala. Njih najbolje uo¢avamo i prepoznajemo u ciljevima izvodenja nas-
tave.

Ciljeve nastave postizemo kroz razliCite nastavne oblike 1 metode. Neki od nastavnih
oblika koje mozemo Kkoristiti su: frontalna nastava ili diferencirana nastava. Unutar di-
ferencirane nastave imamo mogucnost rasporediti ucenike u timove ovisno o uceni¢kom
predznanju, njihovim pregovarackim sposobnostima, snalazljivosti i sl. Nacini organiza-
cije rada nastave matematike koje Cesto koristimo na nastavi su predavacka metoda, metoda
dijaloga, heuristicka metoda, metoda demonstracije, metoda eksperimenta. Kroz razliCite
nastavne oblike 1 nastavne metode ostvarujemo postizanje ishoda ucenja.

Ishodi ucenja su iskazi o tome Sto se oCekuje da ¢e u€enik kao rezultat u¢enja moci
raditi. Na primjer, ako se na nastavnom satu uci nova nastavna cjelina “Linearne jednadZbe
s jednom nepoznanicom” ocekivani ishod ucenja ¢e biti: Ucenik ¢e moci rjeSavati linearne
jednadzbe s jednom nepoznanicom.

Unutar ovog poglavlja susret ¢emo se s razliitim aktivnostima i tipovima zadataka

41
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koji mogu biti primjereni redovnoj nastavi matematike ili nastavi za nadarene ucenike.
Na kraju navodimo neke od ciljeva za koje ocekujemo da su ve¢ postignuti u prijaSnjem
obrazovanju, kao i one koji ¢e se tek postici:

e Ucenik ¢e moci graficki prikazati kvadratnu funkciju i objasniti oblik kvadratne funk-
cije u ovisnosti o diskriminanti i vode¢emu koeficijentu.

e Ucenik ¢e moci znanje o kvadratnoj jednadzbi primijeniti na problemsku situaciju
koja ukljuCuje probleme s ekstremima.

e Ucenik ¢e mo¢i primijenjivati Talesov teorem o obodnom kutu nad promjerom.
e Ucenik ¢e mo¢i izreci 1 ilustrirati poucke o sukladnosti 1 slicnosti trokuta.

e Ucenik ¢e moci primijenjivati derivaciju funkcije u problemskoj situaciji.

4.1 Aktivnosti u nastavi matematike u kojima se
pojavljuje izoperimetrijski problem

S obzirom na razliCitu teZinu zadataka, ovakve tipove zadataka moZemo zadati ucenicima
srednje Skole koji pohadaju dodatnu nastavu matematike te pritom ne moramo napomenuti
da u pozadini zadataka zapravo stoji izoperimetrijska nejednakost jer uenici mogu rijesiti
zadatke 1 bez saznanja o tome. Svakako bi bilo zanimljivo u€enicima istaknuti legendu o
nastanku tog problema te kako izoperimetrijski problem izgleda za neke likove u ravnini.
U ovom poglavlju dotaknut ¢emo se nekih zadataka u kojima se skriva izoperimetrijski
problem, opisati aktivnosti pripremljene za timske radove ucenika i zadatke pripremljene
za samostalne ili timske radove uc¢enika. U prvoj navedenoj aktivnosti, u¢enici samostalno
otkrivaju Cetverokut najvece povrsine, a tek na kraju uciteljica uvodi pojam izoperimetrij-
skog problema i nejednakosti.

Aktivnost 1: Izoperimetrijski problem cetverokuta

Cilj aktivnosti Ucenici Ce otkriti Cetverokut najvece povrSine
u problemskom zadatku
Nastavni oblik Diferencirana nastava u obliku timskog rada, istrazivacka nastava
Nastavna metoda Metoda razgovora
Potrebni materijal Nastavni listi¢ sa zadacima

Tijek aktivnosti: UCcitelj/ica dijeli ucenike u grupe koje se sastoje od Cetiri ucenika s
obzirom na raspored sjedenja uCenika u ucionici. Naizmjenice dijeli u¢enicima nastavne
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listi¢. Potom ostavlja u€enike da samostalno rjeSavaju zadatke te povremeno prolazi kroz
razred kako bi provjerila postoje 1i neke nedoumice ili pitanja kod ucenika. Po zavrSetku
rjeSavanja zadataka, ucenici i uCitelj/ica ¢e zajedno rijeSiti zadatke na ploci te detaljno
prouciti sve korake donosSenja zakljucaka o rjeSavanju zadataka.

Napomena. Zadat su preuzeti s predavanja kolegija Metodika nastave matematike 2 ak.
god. 2019./2020. a zadao ih je doc. dr. sc. Matija Basic.

Pogledajmo kako bi izgledao primjer nastavnog listica i rjeSenja zadataka s nastavnog
listica.

Zadatak 4.1. Pri izgradnji ov€arnika treba zadovoljiti uvjet da je potrebna korisna povrSina
po jednoj ovci 1.5m?. Kolika je najmanja duljina ograde kojom moZemo ograditi 200
ovaca?

Rjesenje: Bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da ov€arnik ima oblik pravo-
kutnika. Oznacimo s a dulju stranicu, a s b kracu stranicu.

Slika 4.1: Ovcarnik (pravokutnik)

Ukupna povrSina koja mora biti ogradena je jednaka

P = 1.5m” - 200 = 300m>. (4.1)
Formula za povrSinu pravokutnika je P = ab te izjednaavanjem s (.1)) slijedi:
300
ab=300 = a= T, b #0. (42)

S obzirom da trazZimo najmanju duljinu ograde slijedi da moramo minimizirati funkciju
koja opisuje opseg pravokutnika. Opseg pravokutnika racunamo po formuli o0 = 2a + 2b =
2(a + b). Uvrstimo (4.2)) u formulu za opseg pravokutnika:

300 300 + b* 600 + 2b*
b:2_ :2 = .
=25 )25
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Da bismo pronasli minimum ove funkcije moramo odrediti ekstreme. Ekstreme odredujemo
tako da najprije odredimo derivaciju funkcije:

4b-b—-(600+2b%) -1  2b* - 600
b? o

Zatim izjednacimo prvu derivaciju funkcije s 0:
2b* - 600
-

o'(b) =

0 = 2> -600=0 = 2b*> =600 = b*> =300
— b, = +V300 = +10V3.

S obzirom da udaljenost ne moZe biti negativna vrijednost negativno rjesSenje odbacujemo.
Odredimo sada vrijednost veli¢ine a:

300 300 300- 103
_ - V3 =10V3.
b 103 10V3-10V3

Opseg tog ovcarnika jednak je:

0=2(a+b)=210V3+10V3) = 40 V3.
Oa

Uocimo da s obzirom da vrijedi a = b, ov€arnik je oblika kvadrata. Dakle, Cetverokut
najvece povrsine je kvadrat §to smo ve¢ spominjali unutar primjene izoperimetrijskog pro-
blema. Ovakav nacin rjeSavanja primjeren je ucenicima 4. razreda srednje Skole koji prate
gimnazijski program te su dosad ve¢ naucili Sto je derivacija i usvojili osnovne tehnike
deriviranja.

2. nacin rjeSavanja zadatka. 1z aritmeticko-geometrijske nejednakosti slijedi:

b
a; > Vab.

PomnoZimo nejednakost s 4 kako bismo s lijeve strane dobili opseg:

2(a +b) > 4 Vab.
Uo¢imo desna strana je jednaka VP = V300 = 10 V3. Time dobivamo sljedeée:
0>40 \/g,

gdje se jednakost postiZe ako vrijedi a = b. Kako smo ve¢ spomenuli, kvadrat je Cetverokut
najvece povrsine pa je opseg jednak 40 V3 i samim time najmanja duljina ograde kojom
mozemo ograditi 200 ovaca iznosi 40 V3m?. m|



POGLAVLIJE 4. PRIMJENA IZOPERIMETRIJISKOG PROBLEMA U
SREDNJOSKOLSKIM ZADACIMA 45

Ovakav nacin rjeSavanja primjereniji je nadarenim ucenicima i ucenicima koji se pri-
premaju za matematicka natjecanja. Iako se aritmeticki i geometrijski nizovi uce tek u 4.
razredu srednje Skole, aritmeticki i geometrijski niz se na vrlo jednostavan nacin mogu i
ranije objasniti za slucajeve n = 2 ili n = 3. Kako su ucenici ve¢ u 2. razredu srednje Skole
jako dobro upoznati s racunom s korijenima, uz uputu i detaljno objaSnjenje na konkret-
nom primjeru, znali bi rijeSiti zadatak ovom metodom.

Ovakvom aktivno$¢u svi ucenici otkrivaju izoperimetrijski problem cetverokuta. S
druge strane, mogli bismo rasporediti uenike tako da jedan dio ucenika otkriva izope-
rimetrijski problem Cetverokuta, a drugi dio izoperimetrijski problem trokuta, Sto ¢emo
prikazati u sljedecoj aktivnosti.

Aktivnost 2: Izoperimetrijska nejednakost trokuta i cetverokuta

Cilj aktivnosti Ucenici Ce otkriti izoperimetrijsku nejednakost
Cetverokuta 1 trokuta u problemskom zadatku

Nastavni oblik Diferencirana nastava u obliku timskog rada, istraZivacka nastava
Nastavna metoda Metoda razgovora
Potrebni materijal Nastavni listi¢ sa zadacima

Tijek aktivnosti: UCcitelj/ica dijeli ucenike u grupe u kojima se nalazi po Cetiri ucenika
s obzirom na njihovo predznanje matematike. Dijeli im listi¢e te ih ostavlja da samos-
talno rjeSavaju zadatke te povremeno prolazi kroz razred kako bi provjerila postoje li neke
nedoumice ili pitanja kod ucenika. Po zavrSetku rjeSavanja zadataka, u€enici i ucitelj/ica
¢e zajedno rijesiti zadatke na ploci te detaljno prouciti sve korake donoSenja zakljucaka o
rjeSavanju zadataka.

Napomena. Zadaci su preuzeti s vjezbi kolegija Metodika nastave matematike 2 akadem-
ske godine 2019./2020. a zadala ih je dr. sc. Renata Vlahovi¢ Kruc (zadatak grupa A) i
predavanja Metodika nastave matematike 3 akademske godine 2020./2021., a zadao ih je
doc. dr. sc. Matija Basi¢ (zadatak grupa B).

Pogledajmo kako bi izgledali primjeri nastavnih listica 1 rjeSenja zadataka s nastavnih
listica.

Zadatak 4.2 (Grupa A). U jednakokracan pravokutan trokut s katetom duljine Scm upi-
san je pravokutnik tako da je jedan njegov vrh u vrhu pravog kuta trokuta. Odredite koji
pravokutnik ima najvecu povrsinu.
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Rjesenje: PrikaZimo najprije situaciju iz zadatka skicom.

c
D E
A F B

Slika 4.2: Jednakokracan pravokutni trokut i pravokutnik unutar njega

Neka je |[AF| = a,a|AD| = b. Tadaje |FB| =5 —a,|DC| =5 - b,|DE| = ail|FE| = b.
Povrsina jednakokra¢nog pravokutnog trokuta iznosi:

1 25
P = 5 |AB| - |AC| = jcmz.

PovrSinu pravokutnika AFED dobit ¢emo tako da od povrSine trokuta AABC oduzmemo
povrsine trokuta ADEC 1 AFBE. Odredimo povrSine trokuta ADEC 1 AFBE.

P(ADEC) = % ca-(5-0b)

1
P(AFBE) = 5 -(5-a)-b

Povrsinu trokuta AABC moZemo napisati kao:
P(AABC) = P(ADEC) + P(AFBE) + P(AFED,). (4.3)

Uvrstimo u (4.3) sve povrsine koje su nam poznate.

25 1 1
- = Ea(S - b) + 5[9(5 —a)+ P(AFED),

2
o) _ _
P(AFED):—S—Sa ab_Sb ab

4.4
> 5 > (4.4)
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Sada uocimo da su trokuti AFBE 1 ADEC sli¢ni po K-K poucku. Prisjetimo se iskaza K-K

poucka: Dva su trokuta slicna, ako im se podudaraju dva kuta trokuta. ZapiSimo omjere
odgovarajudih stranice sli¢nih trokuta:

5-a a
b 5-b
(5-a)(5 - b) = ab, 4.5)
25 +ab —5a—-5b = ab,
S5a+5b=25 = a=5-bh.

Uvrstimo sada (4.5) u (4.4)):
25 5 5
P(AFED) = 7 - 5(5 —b)— §b+(5 —b)b,
25 25 5 5 ) (4.6)
P(AFED) = >S5t 2b 2b+5b b,

P(AFED) = —b* + 5b.

Da bismo odredili maksimalnu povrSinu pronadimo ekstreme funkcije P : R* — R*,
P(b) = —b* + 5b. Odredimo najprije prvu derivaciju:

P'=-2b+5.

Izjednacimo prvu derivaciju s O:
5
-2b+5=0 = b:§:2.5.

Odredimo sada vrijednost a:

5
=5-b =2
a ——17] 2

Sada mozemo zakljuciti da je pravokutnik najvece povrsSine kvadrat $to slijedi iz izoperi-
metrijskog problema za Cetverokut. Ponovno, ovaj zadatak bismo mogli rijesiti tako da se
vratimo u korak te odredimo maksimum kvadratne funkcije. i

Zadatak 4.3 (Grupa B). U krug polumjera 10cm upiSite jednakokracni trokut maksimalne
povrsine. Uputa: kao parametar odaberite kut nasuprot osnovice te modelirajte trigonome-
trijskom funkcijom.

Rjesenje: Situaciju iz zadatka najprije prikazimo skicom.
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Slika 4.3: Jednakokracan trokut unutar kruznice

Povrsinu jednakokra¢nog trokuta mozemo odrediti koristec¢i formulu P = %a “V,, gdje
je a duljina stranice, a v, duljina visine na tu stranicu. Zelimo izraziti duljinu stranice a
1 duljinu visine v, preko istog parametra. Iz pravokutnog trokuta ANBC izrazimo duljinu
visine v,:

2 2

> (4 2 a
— :b a = b2_(_)

V“+(2) 7Y 2

Sada iz tog istog trokuta izrazimo a pomocu b primjenom trigonometrije pravokutnog tro-
kuta: .
AN e
sin|< | =+ = a:2bsm(—). 4.7
(5)=1 : @)

S obzirom da su dvije stranice trokuta ABCS radijusi kruZnice opisane trokutu slijedi da
je trokut jednakokracan. Treca stranica tog trokuta je stranica b. Kut pri vrhu C, tj. kut
<S CB jednak je 7.
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bl &

B

Slika 4.4: JednakokracCan trokut ABS C

Primijenimo kosinusov poucak na trokut ABCS :
2 2,12 a
R°=R +b —2Rbcos(—),
2
b =2Rbeos(3), b#0

a
b=2R (—)
COS 2

Sada uvrstimo (@.8)) u @.7):

4 - Rcos (a/) s'n(a/)
=4. —|sin{—=|.
a 2 2

Primjenimo formulu za umnoZzak sinusa i kosinusa:

) . (a+p . (a+p )
sin(a) cos(B) = 3 (sm( > ) + sm( > ) ,
odakle dobivamo sljedece:

a = 2R(sina + sin 0) = 2R sin(@).

49

(4.8)

(4.9)
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Uvrstimo sada sve izraCunate vrijednosti u formulu za povrSinu:

bl
= 2a Va

1 @\2  (20sin(a))’

=5 20 sin(a@) \/(ZOCOS 5) — (T)

= 10 sin(a) 1 /400 cos? (%) ~ 100 sin’(@)

1+
— 10 sin(a) 1400 - %@ — 100 sin()

= 10sin(a@) \/ 200 + 200 cos(@) — 100 sin’(@)
= 10sin(a) - 10 y2 + 2 cos(@) — (1 — cos?(@))
= 100 sin(a@) ycos(a) + 2 cos(a) + 1

= 100 sin(a) V(cos(a) + 1)?

= 100 sin(a) - | cos(a@) + 1],

pri ¢emu smo u &etvrtom koraku iskoristili formulu cos*(a) = H%b(z“) Preostaje nam joS
odrediti ekstreme funkcije P : R* — R*, P(@) = 100sin(a) - |cos(a@) + 1|. S obzirom da se
unutar funkcije nalazi funkcija apsolutne vrijednosti rastavit ¢emo funkciju po dijelovima
s obzirom na dva intervala.
1. slucaj: cos(@) +1 >0 = cos(a) > -1 = a>n+2kn, keZ
P" =100 cos(a)(cos(a) + 1) + 100 sin(a)(— sin(a@))

= 100 cos?(a) + 100 cos(a) — 100 sin*(a)

= 100 cos*(@) + 100 cos(@) — 100(1 — cos*(a))

= 200 cos*(a) + 100 cos(a) — 100.

Uvrstimo supstituciju ¢ = cos(a) i pronadimo ekstreme funkcije:
’ ..
200" + 100t =100 =0 = 1, = 3 ilit, = —1.
Uvrstimo izraCunate vrijednosti u supstituciju:

1
cos(t)) = 3 = a =60°,

cos(thh) = -1 = a = 180°.
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S obzirom da je @ kut u trokutu nema smisla gledati drugo rjeSenje.
2. slucaj: cos(a) +1 <0 = cos(a) < -1 = a<n+2kn, keZ,

P’ =100 cos(a)(cos(a) + 1) + 100 sin(a)(sin(a)),
= 100 cos*(a) + 100 cos(a) + 100 sin*(a),
= 100 cos*(a) + 100 cos(a) + 100(1 — cos*(a)),
= 100 cos(a) + 100.

Uvrstimo supstituciju s = cos(a@) i pronadimo ekstreme funkcije:
100s+100 =0 = s=-1.
Uvrstimo izraCunatu vrijednost u supstituciju:

cos(s) = -1 = a = 180°.

51

S obzirom da je a kut u trokutu, @ = 180° nije rjeSenje. Dakle, jedino moguce rjeSenje
je @ = 60°. Stoga zakljuCujemo da je trokut jednakostranican Sto slijedi i kao posljedica
1zoperimetrijskog problema za trokute: Trokut s najve¢om povrSinom je jednakostranican.

4.2 Zadaci u kojima se pojavljuje izoperimetrijski

problem

O

Zadatak 4.4. Od svih pravokutnih trokuta zadane duljine hipotenuze ¢ najvecu povrSinu

ima jednakokra¢ni pravokutni trokut.

1. nacin rjesavanja zadatka. Primjenom Talesovog poucka koji glasi Svaki obodni kut nad
promjerom je pravi slijedi da se vrh pravog kuta svakog pravokutnog trokuta ¢ija je hipo-

tenuza ujedno promjer kruZnice, nalazi na polukruZznici (vidi Sliku |4.5).
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Slika 4.5: Pravokutni trokuti unutar polukruznice

Iz formule za povrSinu trokuta slijedi P = %c - v, slijedi da ¢e najvecu povrSinu imati
trokut koji ima najvecu visinu. Intuitivno, ali 1 1z skice, moZemo uociti da ¢e najveca visina
biti to¢no jednaka r, odnosno najveca visina se nalazi na pravcu okomitom na promjer koji
prolazi kroz srediSte. Duljina te visine je v. = r = 5. PovrSina takvog trokuta je jednaka:

p 1 1 ,
=—C'Ve==-C-—=1".
2 2 4
Lako se vidi primjenom S-K-S poucka da je trazeni pravokutni trokut s najve¢om povrSinom
jednakokracan. O

2. nacin rjeSavanja zadatka. Dokazimo sada da je zaista rije¢ o jednakokracnom pravo-
kutnom trokutu algebarskom metodom. Nacrtajmo najprije trokut i ozna¢imo poznate vri-
jednosti.

Slika 4.6: Pravokutni trokut
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Povrsina ovog trokuta jednaka je polovini umnoska stranice c¢, tj hipotenuze i visine
na tu hipotenuzu (na Slici .6 oznaceno CN). Primjenom trigonometrije na trokut ANCB
slijedi

sin(@) = - = v = bsin(a).

Iz pravokutnog trokuta AABC slijedi
b
cos() = = = b = ccos(a). (4.10)
c
Uvrstimo sada b u @.10):
v = ccos(a) sin(a) = %(sin(2a/) —sin(0)) = % sin(2a)
pri ¢emu smo Koristili formulu (#.9). Uvrstimo sada poznate vrijednosti u formulu za
povrSinu trokuta:
1 2
P=3-c: g sin2a) = CZsin(Za).
Odredimo ekstreme ove funkcije, tj. ekstreme funkcije P : R* — R*, P(a) = %sin(Za),
gdje je ¢ € R. Derivirajmo funkciju:
c? c?
P = 71 cosQa) -2 = > cos(a).
Izjednacimo prvu derivaciju s O:
2
5 cos(2a) =0 = cos(2a) = 0.
Odredimo konacno rjeSenje:
cos2a) =0 = 20 =90° = «a =45°

odakle slijedi da je trokut sa maksimalnom povrsinom jednakokracan. O

Zadatak 4.5. Od svih pravokutnika upisanih danoj kruznici polumjera duljine r, najvecu
povrSinu ima kvadrat.

1. nacin rjesavanja zadatka. Skicirajmo najprije situaciju iz zadatka. Podijelimo pravo-
kutnik dijagonalom na dva sukladna dijela (Sto znamo da vrijedi po K-S-K poucku). K-S-K
poucak o sukladnosti glasi: Dva su trokuta sukladna ako su im sukladne jedna stranica i
dva kuta uz tu stranicu.
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D C

Slika 4.7: Pravokutnik unutar kruzZnice

54

Promotrimo jedan od tih dva trokuta. Uoc¢imo da je trokut AACD pravokutan s pravim
kutem pri vrhu D, te da mu je hipotenuza duga 2r. Upravo ovaj slu¢aj smo obradili u pret-
hodnom zadatku. Sada analogno primjenimo 1 na trokut AABC te u konac¢nici dobivamo

da je pravokutnik najvece povrSine kvadrat.

O

2. nacin rjeSavanja zadatka. Formula po kojoj éemo odrediti povrSinu pravokutnika glasi
P = a- b, gdje su a i b duljine stranica pravokutnika. UpiSimo bilo koji proizvoljan

pravokutnik u kruznicu kao na Slici[f.7} Uocimo da vrijedi sljedeée:

Qr) =a* + b,
4r* = a* + b?,
a* = b* - 477,

a = V4r: - b2.

Uvrstimo izraCunatu vrijednost od a u formulu za povrSinu pravokutnika:

P=a-b=>bViar? - b2.
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Da bismo odredili pravokutnik maksimalne povrSine, moramo prona¢i maksimum funkcije
P : (=00,=2r) U 2r,+o0) — R*, P(b) = b V4r? — b? koja opisuje povrSinu. Odredimo
najprije derivaciju te funkcije:

= Va4 - 4 b————
zm

Izjednacimo prvu derivaciju s O:

Var: — b?> + b———
2\/@

(Var - b2) - b
VAR —
47 — > - b?
2VAZ =12
4r* - 2b?

VI
— 4 -2 =0 = b* =2/

=0

Sada je stranica a jednaka:

a= \/41”2 - b2 = \/4}"2 —2r2 = V212,

Uotimo a = b = r V2 pa je trazeni pravokutnik maksimalne povriine kvadrat. O

Zadatak 4.6. DuZinu zadane duljine d rastavite na dva dijela, duljine a i b tako da umnoZzak
bude $to ve¢i moguci.

Dokaz. Neka je dio duZine Cija je duljina a oznaCen s x. Tada je preostali dio duljine jednak
d — x. Umnozak a - b je tada jednak

ab = x(d — x) = dx — x* = —(x* — dx)

)C—2)Cc—l+d—2+d—2
2 4 4

Uocimo da je ovaj izraz maksimalan ako je izraz u zagradi jednak 0. Tada vrijedi x =

%’ = a = b. Geometrijski to znaci da od svih pravokutnika opsega 2d = 2(a + b) najveéu

povrSinu ima kvadrat. m|



POGLAVLIJE 4. PRIMJENA IZOPERIMETRIJISKOG PROBLEMA U
SREDNJOSKOLSKIM ZADACIMA 56

Zadatak 4.7. Treba ograditi vrt pravokutnog oblika tako da jednu stranicu vrta Cini zid
kude, a preostale tri stranice su napravljene od Zice duljine 120m. Koliko iznosi najveca
moguca povrSina vrta?

Rjesenje: Najprije skicirajmo situaciju iz zadatka.

KUCA

Slika 4.8: Ogradeni vrt

Formula za odredivanje opsega vrta glasi o = a + 2b. Kako je opseg jednak 120m
slijedi:
a+2b=120 = a=120-2b. (4.11)
Povrsinu vrta ra¢unamo po formuli P = ab. Uvrstimo @.11)) u formulu za povrsinu:

P = (120 — 2b)b = 120b — 2b* = =2b* + 120b. 4.12)

Odredimo prvu derivaciju funkcije P : Rt — R*, P(b) = —2b* + 120b kako bismo pronasli
maksimalnu povrSinu vrta:
P(b) = —4b + 120.

Izjednacimo prvu derivaciju sa O:
—4b+120=0 = 4b =120 = b = 30.
Uvrstimo dobivenu vrijednost » = 30 u @.11)) i odredimo a:
a=120-2-30 =120 - 60 = 60.
Maksimalna povrSina vrta ogradenog Zicom duljine 120m jednaka je
P =ab = 60-30 = 1800m”’

Zbog primjene derivacija, ovakav nacin rjeSavanja mogli bismo zadati ucenicima 4. razreda
srednje Skole. m|
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2. nacin rjeSavanja zadatka. Isti zadatak mogli bismo rijeSiti primjereno u¢enicima 2. raz-
reda srednje Skole. Postupak rjeSavanja je isti do koraka (@.11)). U tom trenutku sjetimo
se da je funkcija P(b) kvadratna funkcija. Graf kvadratne funkcije je parabola. U ovom
konkretnom slu¢aju parabola otvorom okrenuta prema dolje (jer je koeficijent uz b*> manji
od 0). Ta parabola sijece x-os u tockama 01 60, a y-os u tocki 0.

1500

1000

500

-20 -10 0 10 20 30 40 50 6 70 20

00

Slika 4.9: Graf kvadratne funkcije P(b) = —2b* + 120b

Kako je otvorom okrenuta prema dolje slijedi da se maksimum funkcije postize u tocki
. . . . . -b 4ac—b2 . v o« e
tjemena. Koordinate tjemena kvadratne funkcije su: (Z’ ——) pa je tocka u kojoj se
maksimum funkcije postiZe jednaka:

-b  -120
= —=—=30.
SRy R
Ovim postupkom smo dobili isto rjesenje. O

U ovom zadatku dobili smo da je lik maksimalne povrSine pravokutnik zbog ogranicenja
samo na tri stranice ¢etverokuta. Kada bismo imali ogranienje na sve Cetiri stranice dobili
bismo da je Cetverokut s maksimalnom povrSinom kvadrat.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu opisana je prva pojava izoperimetrijskog problema u matematici
te otkri¢e tog problema (legenda o Didoni) i vaznost u svakidaSnjem Zivotu. Rezultat izo-
perimetrijskog problema jest izoperimetrijska nejednakost. Izoperimetrijska nejednakosti
dokazana je uporabom tehnike diferencijalnog racuna te primjenom Fourierovih redova.
Prikazana je konkretna primjena izoperimetrijske nejednakosti na geometrijskim likovima
u ravnini (trokut i Cetverokut). Naposljetku, rezultati izoperimetrijske nejednakosti primje-
njeni su na srednjoSkolskim zadacima, pri ¢emu su prikazane razlicite aktivnosti u nastavi
matematike koje poti¢u ucenike na logi¢ko razmisljanjem 1 zakljucivanje. Izoperimetrijska
nejednakost skriva se u pozadini rjeSenih zadataka srednjoSkolskih ucenika u razli¢itim po-
dru¢jima matematike.

Kljucne rijeci: legenda o Didoni, izoperimetrijski problem, izoperimetrijska nejednakost,
aktivnosti u nastavi matematike, srednjoskolski zadaci



Summary

This thesis describes the first appearance of the isoperimetric problem in mathematics and
the discovery of this problem (Dido’s legend) and its importance in everyday life. The re-
sult of the isoperimetric problem is isoperimetric inequality. Isoperimetric inequalities are
proved using the technique of differential calculus and the application of the Fourier series.
The concrete application of isoperimetric inequality on geometric figures in a plane (tri-
angle and quadrilateral) is presented. Finally, the results of isoperimetric inequality were
applied to high school assignments, showing different activities in mathematics teaching.
Isoperimetric inequality is hidden in the background of solved problems of high school
students in different areas of mathematics.

Key words: Dido’s legend, isoperimetric problem, isoperimetric inequality, activities in
teaching mathematics, high school tasks
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