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Uvod

U ovom ¢emo se radu upoznati s p-adskim brojevima i postaviti temelje p-adske analize.

Racionalni su nam brojevi svima dobro poznati, no oni ipak imaju svojih nedostataka.
Razlog tome je Cinjenica da skup svih racionalnih brojeva “’sadrzi rupe” (moZemo naci
niz racionalnih brojeva koji tezi nekom broju koji nije racionalan). Jedan nacin rjeSavanja
ovog problema je uobicajeno uvodenje iracionalnih brojeva ¢ime dobivamo potpun sustav
realnih brojeva. Medutim, postoji 1 drugi nacin - moZemo uvesti p-adske brojeve §to je
prvi napravio njemacki matematicar K. Hensel. Time dolazimo do mnoStva alternativnih
brojevnih sustava od kojih se svaki zasniva na jednom fiksiranom prostom broju, pa tako
imamo 2-adske brojeve, 3-adske brojeve i tako dalje.

p-adski su se brojevi s vremenom pokazali iznimno korisnima u brojnim poljima poput
algebre, teorije brojeva, topologije, kriptografije, fizike...

p-adska je analiza Siroko podrucje koje obuhvaéa mnogo vise nego ovaj rad, no mi ¢emo
se ve¢inom fokusirati na samo uvodenje (definiranje) p-adskih brojeva i na postavljanje
temelja za p-adski analogon kompleksnih brojeva. Vedina rada bazira se na osnovnoj li-
teraturi [Koblitz]. U tre¢em poglavlju dotaknut ¢emo se i kompleksne analize jer éemo
proucavati poznatu gama funkciju i nacin na koji je ona povezana s p-adskom analizom (tu
¢emo pratiti [Freitag-Busam]).

U prvom se poglavlju upoznajemo s osnovnhim konceptima poput norme, metrike i me-
trickih prostora, uvodimo novi (p-adski) koncept udaljenosti te dijelimo norme na arhi-
medske 1 ne-arhimedske. Zatim konstruiramo polje p-adskih brojeva i prou¢avamo njegovu
aritmetiku. Takoder dokazujemo neke vazne rezultate poput Henselove leme.

U drugom ¢emo se poglavlju baviti Riemannovom zeta funkcijom i njenom p-adskom
interpolacijom. U tu ¢emo svrhu navesti (a onda i dokazati) formulu za {(2k). Nadalje,
proucavat ¢emo topologijuu Q,, iuvesti p-adske distribucije, mjere i integraciju. Koristeci
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jednu interpretaciju vrijednosti {(2k) u obliku integrala i dobivene rezultate o p-adskim
distribucijama, definirat éemo i p-adske interpolacije Riemannove zeta funkcije.

Treée se poglavlje bavi proucavanjem gama funkcije i njenih osnovnih svojstava. Tom
se prilikom prisje¢amo nekih pojmova kompleksne analize poput analitickih funkcija, sin-
gulariteta i reziduuma. Potom ¢emo gama funkciju iskoristiti da pomocu nje dokazemo
razvoj hiperbolnog sinusa u beskonacni produkt, $to nam je bio vazan tehnicki korak u
prethodnom dijelu rada.



Poglavlje 1

p-adski brojevi

Zapocet ¢emo s uvodenjem osnovnih pojmova p-adske analize. Definirat cemo p-adsku
normu te p-adske brojeve i osnovne operacije nad njima. Takoder ¢emo se osvrnuti na
vaznu Henselovu lemu.

1.1 Osnovni koncepti

Na pocetku moramo promotriti osnovne koncepte - definirat ¢emo normu, metriku, me-
tricke prostore, polja. Ti ¢e nam pojmovi biti od velike vaznosti jer ¢emo uskoro uvesti
novo poimanje udaljenosti.

Vecina skupova koje ¢emo promatrati bit ¢e polja. Polje F definiramo kao skup za-
jedno s operacijama + i - definiranima na njemu i takvima da vrijede asocijativnost te
komutativnost zbrajanja i mnozZenja, distributivnost mnozenja prema zbrajanju, postojanje
neutralnog elementa za zbrajanje, postojanje neutralnog elementa za mnoZenje, postojanje
inverznog elementa za zbrajanje, postojanje inverznog elementa za mnozenje za sve ele-
mente razliite od nule. Primjeri polja kojima ¢emo se baviti su polje racionalnih brojeva
Q 1 polje realnih brojeva R.

Neka je X proizvoljan neprazan skup. Metriku (udaljenost) na njemu definiramo kao
funkciju d koja svakom paru elemenata (x,y) iz X pridruzuje neki nenegativni realni broj
takvu da (Vx, y, z € X) vrijede sljedeéa svojstva:

(Ddx,y)=0 & x=y
(2) d(x,y) = d(y, x)
(3) d(x,2) <d(x,y) +d(y, z)

Skup X zajedno s metrikom d definiranom na njemu nazivamo metricki prostor. Na is-

3



4 POGLAVLIJE 1. p-ADSKI BROJEVI

tom skupu X moZe se definirati mnogo razliCitih metrika te tako dobivamo mnogo razlicitih
metri¢kih prostora. Metrika kojom ¢emo se mi baviti na polju F bit ¢e inducirana normom
na polju F, to jest preslikavanjem || || koje svakom elementu polja F pridruZuje neki nene-
gativni realni broj i koje je takvo da (Vx, y € F) vrijede svojstva:

M A =0 & x=0

(2) I -yl = [l - iyl

(3) Il + Yl < Il + [yl

KaZemo da je metrika d inducirana normom || || ako je d definirana s: d(x,y) = ||x — y||.

Tipican primjer norme na polju racionalnih brojeva Q je apsolutna vrijednost koju oznatavamo
s |x| (anekadais |x|,). Metrika inducirana njome d(x,y) = |x —y| predstavlja uobiajen
koncept udaljenosti na brojevnom pravcu.

Zanormu || || kazemo da je to trivijalna norma ako vrijedi:

k=1 ,x#0
Ix[=0 ,x=0

1.2 Metrike na racionalnim brojevima

Sada kada smo uveli osnovne definicije, definirat ¢emo novu vrstu udaljenosti koja ée
zadovoljavati svojstva (1)-(3) iz definicije metrike, ali e se znatno razlikovati od ustaljenih
intuitivnih koncepata udaljenosti.

Definicija 1.2.1. Neka je p proizvoljan prost broj.

Za proizvoljan cijeli broj a razlicit od nule definiramo ord,(a) kao najvecu potenciju od
p koja dijeli a.

Ako je a =0, piSemo: ord,(0) = co.

Primijetimo da ord,, ima svojstvo sli¢no logaritmu: ord,(a,a,) = ord,(a;) + ord,(ay).

Za proizvoljan racionalan broj x = ¢ definiramo ord,(x) na sljedeci nacin:

ord,(x) = ord,(a/b) = ord,(a) — ord,(b). Uocimo da vrijedi: ord,(a/b) = ord,(ac/bc).

Navodimo nekoliko primjera: ord,(96) = 5, ord>(97) = 0, ords(35) = 1.
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Lema 1.2.2. Za sve racionalne brojeve x iy vrijedi: ord,(x +y) > min{ord,(x), ord,(y)}.

Dokaz.
Neka vrijedi: x = %, y = g.
MoZemo pisati:
a’ 3 OF y C, 7’ 7’ ’ 7
x=pr iy = pT Y (prd), A B, (pH ), (Pt d).

a’ c’
= x+y= pordp(x)_;_'_pordp(y)_g

B.S.OM.P. ord,(x) < ord,(y).
= ord,(y) = ord,(x) +n zaneki (n € N) 1 ord,(x)=min{ord,(x), ord,(y)}

a’ c

e x+y:p0rdp(x).(_+pn.E):pordp(x).M

b bd
ordyy @d +p"-b'c

= ordy(x +y) = ord, (p b

) > ord,(x) = minford,(x), ord,(y)}

Naposlijetku dolazimo do ve¢ spomenutog novog koncepta udaljenosti.

Definicija 1.2.3. Na skupu racionalnih brojeva Q definiramo p-adsku normu kao pres-
likavanje ||, definirano s:
1
[, = 4 P
0, x=0

x#0

Teorem 1.2.4. Upravo definirano preslikavanje ||, je normana Q.

Dokaz.
Pokazat ¢emo da dano preslikavanje zadovoljava svojstva (1)-(3) iz definicije norme.

Svojstvo (1): |x[,=0 <= x=0.

Smjer <« ocito slijedi iz definicije od ||,, dok smjer = vrijedi zato Sto je razlomak

. 1 .o
oblika m llVlJek # 0.

Svojstvo (2): |x - yl,=Ixl, - [yl
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Prvislu¢aj: x =0 i(li) y=0. = x-y=0 =[definicijaod ||,]= |x-y|p =0.

Takoder, budu¢i da je barem jedan od njih jednak nuli, slijedi da je barem jedan od |x|, i
yl, jednaknuli. = |x|,-[yl, =0 = |x-yl,=lx|,l,
Drugi slucaj: x,y # 0.

1 1 1 1 1
= |)C yll’ = purdp(x-y) = purdp(x)+urdp(y) = pordp(x) . pord,,(y) = pord,,(x) ) pord,,(y) = |x|l—7 ’ |y|P
Svojstvo (3): |x + yl, < [xl, + [yl
Prvi slucaj: x =0 i(li) y=0.
B.S.OM.P. y=0.
= |x+yl, =lx+0l, = x|, <lxl, + Iy,
Drugi slucaj: (x,y #0), x+y=0.
= x4+, = 0<l, + b, jerje (xl,,bl, = 0)
Treéi slu€aj: inace
Neka vrijedidasu x=% 1 y =% maksimalno skraceni razlomci.
o ety ‘a+c ad + bc 1 )
X = |— — = = %
yp b d » bd » pordp(adbtibc)
ad + bc
= ord, (T) = ordy(ad + bc) — ord,(bd) =

= ordy(ad + bc) — ord,(b) — ord,(d) =

\%

min{ordp(ad), ordp(bc)} —ord,(b) — ord,(d)  (zbogleme [1.2.2))

min{ordp(a) + ord,(d), ord,(b) + ordp(c)} —ord,(b) — ord,(d) =

= min{ordp(a) + ord,(d) — ord,(b) — ord,(d),
ord,(b) + ord,(c) — ord,(b) - ordp(d)} =

= min{ordp(a) —ord,(b), ord,(c) — ordp(d)} = min{ordp(x), ordp(y)}

= (%) 1 (*x) sada daju:
1

pmin{ordp (x),ordp(y)}

1 1
= MCZX{W, W} = maX{|X|p, |y|p} < |X|p + |y|p

lx +yl, <

Time je dokaz gotov. O
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Dosli smo do osnovne definicije p-adske analize.

Definicija 1.2.5. Za normu || || kaZemo da je to nearhimedska norma ako uvijek vrijedi:
-+ 31 < max{ o I}

Nearhimedska metrika je ona metrika d za koju vrijedi: d(x,z) < max{d(x,y),d(y,2)}.
Norma (ili metrika) koja nije nearhimedska naziva se arhimedskom normom (metrikom).

Ako na vektorskom prostoru X imamo nearhimedsku normu d, onda ona inducira nearhi-
medsku metriku jer tada vrijedi:

d(x,2) = lx—2ll = l(x = ) + (v = 2|l < max{nx “yllly - zll} - max{d(x, V.0, z)}.

Primjer arhimedske norme na Q je uobicajena apsolutna vrijednost.

Lema 1.2.6. Norma ||, je nearhimedska na Q.

Dokaz.
Neka su (x,y € Q) proizvoljni. Vrijedi:
— 1 —
|X + yll’ - pordp(x+y) -
1

(zbog leme [1.2.2)

- pmin{()rdp(x),”rdp (y)}

1 1
< _— =
< max{ o pord,,(y)} max{l)dp, |y|p}

Definicija 1.2.7. Za proizvoljan niz (x,), u proizvoljnom metrickom prostoru X kaZemo
da je to Cauchyjev niz ako (Ye >0) (AN) td. (¥Ym,n > N) vrijedi: d(x,,x,) < €.

Definicija 1.2.8. Za metrike d, i d, naistom skupu X kaZemo da su to ekvivalentne
metrike ako je svaki niz Cauchyjev s obzirom na metriku dy <= je on Cauchyjev s
obzirom na metriku d,.

KaZemo da su dvije norme ekvivalentne ako induciraju ekvivalentne metrike.
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Lema 1.2.9. Za svaku normu || || na polju F vrijedi: ||1|| = 1.

Dokaz.

Vrijedi: [|—1| = [I(=1) - (DIl = [[=1] - [[1]].

= =1l = [I=1- |11l

Znamo daje: |lx||=0 < x=0.

= za x=-1%#0 je: ||x|| =||-1J| # 0, pa moZemo s tim podijeliti ¢ime dobivamo:
_ = =
S E e =

= ||1]l=1 |

Lema 1.2.10. Za svaku normu || || na polju F vrijedi: ||-1| = 1.

Dokaz.

L= NI=D - (=Dl = lI=10 - =111 = I-1P

Prema prethodnoj lemi [1.2.9; ||1|| = 1.
Zato: |-1]> =||1]| = 1.

= [-1l=1
Time je tvrdnja dokazana. O
Lema 1.2.11. Za svaku nearhimedsku normu || || na polju Q i za svaki cijeli broj n

vrijedi: ||n|| < 1.

Dokaz.
I.sluéaj: n=0 = |n||=]0]=0<1

2. slucaj: n e N Dokaz ide indukcijom:

BAZA: n=2 = |2]|=|1+1]| < max{ 1], 1111 } =[]lema
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki (n € N).
KORAK: n+1 = [+ 1| =1 +nll < max{ |[1]|.|ll }

Akoje max{ |11l lInll | = 1]l onda: [+ 11l < max{ 1] linll } = |11l = [lema|1.2.9 = 1.
Ako max{[[1]l.llnll } = lInll. onda: |in+ 1| < max{|[1]l,||nll } = IIn]| < [pretp. induk.] < 1.

[u—y

2.9)=max{1,1} =1

3.slucaj: n=-m zaneki (m e N)
nll = ll-mll = |I(=1)- m)ll = [I-1Il - lml|, atoje < 1 zbog prethodne leme [1.2.10]i
¢injenice da zbog 2. slucaja (Vm € N) vrijedi: |[m| < 1 O
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Lema 1.2.12. Neka su |||y i |||l dvije norme na istom polju F. Tada su one
ekvivalentne & (da €R) (@ >0) td. (Yx € F)vrijedi: ||xI|;=[|x]l3.

Dokaz.

Smjer «:

Pretpostavimo da (da € R)(@ > 0) td. (Vx€F) vrijedi: ||x][;=[Ix|l5.

= (VxePF) [xlL=lxl" 4]

Neka je (a,), proizvoljannizu F koji je Cauchyjev s obzirom na || |l,.

= (Me>0) (AN,) td. (Vm,n > N,) vrijedi: |la, —a,l, < €

= (VYmn>Ny) je |lan — all; =llam — anll; < € =16 (monotono jerje « > 0)
= (V6 >0) (AN{(6) = N»(6"%) td. (¥Ym,n > N,(8) = N»(6"?)) vrijedi:

llam = anlly = llam = ally < (6"79)* =6

= niz (a,), je Cauchyjev s obziromna || ||;

Posve analogno se pokaZe (uz koriStenje tvrdnje (1)) da je svaki niz koji je Cauchyjev s
obzirom na ||||; takoder Cauchyjev i s obzirom na || ||,.

= ||lly 1 Illl, suekvivalentne
Smjer =:
Pretpostavimo da sunorme ||||; 1 |||, ekvivalentne.

Prvi sluc¢aj: obje norme su trivijalne.
x=0 = [z, =0=|lxll; (Ya>0)
x#0 = |xll; =1 =[x Ve >0)
= tvrdnja vrijedi

Drugi slucaj: barem jedna norma je netrivijalna; B.S.O.M.P. daje to || ||;.

Prvo ¢emo dokazati pomo¢nu tvrdnju koja kaze da (Vx € F) |x|i<1 < |x|L< 1.
Pretpostavimo prvo da je |[|x||;< 1.

= |lx|[f =0 kada n — o

= ||x"l;, = 0 kada n — o

= (x"), je konvergentan niz s obzirom na || ||

Buducdi da je svaki konvergentan niz u metrickom prostoru Cauchyjev, slijedi da je (x"),
Cauchyjev niz s obzirom na || ||;.

= mnorme |||l; 1 |||l» suekvivalentne, paje (x"), Cauchyjev nizis obziromna |||,
= (x"), je ograniCen (jer znamo da je svaki Cauchyjev niz ograni¢en), pa (AM) t.d.
(Vn e N) vrijedi: ||x"|l, <M, pajei ||x]; <M

Akoje x =0, ondaje [|x],=10],=0<1.

Akoje x #0, ondaje |[x], >0 (zbog ||x]|=0 < x=0 1 [|x]| > 0).
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Akoje (0 <||x|l, < 1), ondajesvakako ||x|l, < 1; aakoje ||x||, > 1, onda je specijalno
lxll, < 123 < |23 < ..., aznamodaje x|} < M (Vk € N), pajeonda x|, =1, §to
povlaci da je (specijalno) ||x]|, < 1.

Dakle, dobili smo daje ||x|l, <1, azelimodaje |x], <.

Pretpostavimo suprotno, tj. daje ||x|, = 1.

Bududi da je niz (x"), Cauchyjev s obzirom na || ||,, vrijedi:
1

(¥m € N) AN(m) td. (Vk € N) vrijedi: [ =V < .

1

= L o, = o, = e, -1
1
= e e -1, < L
[ ——

— ]N(m) =1

| =1, < L (ke myvm e )

= —
m

= specijalnoza (k=1): [lx—1] < % (Vm e N)

= |[x-1,=0 =2 x-1=0 = x=1

= |lxll; = |I1]l; = [lema |[I.2.9]] = 1, Sto je u kontradikciji s: |[|x]|; < 1

= |l <1

Suprotni smjer (||x|,<1 = |[[x]j< 1) se dokaze analogno.
Time je pomo¢na tvrdnja (koju ¢emo oznaciti kao tvrdnju (2)) dokazana.

Sada imamo:

1
x|, >1 < <l e |[|-|| <1 e[tvrdnja (2)]& H— <le |xl,>1
Il x|l Xl x|z
Dobili smo: (Vx € F) vrijedi |x|][; > 1 & x|, > 1. 3)
= sadatvrdnje (2) i (3) daju: (VxeF) |x|i=1 & |x|,=1 4)

Nekaje (aeF) td. |al, < 1.
Sada zbog tvrdnje (2) imamo: |la|l, < 1.
Oznacimo:

_ In(llally)

T In(lall,)
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Vrijedi: (a > 0) zbog:

llall; < 1 = In(]lall;) <0 = 1brojnik i nazivnik su < 0 pa je Citav razlomak > 0.

Nekaje b €F proizvoljan.

Ako je ||bll; =1, ondazbog tvrdnje (4) vrijedi: ||b]l, =1 paje: ||bll; =1 =[b|l5.

Ako je ||b|l; < 1, onda zbog tvrdnje (2) vrijedi: |[b|], < 1.
OznaCimo za (i € {1,2}):

g = Il

n(|Ibll;)

Znamo da su i brojnik i nazivnik tog razlomka < 0, pa je ¢itav razlomak > O.
Dokazujemo da je B; = ;.

Akoje fy<pi, onda (32€Q) td Br<2<pr.

Oznaimo: x := Z—m € F. Vrijedi:

by = ln( Z_: ,.) =ln (%) = n-In(llall;) — m - In(||bll;) =
 n(lall) o o
= iy P = InlBl) = - Inol) = m - I =
= n-In(IBll) - @-ﬂ)
— n

< Ojerjellbl; <1 o .
>0zai=1,<0zai=2

= zai=1 je: In(|xll}) <0 = |xll; <1

= za i=2 je: In(xl) >0 = x|, >1

= (5) 1 (6) suzajedno u kontradikciji s tvrdnjom (2)

Akoje B < fB,, analogno se dode do kontradikcije.

Inlall) _ indlall) _— indilh) _ indlall) _ o
In(loll)  In(llBll) In(lIblly)  In(llally)

= In(|Ibll,) = a - In(|Ibll,) = bl = eXP{CY : ln(llbllz)} = exz?{ln(llbll‘{)} = Il

= Bi=p =

1 1
Ako je ||b||; > 1, onda vrijedi: HE” < 1, §to je zbog tvrdnje (2) ekvivalentno s: H
1

1
Uz oznaku: B = 5 vrijedi: ||B||; < 1, pa je prema prethodnom razmatranju:

1
1Bl =B} = — = — =
: 2 R

16111 = 11115

b

11

)
(6)

2

< 1.
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Lema 1.2.13. Neka su (p € (0,1)) i prost broj p fiksirani, te (x € Q) proizvoljan.
Definiramo:
pordp(x) x#0

f(x)={0 Lo, (1.1)

Tako definirano preslikavanje f je nearhimedska norma.

Dokaz.
Treba pokazati da je preslikavanje f norma (tj. da zadovoljava svojstva (1)-(3) iz defini-
cije norme) idazanjega vrijedi: (Vx,y € Q) f(x+y) < max{f(x), f(y)}.

Daje f norma slijedi iz teorema (dokaz za p € (0,1) umjesto % je posve
analogan).

Dokaz daza f vrijedi: (Vx,y € Q) f(x+y) < max{f(x), f(y)}:

Prvi slucaj: (x,y € Q —{0}).

= flx+y) = p"h =
<pmin{ordp(x),ordp(y)} —

~ [lema [[27] = max{p"rd”(x), p”’dp@)} _ max{ £, f(y)} = tvrdnja vrijedi

Drugi slucaj: x=y=0.

= f)=f»)=01 x+y=0= f(x+y)=0
= f(x+y < max{ f(x), f(y)} = tvrdnja vrijedi

Treci slucaj: tocno jedan od x,y je jednak nuli .
B.S.OM.P.daje y=0.

= fx+y) = f(0)=p" "0, f(») =0

o flx+y) < max{ £, f(y)} = tvrdnja vrijedi
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Napomena 1.2.14. Ako je u prethodnoj lemi (p = 1), ondaje f trivijalna norma.
Ako je, pak, (p > 1), onda f nije norma. Naime, u tom slucaju moZemo uzeti N t.d.
vrijedi: (oY >2), (x=1), (y=p"-1). Ondaimamo:

fO+y) = x4y # 0] = p =0 = gordr) = pN =
>2=1+1= pord,,(l) +pordp(pN—l) — pord,,(x) +p0rdp(y)

= flx+y)>f0)+f()

= [ nije norma jer nije zadovoljeno svojstvo (3) iz definicije norme

C e . . ordp(x) . | . .
U definiciji p-adske norme mogli smo umjesto (1—1)) " pisati p za proizvoljan

(0 € (0,1)). Onda iz prethodne dvije leme slijedi da se tako dobije nearhimedska norma
ekvivalentna p-adskoj normi.

ordp(x)

Propozicija 1.2.15. Ako su p, i p, razliciti prosti brojevi, onda norme |x|, i |x|

nisu ekvivalentne.

P1 P2
Dokaz.

Zapocet cemo dokazivanjem pomocne tvrdnje koja kaZze da, ako su norme [x|, 1 |x],,
ekvivalentne, te ako je (x,), proizvoljni niz koji tezi prema Ou Q,,, onda (x,), tezi
premaOiu Q,,.

Neka su norme |x|, 1 |x|,, ekvivalentne, te (x,), proizvoljni niz koji tezi prema O u

Q-

= |xl, =0

= |Xul,, = [lema = [xal}, = 0
= (=0 iu Q)

Time je pomoc¢na tvrdnja dokazana.

1
Pl:p_'l’_)o’ au Q) teziu 1 #0jer

a to zbog pomoc¢ne tvrdnje znaci da norme |x[; 1 |x|, nisu ekvivalentne.

=1-1,

(PDn = 0w Q, zbog: |pi Pil,,

Teorem 1.2.16. Za (x € Q) i (a > 0) definiramo: ||x|| = |x|*.
Tada vrijedi da je preslikavanje || || norma < (a <1), teje u tom slucaju ta norma
ekvivalentna uobicajenoj apsolutnoj vrijednosti.
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Dokaz.
Pocinjemo s dokazivanjem prve tvrdnje:

Smjer «:
Pretpostavljamo da je (@ < 1). Pokazat ¢emo da su svojstva (1)-(3) iz definicije norme
zadovoljena:

svojstvo (1): ||x]] =0 &= x =0 ocito vrijedi.

svojstvo (2):|lx - yll = |lxI| - [yl
lx - ¥|| = |x - y|* =[apsolutna vrijednost je norma pa za nju to svojstvo vrijedi]= (|x| - [y])* =
Il = [yl = [lxIl - Iyl

svojstvo (3): - |lx + yll < [lxIl + [yl

Apsolutna vrijednost je norma pa za nju to svojstvo vrijedi. = |x+y| < |x| + [y|

= x4+ y" < (x + D”

Akoje (@ =0) ili (@ =1), onda tvrdnja iz svojstva (3) oCito vrijedi.

Akoje (@ €(0,1)), ondaje a oblika é zaneki (a>1).

= x¥=xi= {/x, akorijen je rastuéa funkcija

= Wyl =lx+y1* < (xd + DT = ylxl+

Znamo: +/lx| + [yl < {x + {y &= |xl+ Iyl < (Yx + )"

Takoder, vrijedi:  (¥/x + </»)* = ({0 + () + (nesto > 0) = |x| + [y| + (nesto > 0).
Dakle, ({/x+ </y)* > |x| +|yl, pavrijedi: +/|x| + [yl < Vx+ «fy.

= |lx+yll = e+ y1* < Vlxl+ [yl < Yx+ <y =lxl + Iyl = tvrdnja iz svojstva (3) vrijedi

= dakle, || || je norma
Smjer =:

Pretpostavljamo da je || || norma. Zelimo pokazatidaje (a <1).

Svojstva (1) 1 (2) iz definicije norme vrijede (Ya > 0). Zato promatramo svojstvo (3)
koje kaze: |x+ y|[* < [x]” + |y]|". Zelimo pokazati da svojstvo (3) povlacidaje (a < 1),
to jest da svojstvo (3) ne moZe vrijediti niti za jedan (a > 1).

Pretpostavimo suprotno, tj. da (Ja > 1) td. (Vx,y € Q) vrijedi: |x+ y|* < |x|* + [y|°.
Specijalno, za (x =y =-1€ Q) imamo: |x+y|* =|-2|" =2% i

I+ = -1+ - =1+ 19 =1+1=2.

= tvrdnja da za te konkretne vrijednosti od x,y vrijedi: |x+y|* < |x|[* + [y|* (tj. da
vrijedi: 2% < 2) nije istinita niti za jedan (a > 1).
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Dakle, nasli smo neke (x,y € Q) za koje naSa pretpostavka ne vrijedi = naSa pretpos-
tavka je bila pogreSna = svojstvo (3) povladidaje (a < 1), apretpostavili smo da je
|| || norma pa za nju sigurno vrijedi svojstvo (3), Sto znaci da je sigurno (a < 1).

Sada dokazujemo drugu tvrdnju koja kaze da, ako je ||x]| = |x|* norma (tj. ako je a < 1),
onda je ta norma ekvivalentna uobi¢ajenoj apsolutnoj vrijednosti.

Zapravo Zelimo pokazati da je niz Cauchyjev s obzirom na normu || ako i samo ako je
Cauchyjev s obzirom na normu | |*.

Smjer =:

Neka je (a,), pr01zvolJan niz koji je CauchyJeV s obzirom na normu | | tj. za kojeg
vrijedi: (Ve > 0) (AN, (Ea ) td. (Ym,n > N (ea ) VI‘lJedl la,, — a,| < €.

Neka je (e > 0) proizvoljan. Oznacimo: N,(€) = Nl(erv).

= (Ym,n > N(€) = Ni(ev)) vrijedi: |am — a,| < €t /*

= (Vm,n > Ny(€) = Ni(ev)) vrijedi: |am — anl® < €

= niz (a,), je Cauchyjevis obzirom na normu | |*

Smjer «:

Neka je (a,), proizvoljan niz koji je Cauchyjev s obzirom na normu | [|*, tj. za kojeg
vrijedi: (Ve > 0) (AN,(e%)) td. (Ym,n> N,) vrijedi: |a, —a,|" < €”.

Zaistitaj (€ > 0) definiramo: Nj(€) = No(€%).

= (Vm,n> N, =N,) vrijedi: |a, —a,|" < €/ ¢ $to je monotona funkcija

= (Vm,n> N; =N,) vrijedi: |a, —a,| <€

= niz (a,), je Cauchyjevi s obzirom na normu ||

Iz proizvoljnosti niza (a,), slijedidasu ||| =||* 1 || uistinu ekvivalentne norme. O

Iz lema [1.2.12] 1 |1.2.13| te teorema slijedi tvrdnja sljedeceg teorema (potpuni
dokaz ovog rezultata moZe se naci na stranicama 3-5 iz literature [Koblitz]).

Teorem 1.2.17. (Ostrowski)
Svaka netrivijalna norma ||| na Q je ekvivalentna normi ||, za neki prost broj p ili
za p = oo.
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Propozicija 1.2.18. Neka je x proizvoljan ne-nul racionalan broj. Oznacimo sa P skup
svih prostih brojeva. Tada vrijedi :
[1 W,=1 (1.2)

PpEPU{oo}

Dokaz.

Primijetimo prvo da je za svaki ne-nul racionalan broj x ovaj produkt konacan. Naime,
neka je rastav od |x| na proste faktore zadan s: |x| = p'{' S pﬁ”. Tada vrijedi:
x|, = | | x| |q =1 (Vq ¢ {p1,.-, Pu}), paje unaSem promatranom beskonacnom produktu
samo kona¢no mnogo faktora razli¢ito od 1.

Neka je x proizvoljan ne-nul racionalan broj.

To znaci da je x razlomak oblika: x = % (B.S.O.M.P. da je taj razlomak maksimalno
skraen) uz x # 0 (Sto povla¢i B # 0).

Sada vrijedi:

1
[ wp=tezor=w-[] 2=
pePU{eo} peP
= {ako ptx = ord)(x)=0 = p7h=p0= 1} =

— 1 —
= |X| ' 1—[ p()rd,,(X) -

peP
plx

=@ﬂ=p?u~»ﬁ}:

= - 1—[ ordp ()

i=1 i

:|x|.ﬁ%:

i-1 D'
¥ 1 1
=|x|-— ... =
k kn
2 P
|x] B
k ke
pll - DPn
I
|x]
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Kod osnovnog svojstva nearhimedske metrike koje kaze da je ||x +y|| < max{ [[x]l, 1yl }
jednakost vrijedi ako je |[|x|| # |[yll-

Sada ¢emo prouciti primjer u kojem se ocituje jedno svojstvo p-adske norme koje je razli-
kuje od uobicajene apsolutne vrijednosti, a koje se na prvu moZe Ciniti pomalo neobi¢nim.

Primjer 1.2.19. (kod nearhimedske norme svaka tocka svake kugle je srediste)
Neka je r pozitivan realan broj te (a € F). Otvorenu kuglu sa sredistem u tocki a
radijusa r definiramo kao:

K(a,r)={(x€F):|lx—adall <r},
a zatvorenu kuglu sa sredistem u tocki a radijusa r kao:
K(a,r)={(x €F): [lx—all < r}.
Neka je || || nearhimedska normana F te (b€ K(a,r)) proizvoljan. Tada vrijedi:

(xeK(a,r))=|lx—all<r

= |x=bll =ll(x—a) + (a =Dl <max{|lx—all, |la—-Dbl|}<r
—
< r jerje <r jer je

x € K(a,r) beK(a,r)
= xe K(b,r)

Obratna implikacija se dokaZe analogno.
= K(a,r)=K(b,r)
= Svaka tocka svake otvorene kugle je srediste.

Analogno se pokaZe da ista tvrdnja vrijedi i za svaku zatvorenu kuglu.

= Kod nearhimedske norme svaka tocka svake kugle je srediste te kugle.

1.3 Konstrukcija kompleksnih brojeva

Dosli smo do novog (p-adskog) koncepta udaljenosti izmedu dva racionalna broja - uz
fiksiran prosti broj p, kaZemo da su dva racionalna broja blizu ako je njihova razlika
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djeljiva s velikom potencijom od p. Da bismo mogli raditi s tom ”p-adskom metrikom”,
moramo proSiriti polje racionalnih brojeva Q na nacin koji je analogan nacinu na koji smo
kod klasi¢ne arhimedske metrike konstruirali prvo realne brojeve R te potom kompleksne
brojeve C. Zato ¢emo se prvo prisjetiti kako se to radi.

Pocet ¢emo sa skupom prirodnih brojeva N. Svaki korak u konstruiranju polja C iz polja N
zadovoljava jednu od dvije osnovne teznje:

(1) RjeSavanje polinomnih jednadzbi.
(2) Pronalazenje limesa Cauchyjevih nizova, to jest “upotpunjenje” brojevnog sustava do

onoga “bez rupa” (tako da svaki Cauchyjev niz ima limes u tom novom brojevnom sustavu).

Konstrukcija skupa Z
Cijele brojeve uvodimo kao rjeSenja jednadzbi oblika: a + x =b zaneke (a,b € N).

Konstrukcija polja Q
Racionalne brojeve uvodimo kao rjeSenja jednadzbi oblika: a-x = b zaneke (a,b € Z).

Konstrukcija polja R

Realne brojeve uvodimo na nacin da promatramo skup S svih Cauchyjevih nizova raci-
onalnih brojeva.

Za dva Cauchyjeva niza racionalnih brojeva (s; = {a;}, s> = {b;} € S) kaZzemo da su ekvi-
valentni (piSemo: s; ~ 5,) ako |aj - bj| — 0 kada j — oo.

Upravo definirana relacija ~ je o€ito relacija ekvivalencije, tj. zadovoljava svojstva:

- refleksivnost: (Vse S) je s~ s (svakielement je u relaciji sa samim sobom)

- tranzitivnost: (Vsy, sy, 53 € §) vrijedi: 51~ 5, 1 $5 ~ 853 = 851 ~ 53

- simetricnost: (Vsy, s, € §) vrijedi: s; ~ 5, = 55 ~ 5

Sada definiramo R kao skup klasa ekvivalencije Cauchyjevih nizova racionalnih bro-
jeva.

Konstrukcija polja C

U nekom trenutku, matematicari su poZeljeti uvesti brojeve uz koje ¢e modi rijesiti jed-
nadzbe oblika: x>+ 1 = 0. Uvedena je imaginarna jedinica i := V-1 te su definirani
kompleksni brojevi oblika a+b-i uz (a,b € R). Ispostavilo se da:
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(1) Vrijedi fundamentalni teorem algebre koji kaZe da sve polinomne jednadZzbe
stupnja barem 1 s koeficijentimau C imajurjeSenjau C (tj. kazemo da je polje
kompleksnih brojeva algebarski zatvoreno).

(2) Polje kompleksnih brojeva C je potpuno s obzirom na jedinstvenu normu:
la+b-il = Va® + b2 koja proSiruje normu || na R, tj. vrijedi da svaki Cauchyjev
niz kompleksnih brojeva (a, + b, - i), konvergira prema nekom kompleksnom broju
a+b-i (buduéidasu (a,), 1 (b,), Cauchyjevinizoviu R, moZemo uzeti:

lim,_,. a, = a, te lim,_. b, = b).

= C je algebarski zatvoreno polje koje je potpuno s obzirom na arhimedsku metriku.

Da bi se doslo do nearhimedskog analogona polja C koje se obi¢no oznacava sa Q (to
jest do polja koje je algebarski zatvoreno i potpuno s obzirom na nearhimedsku metriku),
prvo se mora doci do p-adskog proSirenja polja Q koje oznaCavamo sa Q,. Tada se formira
beskonacan niz proSirenja polja dodavanjem rjeSenja jednadzbi viSeg stupnja (a ne samo
kvadratnih jedndazbi). Tako se dode do polja @p koje je algebarski zatvoreno, ali nije
potpuno, pa mu treba jo§ “popuniti rupe” da bi se doSlo do Q-e.

1.4 p-adski brojevi

Od sada pa do kraja ovog poglavlja, uzimamo da nam je unaprijed fiksiran neki prost broj
p #* 00.

Za dva niza racionalnih brojeva {a,} i {b,} koji su Cauchyjevi s obzirom na normu ||,
kazemo da su to ekvivalentni nizovi ako |a, — b,[, = 0 kada n — oo. Za proizvoljan
(x € Q), sa {x} oznatavamo “konstantan” Cauchyjev niz (onaj kojemu je svaki ¢lan
jednak x). Ocitoje {x} ~{x'} & x = x'. Klasaekvivalencije od {0} se oznaCava
sa 0.

Sada definiramo skup p-adskih brojeva Q, kao skup svih klasa ekvivalencije Cauchyje-
vih nizova racionalnih brojeva.

Ako je a klasa ekvivalencije Ciji je reprezentant {a,}, p-adsku normu klase ekvivalen-
cije a definiramo na sljede¢i nacin:

lal, = lim]a,|,,
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Taj limes postoji zato §to:

- ako je a =0, onda je po definiciji: lim,_,cla,l, =0

-akoje a# 0, ondazaneki € izasvakiN (dny > N) td. |a,, , €

Ako odaberemo N koji je dovoljno velik da (Yn,m > N) vrijedi: |a, —a,l|, < € (tu
tvrdnju ¢emo oznaciti sa (*), a ona vrijedi zato Sto je (a,), Cauchyjev niz uz normu |
|,), dobivamo da (¥n > N) vrijedi:

—an| =@, - -
= | = |(@ = am) + (@n = )|

)

N—
<€ zbog (%) jer
su (m,ny > N)

< I’I’ZCZX{ |an - am|p’ |am — Qpy
———

<€

= (Vn > N) vrijedi:
Znamo da vrijedi:

n = Any|, < €

)

b, e), tj. te dvije vrijednosti se razlikuju

laal, = |(an —ayy) + (anN)lp < max{

<€ i
(preciznije, Any|, > |@n = ny p). Pa iz toga i iz Cinjenice da kod svojstva nearhimed-
ske metrike jednakost vrijedi akko su te dvije vrijednosti (one ¢iji maksimum gledamo)

razlicite, zakljucujemo da u naSem slucaju kod svojstva nearhimedske metrike jednakost
vrijedi.
)

Any

a, — anN anN

p’

A znamo i da je: (

a, — anN anN

= al, = max{ Ap = ny| s |@ny Any|,

= konst.

= (Yn > N) vrijedi: |a,|, = )

Ta konstanta je tada lim,, e |a,l,.

Za dvije dane klase ekvivalencije a 1 b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva mozemo
odabrati njihove proizvoljne reprezentante ({an} € a) i ({bn} € b) pa definirati produkt

klasa ekvivalencije «-b kao onu klasu ekvivalencije koja je reprezentirana Cauchyjevim
nizom racionalnih brojeva {a,b,}.
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Za dvije dane klase ekvivalencije a 1 b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva
mozemo odabrati njihove proizvoljne reprezentante ({a,,} € a) i ({bn} € b) pa defini-

rati zbroj klasa ekvivalencije a + b kao onu klasu ekvivalencije koja je reprezentirana
Cauchyjevim nizom racionalnih brojeva {a, + b,}.

Aditivni inverz klase ekvivalencije a Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva repre-
zentirane s {a,} je ona klasa ekvivalencije b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva
reprezentirana s {b,} = {—a,} (toje Cauchyjev niz).

Kod multiplikativnog inverza klase ekvivalencije a Cauchyjevih nizova racionalnih
brojeva moramo paziti da ne dobijemo nule kao elemente Cauchyjevog niza {a,} koji
reprezntira tu klasu. Ali to nam zapravo neée predstavljati problem jer je svaki Cauchyjev
niz ekvivalentan nekom koji ne sadrzi nule kao elemente - ako je za neke indekse (i € N)
a; = 0, onda moZemo umjesto {a,} promatrati primjerice niz {a,} definiran s:

, {an ,a, 0

n

Pt .a,=0
Sada multiplikativni inverz klase ekvivalencije a moZemo definirati kao klasu ekvivalen-

cije b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva reprezentiranu s: {b,} = {ai}

Propozicija 1.4.1. Skup Q, klasa ekvivalencije Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva
je polje uz zbrajanje, mnoZenje, te aditivne i multiplikativne inverze definirane kao gore.

Dokaz.

Neka su (a,b,c € Q,) proizvoljni.

= a,b,c suklase ekvivalencije Cije reprezentante moZemo oznaciti s {a,}, {b,}, {c,}
Postojanje aditivnog i multiplikativnog inverza smo pokazali ve¢ ranije.

Distributivnost: Znamo da je a(b + ¢) klasa ekvivalencije reprezentirana nizom
{a,(b, + c,)}. Takoder, {a,(b,+ c,)} = {a.b, + a,c,}. Dakle, ab + ac je takoder klasa
ekvivalencije reprezentirana tim nizom. = a(b+c) = ab+ac = distributivnost vrijedi

Asocijativnost zbrajanja: Znamo da je a+(b+c) klasaekvivalencije reprezentirana nizom
{a,+(b,+c,)}. Takoder, {a,+(b,+c,)} ={a,+b,+c,} = {(a,+b,)+c,}. Dakle, (a+b)+c
je takoder klasa ekvivalencije reprezentirana tim nizom. = a+(b+c)=(a+b)+c =
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asocijativnost zbrajanja vrijedi

Asocijativnost mnoZenja se dokaZe analogno.

Komutativnost zbrajanja: Znamo da je a + b klasa ekvivalencije reprezentirana nizom
{a, + b,}. Takoder, {a,+ b,} ={b, +a,}. Dakle, b+ a je takoder klasa ekvivalencije
reprezentirana tim nizom. = a+b =b+a = Kkomutativnost zbrajanja vrijedi

Komutativnost mnoZenja se dokaZe analogno.

Postojanje neutralnog elementa za zbrajanje: Znamo da je a + 0 klasa ekvivalencije re-
prezentirana nizom {a, + 0}. Takoder, {a, + 0} = {a,}. Dakle, a je takoder klasa
ekvivalencije reprezentirana tim nizom. = 0 + g =(komu