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Uvod

Spektralna teorija grafova bavi se proucavanjem svojstava grafa u odnosu na svojstvene
polinome, svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrica povezanih s grafom, kao Sto
je njegova matrica susjedstva. Glavni aspekti teorije koje cemo promatrati u ovom radu su
Perron-Frobeniusov teorem te Smithov teorem.

Spektralna teorija grafova je korisno podru¢je matematike sa Sirokim rasponom pri-
mjena. Primjerice, kada se Google pojavio na internetu kasnih 1990-ih, jedna stvar koja ga
je razlikovala od drugih trazilica je da su njegovi relevantni rezultati pretraZzivanja uvijek
bili na prvim stranicama. Na drugim traZilicama Cesto su se na prvim stranicama rezultata
pretraZivanja nalazile irelevantne web-stranice, koje se slu¢ajno podudaraju s tekstom pre-
trazivanja. Google svoju popularnost duguje PageRank algoritmu, koji ocjenjuje vaznost
svake web-stranice, omogucéujuci Googleu da ih rangira i na taj nacin korisniku predstavi
one vaznije (i obi¢no najrelevantnije i najkorisnije) web-stranice. Osnivaci Googlea su
izracunali Perron-Frobeniusov svojstveni vektor web grafa i postali milijarderi. Vise infor-
macija je dostupno u ¢lanku [6].

ADE-dijagrami klasificiraju, tj. navode sve moguce oblike razli¢itih objekata u mate-
matici 1 teorijskoj fizici. Oni su relevantni za klasifikaciju Platonovih tijela (ili kona¢nih
ortogonalnih grupa u Euklidskom prostoru), Coxeterovih grupa generiranih refleksijama i
jo$ mnogo toga. Glavni cilj ovog diplomskog rada je dati kratki pregled osnovnih pojmova
teorije grafova te zatim detaljno prouciti Smithov teorem koji kaZze da su jedini grafovi
spektralnog radijusa strogo manjeg od 2 upravo Dynkinovi dijagrami tipa A, D1 E. U radu
¢emo proucavati i Perron-Frobeniusov teorem, koji se koristi u dokazu Smithovog teorema.
Dio rada éemo posvetiti primjenama ADE-klasifikacije u drugim podru¢jima matematike,
kao Sto je primjerice klasifikacija sistema korijena prostih Liejevih algebri.

U prvom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove iz teorije grafova kao Sto su su-
sjedni vrhovi, regularnost, povezanost, minimalni, maksimalni i prosjecni stupanj grafa.
Definicije ¢emo potkrijepiti primjerima.

Na pocetku drugog poglavlja navest ¢emo neke osnovne pojmove iz linearne algebre,
koje ¢emo u nastavku koristiti u proucavanju grafova. Promatrat ¢emo konacne, jednos-
tavne i neusmjerene grafove. Definirat ¢emo matricu susjedstva A grafa te ¢emo spektar
grafa poistovjetiti sa spektrom matrice A. Matrica A €e biti simetricna matrica koja sadrzi
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cjelobrojne vrijednosti. Koeficijenti svojstvenog polinoma matrice susjedstva pridruZene
grafu dat ¢e nam neke informacije o broju bridova grafa te broju podgrafova koji su ciklusi
s 3 vrha. Uvest ¢emo pojam algebre susjedstva koja je u bliskoj vezi sa spektrom grafa.
Matrica susjedstva A dat ¢e nam korisne informacije o pripadnom grafu, medu kojima je i
ta da je element na mjestu (i, j) k-te potencije od A zapravo broj Setnji duljine k od vrha i
do vrha j.

U treem poglavlju definirat ¢cemo nenegativne, primitivne i ireducibilne matrice. Po-
kazat ¢emo da postoji veza izmedu ireducibilne matrice susjedstva grafa i ¢vrsto povezanog
grafa. Takoder, u ovom poglavlju ¢emo proucavati spektralni radijus grafa kojeg definiramo
kao maksimum skupa svih apsolutnih vrijednosti svojstvenih vrijednosti njegove matrice
susjedstva. Iskazat ¢emo Perron-Frobeniusov teorem koji tvrdi da, uz odredene pretpos-
tavke, postoji jedna realna svojstvena vrijednost od A ¢ija je vrijednost veca od ostalih
svojstvenih vrijednosti takva da je svojstveni vektor pridruZen toj svojstvenoj vrijednosti
pozitivan. Pokazat ¢emo S$to su ujednacene particije grafa te ¢emo definirati Rayleighov
kvocijent koji nam je potreban u proucavanju ispreplitanja svojstvenih vrijednosti.

U cetvrtom poglavlju koristimo Perron-Frobeniusovu teoriju i ispreplitanja za pronala-
zak gornje i donje granice za najvecu svojstvenu vrijednost povezanog grafa. Reprezentirat
¢emo ADE-dijagrame i proSirene ADE-dijagrame. Iskazat ¢emo i dokazati Smithov teorem
koji nam daje sve grafove Cija je najveca svojstvena vrijednost manja od 2 ili jednaka 2.

U petom poglavlju bavit ¢emo se sistemima korijena. Definirat éemo bazu sistema kori-
jena, pojam ireducibilnosti te Cartanovu matricu. Sisteme korijena moZemo reprezentirati
Coxeterovim grafovima, tj. Dynkinovim dijagramima, ako se radi o grafu s viSestrukim
bridovima. Uocit ¢emo povezanost grafova iz Smithovog teorema ¢ija je najveca svoj-
stvena vrijednost manja od 2 s Dynkinovim dijagramima ¢iji su korijeni iste duljine.



Poglavlje 1

Uvod u teoriju grafova

U ovom poglavlju navedeni su osnovni pojmovi 1 definicije teorije grafova potrebni za
razumijevanje i dokazivanje tvrdnji u nastavku rada. Navedene pojmove i definicije moZete
pronaci u prvim poglavljima knjiga [4] 1 [9].

Definicija 1.1. Za uredeni par I' = (V, E) kaZemo da je graf, ako je V konacan skup, a E
je skup dvoclanih podskupova od V. Elementi skupa V =V (I') nazivaju se vrhovi grafa, a
elementi skupa E = E (') nazivaju se bridovi grafa.

Oznaka V za skup vrhova dolazi od engleske rijeci vertex za vrh, a oznaka E za skup
bridova od engleske rijeci edge za brid. Graf prikazujemo crtajuc¢i vrhove kao tocke, a
bridove kao linije. Nacin na koji crtamo graf je nevazan, bitna je samo informacija koji
vrhovi Cine brid, a koji ne Cine brid.

Slika 1.1: Graf T' = (V, E), gdjeje V = {1,...,7}, E = {{1,2},{1,5}.{2, 5}, (3.4} (5. 7}]

U naSoj definiciji grafa, bridovi su dvoclani skupovi, tj. neuredeni parovi. Dakle, brid
{3, 4} saslike|I.1]je isti kao i brid {4, 3}. Ova vrsta grafa naziva se joS 1 neusmjereni graf.
Za graf Ciji su bridovi uredeni parovi kaZzemo da je usmjereni graf. Prikazujuéi graf

ISlika preuzeta iz [9]] (9.2.2022.).
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crtanjem, to pokazujemo pomocu strelica. Za brid (u, v), gdje su u, v vrhovi grafa, crtamo
strelicu koja poc€inje u vrhu u 1 zavrSava u vrhu v.

Definicija 1.2. Za graf T kaZemo da je konacan ako su skupovi E (I') i V (I') konachni.

S obzirom na to da promatramo konacne grafove, za graf I' moZemo pisati
V={,vy.....w}, E={ey,e,...,e,}. Broj vthova |V| = n zove se red grafa I, a broj
bridova |E| = m velicina grafa I'. Za graf T za koji vrijedi |V| € {0, 1} kazemo da je
trivijalan graf, a inace kazemo da je netrivijalan.

Definicija 1.3. Za brid e = {u, v} = uv kaZemo da spaja vrhove u i v. KaZemo da su vrhovi
uiv grafal susjedni te ih zovemo krajevima brida. Takoder, kaZemo da je vrh u
incidentan s bridom e. Naravno, i v je takoder incidentan s bridom e.

Bridovi s barem jednim zajednickim krajem zovu se susjedni bridovi. Skup svih bridova
1z E ¢iji jedan kraj €ini vrh v oznaCavamo s E (v) .

Pojam grafa kojeg promatramo u radu ne moze sadrZavati petlje, tj. bridove koji poCinju 1
zavrSavaju u istoj toékiE]

Primjer 1.4. Pogledajmo graf sa slike[I.1]
Skup bridova jednak je

E ={{1,2}, {1,5}, {2,5}, {3,4}, {5,7}}

pasuvrhovili2, 1i5, 215, 3i4te5i7susjedni. Vrh 6 nije susjedan niti s jednim
vrhom grafa jer ne postoji brid koji ih spaja. Analogno nademo ostale nesusjedne vrhove.
Susjedni bridovi su

{1,2}i{2,5},82, 1} i {1, 5}, {1, 5} i {5, 7} te {2,5} i {5, 7}
Jjer imaju zajednicki vrh. Brid {3, 4} nije susjedan niti s jednim bridom jer nema niti jedan
zajednicki kraj brida s ostalim bridovima iz grafa. Analogno nademo ostale nesusjedne
bridove.

Definicija 1.5. Graf kod kojeg su svaka dva vrha susjedna naziva se potpuni graf.

Potpuni graf s n vrthova oznaCavamo s K,,. Za graf K3 kazemo da je trokut.

2Nekad se u literaturi promatraju multigrafovi, tj. grafovi s visestrukim bridovima, pa se grafovi kao u
definiciji [I.T]u tom kontekstu nazivaju jednostavnim grafovima. Primjer multigrafa moZemo vidjeti na slici
I.

e 2Slika preuzeta s https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Complete_graph_K3.svg
(24.1.2022.).

3Slika preuzeta s https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Complete_graph_KS5.svg

(24.1.2022.).


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Complete_graph_K3.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Complete_graph_K5.svg
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AN+

Slika 1.2: Graf K32 Slika 1.3: Graf K5*
5 5

1 2 1 2

6 6

Slika 1.4: Jednostavan graf* Slika 1.5: Multigraf*
2 1 2

6 6
Slika 1.6: * Slika 1.7: #

Nekasul = (V,E)iI” = (V',E’) dva grafa. Akoje V' C Vi E’ C E, tada kaZemo
da je graf I podgraf grafal' i piSemo I"” C I'. Kazemo da I" sadrzi I". Ako jeI” C T, ali
I # T, kazemo da je I” pravi podgraf od ' i piSemo I c I'. Ako je " C I'iI” sadrzi sve

4Slika preuzeta S https://courses.cit.cornell.edu/info2950_2012sp/graph.pdf
(24.1.2022.).


https://courses.cit.cornell.edu/info2950_2012sp/graph.pdf
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bridove uv € E, gdje suu,v € V’, tada kazemo da je graf I'” inducirani podgraf od I'.

Primjer 1.6. Slike i [I.7] prikazuju dva podgrafa grafa sa slike Prvi podgraf je
inducirani podgraf jer svi bridovi izmedu vrhova 2, 3, 4 i 6 koji se nalaze u skupu bridova
grafa sa slike takoder su i u skupu bridova ovog graf. Drugi podgraf nije inducirani
podgraf jer mu nedostaju bridovi {2,4} i {1,4}.

Definicija 1.7. Stupanj vrha v grafa I definiramo kao broj bridova koji su incidentni s v.
Oznacavamo ga s d (v). Vrh stupnja 0 zovemo izolirani vrh, a vrh stupnja 1 zovemo krajnji
vrh. Definiramo

o) =min{dW) |veV},

A =max{dW) |veV},

1
d(r) = d(V) ’
14 ;
gdje je 6 (I') minimalni stupanj grafa, A (I') maksimalni stupanj grafa te d (I') prosjecni
stupanj grafa.

Primjer 1.8. Pogledajmo jednostavan graf sa slike[l.4sa skupom vrhova V = {1,2,3,4,5, 6}.
Stupnjevi vrhova grafa jednaki su:

d1)=4,d2) =2, d3)=2, d4) =4, d5) =1, d©6) = 1.

Minimalni stupanj grafa jednak je 1, maksimalni stupanj 4, a prosjecni stupanj jednak je
% ~ 2.3.

Definicija 1.9. Za graf T kaZemo da je regularan ako su svi njegovi vrhovi istog stupnja.
KaZemo da je I r-regularan ako je d (v) = r, za svaki v € V (I). Cijeli broj r tada ¢emo
zvati stupanj regularnosti grafa T'.

Primjer 1.10. Graf K; sa slike[l.2]je 2-regularan graf, a graf Ks sa slike[l.3]je 4-regularan
graf.

Definicija 1.11. §etnja W u grafu I konacan je niz vy, e1, Vi, €2, V2, «..s Vi1 €m> Vi
gdje je m > 0, ¢iji su ¢lanovi naizmjence vrhovi i bridovi grafa I sa svojstvom da su krajevi
brida e; vrhovi v,_y i v;za svakii =1, ..., m. KaZemo da je W Setnja od vy do v,, ili da je
W (vo, vin)-Setnja,

Primijetimo da je u jednostavnom grafu Setnja potpuno odredena nizom svojih vrhova
Vo, V15 «++5 Vm—-1> V-
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Definicija 1.12. Setnja u kojoj su svi bridovi razli¢iti naziva se staza. Ako su pritom i svi
vrhovi, osim eventualno pocetnog i krajnjeg, razliciti, takvu stazu nazivamo put. Za Setnju
kaZemo da je zatvorena ako je vy = v,,, a zatvoreni put nazivamo ciklusom.

Duljinu Setnje W definiramo kao broj bridova od W. Put od n vrhova u nekom grafu je
njegov podgraf. Oznaka za taj graf je P,. UoCimo, P, = K;.

Primjer 1.13. Pogledajmo jednostavan graf sa slike[l.4s V = {1,2,3,4,5,6}.

Niz 5, {5,1}, 1, {1,2}, 2, {2,4}, 4, {4,6}, 6, {6,4}, 4, {4,3}, 3 je Setnja W od vrha 5 do
vrha 3.

Niz 5, {5,1}, 1, {1,2}, 2, {2,4}, 4, {4,1}, 1, {1,3}, 3 je staza od vrha 5 do vrha 3.

Niz 1, {1,2}, 2, {2,4}, 4, {4,3}, 3 je put od vrha I do vrha 3.

Niz 1, {1,2}, 2, {2,4}, 4, {4,3}, 3, {3, 1}, 1 je ciklus.

Definicija 1.14. Za dva vrha u i v grafa I kaZemo da su povezani ako postoji (u,v)-put u
I.

Definicija 1.15. Za grafT kaZemo da je povezan ako za svaki par vrhova postoji put izmedu
njih. Nepovezani graf se sastoji od vise povezanih dijelova koji se nazivaju komponente.

Primjer 1.16. Graf sa slike|l.1|je primjer nepovezanog grafa koji ima 3 komponente po-
vezanosti, a grafovi s preostalih slika 1.2 - 1.7 su povezani grafovi.

Definicija 1.17. Za usmjereni graf I kaZemo da je cvrsto povezan ako za svaka dva vrha
u, v postoji usmjereni put od u do v, to jest postoje vrhovi u = vy, vy, ..., v, = v takvi da
vi,vi))€€Ezal <i<m.

Definicija 1.18. Udaljenost izmedu vrhova u i v u grafu I definiramo kao duljinu najkrace
Setnje medu njima, tj. broj bridova kojima se ona koristi. Oznaka za tu udaljenost je
o(u,v).

0 (u,v) ¢emo zvati funkcijom udaljenosti. Oc¢ito vrijedi d (u,v) = d (v, u) jer promatramo
neusmjerene grafove.

Definicija 1.19. Dijametar povezanog grafa I definiramo kao najvecu vrijednost funkcije
udaljenosti dvaju vrhova. Dijametar grafa I" oznacavamo s diam(I').

Primjer 1.20. Izracunajmo dijametar grafa sa slike
Udaljenosti izmedu vrhova u grafu iznose:

012,2)=03,3)=04,4)=0(6,6) =0,

012,4)=03,4)=04,6)=1,
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0(2,3)=0(2,6)=03,6)=2.

Najveci broj izmedu 0, 1 i 2 je 2 pa zakljucujemo da je dijametar grafa jednak 2.
Analogno, dijametar grafa sa slike[l.7] jednak je 4.

Definicija 1.21. Ako skup vrhova grafa I’ moZemo razdvojiti na dva disjunktna skupa A i
B tako da svaki brid od I spaja neki vrh skupa A s nekim vrhom iz skupa B, onda kaZemo
da je T bipartitan graf.

Primjer 1.22. Potpun bipartitan graf je onaj bipartitan graf s particijom skupa vrhova
V(') = AU B kod kojeg je svaki vrh iz skupa A spojen sa svakim iz B. Ako je |A| = r,
te |B| = s, onda takav graf oznacavamo s K, ;. Jasno je da vrijedi da graf K, ima r + s
vrhova i rs bridova.

Slika 1.8: Graf K3,35

Definicija 1.23. Aciklicki graf T, tj. onaj graf koji ne sadrZi cikluse, naziva se suma. Graf
I" koji je povezana suma naziva se stablo. Slijedi da je Suma graf Cije su komponente stabla.

SSlika preuzeta s https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Complete_bipartite_graph_
K3, 3.svg|(7.2.2022.).


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Complete_bipartite_graph_K3,3.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Complete_bipartite_graph_K3,3.svg

Poglavlje 2
Spektar grafa

Prvo ¢emo ponoviti neke osnovne pojmove iz linearne algebre, koje ¢emo u nastavku ko-
ristiti u proucavanju grafova. Ovaj dio poglavlja sadrzi pojmove i rezultate iz knjige [1].

Definicija 2.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je A linearan operator
na prostoru V. KaZe se da je skalar 6, € F svojstvena vrijednost operatora A ako postoji
vektor x € V, x # 0, takav da je Ax = 0yx. Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A
naziva se spektar operatora A i oznacava sa o (A).

Vektor x iz navedene definicije naziva se svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj
vrijednosti 6y. Treba primijetiti da svojstveni vektor nikako nije jedinstven: ako je x
svojstveni vektor pridruZen 6, onda je i ax svojstveni vektor pridruZen istoj svojstvenoj
vrijednosti, 1 to za svaki skalar @ € F, a # 0. Zaista, A(ax) = aAx = a(fyx) = y(ax).
Stovise, neka svojstvena vrijednost 6, operatora A moZe posjedovati i vise linearno
nezavisnih svojstvenih vektora. Primjer je jedini¢ni operator I: za njega su svi vektori
prostora, osim nulvektora, svojstveni za svojstvenu vrijednost 1 jer vrijedi /x = 1x, za
svakix e V.

Za matricu A = (ai j) € M,,, (F) definiramo transponiranu matricu AT formulom AT =

(bij) € My (F), bi; = aj; za svaki i, j.
Neka je A € M, (F).

Definicija 2.2. Polinom k, (6) = det (61 — A) naziva se svojstveni polinom matrice A.

Definicija 2.3. Vektor x # 0 koji zadovoljava Ax = 6x naziva se desni svojstveni vektor
matrice A za svojstvenu vrijednost 0, a vektor y # 0 koji zadovoljava y'A = 6y" naziva se
lijevi svojstveni vektor matrice A za svojstvenu vrijednost 6.

Definicija 2.4. Normirani polinom najmanjeg stupnja razlicit od nulpolinoma koji ponistava
A naziva se minimalni polinom linearnog operatora A.

9
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Definicija 2.5. Kratnost nultocke 6y polinoma ku (0) naziva se algebarska kratnost svoj-
stvene vrijednosti 6y i oznacavamo ju s 1(6y). Maksimalan broj linearno nezavisnih svoj-
stvenih vektora pridruZenih svojstvenoj vrijednosti 6y naziva se geometrijska kratnost svoj-
stvene vrijednosti 6y i oznacavamo ju s d (6y).

Moze se dokazati da vrijedi d (6y) < [(6p).

U nastavku poglavlja slijedimo izlaganje iz tocke 1.2 knjige [3]. Neka je I konacan,
jednostavan i neusmjeren graf te pretpostavimo da je V (I') = {vy, vs, ..., v,}. Prisjetimo se,
ako su vrhovi v; i v; spojeni bridom, kazemo da su v; i v; susjedni vrhovi.

Definicija 2.6. Matrica susjedstva grafa I" je matrica A = A (') &iji su elementi a;; defini-
rani s

1, ako suv;iv;susjedni;

aij = { 1 2.1)

0, inace.

Iz definicije slijedi da je A realna simetricna matrica i da je trag od A jednak nuli.

Ako je I' multigraf, a;; odgovara broju bridova od i do ;.

U nastavku pod spektrom podrazumijevamo spektar nad poljem kompleksnih brojeva.
Buducdi da retci i stupci od A odgovaraju proizvoljnom oznacavanju vrhova I', zanimati ¢e
nas svojstva matrice susjedstva koja su invarijantna prema permutacijama redaka i stupaca
(vidi Primjer [2.7). Neka od tih svojstava su spektralna svojstva od A.

Spektar matrice susjedstva grafa I ne ovisi o odabiru numeracije vrhova grafa I" jer
sli¢ne matrice imaju isti spektar.

Primjer 2.7. Neka je T jednak putu P5 s tri vrha i dva brida. Ako po proizvoljnom re-
doslijedu numeriramo tri vrha od I, dobivena matrica susjedstva A jednaka je jednoj od
navedenih:

011 010 0 01
1 00},]1T011],]00°1
1 00 010 110

Izracunamo svojstveni polinom i spektar te dobivamo
ka(0) = 6 — 26, o (A) ={V2, 0, —V2}.

Svojstveni vektori jednaki su

(\/5,2, V2), (1,0,-1), (v2,-2,V2) .
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Pretpostavimo da je 8 svojstvena vrijednost od A. Bududi da je A realna i simetri¢na,
slijedi da je 6 realna i da je kratnost od 6, gdje je 8 korijen jednadZbe det(6 — A) = 0,
jednaka dimenziji prostora svojstvenih vektora pridruzenih svojstvenoj vrijednosti 6.

Definicija 2.8. Spektar grafa I definiramo kao skup svih svojstvenih vrijednosti od A (T').
Ako su razlicite svojstvene vrijednosti od A (I') jednake 6y > 0, > ... > 6,_; s kratnostima

m(6y), m(6,), ..., m(0,_y), tada spektar grafa zapisujemo kao:
& 0, ... 0y
Spec T = . 2.2
Pt =\ m@) m@) ... m@) ) 22

Slika 2.1: Graf K|

Primjer 2.9. Promotrimo potpuni graf K, sa slike Graf K, ima matricu susjedstva

0111
1 011
A_1101’
1 110

svojstveni polinom
ka(0)=6"—66°-80-3=(6-3)(0+1)°
te spektar
SpecK4=( i) _31 ) .

ISlika preuzeta s https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Complete_graph_K4
(7.2.2022.).



 https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Complete_graph_K4
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U nastavku, svojstvene vrijednosti grafa I' odnosit ¢e se na svojstvene vrijednosti od
A = A(I), a svojstveni polinom grafa I', s oznakom yr (6), odnosit ¢e se na svojstveni
polinom od A. Pretpostavimo da je svojstveni polinom od I" jednak

xr(@) =6"+ A 0T+ + .+, (2.3)

Prema Vieteovim formulama, —c; je jednak sumi svojstvenih vrijednosti. To je takoder
trag od A i on iznosi 0 pa slijedi da je ¢; = 0. Svi koeficijenti se mogu izraziti u terminima
glavnih minora od A, gdje je glavna minora determinanta podmatrice dobivene uzimanjem
istog podskupa redaka i stupaca. To dovodi do sljedeeg jednostavnog rezultata.

Propozicija 2.10. Koeficijenti svojstvenog polinoma grafa I" zadovoljavaju
(i) ¢; =0,
(ii) —c, je broj bridova od T';

(iii) —c3 je dvostruko veci od broja trokuta Kz u T

Dokaz. Za svaki i € {1,2,...,n}, broj (=1)c; je suma glavnih minora od A koje imaju i
redaka 1 stupaca.

(1) Kako su svi dijagonalni elementi od A jednaki nuli, slijedi da je ¢; = 0.

(i) Glavna minora s dva retka i stupca, ¢iji retci imaju barem jedan element razlicit od
nule, mora biti oblika

01
1 0

Postoji jedna takva minora za svaki par susjednih vrhova od I' i svaka ima vrijednost
—1. Stoga (=1)’c, = —|E (') |.

(iii)) Do na permutacije redaka i stupaca matrice imamo tri mogucnosti za netrivijalne
glavne minore s tri retka i stupca:

O 10 |01 1 |01 1
1 00,1 00,{1 O )
000 1 00 |1 1O0

a jedina minora koja ima ne-nul vrijednost je zadnja minora s vrijedno$¢éu 2. Ta glavna
minora odgovara trima medusobno susjednima vrhovima u I" te tako dobivamo trazeni opis
za cs. ]
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Primjer 2.11. Iz primjera vidimo da graf K4 ima svojstveni polinom
xr(0) = 6" — 66° — 80 — 3.
Po zakljucujemo da su koeficijenti svojstvenog polinoma
c1=0, co =-6, c3 =-8, ¢4 = -3.

Sa slike vidimo da je broj bridova od K, jednak 6, a broj trokuta K5 jednak 4. Jer
vrijedi ¢; = 0, —cy = 6 i —2¢3 = 8, zaista smo provjerili propoziciju2.10/za graf T = K.

Pretpostavimo da je A matrica susjedstva grafa I'. Tada skup polinoma od A, s kom-
pleksnim koeficijentima, tvori algebru s uobi¢ajenim matricnim operacijama. Ova algebra
je konacne dimenzije kao kompleksan vektorski prostor. Dimenzija algebre susjedstva je
manja ili jednaka n? jer je n* dimenzija prostora svih matrica reda n. Preciznije, Cayley-
Hamiltonov teorem tvrdi da A zadovoljava vlastitu svojstvenu jednadZbu pa je dimenzija
pripadne algebre najvise n, gdje je n broj vrhova u I'. Takoder je asocijativna i komutativna
algebra s jedinicom 1.

Definicija 2.12. Algebru susjedstva grafa I definiramo kao algebru polinoma matrice su-
sjedstva A grafa I'. Algebru susjedstva od I" oznacavamo s A(T).

Rezultate o A(I') mozemo dobiti proucavanjem potencija od A jer je svaki element
algebre susjedstva linearna kombinacija potencija od A.

Primjer 2.13. Pogledajmo potencije matrica susjedstava grafova P, i P3 i odredimo di-
mengzije pripadnih algebri susjedstava.
Matrica susjedstva grafa P, jednaka je

0 1
a(20)
OCVitojeAO:I,A1 =Ate

eenns (2 4)-(4 )

Prve dvije potencije, 1 i A, linearno su nezavisne. No A* moZemo dobiti kao linearnu
kombinaciju prvih dviju potencija. Zakljucujemo da je algebra susjedstva grafa P, komu-
tativna asocijativna algebra dimenzije 2.

Analogno, za graf P5 i pripadnu matricu susjedstva

010
A=l10 1],
010
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izracunamo
1 01 020
A’=1 A'=A,A>=|0 2 0|,A°=[2 0 2
1 01 020

Uocimo da je A’ = 2 - A pa zakljucujemo da je algebra susjedstva grafa P3 komutativna
asocijativna algebra dimenzije 3.

Lema 2.14. Neka je | nenegativni cijeli broj. Tada je (Al)ij broj Setnji duljine | od vrha i
do j.

Dokaz. Tvrdnja vrijedi za [ = 0 jerje A = I'izal = 1jerje A' = A, a A je matrica
susjedstva. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za / = L. Postoji bijekcija iz skupa Setnji

duljine L + 1 od v; do v; u skup Setnji duljine L od v; do vrhova v, koji su susjedni s v;.
Prema tome, broj ovakvih Setnji je

Ay = > (ADan; = (A,
{vnvj} € E(T) h=1
Slijedi da je broj Setnji duljine L + 1 od v; do v; jednak (A“l)ij. Opceniti rezultat slijedi
indukcijom. 0

Iz prethodne leme slijedi da je (A2)ii stupanj vrha i, a trA? = 2|E (T') |. Sli¢no, trA3 = 6t,
gdje je t broj trokuta K3 u .

Propozicija 2.15. Neka je I povezan graf s algebrom susjedstva A (I') i dijametrom diam.
Tada A (') ima dimenziju barem diam + 1.

Dokaz. Neka su u i v vrhovi grafa I" takvi da vrijedi d (4, v) = diam i pretpostavimo da je
u=wo Wi, ..., Waian =V

Setnja duljine diam. Tada, za svaki i € {1,2,...,diam}, postoji barem jedna Setnja duljine
i, ali ne 1 kraéa Setnja, spajajuci wy i w;. Stoga, prema lemi A’ ima nenul elemente
na mjestu gdje su odgovarajuéi elementi od 1, A, A%, ..., A" jednaki 0. Slijedi da A’ nije
linearno zavisna o {I,A,A2,..., A"} te da je {I,A, A%, ..., A%} linearno nezavisan skup
u A (). Kako ovaj skup ima diam + 1 elemenata, propozicija je dokazana. O

Algebra susjedstva i spektar grafa I su u bliskoj vezi. Ako matrica susjedstva ima
s razliCitih svojstvenih vrijednosti te znamo da je realna simetri¢na matrica, minimalni
polinom je stupnja s. Slijedi da je dimenzija algebre susjedstva jednaka s. Tako imamo
sljedecu granicu za broj razliCitih svojstvenih vrijednosti.

Korolar 2.16. Povezan graf s dijametrom diam ima barem diam + 1 razlic¢itih svojstvenih
vrijednosti.



Poglavlje 3

Perron-Frobeniusov teorem

U ovom poglavlju slijedimo 2. poglavlje knjige [S] o Perron-Frobeniusovoj teoriji. Proma-
trat ¢emo matricu A, Ciji su svi elementi pozitivni, kao matricu susjedstva grafa. ProuCavajuéi
Perron-Frobeniusovu teoriju dolazimo do korisnih rezultata u teoriji grafova. Vidjet ¢emo
da postoji jedna realna svojstvena vrijednost od A Cija je vrijednost veéa od ostalih svoj-
stvenih vrijednosti, a svojstveni vektor pridruZen toj svojstvenoj vrijednosti je pozitivan.
Ovi rezultati se generaliziraju na nenegativne matrice.

3.1 Simultana dijagonalizacija

Definicija 3.1. Za matricu A = (a;;) € C™" definira se hermitski adjungirana matrica
A" = (b;j) € C™™ s b;j = aj;, za sve i, j (gdje je a;; kompleksno konjugiran broj broju aj;).

Definicija 3.2. Za matricu A = (a,- j) € C"™" kaZemo da je hermitska ako vrijedi A* = A.

Primjer 3.3. Pogledajmo dvije matrice i njihove hermitski adjungirane matrice:
5 1 i 1 2 3
A=|3+i 4 1 |,B=|4 5 6],
-i 13 7 8 9
S 3—-i i 1 4 7
A= 1 4 1 |,B"=|12 58

-i 1 3 3609

Napomena 3.4. Ako svi elementi matrice A imaju realne vrijednosti, tada je A* samo
transponirana matrica od A.

Definicija 3.5. Za matricu A € R™" kaZemo da je simetricna ako vrijedi A = A* = A",

15
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Neka je V kompleksan vektorski prostor konane dimenzije n i fiksirane baze. Skalarni
produkt na V moZemo definirati ovako:

n

() =) Zyi=xy, xyeV, (3.1)

i=1

gdje su x; 1 y; i-te koordinate vektora x 1 y iz fiksirane baze, a crtica oznacava kompleksno
konjugiranje.

Lema 3.6. Neka je A € C™" hermitska matrica. Tada su sve svojstvene vrijednosti od A
realne.

Lema 3.7. Neka je A € C™" hermitska matrica te neka su x i y njeni svojstveni vektori
pridruZeni razli¢itim svojstvenim vrijednosti. Tada su x i y ortogonalni.

Dokaz. Neka su x 1y svojstveni vektori pridruZeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima 6;
16,,tj. vrijedi Ax = 6;x1 Ay = 6,y. Tada

(Ax,y) = (Ax)"y = X"A"y = x"Ay = (x, Ay) .

Vrijedi
(Ax’y) = 91 (x,y) s (X,Ay) = 92 (X»y) ’ (01 - 92) (x,)’) =0.

Bududi da su 6 1 6, razliCite svojstvene vrijednosti, slijedi (x,y) = 0. O

Teorem 3.8. Neka je A hermitski operator na V. Tada postoji ortonormirana baza od V
koja se sastoji od svojstvenih vektora od A. Drugim rijecima, postoji ortonormirana baza
e od V u kojoj je matrica A(e) dijagonalna.

Dokaz teorema koristi lemu [3.7)i moZe se pronaci u [14].

Propozicija 3.9. Pretpostavimo da je </ familija komutirajucih hermitskih linearnih ope-
ratora na V, tj. takvih da je AB = BA za A,B € /. Tada V ima bazu koja se sastoji od
zajednickih svojstvenih vektora od svih A € <7 .

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po dimenziji prostora V. Bazu indukcije ¢ini
sluc¢aj dimV = 1, gdje je tvrdnja (na trivijalan nacin) to¢na. Pretpostavimo da prostor V
dimenzije n ima bazu koja se sastoji od zajednickih svojstvenih vektora od svih A € o7.
Ako je svaki A € o7 viSekratnik identitete /, onda je sve jasno. Inale, neka A € o7 nije
viSekratnik od /. Ako je Au = ui B € o/, tada A(Bu) = BAu = 6Bu tako da je taj
svojstveni potprostor invarijantan na B. Po pretpostavci indukcije moZemo odabrati bazu
koja se sastoji od zajednickih svojstvenih vektora za svaki B € 7 u svakom svojstvenom
prostoru. Unija ovih baza je baza od V koju smo trazili. O
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Kvadratnu matricu A moZemo promatrati kao linearni operator na vektorskom prostoru
s fiksiranom bazom. Matrica hermitskog operatora je hermitska matrica ako se gleda s ob-
zirom na neku ortnormiranu bazu, no, s obzirom na proizvoljnu bazu, to ne mora vrijediti.
Matrica A biti ée hermitska upravo kada je A = AT; posebno, realna simetri¢na matrica je
hermitska.

3.2 Perron-Frobeniusov teorem

Definicija 3.10. Za vektor x € R" kaZemo da je pozitivan (nenegativan), tj. pisemo x >
0 (x > 0), ako su mu svi elementi pozitivni (nenegativni).

Definicija 3.11. Za matricu A € R™" kaZemo da je pozitivna (nenegativna), tj. pisemo
A >0 (A > 0), ako su joj svi elementi pozitivni (nenegativni).

Primjer 3.12. Vektor x = (1,2, 3) je pozitivan vektor, a’y = (1,0, 3) nenegativan.

Primjer 3.13. Neka su A i B dvije kvadratne matrice reda 3:

01 1 112
A=l1 00|, B=|1 11
100 21 1

A je nenegativna matrica, a B je pozitivna matrica.

Neka je T nenegativna realna kvadratna matrica reda n.

Definicija 3.14. Za matricu T kaZemo da je primitivna ako postoji k € N takav da je
T* > 0.

Definicija 3.15. Za matrica T kaZemo da je ireducibilna ako za sve i, j postoji k € N

takav da je (Tk)ij > 0.
010
A=10 0 1 |.
1 10

Izracunajmo prvih nekoliko potencija:

0 01 110 011 111
A’=11 1 0|,A=[0 1 1,A*=[111],4=121
111 1 21 1 22

01 1

Primjer 3.16. Promotrimo matricu
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Matrica A je ireducibilna jer za svaki par (i, j) postoji k € N takav da je (Tk) > 0.

(), = (4'); = (4%), = (4),, = 1 >0,
(4, = (@), = (%), = (), = 1 >0,

(A3)“:1>0.

Zaista,

Matrica A je primitivna jer za k = 5, svi elementi matrice A* = A3 su pozitivni brojevi.

Primjer 3.17. Jedinicna matrica I reda n > 1 nije ireducibilna. Potenciranjem jedinicne
matrice uvijek dobijemo jedinicnu matricu pa nikada necemo dobiti pozitivne
nedijagonalne elemente.

Tvrdnja iduce leme je ocita.

Lema 3.18. Neka je T primitivna matrica. Tada je T ireducibilna matrica.

Primjer 3.19. PokaZimo da ireducibilna matrica ne mora biti i primitivna.

Neka je
(01 » (10
=T o) = V)

Matrica A je ireducibilna. Postoji li k € N takav da je A* > 0? Svaka neparna potencija
od A jednaka je matrici A, a svaka parna potencija od A jednaka je A%. Zakljucujemo da
ne postoji k € N takav da je A* > 0, tj. A nije primitivna matrica.

Teorem 3.20. Neka je I" usmjereni graf s pridruZenom matricom susjedstva T. Matrica T
Jje ireducibilna ako i samo ako je graf T ¢vrsto povezan.

Dokaz. Neka je T ireducibilna matrica reda n te tvrdnju dokazimo kontradikcijom. Pret-
postavimo da I" nije ¢vrsto povezan. Tada postoje neka dva vrha, recimo v; 1 v;, koji nisu
povezani. Neka je §; skup vrhova povezanih s vthom v;, a §, je skup preostalih vrhova.
Uocimo, nijedan vrh v; iz S, nije povezan s vthom v, iz § jer bi inaCe vrijedilo v; € §.
Oba skupa su neprazna jer je v; € S11v; € §,. Bez smanjenja opCenitosti mozemo pret-
postaviti da se prvih r vrhova nalazi u S, a da su preostali u S,. Matrica susjedstva T
usmjerenog grafa definirana je tako da je T;; broj usmjerenih bridova od vrha i do vrha j.
Slijedidaje T;; = 017T;; = 0,zasvei € {1,...,r},j € {r+1,...,n}. Vidimo da T nije
ireducibilna. Dolazimo do kontradikcije jer je po pretpostavci T ireducibilna.

Obratno, pretpostavimo da je I' ¢vrsto povezan te da T nije ireducibilna. Ako obrnemo
redoslijed gornjeg argumenta, graf nece biti ¢vrsto povezan $to nas dovodi do kontradik-
cije. O
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N
1 72

Slika 3.1: Usmjereni K3 graf

Primjer 3.21. Pogledajmo usmjereni graf sa slike Graf sa slike je ¢vrsto povezan jer
za svaka dva vrha postoji usmjereni put od jednog vrha do drugog. Matrica susjedstva

grafa jednaka je:
010
A=[0 0 1 |.

1 00

0 1 1 00
0 01l,A°=[0 1 0].
1 0 0 01

Lema 3.22. Ako je T ireducibilna, onda je I + T primitivna.

Izracunamo

0
A =11
0

Matrica A zaista je ireducibilna.

Dokaz. Neka je T ireducibilna matrica i neka je n € N. Matrica I + T bit ¢e primitivna
ako postoji neki n € N tako da su svi elementi matrice (I + T)" pozitivni. RaspiSimo n-tu
potenciju od I + T pomocu binomne formule, tj.

(I+T) = g(Z)I"‘kT" - Z;(Z)”k - ;(Z)T"

Jer je T ireducibilna matrica, matrica (/ + T)" na kraju ¢e imati sve pozitivne elemente,
ako je n dovoljno velik. Znaci, I + T je primitivna matrica za neki n € N. O

Definicija 3.23. Period d ireducibilne matrice T definiramo kao najveci zajednicki djelitelj
prirodnih brojeva k za koje vrijedi (Tk)il_ > 0.

Period d je neovisan o izboru indeksa i iz gornje definicije.
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Primjer 3.24. Pogledajmo matricu A iz primjera i njene potencije. Uzmimo i = 2 pa
vrijedi

2 3 4
(47),, >0, (4%),, >0, (4*), >0, ....
Najveci zajednicki djelitelj brojeva 2, 3, 4, ..., je 1 pa je period d jednak 1. Sada uzmimo
i = 1ivrijedi
(A3)11 >0, (AS)11 >0,....

Najveci zajednicki djelitelj brojeva 3, 5, ..., je I pa odavde takoder vidimo da je period d
Jjednak 1.

Definicija 3.25. Spektralni radijus matrice A € C™" definiramo s
pa = p(A) =max{|8]: 0 svojstvena vrijednost matrice A} . (3.2)

Teorem 3.26. (Perron-Frobeniusov teorem) Neka je kvadratna matrica T > 0 ireduci-
bilna. Tada postoji jedinstveni pozitivan realan broj 6, sa svojstvima:

(i) Postoji realan vektor xo > 0 takav da je T xy = Gyx,.
(ii) 6y ima geometrijsku i algebarsku kratnost 1.

(iii) Za svaku svojstvenu vrijednost 6 od T imamo |6| < 6y. Ako je T primitivna, tada
6] = 6y povlaci 6 = 6. Opcenito, ako T ima period d, tada T ima tocno d svojstvenih
vrijednosti 6 takvih da je 10| = 6. Preciznije, te svojstvene vrijednosti su upravo

2mij
0 =6 d zaj=0,1,...,d—1. Zapravo je litav spektar od T invarijantan s

. . : 2n o
obzirom na rotaciju kompleksne ravnine za kut v oko ishodista.

(iv) Svaki nenegativni lijevi ili desni svojstveni vektor od T ima svojstvenu vrijednost 6.
Opcenitije, ako x > 0, x # 0i Tx < 0x, tada x > 0i 6 > 6, stovise, 8 = 0y ako i samo
ako Tx = 0x.

(v) Ako je S matrica takva da vrijedi 0 < S < T ili ako je S glavna minora od T, i S ima
svojstvenu vrijednost o, tada |o| < 6y; ako |o| = 6, tada S = T.

(vi) Neka je S proizvoljna kompleksna matrica. Sa |S| oznacimo matricu s elementima
ISlij = ISijl. Ako |S| < T i S ima svojstvenu vrijednost o, tada |o| < 6. Ako vrijedi
jednakost, tada |S| = T, i postoji dijagonalna matrica E s dijagonalnim elementima
apsolutne vrijednosti 1 i kompleksan broj c apsolutne vrijednosti 1, tako da je S =
cETE™.
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Dokaz teorema mozZe se pronaci u tocki 2.2 knjige [S].

Uocimo da je 6, upravo spektralni radijus od 7.

Zaklju¢ujemo, po tvrdnji (i) i (iv]), da ne postoji svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj
vrijednosti 6 koji je nekolinearan s xy. Iz tvrdnje (v)) slijedi da se pripadna svojstvena
vrijednost 8, od T poveca kada se poveca bilo koji element od T'.

Primjer 3.27. Pokazimo da matrica B zadovoljava tvrdnju (iii) iz teorema

Neka je
0 01
B=]10 01
I 11
Vidimo da je
111
B=|111
113

Uistinu, matrica B je primitivna. Po lemi B je i ireducibilna. Period od B iznosi I jer
je
— 2 —
(B)y; =1>0, (3)33_3>0.

Spektar od B jednak je
o(B)={-1,0, 2}.

Spektralni radijus pp iznosi 2 jer vrijedi
| =11 < ps, 10| < ps, 12| < pp .

Matrica B, s periodom d = 1, ima svojstveni potprostor dimenzije 1 za svojstvenu vrijed-
nost 2 takvu da vrijedi 6| = pp.

Primjer 3.28. Pogledajmo matricu A iz primjera Njen period d jednak je 2. Svoj-
stveni polinom iznosi ky (0) = 6* — 1 i spektar je o (A) = {~1, 1}. Spektralni radijus
p(A) =6y =1ivrijedi|— 1| = 6y, |1| = 6y. Zaista, A ima period jednak 2 i ima tocno dvije
svojstvene vrijednosti 6 takve da je 16| = 6.

Napomena 3.29. U slucaju da je T > 0, ali nije nuZno ireducibilna, moZemo reci sljedece.

(i) Spektralni radijus 6y od T je svojstvena vrijednost i lijevi i desni svojstveni vektori
pridruZeni 6, su nenegativni.

(ii) Ako je |S| < T iS ima svojstvenu vrijednost o, tada |o| < 6.
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3.3 Ujednacene i gotovo ujednacene particije grafa

Neka je I graf s matricom susjedstva A = (ai j). A je realna simetri¢na matrica ¢iji su retci
1 stupci indeksirani s X = {1, ...,n}. Neka je 7 = {Xi, ..., X} particija skupa X. Matricu A
particioniramo s obzirom na 7, odnosno,

Al,l e Al,m
A=| :
Am,l e Am,m

A; j oznaCava podmatricu od A, koja je formirana od redaka s indeksima iz X; i stupaca s
indeksima iz X;. Za m X m matricu B = (bi j) kazemo da je kvocijentna matrica pridruZena

matrici A s obzirom na particiju r ako za svaki i, j € {1,...,m} vrijedi
Z sEX; ZteX- At
bij = ————, (3.3)
! |Xil

tj. ako je b;; prosjeCna vrijednost sume redaka matrice A;;. Za particiju 7 kaZemo da je
ujednacena s obzirom na graf I i matricu A ako za svaka dva indeksa i, j = 1,...,m svaki
vrh iz X; ima isti broj susjeda koji se nalaze u X;.

Zahtjev iz gornje definicije ujednacene particije znaci da je broj susjeda svakog vrha iz
X; koji se nalaze u X; upravo jednak elementu b;; kvocijentne matrice.

Primjer 3.30. Promotrit cemo neku realnu matricu A, ne nuzno simetricnu, kako bismo
objasnili kvocijentnu matricu B i njene elemente. Promotrimo sljedecu matricu Ciji su retci

i stupci indeksirani s elementima iz skupa X = {1,2,...,6}:
2 -2 1 1 0 1
-1 2 1 1 1 0
-1 0 3 1 2 3
A= 2 1 -1 1 -1 O (3.4)
2 0 0 o0 2 -1
2 -2 2 -1 0 3

Neka je n = {X1, X2, X3} particija od X, gdje je X; = {1}, X, = {2,3} i X5 = {4,5,6}.
PrikaZimo matricu A particioniranu s obzirom na i :
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2 (-2 1|1 0 1
-1712 1]1 1 0
-1{0 3]1 2 3
A= 21 —-1|1 -1 O
210 010 2 -1
2 (-2 2(-1 0 3

Pogledajmo podmatricu As,, njezini retci su indeksirani s elementima iz skupa X, a stupci
s elementima iz skupa X,. Suma prvog retka te podmatrice iznosi O jer je as + asz = O.
Suma drugog i treceg retka takoder iznosi 0. Kada sumu 0 + 0 + 0 podijelimo s |X3| = 3,
dobijemo 0. Slijedi da element kvocijentne matrice na poziciji (3,2) iznosi 0, tj. by, = 0.
Analogno, koriste¢i formulu (3.3), izracunamo ostale prosjecne sume redaka svake pod-
matrice i dobijemu iducu kvocijentnu matricu B :

2 -1 2
B=| -1 3 4.
2 0 1

Primjer 3.31. Neka je I jednostavan graf sa slike Matrica susjedstva grafa jednaka

je

01 00O0O0O01

10110101

01 01000O0O0

01101101
A= 00010T1QO0O0 (3-5)

01011011

000O0O0OT1O0OT1

1 1010110

Ujednacena particija r s obzirom na graf 1 i matricu A jednaka je

n={X\, Xo}, gdjesu X, ={1, 3,5, 7}, X, ={2, 4, 6, 8}. (3.6)

Po definiciji kvocijentne matrice, slijedi da je by = 0, by, = 2, byy = 2, by, = 3. Kvoci-
Jjentna matrica B jednaka je
0 2
B= ( ) 3 ) (3.7)

sa spektrom o (B) = {4, —1}, koji se sastoji od dvije svojstvene vrijednosti matrice A, tj.
O-(A) = {47 19 19 0’ _19 _15 _2s _2}~

ISlika preuzeta iz [2]] (9.2.2022.).
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~

N
N\

Slika 3.2: [1

Definicija 3.32. Neka je X = {vi,...,v,} skup vrhova grafa ' i S njegov podskup. Za
vektor x € R" kaZemo da je karakteristicni vektor od S ako je oblika:

(3.8)

1, akojev;eS;
Xi =
0, inace.

Definicija 3.33. Neka je m = {X,, ..., X,,} particija skupa X. Za n X m matricu S kaZemo da
Jje karakteristicna matrica ako joj je j-ti stupac karakteristicni vektor od X; (j=1,...,m).

Primjer 3.34. Pogledajmo matricu A iz primjera[3.31]
Skup vrhova jednak je X = {1,2,...,8}, dok je particija r jednaka

m={Xi, Xo}, gdjesu X; = {1, 3, 5, 7}, Xo ={2, 4, 6, 8}.
Prema definiciji[3.32) karakteristi¢ni vektor x od X, jednak je
x=(1,0,1,0,1,0,1,0), tf. x; = x3 =x5s =x7 =1,

jer je X1 > {1,3,5,7}, a X;  {2,4,6,8} pa su ostali elementi tog vektora jednaki nuli.
Analogno, karakteristicni vektor y od X, jednak je

y: (Oa 1307 1,0’ 1,0, 1)
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Prema definiciji stupci karakteristicne matrice S su, redom, vektori x i y, tj.

(3.9)

S = O = O = O =

—_— O = O = O = O

Teorem 3.35. Neka je A matrica susjedstva grafa I i S karakteristicna matrica. Particija
n vrhova grafa je ujednacena ako i samo ako postoji kvocijentna martica B takva da je

AS = SB. (3.10)

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je u € X; i promotrimo (AS),,;.
UoCimo da je sumand u (AS),; = Y- AuS; jednak 1 ako je vrh u susjedan vrhu u X,
a inace je jednak 0. (AS),; je broj susjednih vrhova vrha u u X i taj broj je b;;. Takoder,
kako u pripada to¢no jednom skupu iz particije &, u ovom slucaju X;, jedini nenul element
uretkuu od § je u i-tom stupcu. Imamo (S B),; = b;; pa slijedi da je AS = SB. O

Primjer 3.36. Neka je A matrica susjedstva jednaka i S karakteristicna matrica
Jjednaka (3.9). Ujednacena particija t jednaka je (3.6). Neka je B matrica oblika

B:(zg).

Izracunamo AS i SB:

0 2 a b
2 3 c d
0 2 a b
2 3 c d
AS = 0 2 , SB = 4 b
2 3 c d
0 2 a b
2 3 c d

Izjednacavanjem AS i SB, dobivamo vrijednosti od a, b, c i d pa slijedi da je matrica B

Jjednaka
0 2
B_(2 3).
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Po teoremu postoji kvocijentna matrica B koja zadovoljava AS = SB. Zaista, dobi-
vena matrica B jednaka je kvocijentoj matrici pridruZenuj matrici A s obzirom na particiju

(B6) u primjeruB3T]

Definiramo n; = |X;| 1 K = diag(n,,...,n,,). Po prethodnom teoremu, lako imamo
KB=STAS, S'S =K.

Lema 3.37. Ako je, za ujednacenu particiju, v svojstveni vektor od B pridruZen svojstvenoj
vrijednosti A, tada je Sv svojstveni vektor od A pridruZenoj istoj svojstvenoj vrijednosti A.

Dokaz. Bv = Av, a (3.10) povlaci ASv = SBv = ASv. ]

U situaciji ove leme, spektar od A sastoji se od spektra kvocijentne matrice B (sa svoj-
stvenim vektorima u prostoru stupaca od S, tj. konstanta na dijelovima particije) zajedno sa
svojstvenim vrijednostima koje pripadaju svojstvenim vektorima ortogonalnim na stupce
od §. Ove posljednje svojstvene vrijednosti ostaju nepromijenjene ako se podmatrice A; ;
zamjene s A; ; + ¢; jJ za odredene konstante c; j, gdje je J matrica Ciji su svi elementi jedi-
nice.

Primjer 3.38. U primjeru[3.31} spektar matrice susjedstva A i spektar kvocijentne matrice
B jednaki su
O-(A) = {4’ 17 1,07 _1, _17 _27 _2} ’ O-(B) = {4’ _1} s

gdje vidimo da o (A) sadrZi o (B).

Definicija 3.39. Za particiju n = {Xy, ..., X,,} matrice A kaZemo da je gotovo ujednacena
m-particija grafa ako svaki vrh u X; ima jednak broj susjeda u dijelu X, za svaki j # i, i
taj broj susjeda je jednak b;;.

Za gotovo ujednacenu particiju, element B;;, za i € X, ne mora biti dobro definiran.
Prema gornjoj definiciji, svaka ujednacena particija je gotovo ujednaCena, ali obrnuto,
opéenito, ne vrijedi. Medutim, kada je graf regularan, koncepti gotovo ujednacene par-
ticije 1 ujednacene particije su isti.

Primjer 3.40. Promotrimo graf sa slike gdje je particija n jednaka

m={X1, X5, X3}, gdje je X1 ={1,2,3,4}, X, ={5,6}, X3 ={7}.

2Slika preuzeta S https://web.wpi.edu/Pubs/ETD/Available/etd-032218-131000/
unrestricted/TMReese.pdf|(9.2.2022.).
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1 2 3 4

Slika 3.3: Gotovo ujednacena particija VrhovaE|

Svaki vrh iz X| ima jedan susjedni vrh iz X,, svaki vrh iz X, ima dva susjedna vrha iz X,.
Slicno, svaki vrh iz X ili X, ima jedan susjedni vrh iz X3, svaki vrh iz X3 ima Cetiri susjedna
vrha iz X, i dva susjedna vrha iz X,. Stoga, © je gotovo ujednacena particija s

biy=1,by =2, bi3=by=1,b33=4,b3=2.

Medutim, vrhovi 1 i 4 imaju po jedan susjedni vrh iz Xy, a vrhovi 2 i 3 imaju po dva
susjedna vrha iz X,. Slijedi da r nije ujednacena particija.

Primjer 3.41. Matrica susjedstva potpunog bipartitnog grafa K, , ima ujednacenu parti-
cijus m = 2, tj. skup vrhova X je particioniran na m = 2 skupa. Kvocijentna matrica B

Jjednaka je
0 p
qg 0

i ima svojstvene vrijednosti + \/pq, koje su nenul svojstvene vrijednosti od K, ,.

Opcenitije, razmotrimo graf I" koji je dobiven spajanjem dva grafa I'; i ['; s disjunktnim
skupovima vrhova. Graf I' je dobiven umetanjem svih mogucih bridova izmedu I'y 1 I';.
Ako I'y 1 I'; imaju n; odnosno n, vrhova i oba su regularna, stupnja k; odnosno k, te imaju
spektar o; odnosno o, tada I' ima spektar

o= (o1 \ ki) U(o2 \ {ka})) UK, K"},
gdje su k' 1 k" dvije svojstvene vrijednosti matrice
ki n
n k2 ’

Zaista, imamo ujednacenu particiju matrice susjedstva od I' s gore navedenom kvocijent-
nom matricom. Svojstvene vrijednosti koje ne pripadaju kvocijentu podudaraju se s onima
iz disjunktne unije od I'; 1 I';.
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3.4 Rayleighov kvocijent

Definicija 3.42. Neka je A realna simetricna matrica reda n i neka je u n-dimenzionalan
realan nenul vektor. Rayleighov kvocijent od u s obzirom na A definiran je s

u'Au

. 3.11
u'u .11
Neka je uy, ..., u, ortonormiran skup svojstvenih vektora od A, takvih da je Au; = G;u;,
gdjeje 6, >...>6,. Akojeu =), au;, tada je
u'u= Z aiiu'Au = Z ;6.
i=1 i=1
Slijede nejednakosti
u'Au .
— > 6, akojeu € [{ur,...,u;}] (3.12)
uu
i A
Ll <0 akojeu e [ur,...,ui )1t (3.13)
utu

U oba slucaja, jednakost implicira da je u svojstveni vektor pridruZzen svojstvenoj vrijed-
nosti 6; od A. Obratno, vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 3.43. (Courant-Fischer) Neka je W i-potprostor od V, gdje i-potprostor oznacava
prostor svojstvenih vektora pridruZenih svojstvenoj vrijednosti 6;. Tada

. u'Au
6; > min
ueWuz0 u'u

u'Au
0i;1 £ max .
ueWLuz0 u'u

3.5 Ispreplitanje

Definicija 3.44. Dana su dva niza realnih brojeva 6, > ... > 6,in > ... >, sm<n.
Kazemo da drugi niz ispreplic¢e prvi niz ako vrijedi

0; 2126, mi zasvei=1, ..., m. (3.14)
Definicija 3.45. Ispreplitanje je strogo ako postoji cijeli broj k € [0, m] takav da vrijedi

0;=mn; za 1 <i<k

Opmri=1 za k+1<i<m.



POGLAVLIJE 3. PERRON-FROBENIUSOV TEOREM 29

Ako je m = n — 1, nejednakost (3.14) postaje 6, > > 6, >, > ... > 1, = 0, zbog
toga se to naziva ispreplitanje.

Teorem 3.46. Neka je S realna n X m matrica takva da STS = I (njezini stupci su or-
tonormirani). Neka je A realna simetricna matrica reda n sa svojstvenim vrijednostima
0, > ... > 0,. Definiramo B = STAS i neka B ima svojstvene vrijednostin, > ... > Ny i
odgovarajuce svojstvene vektore vy, ..., V.

(i) Svojstvene vrijednosti od B ispreplicu se s onima od A.

(ii) Akojen; = 6;ilin; = 0,_,4; zanekii € [1,m], tada B ima svojstveni vektor v pridruzen
svojstvenoj vrijednosti n; takav da je Sv svojstveni vektor pridruZenoj svojstvenoj vri-
Jjednosti n; od A.

(iii) Ako za neki cijeli broj l vrijedin; = 6;zai = 1,...,1(ilin; = O,_pizai=1,...,m),
tada je Sv; svojstveni vektor pridruZenoj svojstvenoj vrijednostin;od Azai=1,...,m
(odnosnoi=1,...,m).

(iv) Ako je ispreplitanje strogo, tada SB = AS.

Dokaz. (1) Neka je uy,...,u, ortonormiran skup svojstvenih vektora od A, takvih da je
Au; = 6;. Za svaki i € [1, m], uzmimo nenul vektor s; iz

v eoovd] O [0S Tur, ., S T} (3.15)
Tada je Ss; € [{u1,...,u;_1}]", dakle po Rayleighevom principu (3.13)),

.
g > O AGs)
(Ss5)" (Ss)
apo (3.12), slijedi
s Bs;

5T si

> ni.
Jer smo B definirali kao B = STAS, imamo

(Ss)"TA(Ss;) s/ Bsi
i 2 = =
(Ss)" (Ss;) S,-TSi

tj. 8; > n;. Sli¢no (ili primjenom gornje nejednakosti na —A i —B) dobivamo 6,,_,,,; <
Ui

(i1) Ako je 6; = n;, tada su s; 1 Ss; svojstveni vektori od B i A pridruZeni svojstvenoj
vrijednosti 6;.
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(ii1)) Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po /. Bazu indukcije €ini slu¢aj [ = 1, gdje tvrdnja
slijedi iz (ii). Pretpostavimo da je Sv; = u; zai = 1,...,]1 — 1. Tada moZemo uzeti
s; = vy u (3.15), ali u dokazu za (ii)) vidimo da je Ss; svojstveni vektor pridruZenoj
svojstvenoj vrijednosti §; od A.

(iv) Neka je ispreplitanje strogo. Po (i) slijedi da je Svy, ..., Sv, ortonormiran skup
svojstvenih vrijednosti od A za svojstvene vrijednosti 77y, ..., 1,, pa imamo SBy; =
niSvi = ASv;, zai = 1,...,m. Budu¢i da vektori v; ¢ine bazu, slijedi da je SB = AS'.

]

Ako uzmemo S = [I0]", onda je B samo glavna podmatrica od A i imamo sljedeci
korolar.

Korolar 3.47. Ako je B glavna podmatrica simetricne matrice A, onda se svojstvene vri-
Jjednosti od B ispreplicu sa svojstvenim vrijednostima od A.

Teorem zahtijeva da stupci od S budu ortonormirani. Ako su stupci ortogonalni, ali ne
nuzno ortonormirani vektori, potrebno je odredeno skaliranje.

Neka je || - || norma inducirana skalarnim produktom. 1 oznacava vektor kojemu su svi
elementi jedinice.
Korolar 3.48. Neka je A realna simetricna matrica reda n. Neka su xi,...,Xx, nenul

ortogonalni realni vektori reda n. Definiramo matricu C = (ci j) sacij = le.TAx -
(i) Svojstvene vrijednosti od C isprepli¢u svojstvene vrijednosti od A.
(ii) Ako je ispreplitanje strogo, tada Ax; = Y1, c¢;;x; za sve j € [1,m].

. . T .. . .. . . .
(iii) Neka je x = Z’}Ll Xj. Brojr := xxéf se nalazi izmedu najmanje i najvece svojstvene

vrijednosti od C. Ako je x svojstveni vektor od A sa svojstvenom vrijednoscu 0, tada
takoder C ima svojstvenu vrijednost 0 (za svojstveni vektor 1).

Dokaz. Neka je K dijagonalna matrica dana s K; = ||x;||. Neka je R n X m matrica sa
stupcima x; te stavimo S = RK~'. Tada je STS = I i teorem vrijedi za B = STAS =
KCK™'. Ako je ispreplitanje strogo, imamo AR = RC. S x = XX =Rliy = K1,
imamo

x"Ax _y"By

xTx yTy
O

Ovo se posebno primjenjuje kada su x; karakteristi¢ni vektori particije (ili samo familije
u parovima disjunktnih podskupova).
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Korolar 3.49. Neka je C kvocijentna matrica simetricne matrice A Ciji su retci i stupci
particionirani s obzirom na particiju {X; ..., X,}.

(i) Svojstvene vrijednosti od C ispreplicu svojstvene vrijednosti od A.

(ii) Ako je isprepletanje strogo, onda je particija ujednacena.



Poglavlje 4

Smithov teorem

U ovom poglavlju primjenjujemo linearnu algebru iz prethodnog poglavlja na spektar grafa
te slijedimo izlaganje iz 3. poglavlja knjige [S]. Smithov teorem ¢e nam reci da su jedini
grafovi spektralnog radijusa strogo manjeg od 2 upravo grafovi A, Di E.

4.1 Najveca svojstvena vrijednost

Najveca svojstvena vrijednost grafa poznata je kao njegov spektralni radijus ili indeks.
Osnovne informacije o najvecoj svojstvenoj vrijednosti (moguée i usmjerenog) grafa nam
pruza Perron-Frobeniusova teorija. Iduca propozicija slijedi iz teorema[3.20]i teorema [3.26]

Propozicija 4.1. Svaki graf I ima realnu svojstvenu vrijednost 6, kojoj je pridruzen ne-
negativan realan svojstveni vektor, takav da za svaku drugu njegovu svojstvenu vrijednost
6 imamo 0| < 6y. Vrijednost od 6, se ne povecava kada se vrhovi ili bridovi uklone iz T.
Pretpostavimo da je T ¢vrsto povezan. Tada

(i) 8y ima kratnost 1.

(ii) Ako je I primitivan (¢vrsto povezan i takav da nemaju svi ciklusi duljinu koja je
visekratnik nekog cijelog broja d > 1), tada 6| < 6y za sve svojstvene vrijednosti 6
razlicite od 9.

(iii) Vrijednost 6y se smanjuje kada se vrhovi ili bridovi uklone iz T

Napomena 4.2. Ako imamo (neusmjeren) graf koji je povezan, njegovu matricu susjedstva
(koja je simetricna) moZemo shvatiti kao matricu usmjerenog grafa koji je ¢vrsto povezan
pa je stoga ona ireducibilna. Obratno, ako pogledamo matricu nekog usmjerenog ¢vrsto
povezanog grafa koja je simetricna (i, jasno, ireducibilna), onda se ona moZe shvatiti kao

32
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matrica (neusmjerenog) povezanog grafa. Dakle, kod (neusmjerenih) grafova, povezanost
Jje ekvivalentna ireducibilnosti matrice susjedstva.

Neka je sada I' (neusmjeren) graf. Koriste¢i Perron-Frobeniusovu teoriju i isprepli-
tanja nalazimo gornju i donju granica za najvecu svojstvenu vrijednost povezanog grafa.
(Imajmo na umu da A (I') je ireducibilna ako i samo ako je I" povezan.)

Propozicija 4.3. Neka je I povezan graf s najvecom svojstvenom vrijednoscéu 6,. Ako je I'
regularan stupnja k, tada je 0, = k. Inace, imamo k,;, < k < 0y < Kyayr, gdje su kyiny kpax 1
k minimalni, maksimalni i prosjecni stupanj.

Dokaz. Neka je 1 vektor sa svim elementima jednakim 1. Tadaje A1 = (d (v),...,d (v,))"
(kmaxs - - > kmax) " = kmaxl te, po teoremu (@iv), 61 < kpax» gdje jednakost vrijedi ako i
samo ako je A1 = 6,1, odnosno ako i samo ako je I" regularan stupnja 6;. Razmotrimo sada
particiju skupa vrhova koji se sastoji od jednog dijela. Po korolaru imamo k < 6,
gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je I' regularan. O

Za ne nuzno povezane grafove, imamo k <6, < kpar, 1 kK = 6, ako i samo ako je
I" regularan. Ako je 6; = k., onda samo znamo da I' ima regularnu komponentu s tim
stupnjem, ali I' ne mora biti regularan.
Kao $to je ve¢ navedeno u Propoziciji[4.1] najveca svojstvena vrijednost povezanog graf se
strogo smanjuje kada se brid ukloni.

4.2 ADE-Klasifikacija

Dy 0o
Fo o—obo o
b, o000
PP

Slika 4.1: Grafovi ADE —klasiﬁkacijeﬂ

IA
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Grafovi ADE-klasifikacije su grafovi prikazani na slici|4.1
Usko povezani s ADE grafovima su takozvani proSireni grafovi. U svakom slucaju
proSirenje dodaje jedan vrh, kako slijedi:

(1) Za A,, novi vrh spaja oba kraja puta, formirajuci (n + 1)-ciklus;
(i) Za D,,, stvara ra¢vu na drugom kraju grafa, ili K, 4 zan = 4;

(iii) Za E,, produzuje jedan od krakova, tako da su brojevi vrhova na krakovima: (3, 3, 3)
zan=06,12,4,4)zan=7,2,3,6)zan = 8.

Prosireni grafovi ADE-klasifikacije su: AE,I) (n=2), Dﬁ,l) (n>4), EWY, Egl), E;D i prika-
zani su na slici

3
ﬁlscicccc.
bé)z

4 6 5 4 3 2 1

Slika 4.2: ProSireni grafovi ADE —klasiﬁkacijeﬂ

Sa slike d.2] vidi se da su oznake na vrhovima pozitivni brojevi takvi da je zbroj oznaka
na susjednim vrhovima vrha v dvostruko veci od oznake na vrhu v.

ISlika preuzeta s https://www.math.miami.edu/~armstrong/Talks/What_is_ADE.pdf
(2.2.2022)).

2Slika preuzeta s https://www.math.miami.edu/~armstrong/Talks/What_is_ADE.pdf
(2.2.2022.).
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Teorem 4.4. (Smithov teorem) Jedini povezani grafovi koji imaju najvecu svojstvenu vri-
Jjednost jednaku 2 su grafovi AV n>2), DV’ n>4), EV, Egl), Eg) (broj vrhova je
za jedan veci od danog indeksa). Za svaki graf, odgovarajuci svojstveni vektor je oznacen
cijelim brojevima na vrhovima. StoviSe, svaki povezani graf s najvecom svojstvenom vri-
Jjednoscéu manjom od 2 je podgraf jednog od gornjih grafova, tj. jedan od grafova A, =
P, mn>1), D, (n>4), E¢, E7, Es. Konacno, svaki povezani graf s najvecom svojstve-
nom vrijednoscéu vecom od 2 sadrZi jedan od grafova AV m>2), D" (n>4), EY, Egl),
E;l), kao podgraf.

Dokaz. Na slici 4.2} vrhovi svakog grafa oznaceni su koordinatama svojstvenog vektora
pridruZenog svojstvenoj vrijednosti 2. Kako su sve koordinate vektora pozitivne, svojstveni
vektor je pozitivan. Kako za dane grafove postoji pozitivan vektor svojstvene vrijednosti
2, iz teorema [3.26| slijedi da je 2 najveca svojstvena vrijednost.

Tvrdimo da su jedini grafovi s najve¢om svojstvenom vrijednoS¢u jednakom 2 upravo gra-
fovi sa slike Pretpostavimo suprotno, tj. neka je I'" povezan graf s najveéom svoj-
stvenom vrijedno$¢u jednakom 2 koji je razli¢it od grafova AP, DD, Eél), Egl) i Eg).
Sada uklonimo jedan vrh iz I'V, tako da on ostane povezan, i dobijemo graf oznacen s I'.
Takoder, tvrdimo da su jedini grafovi s najve¢om svojstvenom vrijedno$¢u strogo manjom
od 2 upravo grafovi sa slike .1} tj. A, = P, (n>1), D, (n>4) Eq, E;7, Es. Pretposta-
vimo da I nije jedan od navedenih grafova. Neka je 6, najveca svojstvena vrijednost grafa
I'. Po propoziciji slijedi da je 6, strogo manja od 2. Povezan graf moze biti ili ciklus
ili stablo. T ne sadrZi ciklus, inate I sadrzi A", za neki n > 2, kao podgraf pa dolazimo
do kontradikcije. Ako I' ne sadrzi ciklus, tada je I' stablo razli¢ito od puta jer bi inace bio
jednak A, za neki n. I ne sadrZi vrh stupnja veceg ili jednakog 4, inace bi Dfll) bio podgraf
od I' pa bi 6, bila barem 2. Graf I sadrZi najviSe jedan vrh stupnja 3, inace sadrzi D" kao
podgraf te dolazimo do kontradikcije. Ako graf I' ima vrh stupnja 3, znaci da se tri puta
sastaju u tom vrhu, tj. imamo tri puta ¢iji je krajnji vrh upravo taj vrh stupnja 3. Barem
jedan put, ¢iji je krajnji vrh stupnja 3, trebao bi biti duljine 1, inace I" sadrzi E(61). Nadalje,
sljededi, drugi po redu, najkraéi put bi trebao biti duljine najvige 2, inade I sadrzi ES". Ako
je jedan put kroz vrh stupnja 3 duljine 1, drugi duljine 2, tre¢i put je duljine najvise 4, inace
I sadrzi Eél). Ako je taj treci put duljine 4, dobivamo graf Eg, ako je duljine 3, dobivamo
E;, ako je duljine 2, dobivamo Es. Ako su dva od tri puta kroz vrh stupnja 3 duljine 1,
onda je I" jednak D, za neki n > 4. Ako je I put, jednak je grafu A,. Dokazali smo da ne
postoji graf Cija je najveca svojstvena vrijednost manja od 2, a da to nije jedan od grafova
A, =P, (n>1), D, (n>4) Es, E7, Eg. Takoder, kada bismo dodali vrh grafu I', tako da
novi graf ostane povezan graf, dobili bismo jedan od grafova sa slike Svaki graf koji
sadrzi jedan od grafova kao inducirani pravi podgraf, ima svojstvenu vrijednost vecu
od 2. ]

Navedimo svojstvene vrijednosti do sada spomenutih grafova.
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Svojstvene vrijednosti od A, su 2cosin/ (n+ 1) (i =1,2,...,n).

Svojstvene vrijednosti od D, su 01 2cosin/ 2n—-2) (i=1,3,5,...,2n - 3).

Svojstvene vrijednosti od Eg su 2cosin/12 (i = 1,4,5,7,8,11).

Svojstvene vrijednosti od E7 su 2cosin/18 (i =1,5,7,9,11,13,17).

Svojstvene vrijednosti od Eg su 2cosin/30 (i =1,7,11,13,17,19,23,29).

Svojstvene vrijednosti od DY su 2, 0, 0, =2 i 2cosin/(n—2) (i=1,...,n—-3).
Svojstvene vrijednosti od Eél) su2, 1,1, 0, -1, -1, -2.

Svojstvene vrijednosti od Egl) su2, V2, 1,0,0, -1, —V2, -2.

Svojstvene vrijednosti od Eél) su2, 7, 1,771, 0, =771, -1, -1, =2, gdjejet = (1 + \/5) /2.

1

1 1

Slika 4.3: Graf A(zl)

Primjer 4.5. Proucimo graf A(zl) sa slike Vrh v € V(A(zl)) oznacen je pozitivnim
brojem tako da je zbroj oznaka na susjednim vrhovima dvostruko veci od oznake na vrhu
v. Pripadna matrica susjedstva A = A (A(zl)) Jjednaka je

011
A=|11 0 1|.
110

Kako bi matrica susjedstva A zadovoljila pretpostavke teorema ona mora biti nene-
gativna realna kvadratna matrica reda n te ireducibilna. Prema napomeni matrica
Jje ireducibilna, a ostalo ocito vrijedi pa su pretpostavkve Perron-Frobeniusova teorema
zadovoljene. Svojstveni polinom od A jednak je

ka(0) = O+ 1> -2)

sa spektrom
o(A) =12, -1, —-1}.

Izracunajmo svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti 2, tj. traZimo x takav da

vrijedi Ax = 2x :
011 X1 2)C1
M)
110 X3 2X3
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Xy + X3 2x1
X1+x3 | =] 2x
X1+ X ZX3

Rjesavajuci 3 jednadZbe s 3 nepoznanice, dobijemo:
Xy = X1, X3 = X1, gdje je x| proizvoljan broj.

Slijedi da je svojstveni vektor x pridruZen svojstvenoj vrijednosti 2 jednak (1,1,1), sto
odgovara oznakama na vrhovima grafa A(ZD. Uistinu, 2 je jedinstvena pozitivna realna
svojstvena vrijednost kojoj je pridruZen pozitivni svojstveni vektor. Takoder, svojstvena
vrijednost 2 ima algebarsku i geometrijsku kratnost jednaku 1. 2 je najveca svojstvena
vrijednost tog grafa.

Slika 4.4: Graf D,

Primjer 4.6. Proucimo graf D, sa slike Pripadna matrica susjedstva A = A (Dy)
Jjednaka je

0100
1 011
A_OIOO
0100

Svojstveni polinom jednak je
ka (6) = 67 (67 - 3)
sa spektrom

o(A) ={V3, 0,0, —V3}.

Matrica susjedstva A je ireducibilna jer je graf D, povezan, a ocito je nenegativna realna
kvadratna matrica reda n = 4 pa su pretpostavke Perron-Frobeniusova teorema zadovo-
ljene. Najveca svojstvena vrijednost jednaka je V3, a to je manje od 2.



Poglavlje 5

Klasifikacija sistema korijena prostih
Liejevih algebri

U ovom poglavlju slijedimo izlaganje iz 3. poglavlja knjige [[10]. ADE-klasifikacija se jav-
lja u razli¢itim podrucjima matematike te ¢emo to demonstrirati u ovom poglavlju na pri-
mjeru podrucja Liejevih algebri. Preciznije, svakoj prostoj kona¢nodimenzionalnoj kom-
pleksnoj Liejevoj algebri odgovara jedinstveni sistem korijena, kao 1 pripadni Dynkinov
dijagram. Ovdje ¢emo prezentirati klasifikaciju svih takvih Dynkinovih dijagrama.

Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran vektorski prostor nad R sa skalarnim pro-
duktom (-, -). Podsjetimo se, u n-dimenzionalnom afinom prostoru (n — 1)-ravnina naziva
se hiperravnina.

Definicija 5.1. Neka je P hiperravnina. Za invertibilnu linearnu transformaciju kaZemo
da je refleksija na V s obzirom na P ako tocke od P ostavlja nepromijenjenima, a svaki
vektor x € V koji je ortogonalan na tu hiperravninu P Salje u vektor —x.

Ocito, refleksija je ortogonalna, tj. Cuva skalarni produkt na V.
Svaki nenul vekor x odreduje refleksiju o, s obzirom na hiperravninu

Px:{y€V|(y,x):O}-

Svaki nenul vektor proporcionalan s x daje istu refleksiju.
Za x € V oznaCavamo sa o, ortogonalnu refleksiju prostora V u odnosu na x, t.

2(y, x)
(x, x)

. oxx=—x1o0,y=y za ylx.

O-x(y):y_

x, gdiejeyeV, (5.1)

Uvedimo oznaku
2(y,x)

(x,x)
38

¥, x) =
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Primijetimo da je (y, x) linearno samo u prvoj varijabli.
Definicija 5.2. Za skup R C V kaZemo da je sistem korijena ako vrijedi:
(i) R je konacan, razapinje V i ne sadrzi 0.
(ii) Za x € Ri c € Rvrijedi cx € R ako i samo ako je c = 1ilic = —1.
(iii) Za svaki x € R je o,R = R.
(iv) Ako su x,y € R, onda je (y, x) € Z.

U ovom sustavu aksioma ima suviSnih. Preciznije, i tvrdnja (1)) i tvrdnja (111) iz gornje
definicije impliciraju da je R = —R.
U nastavku ¢emo elemente sistema korijena nazivati korijenima.

Definicija 5.3. Rang sistema korijena R definiramo kao dimenziju vektorskog prostora V.
Rang sistema korijena R oznacavamo s r =dimV.

U slucaju r < 2, sistem korijena R opisujemo jednostavnom slikom.

Primjer 5.4. Postoji samo jedan sistem korijena ranga 1, koji se sastoji od dva nenul
vektora x i —x. Ovaj sistem korijena naziva se A,. Zbog (i), postoji samo jedna mogucnost
za r = 1 i prikazana je na slici Lako se provjere i ostala tri svojstva.

- . >
Ay

Slika 5.1: Sistem korijena zar = 1

Primjer 5.5. Za sistem korijena ranga 2 postoje Cetiri mogucnosti i one su prikazane na
slici

Aksiom (iv) iz definicije[5.2|ogranicava vrijednost kuta izmedu dva korijena. Ozna¢imo
kut izmedu dva korijena x,y € V s @. Kosinus kuta @ izmedu vektora x,y € V dan je
formulom:

(x, ) = |IxIl lIyll cos e, (5.2)

gdje je || - || norma inducirana skalarnim produktom. Slijedi

2000 Iyl
= 2—
RN

Oy, x) =

9
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Slika 5.2: Sistemi korijena za r = 2]

(x, Y)(y, x) = 4 cos’«x . (5.3)
Po (iv) iz definicije[5.2] slijedi
(x,y) €Z, (y,x) € Z = {x,y){y, x) =4 cos’a €Z.

0<cos’a<1=0<4cos’a<4.

ZakljuCujemo da je (5.3]) nenegativan cijeli broj manji ili jednak od 4 pa (x, y) i (y, x) imaju
isti predznak. Jedine mogucnosti su one kada x # +y i |[y|| > ||x|| te su dane u tablici @

Definicija 5.6. Neka je R sistem korijena u 'V s rangom r. Za skup K C R kaZemo da je
baza ako vrijedi:

ISlika preuzeta s https://edu.itp.phys.ethz.ch/fs13/cft/BLT_Wieser.pdf (2.2.2022.).
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Ly [ x| «a

0 0 /2

1 1 /3
-1 -1 21/3

1 2 /4
-1 -2 3n/4
1 3 /6
-1 -3 5nt/6
Tablica 5.1:

(i) K jebazaodV.

(ii) Svaki korijen y € R moZe se zapisati kaoy = ) ..k k.x sa cjelobrojnim koeficijentima
k., takvim da su oni svi ili nenegativni ili nepozitivni.

Za korijene iz baze K kazemo da su jednostavni korijeni. 1z (1) slijedi da je |K| = r, a
iz (1) slijedi da je izraz za y jedinstven.
Ako su svi k, > 0 (k, <£0), kazemo da je y pozitivan (negativan) 1 tada piSemo y > 0
(y<0).

Teorem 5.7. Svaki sistem korijena R ima bazu K.
Dokaz teorema 5.7 mozZe se naci u knjizi [10].

Definicija 5.8. Neka je R sistem korijena. KaZemo da je R ireducibilan ako se ne moZe
prikazati kao unija dvaju pravih podskupova takvih da je svaki korijen iz prvog skupa
ortogonalan na svaki korijen iz drugog skupa.

Neka je R sistem korijena s bazom K. MoZe se dokazati da je R ireducibilan ako i samo
ako se skup K ne moze prikazati kao unija dvaju pravih podskupova takvih da je svaki
korijen iz prvog skupa ortogonalan na svaki korijen iz drugog skupa.

Primjer 5.9. Pogledajmo slike[5.1]i
A X Ay nije ireducibilan sistem korijena jer je x ortogonalan na 'y i na —y te —x je ortogo-
nalan nayina —y. Ay, A,, By, G, su ireducibilni sistemi korijena.

Ako je sistem korijena R ireducibilan s dvije razliite duljine korijena, govorimo o
dugim i kratkim korijenima. Ako su x i y razli¢iti pozitivni korijeni, tada iz tablice [5.]
vidimo da vrijedi {(x, y){y,x) =0, 1, 21ili 3.

Fiksirajmo niz jednostavnih korijena (xy, ..., x,).
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Definicija 5.10. Neka je R sistem korijena ranga r. Matrica
C=CR = (C,-j) = ((x,-,xj)) ,zasvei,jel{l,...,r},

naziva se Cartanova matrica od R. Za elemente Cartanove matrice C kaZemo da su Car-
tanovi cijeli brojevi.

Primjer 5.11. Pogledajmo Cartanove matrice sistema korijena ranga 1 i 2.

CA)=(2)
2 0 2 -1
2 -2 2 -1
Definicija 5.12. Za graf T sa skupom vrhova V = {1, ..., r} kaZemo da je Coxeterov graf

od R ako je vrh i povezan s vrhom j s {x;, x;){x;, x;) bridova.

.511><.-'—’11 O O

Ao o—0
B> c—O
G =0

Slika 5.3: Coxeterovi grafovi sistema korijena A; X Ay, Az, By, Gy

Bo =0
Go =

Slika 5.4: Neki primjeri Dynkinovih dijagrama

Coxeterov graf odreduje brojeve (x;, x;) kada su svi korijeni jednake duljine, od tud
(xi, xj) = {x;j, x;). Ako postoje dvije razliCite duljine korijena (npr. B, ili G,), iz grafa ne
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mozemo iscitati koji vrh odgovara kratkom korijenu, a koji dugom korijenu (u slucaju da

su ti vrhovi spojeni s dva ili tri brida).

Kada Coxeterov graf od R sadrZi dvostruki ili trostruki brid, dodajemo strelicu koja ide
od duzeg prema krac¢em korijenu. Takav graf naziva se Dynkinov dijagram od R.

Teorem 5.13. Ako je R ireducibilan sistem korijena ranga r, onda je pripadni Dynkinov
dijagram jedan od prikazanih grafova na slici gdje vrijedi A, (r > 1), B, (r > 2),
C, (r23), D, (r 2 4) (r oznacava broj vrhova u svakom slucaju).

Cr 1 2 r—1 7
¥
p, O—O- o—cé—z
1 2
r—1

7
&ociooo
1 2 3 4 5 6
8

O—O>—0—9
By 273 4
==
G 1 2

Slika 5.5: Dynkinovi dij agramiE]
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Dokaz Teorema [5.13|mozZe se naci u knjizi [10].

Uveli smo ograniCenja za A,, B,, C, 1 D, kako nam se neki grafovi ne bi ponavljali.
Naime, graf A; ima 1 vrh pa bismo ga mogli oznaciti s By i Cy, graf B, sa C,, a graf A; s
D;.

Primijetimo da su svi Dynkinovi dijagrami iz teorema [5.13] ¢iji su svi korijeni iste du-
ljine upravo grafovi sa slike tj. grafovi iz teorema spektralnog radijusa strogo
manjeg od 2. Sasvim analogno, preostali grafovi iz teorema tj. oni sa slike
spektralnog radijusa 2, su povezani s odredenom klasom beskona¢nodimenzionalnih Li-
ejevih algebri. Preciznije, oni su upravo Dynkinovi dijagrami svih kompleksnih afinih
Kac-Moodyjevih Liejevih algebri s korijenima istih duljina. ViSe o klasifikaciji tih dija-
grama moZze se pronaci u knjizi [11].

2Slika preuzeta s http://www.reffert.itp.unibe.ch/LieLectures.pdf|(9.2.2022.).


http://www.reffert.itp.unibe.ch/LieLectures.pdf
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Sazetak

Glavni cilj ovog diplomskog rada bio je iznijeti kratki pregled osnovnih pojmova teorije
grafova te detaljno prouciti Smithov teorem koji tvrdi da su jedini grafovi spektralnog ra-
dijusa strogo manjeg od 2 upravo Dynkinovi dijagrami tipa A, D i E. U prva dva poglavlja
iznijeli smo osnovne pojmove i rezultate teorije grafova s naglaskom na spektralnu teoriju
grafova. U radu smo promatrali jednostavne, konacne i povezane grafove. U treCem po-
glavlju uveli smo pojam ireducibilne matrice i uspostavili vezu izmedu povezanih grafova
i njihovih ireducibilnih matrica susjedstava. Nadalje, iskazali smo Perron-Frobeniusov
teorem koji, uz odredene pretpostavke, tvrdi da ireducibilna matrica ima jedinstvenu po-
zitivnu realnu svojstvenu vrijednost s pridruzenim pozitivnim svojstvenim vekorom. De-
finirali smo 1 proucavali ujednacene particije, Rayleighov kvocijent te ispreplitanje kako
bismo dosli do Smithovog teorema. U Cetvrtom poglavlju, glavni rezultat je Smithov te-
orem koji predstavlja grafove C¢ija je najveca svojstvena vrijednost manja ili jednaka 2. U
petom poglavlju, definirali smo sisteme korijena pridruzene kona¢nodimenzionalnim pros-
tim kompleksnim Liejevim algebrama 1 proucili njihovu prezentaciju pomocu Dynkinovih
dijagrama. Potom smo prezentirali klasifikaciju spomenutih sistema korijena. Na kraju
smo uocili povezanost Dynkinovih dijagrama tipa A, D i E s dijagramima iz Smithovog
teorema.



Summary

The main goal of this thesis was to give a brief overview of the basic notions of graph
theory and to study in detail Smith’s theorem which states that the only graphs of spectral
radius strictly less than 2 are Dynkin diagrams of type A, D and E. In the first two chapters,
we presented the basic notions and results of graph theory with the emphasis on the spectral
graph theory. In the thesis we considered a simple, finite and connected graphs. In the third
chapter, we introduced the notion of an irreducible matrix and established a connection
between the connected graphs and their irreducible adjacency matrices. Furthermore, we
presented the Perron-Frobenius theorem which, under certain assumptions, states that the
irreducible matrix possesses a unique positive real eigenvalue with positive corresponding
eigenvector. We introduced and studied equitable partitions, the Rayleigh quotient and
interlacing in order to establish Smith’s theorem. In the fourth chapter, the main result
is Smith’s theorem which classifies all graphs whose maximum eigenvalue is less than
or equal to 2. In the fifth chapter, we defined root systems associated with the finite-
dimensional simple complex Lie algebras and studied their presentation given by Dynkin
diagrams. We then presented the classification of the aforementioned root systems. Finally,
we demonstrated the correspondence between the Dynkin diagrams of type A, D and E and
the diagrams from Smith’s theorem.
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