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Uvod

David Hilbert (1862.-1943.) bio je jedan od najutjecajnijih matemati¢ara 19. i ranog 20.
stoljea. Zasluzan je za razvoj brojnih grana matematike, kao Sto su algebarska teorija
brojeva, varijacijski racun 1 matematicka fizika. 1900. je objavio 23 problema vezana uz
razna podrucja matematike, od kojih neki do danas nisu rijeSeni. Oni se opCenito smatraju
jednom od najuspjesnijih i najrazmatranijih kompilacija nerijeSenih problema koje je za-
dala neka osoba te su uvelike utjecali na razvoj matematike u 20. stoljecu. U ranim 1900.
godinama izveo je Hilbertovu nejednakost, no ispostavilo se da konstanta koju je odredio
nije bila optimalna. Optimalnu konstantu je nekoliko godina kasnije odredio Issai Schur.

U ovome radu ¢emo izvesti diskretnu Hilbertovu nejednakost i odrediti njenu opti-
malnu konstantu. Zatim ¢emo ju proSiriti na realne funkcije te provjeriti provjeriti postoje
li slucajevi u kojima vrijedi jednakost. Takoder ¢emo prouciti i nekoliko njenih poopcenja,
ali i provjeriti vrijedi li nejednakost i za neke sli¢ne izraze. Zadnje ¢emo u ovome poglavlju
provjeriti nenegativnost lijeve strane Hilbertove nejednakosti.

U drugome poglavlju ¢emo definirati Hilbertove matrice i odrediti im bitnija svojstva,
a posebnu paznju ¢emo posvetiti njihovoj normi. Pri raCunanju norme ¢emo uvesti trigo-
nometrijske polinome pomocu kojih ¢emo dokazati Hilbertovu nejednakost za Hilbertove
operatore, koja je, od svih verzija obradenih u radu, najsli¢nija nejednakosti koju je doka-
zao Hilbert. Na samome kraju ¢emo Hilbertovu nejednakost koristiti za raCunanje integrala
polinoma, preko kojih ¢emo provjeriti pozitivnost jedne Hilbertove i nekih sli¢énih matrica.



Poglavlje 1

Hilbertova nejednakost

1.1 Pomocéne tvrdnje

U radu ¢emo prvo dokazati Hilbertovu nejednakost, koja tvrdi da postoji konstanta C > 0
takva da za svaka dva niza realnih brojeva (a,),cax 1 (by) ey Vrijedi

i i Z’”fn < C[i a2] [i bﬁ]z . (1.1)

m=1 n=1 m=1 n=1

Odmah iz iskaza moZemo primijetiti sli¢nost s Cauchyjevom nejednakoS¢u, koja ¢e nam
biti bitna u dokazu.

Teorem 1.1.1. (Cauchyjeva nejednakost) Neka su (a,),cy i (bp)pexe proizvoljni nizovi
realnih brojeva. Tada vrijedi

i ab, < (i ai]z [i b§)2 : (1.2)

n=1 k=1 k=1
Dokaz. Neka su x 1y dva proizvoljna realna broja. Tada vrijedi
0<(x—y)*=x*=2xy+y~.
Odnosno
< 1 2+ 1,
xy < = =y°.
Y ) 2)’
Ako uzmemo x = |a,| 1y = |b,| 1 sumiramo po svim n € N, dobijemo
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Ukoliko se jedan od nizova (a,),cy 1 (bn),ean sastoji isklju€ivo od nula,
Cauchyjeva nejednakost je trivijalno ispunjena. Stoga bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da postoje 7, j € N takvi da sua; # 01 b; # 0, iz Cega slijedi

(9]

D@0 i ibﬁqco.
n=1

n=1
Sada moZemo uvesti nove varijable kojima ¢emo normirati sume s desne strane nejed-
nakosti.

Neka su
a, = n — i b, = b 1
(Siap) (2 57)°
Tada slijedi
Db, < 12&3+1Zi)§ =1,
n=1 25 25
odnosno

= b
D <l
2
iz ¢ega dobijemo

i a,b, < (i a,%]é (i bi]é ,

n=1 =1 =1
Sto je upravo Cauchyjeva nejednakost za beskonacne sume.

Izrazimo 1 njen integralni oblik.
Definicija 1.1.2. Neka je (X, F, i) prostor mjere, E polje Rili Ci 1 < p < +oo. Definiramo
L’ (X, F,u;F) ={f : X - Fizmjeriva | |f|’ je u-integrabilna}, p < o

te
AM > 0,YA e Ftd u(A) < +oo,}

L® (4F i) = {f X BT A xe X 11> M) = 0

Teorem 1.1.3. Neka su f,g € L*. Za njih vrijedi

b 2 b b
( f f(t)g(t)dt) < f f(0)* dt f g(t)* dt. (1.3)
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U Hilbertovoj nejednakosti se s desne strane javlja potencija 2, no pokazat ¢emo i
njenu poopcenu verziju koja vrijedi za konjugirane potencije p,q > 1, odnosno p, g takve
da vrijedi 5 + ¢ = 1. Takoder, uzimamo da su 1 i co konjugirane potencije. U tom slucaju
¢e nam biti korisnija Holderova nejednakost, to jest njen diskretni oblik.

Teorem 1.1.4. (Holderova nejednakost) Neka je (X, ¥, i) prostor mjere te 1 < p,q < +co
konjugirane potencije. Ako je f € L” i g € LY, tada je fg € L' i vrijedi:

fxlfgl du < [ f1lp - llglly-

Korolar 1.1.5. (Diskretna Holderova nejednakost) Neka su (a,),c 1 (b,),en0 proizvoljni
nizovi realnih brojeva te 1 < p, g < oo konjugirane potencije. Tada vrijedi

i anb, < (i ag)p [i bg)q . (1.4)

n=1 n=1 n=1

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema kada se za mjeru uzme mjera prebrojavanja.
O

Prije nego sSto krenemo izvoditi Hilbertovu nejednakost, dokazat ¢emo i neke pomoéne
tvrdnje koje ¢e nam biti potrebne u postupku.

Lema 1.1.6. Neka je f : [0, 00) — R nenegativna padajuca funkcija. Tada je f integrabilna
na svakom segmentu [a, b], b < oo, te za svaku donju Darbouxovu sumu s te funkcije vrijedi

s < fmf(x)dx.
0

U radu ¢emo se Cesto baviti beskona¢nim sumama te ¢e nam biti potrebno pokazati
njihovu konvergenciju, za $to ¢e nam biti koristan sljedeéi teorem.

Teorem 1.1.7. (Integralni Cauchyjev kriterij) Neka je f : [1, +00) — [0, +00) neprekidna i
padajuca funkcija na [1, +00).

1. Red ;. f(n) konvergira ako i samo ako integral fl+oo f(x)dx konvergira.

2. Ako red konvergira, onda vrijedi flm fodx <y, f(n) < f(1)+ flm f(x)dx.
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Takoder, bit ¢e potrebno pokazati i konvergenciju integrala.

Teorem 1.1.8. Neka je a > 0 te neka su funkcije f,¢ : [a,+0) — R pozitivne i neka
postoji

fo _

x1_>r£10¢(x) =c¢c (0<c<+).

Ako je ¢ < +o0 i ako konvergira integral fa - d(x) dx, onda konvergira i integral fa - f(x)dx.
Odnosno, ako divergira integral fa - f(x)dx, onda divergira i integral fa ” d(x)dx.

Navedimo i lemu koju najcesSce koristimo za dokazivanje konvergencije pomocu
prethodnog teorema.

Lema 1.1.9. Integral f]w xipa’x konvergira za p > 1 i divergira za p < 1, dok fol xipdx
konvergira za p < 1 i divergira za p > 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je p # 1. Tada je

© 1 b 1 1-p
f —dx = lim —dx = lim X
1

xP b— oo 1 xP b—oo | — p

b pi-r 1

m p—
b—»ool—p l—p

1

Integral flm xlp dx konvergira ako je lim,_,., b'™? < oo, §to je moguée samo ako je 1 —p < 0,
odnosno p > 1. U suprotnome integral divergira.

Takoder,

1 1 1

—dx = lim —dx = lim =
0 XxP a—-0+ J, xP a—0+ 1 — p
a

x'r

1 . o v . .
Integral fo xl—p dx konvergira ako je lim,_,o, a'? < oo, §to je moguée samo ako je 1 — p > 0,
odnosno p < 1. U suprotnom integral divergira.

Akojep =1,
® 1 . ("1 . b
f —dx = lim —dx:hmlnx) =limlnb-0=0c0
1 X boeo )1 X b—oo 1 b—o

te

| I 1
f —dx = lim —dx=1limInx| =0- lim Ina = +oo.
0

X a—0+ a X a—0+ a a—0+
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Sljedeci teoremi ¢e nam pomo¢i pri rjeSavanju integrala.

Teorem 1.1.10. Neka je f : R — R racionalna funkcija bez singulariteta u R*.
Pretpostavimo da postoje M >0, R > 0im > 1 takvi da je

M

If (x)] < W za sve x € R, |x| > R.

X m

Definiramo
c
Fo= 19

- |Z|aeia argz’

Ta je funkcija holomorfna svugdje na podrucju D = {z € C | 0 < arg z < 2x} osim u konacno
mnogo tocaka.

Tada za 0 < a < 1 vrijedi

o0 i
j(; fi:) dx = Tﬂ_lzm Z res (z — fz(f),zk). (1.5)

k€D

Teorem 1.1.11. Neka je f : A — C,A c C, funkcija oblika f(z) = ‘%, gdje su gih
holomorfne funkcije, g(zo) # 0, h(zp) = 0, te zo nultocka prvog reda funkcije h. Tada je 7

pol prvog reda funkcije f i vrijedi

g (20)
W (z0)

res (f,z0) =

Zamjenu poretka integracije ili sumacije opravdavamo primjenom Fubinijevog teorema.

Teorem 1.1.12 (Fubinijev teorem). Neka su (X, F,u) i (Y, G, v) o-konacni prostori mjere.
Neka je f : XX Y — R uXv-integrabilna. Tada je za pu-gotovo svaki x funkcija’y — f(x,y)
v-integrabilna, dok je funkcija x — fY f(x,y)dv(y) u-integrabilna. Analogno, za v-gotovo
svaki y je funkcija x — f(x,y) v-integrabilna, dok je funkcija y +— fx f(x,y)du(x) v-
integrabilna. Takoder vrijedi

f O y) d( X V)(x,y) = f ( f £(x,) dv(y)) du(x) = f ( f £(x,) du(X)) dvy).
XxY X Y y X

U radu ¢emo raditi iskljucivo s nenegativnim integrabilnim funkcijama za koje ¢emo
Fubinijev teorem koristiti za mijenjanje poretka integracije.
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Teorem 1.1.13 (Fubinijev teorem za nizove). Neka je (a,,)
je Z(m,n)ENXNMm,nl < 09, Vrl:jedi

PIREEDIILEDIPILEE

(m,n)eENXN meN neN neN meN

mncry 1Z realnih brojeva. Ako

Na kraju uvedimo i nekoliko notacija koje ¢e nam koristiti za pojednostavljivanje
kompliciranijih izraza.

Definicija 1.1.14. (Landauova notacija) Neka je f : I — R realna funkcija, | CRia € R
te neka je g realna funkcija koja je pozitivna na dovoljno velikoj okolini od a. Ako postoje
6> 0iM > 0takvida za svaki x € I koji zadovoljava 0 < |x—al| < 6 vrijedi |f(x)| < Mg(x),

pisemo f(x) = O(g(x)).

Definicija 1.1.15. Neka su f,g : I - R, I C R", n € N funkcije. KaZemo da su f i g slicne,
u oznaci f ~ g, ako vrijedi da f konvergira ako i samo ako g konvergira.

1.2 Izvod Hilbertove nejednakosti

Neka je S = {(m,n) | m € N,n € N} skup svih uredenih parova prirodnih brojeva, §to
znamo da je prebrojiv skup. Takoder, neka su ()5 1 (Bs),s kolekcije realnih brojeva
indeksirane sa S definirane s

m . bn
a 1 B = s = (m,n),

m+n ‘ \/m+n’

kako bi umnozak a3, odgovarao lijevome ¢lanu Hilbertove nejednakosti (I.1)).

as =

Tada Cauchyjeva nejednakost (1.2)) za (@) s 1 (By) s glasi:

sens(ze] (5]

seS seS seS

a uvrStavanjem «; i 8, dobijemo
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Za prvi Clan s desne strane vrijedi

55 Sk 5he 5 1)

m=1 n’=m+1

Posto je >

znamo da teZi u beskonacnost pa samim time i Yo Yoo, = ﬁ tezi u beskonacnost. Ana-

. 00 00 b?
logno se iu 3,7 >, -
skonacnost. Zato bismo trebali drukcije definirati «; 1 By, ali da pritom njihov umnozak
ostane isti, Sto moZemo posti¢i tako da ith pomnoZimo recipro¢nim izrazima.

wemtl L harmonijski red umanjen za svoju m tu parcijalnu sumu, m € N,

Kao $to smo ve¢ utvrdili, do divergencije dolazi jer se @, ponasa kao harmonijski red po
n pa faktor kojim ga mnoZimo mora biti funkcija padajuca po n, a 8, funkcijom padaju¢om
po m — na primjer

T R W R
ay = - 1 s = — 5 §s=m,n), )
m+n\n m+n\m

gdje ¢emo A odrediti kasnije.
Ponovnim uvrstavanjem u Cauchyjevu nejednakost dobijemo

55 zz< )”ﬂiimin( >“T

m=1 n=1 Lm=1 n=1

I
e
S
1
S
_—_—_—J
= ’—

Primijetimo kako su unutarnje sume u oba ¢lana jednake pa ako pokazemo da za neki
A postoji konstanta B, < oo takva da je

b 1 21
E (ﬂ) < B,, zasvakim €N,
n

m+n
n=1

njegovim izlu¢ivanjem ¢emo dobiti izraz sli¢an Hilbertovoj nejednakosti.

Neka je f : [0,00) — R proizvoljna nenegativna padajuca funkcija. Znamo da je
ograni¢ena na svakom segmentu [a, b],a,b € N, te minimum postize u tocki b. Stoga iz

leme slijedi
Z fo< [ rwas
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24 . . Y ..
(m) pa uvrStavanjem 1 supstitucijom dobijemo

U naSem slucaju je f(n) = —— (2

+n

1 m\24 | m*
- < T)dx
n\n o M+Xx Xx

| x=my
| dx =mdy

0 1
= | ——dy.
ﬁ(uwwy

Kako bismo ispitali konvergenciju integrala, lakSe ga je prikazati kao

1 1 1
ﬁ(uwww‘ﬂ<uww@+l<uww@

Takoder, vidimo da vrijedi

1
. T+y)yA . 1 . 1
lim ( ﬂ])y = lim ———— = lim

y—00 7 y—00 y2ﬂ—p+1 (% + 1) y—ooo y

Za A > 0uzmemo p := 24+1 > 1 paiz teorema ileme zakljucujemo da integral
flw Wl)yn dy konvergira za svaki A > 0.

Takoder, fo xl dx konvergira za svaki p < 1teje 0 < ——= < u zasvaki0 <y < 1

- (1+y)y
pa iz monotonosti integrala slijedi da fo W dy konvergira za svaki A € (0, 5).

Time smo pokazali da Eo dy konvergira za svaki 4 € (0, 1y odnosno trazeni B,
postoji.

1
(L+y)y*

1.3 Optimalna konstanta

Uspjeli smo pokazati da postoji konstanta C takva da nejednakost (1.1]) vrijedi, no kako bi
nam bila korisnija u primjeni, trebamo preciznije odrediti C.
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Konstanta koju smo koristili u izvodu ovisi o odabiru parametra A > 0 prilikom defini-
ranja koeficijenata « i te je jednaka

e 1
C, = —dvy. 1.6
! fo<1+y>yﬂ Y (1.0

Funkcija f (y) = llTy ima singularitet samo u -1 te je

2 .
< — zasvakix € R, |x| > 2,
1+ x|~ |«

lf (ol =
pa su ispunjeni uvjeti teorema [[.1.10]

Sada je

T 1 Z ganid 1+ Z)ZZ/I’_

Primjenom teoremal|l.1.11{na g (z) = % ih(z) =1+ zutocki z=—-1 = €™ imamo

( 1 ) g(=1) 1 1
res| —,—-1| = = =

2mi 1
C, s res( 1).

(1+72) 7247 - K (-1) - (1) e2iln’
paje
2mi 1 b/ n

C,= . — = — — = . 1.7
4 1 — g~%idn plidn ez”‘”—zei‘z‘“ sin (2/17-() ( )
Funkcija F (1) = 7= je na intervalu <0, %> konveksna te postiZze minimum u A = %.

Stoga je najmanji C, u jednak

C = Cl = — 7T2 =
4 osin <

4
Stovise, pokazat ¢emo da za bilo koji C koji zadovoljava nejednakost (1.1 vrijedi
C>nm.

Zelimo definirati nizove (a,(€)),cx 1 (bn(€)),cr» € > 0, koji ée nam uvritavanjem u
nejednakost (I.T)) dati niz donjih ograda za C ¢iji ¢lanovi teze k 7 kako € — 0.

MoZemo uzeti |
a,(€) = b,(e) =n"2"¢ (1.8)
Uvrstavanjem u ¢lanove s desne strane Hilbertove nejednakosti (I.1]) dobijemo

[i ai(e)y (i bﬁ(e))
n=1

m=1

1

2
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Kako je 1 + 2e > 1, po lemi |1.1.9| slijedi da integral flm xl% dx konvergira. Sada po

teoremu konvergira i red Y2 | —i5 te vrijedi

+00 o +00 1
<
ﬁ x1+25 Z_; n1+2€ I+ j; xl+25 dx

(1.9)

Uvodimo oznaku I(€) = f1+°° xl% dx. Polemi(l.1.9/znamo da I(€) — oo kada € — 0, stoga

iz nejednakosti (1.8) slijedi

[+] 1
n=1 7T+ o 1+1
| = lim 1© hmzl—”lzshm ©_
0 I() ~— =0 I(e€) 0 I(e)
to jest
S| Sl | 1
~ — dx=—
nzz;nl+26 ﬁ x1+25 X 26
kada e — 0.

Preostaje nam jo$ pokazati da lijeva strana nejednakosti (1.1) tezi k 7~ kada € — 0. Za

nizove (a,(€)),ey 1 (b4(€)),y definirane u (I.8) vrijedi

DIDIECED ) Y

m=1 n=1 m=1 n=

Kao 1 za desnu stranu nejednakosti, vrijedi

m=1 n=1 n:

kada e — 0.

Provedemo li zamjenu varijabli # = 2 dobijemo

. —+00 1 +00 1

ZZ 1 f f dxdy = I(e)
+em2+sm+n x2+5y2+fx+

(1.10)

Kako bi se olaksalo racunanje integrala u (I.10), promijenimo donju granicu unutar-
njeg integrala na 0. Time dolazi do greSke u raunanju, no moZzemo pokazati da ona nije
znacajna. Naime promjenom granica smo izrazu pod vanjskim integralom u (1.10)) pribro-

jili Clan fo du koji je ogranicen s

u2 (14u)

1
¥ 1 | —3+e
0<fl—du<f 1 alu:)f2 .
o uxt(l+u) 0 uxte 5T €
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Koriste¢i Landauovu notaciju, integral (1.10) nakon promjene granica mozemo
zapisati kao

. S | +eo 1 Yo xote
I(E):f 142 (f 1—d”) dx+0(f 142 T—zdx)
1 X7\ \Jo w2t (1 +uw) 1 Xt S —€
+00 1 —+00 1 +00 3
= (f — dx) (f _ a’u) +O(f x 2t dx)
X o uzt(l+u 1

1 —+00

= — —du+0(1).
2¢ Jo urte(1 +u)

Vidimo da je greska reda velic¢ine O(1), tj. odgovara nekoj konstanti C’ € R.

MozZemo primijetiti da kada e — 0

+00 1 +00 1
f —Ho o du— f —du=m,
o ut*(l+u) o u2t(l+u)

Sto slijedi iz jednakosti i (1.7), te

N g
I —.
© = 2€

1.4 Integralna verzija Hilbertove nejednakosti

Hilbertova nejednakost iskazana u (I.I)) nam je korisna ako promatramo nizove, no ¢esto
¢emo promatrati funkcije, gdje ¢e nam biti potrebna integralna verzija.

Teorem 1.4.1. Neka su f,g € L* ({0, oo)). Tada

f f TDED) 4] < il flLliglh (L11)
0 0 X+y

Konstanta n je najmanja moguca.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti da su funkcije f i g nenegativne.
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g ] ox=#2 y =3
‘[0 0 xX+y dxdy = dx =2%d% dy=29dy

o X9f () g (9
:4f0 f —2(“)92( ) asas

X =rcosb
= y=rsinf
dy =rdrdb

N

dx
= fz cos@sm@f f(rzcosze)g(r2 sinzﬁ)rdrde

(primijenimo Cauchyjevu nejednakost)
1

f cos@sm@(f 'f r* cos 9)‘ rdr)
1
2

(f r sin’ 9 rdr) de

t; = r*cos? 0 tr = r*sin’ 0
dt; dO = 2rcos*@ dtydf = 2rsin’ 0

- 2f2 (fmfm)z dn)z (fmg(mz dfz)z d
0 0 0

= 7|l fllllgll>-

Time smo pokazali da nejednakost (I.11)) vrijedi, no jos ne znamo je li 7 najmanja takva
konstanta.

Definirajmo sada funkcije fy (x) = gy (x) = \/L;X[I,N] (x) te skupove

Ov = [1. VN| x[1, VN|. Ey = (10. 1) x [1. VN])U([1. VN|x [0. 1)) i
Ay = {(rcosH,rsinH) | VN<r<VYN,0<6< g}

Primijetimo da je za fy i gy

1 1

N 1 2 N 1 2
||fN||2||gN||2=( f —dx) ( f —dx) = InN,
1 X 1 X
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pa vrijedi
T f)gW) x =% dxdy
————dxdy = . —.
o Jo X+y dx =2xdx dy 2ydy oy B2+ 97

Takoder je

el dxdy ! A dy “ dy
) 5 < Ny dx < > =1
o Ji X +Yy o \J1 Y 1y
i, posto su [0, 1) x |1, VN| i [1, VN| x [0, 1) disjunktni,
dxdy LW dy ey
2 2 s—— | dx + - |y <2
Ey X" Y 0o Ji X2ty 0o Ji X2ty
Sada iz AN C Ey U QN 1 EyN QN =0 Sll_]edl
4ff dxdy >4ff dxdy 4ff dxdy |x=rcosf, y=rsinf
oy X2+ Ay X2+ )2 gy X2 +YE dxdy =rdrd6
2 W ordrde
>4 =
0 JV2 r
8

=n(InN-In2) -
~ 7tll fvll2llgll2

kada N — oo.
Pokazimo sada da tvrnja uistinu vrijedi 1 za funkcije koje nisu nenegativne.

Neka su f, g € L? ({0, o)), ne nuzno nenegativne. Tada vrijedi

f‘” wf(x)g(y)dxd Sf‘”f"" fx)eg® Jxd
0 Jo X+y

xX+y

f f Sl
X+y

< Al fDI2AICgDIl2
= nllfllllgll2,

gdje zadnja nejednakost slijedi jer su funkcije |f| i |g| nenegativne.
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Kod nejednakosti se cesto mozemo zapitati hoce li se jednakost ikada postiéi ili nejed-
nakost moZemo zamijeniti strogom nejednakoséu. PokaZimo da je za Hilbertovu nejed-
nakost jednakost moguca samo u trivijalnim slucajevima.

Korolar 1.4.2. Za f, g € L? (0, oo)) vrijedi
T (T f0eg®
f AL dxdy‘ = 7l flLlgll
0o Jo X+y

ako i samo ako je f =0ili g = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da su f, g netrivijalne funkcije takve da vrijedi

f = fx )g(y)d dy
0 0

xX+y

= 7l f1l2llgll>-

Slijedimo izvod Hilbertove nejednakosti kao u teoremu [[.4.1| pa dobivamo:
00 00 00 00 % 1
f f(X)g(y)dxdy':f f J () (f) g0 (2)4 dxdy
0o Jo Xty o Jo VX+y\y/ yx+yx
(primijenimo Cauchyjevu nejednakost)
1
2/ \3 2 2
fff(x) (f) dd)(f f g(y) y dxdy)
x+y x+y
- f £ (x)? f (f) dydx)

1

([ e [ by e

IA

[ prvi integral drugi integral
= y = xt X =yt
dy = xdt dx =ydt

:»f f(1+t)\f )
([ror [ oo

A [

= 7l fll2llgll2-



POGLAVLIJE 1. HILBERTOVA NEJEDNAKOST 16

Pritom smo koristili da je [} o=5= df = 7, 3to slijedi iz jednakosti (1.6) i (1.7).

Zbog pretpostavljene jednakosti mora vrijediti jednakost u Cauchyjevoj nejednakosti,
Sto znaci da postoji 4 > 0 takav da je

L) ez

Odnosno, postoji C > 0 takav da je

f@xt =gy =C.
Izrazimo Ii f preko x i1 C dobijemo
fx)=Cxt
pa je tada
2= )y T e, c 20

Dobili smo da je f trivijalna funkcija, Sto se kosi s po¢etnom pretpostavkom pa mozZemo
zakljuciti da u Cauchyjevoj nejednakosti vrijedi jednakost ako i samo ako je f = Oilig = 0.
1z toga slijedi tvrdnja.

]

1.5 Geometrijski dokaz

Pokazali smo kako je najmanja konstanta C u nejednakostima (L.T)) i (I.T1) jednaka 7. Po-
java m u nejednakosti nas uglavnom asocira na kruznicu pa se pitamo postoji li kakvo ge-
ometrijsko objasnjenje Hilbertove nejednakosti koje bi ju i povezalo s kruznicom. MoZemo
primijetiti odredenu sli¢nost sa sljede¢im rezultatom.

Lema 1.5.1. Za svaki prirodan broj m vrijedi

21 (m)%
S
m+n\n

n=1
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M
\ -

Roy

T,

Slika 1.1:

Dokaz. Oznacimo tocke (0,0) , (0, \/ﬁ) i (\/n_q, \/r_z) saS,MiT,(n=0,1,2..) kao na
slici Neka je A povrSina kruznog isje¢ka kruZnice sa sredisStem u S i polumjerom m
kojemu je pripadni luk od T, do M te R, sjeciSte kruznice i1 duzine S 7,. Povucimo iz tocke
R, okomicu na duZinu ST te s X, ozna&imo njeno sjeciSte s duzinom S7,_;. Neka je A,
povrsina kruznog isjecka Ciji je pripadni kruZzni luk od R,_; do R, a s A,por ¢emo oznaciti
povrsinu trokuta s vrthovima P, Q i R.

Kruzni isjecak odreden toCkama S, 7 1 M jednak je Cetvrtini kruga pa vrijedi

%:AZZA,,>

M

AnSX,R,

ISR,I\’
ﬁ AAST,HTn

1

n

Nk

n=1

— i m . |S TOI ' |Tn—1Tn|
S Tol* + [ ToT,I? 2

= mm(vn—- Vn=1)

:Z 2(m +n)

n=1
00 1
m m\z2
>;4(m+n)(ﬁ) '
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1z toga slijedi

18

Preostaje pokazati kako je upravo m najmanja konstanta koja se moze pojaviti, za $to

nam treba jo$ jedna pomoc¢na tvrdnja.

Lema 1.5.2. Za svaki m € N vrijedi:

b4 2

Z«/_<m+n> 2m - m~m

Dokaz. Neka je Y, sjeciSte duzine S T, 1 duzine R, X,,, (n = 0, 1,...,m — 1) te neka je A’
povrsina kruznog odsjecka s pripadnim kruznim lukom od 7y do R,,, a Axs7, ,7, povrSina

trokuta s vrhovima u to¢kama S, 7,_; 1 T, kao §to je oznaceno na slici

Tocka R,, se nalazi na duZini ST, pa je /R,STy = £(T,,STo = 7 posto je £T,S T, kut
uz osnovicu jednakokracnog trokuta AS Ty T,,, odnosno kruzni odsjecak odreden toCkama

S, Ty 1R, je jednak osmini cijelog kruga.
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M
Tm
TD
Yn-l
R,
| Ryt
Xy
S T,
Slika 1.2:
Slijedi
m—1 m—1
m ISR,
< nz(;AASRnYn - \/_ + nZ: (lST |) AS T, Thsr
_Nm R mNmlT Tl
2 i 2(|S Tol> +|ToT,?)
_ ym Kimym(Vn+1- Vn)
2 4L 2(m+n)
< Vim + N m \/_
2 — 4 \/_(m +n)
Odnosno

b8 2

ZFMm)MmM'

Promatramo nizove (a;);cy 1 (b));en definirane s

aq=b=07? I<k i a=b=0 I>k keN.

19
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Sada iz leme slijedi

Kada k — oo vrijedi

Zmlznlr:m >7_r_7"""42;)710:1m_E
(T, a2)? (52, b2) D1 M7

Iz toga slijedi da je m optimalna konstanta u nejednakosti (1.1).

1.6 Poopcenja Hilbertove nejednakosti

Poopéenje pomocu Holderove nejednakosti
Promatrajuéi nejednakost (1.1) moZemo se zapitati vrijedi li za nizove (a,),a 1 (by)pen 1

neki opcenitiji oblik.

Teorem 1.6.1. Neka su (a,),en i (by) e nizovi realnih brojeva, C > 0 te p,q > 1 konjugi-
rane potencije. Tada je

i i :lfn < c[i af;]p (i bg] . (1.12)

Kako bismo to pokazali trebamo dokazati poopéenje leme
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Lema 1.6.2. Za svaki pozitivan realan bmj m i realan broj p > 1 vrijedi

o0
2. i -
sin z

) no (m+n) »

mpP

Dokaz. Funkcija f : [0, 00) — oo definirana s f(x) =
x pa iz leme slijedi

JC nenegatlvna 1 padajuca Po
xl’ (m+x)

(o)

1 1

= (o] = t — (ee]
Z Imn Sf 1mp dx:[ mx]:f 1 1 gt
=1 nr (m+ n) 0 x7(m+x) dt =mdx 0o tr(1+1)
Iz jednakosti 4; i q; za 24 =  slijedi

0 1
f 1 dt = -ﬂﬂ.
o tr(1+1) sin o

O

Dokaz teorema|[l.6.1]slijedi dokaz klasi¢ne Hilbertove nejednakosti, uz koristenje Holde-
rove nejednakosti (1.4) umjesto Cauchyjeve (1.2).

Koristeéi nejednakost (1.4)) i lemu[1.6.2] za nizove realnih brojeva (a,,),,ex 1 (bn)pen t€
realne brojeve p,q > 1 takve da je  + - = 1 dobijemo

ii;ﬁ ii[ G an lb"]

m=1 n=1 i ni (m+n)s  mw (m+n)i

IN
ﬁMx
NgE
3
§Q\‘»
——
M
Nk
S
RS
=
s_QJ‘_

IA
[
72)
4.
S 13
Q1N
S
I
———  ~
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pri ¢emu je u zadnjem koraku iskoriSteno

. T . T .
SIn — =S81m|mxT— — | = S1n

T
q p P

Time smo dobili nejednakost

iin‘i’”fn < Sh’: (iaf;) (ibg)q. (1.13)

m=1 n=1 m=1 n=1

SR

T
sin

DokaZimo da je konstanta optimalna.

Primijetimo da za integrabilne funkcije f i g takve da je f(n) = a, te g(n) = b,, n € N,

vrijedi
- mbn “ ®
ZZ a ~f FDeg®) dydx.
m+n 1 X+y

(o)
m=1 n=1 1

Pis
sin

stoga ¢emo dokazom optimalnosti konstante za integralnu verziju pokazati 1 njenu op-

timalnost za diskretnu verziju. Pri tome ¢emo velikim dijelom pratiti dokaz optimalnosti
konstante u klasi¢noj Hilbertovoj nejednakosti.

Neka je
X
HM dxdy < Cflligly, € >0,
X+Yy

€

za konjugirane potencije pigq, p,g > 1. Biramo f(x) =x 7 r1g(y) = y_%_é, €e>0,paje

1A, = (flm (x‘%—i)” dx) _ (é);

Q=

te analogno ||gll, = (é) .
Slijedi da je
1

Sada imamo
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1
f f(X)g(y) f f dy dx
1 Ji X+y ’+E Tf’ x+y
| y=xu
dy—xdu
« 1
:f f T E- dudx
1oxrtr JU oyt geti ltu
f T (f du] dx
X L (1+u)u3+5

1

1 1,€

X 1 o1 “»Tq
o [ e [ -]

0 (I+uyuste 0w 5> g

1€ €
uia - =
1, €
00 1 00 1 00 1 _F+E
:f ]+e(f 1 Edu]dX'i'O[f 1+e.)f de)
X 0 (1+wuui’s X i
= —dx ————du +0 X T adx
1 X 0 (1+u)uq q 1
1 « 1
:—[f —du)+0(1)
€E\Jo (1+uust

stoga je
. [ L0 g gy foo 1
Al o (1+uyut

ata

du+0()-e.

O (1) je jednako nekoj konstanti C’ € R pa kada € — 0, iz jednakosti i (1.7) slijedi

fm;du+0(l) e—>f ~
0

du = — —,
(1 +u)uss (1 +u)uq sin >
—— je optimalna konstanta.
sin »

tojest C =

Jos neka poopéenja

Hilbertovu nejednakost mozemo zapisati i kao

>

r—=s
r£s

2
<7l
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gdje je u, proizvoljni niz kompleksnih brojeva.

Takav zapis nam Koristi prilikom dokazivanja opcenitijih nejednakosti za bilinearne
forme. Bez dokaza ¢emo navesti dva teorema iz ¢lanka Montgomeryja i Vaughana [7], koji
su bitni za analitiCku teoriju brojeva i teoriju funkcija.

Teorem 1.6.3. Neka su x1, x, ..., Xg realni brojevi koji su razliciti modulo 1 i pretpostavimo
da je 6 = min||x, — x,||. Tada vrijedi
s

Zurﬁs csem(x, — x4)

r,s

<! Z lu, .

r

Takoder, ako je 0 < 6, < min||x, — x|, onda

3 2 o1
S§Z|ur| o .

r

Zu,ﬁs csem(x, — x4)

r,s

Teorem 1.6.4. Neka su Ay, Ay, ..., Ag razliciti realni brojevi i 6, = min|A, — A|. Tada vrijedi

<! Z 1, -

r

U U
s /1}’ - /ls

Nadalje, ako je 6, = min |Ad, — 44|, onda je

U, U
7S Ar = A

3
<-m Z |ty 6;1.

Napomenimo kako su sve sume u ¢lanku [/]] konacne, ali analogni rezultati vrijede 1 za
beskonacne sume.

1.7 Varijanta s maksimumom

U klasi¢noj Hilbertovoj nejednakosti prikazanoj u (1.1)), izraz kojim mnoZimo nizove s
lijeve strane jednakosti jednak je m+rn, gdje su m,n € N indeksi realnih nizova (a,),qy 1
(bn)yen- Medutim, moze se pokazati da sline nejednakosti vrijede i za odredene druge

izraze. Dokazat cemo nejednakost za izraz — tm ; te odrediti optimalnu konstantu.
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Teorem 1.7.1. Neka su (a,;) e T (by),eny dva niza realnih brojeva i C > 0. Tada vrijedi

Z Z max (m n) [Z a’%’] [Z bi] ' (1.14)

m=1 n=1 m=1 n=1

Dokaz. Dokaz velikim dijelom prati dokaz klasicne Hilbertove nejednakosti. Neka je S =
{(m,n) | m € N,n € N} skup svih uredenih parova prirodnih brojeva te neka su (@;)g 1
(Bs),es kolekcije realnih brojeva indeksirane sa S definirane s

A (m)’l i B b, (n)’l (mn), 150

oy = ———[— i1 By=—\(—), s=@mn), .
" +/max (m,n) Vmax (m,n) \m

Uvrstimo «; i B, u nejednakost (1.2):

1
[eS)

izmax(m n)g»iimax(m o ) ] [szax(m (o )ZT

n= Lm=1 n=

(5 S mn F] [S5 ar (F]

m=1 n=

Dovoljno je pokazati kako unutarnje sume s desne strane nejednakosti konvergiraju za
neki 4 > 0. Zapravo ¢emo odmah pokazati da konvergiraju za A = }L. Vrijedi

Dt (1) =

pritom nejednakost Y ., #ﬁ < fm - L dx vrijedi jer je suma s lijeve strane donja Dar-
X2

bouxova suma integrala s desne strane nejednakosti. Time smo pokazali da nejednakost
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(1.14) vrijedi. Odredimo jos i optimalnu konstantu.

Iz prethodnog koraka znamo da nejednakost (I.14) vrijedi za C = 4. Pokazimo da za
svaki C koji zadovoljava (I.14)) vrijedi C > 4.

Uzmimo opet
an(€) = by(€) = n"1¢ (1.15)
te ith uvrstimo u desnu stranu nejednakosti (1.14):

[Sieco] (Syr0) - 55

m=1 n=1

Ve¢ smo pokazali da je

(o)

1 A | 1
Z lvze ~ jl\ l+2e dx = 2e

n=1

kada € — 0. Za (a,(€)),ey 1 (b (e))neN iz (I.15) vrijedi

ZZ max(m n) ZZ nite mate max(m n)

m=1 n=1 m=1 n=1
te je
O = 1 +00 1
ZZ 1 f f dxdy ](6)
o n2+e mate max (m n) z+€ 3+e max (x, y)
kadae — 0.

| 1 1

. dydx
x%+e y%+e max (x, y) Y

J
1 x%+e . y%+

| 1 | 1
f — = dy+f — - — dy) dx
| x3te y§+e . x2te y§+e
1 3
2

1 1
- (;X{xzy} + ;X{x<y}) dy dx

Yy
u==

_ X
- d
du:—y
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~ 1 bl | ~ 1
= f1 rEn (fi T du) dx+f1 T (j; e du) dx
f‘x’ 1 2 1! J +f°° 1 -2 -
u X u
| xH2e\1 - 2¢e L L x!t2e\1 4+ 2¢

2 | 2 | 2 |
dx — dx + d
1-2e fl e T T o6 jl\ xote T 26 fl e X

1 4 1
T e(l-20 (-20(1+20  e(+20
2
(1 +2e)
2 4
T e 1+2€

Odnosno, za € — 0 je

Kakojezae — 0

slijedi da je C > 4.

27

O
1.8 Nenegativnost
Nakon $to smo prona8li gornju ogradu za 3;°_; 3'."; ==, pokuSajmo odrediti i donju.
Propozicija 1.8.1. Neka je (a,),an niz realnih brojeva. Tada je
non a;a
X >0, VneNlN. (1.16)
it
Dokaz. Vidimo da je
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Integriranjem dobijemo

o= (33 ot ax= 33 5157 0

j=1 k=1

MoZemo pokazati i neSto opCenitiji sluca;j.

Korolar 1.8.2. Neka je (a,),c niz realnih brojeva te neka je (A,,),en niz pozitivnih brojeva.

Tada je
n n a;ay
ZZ >0, VYneN. (1.17)
— /lj + A

Dokaz. Analogno prethodnoj propoziciji vidimo da je za x € [0, 1]

Z Z ajaxix® > 0.

j=1 k=1

S—
—_—
LN S
-
S
N
~.
8
S
=
Rt
=
S
N ——
QU
=
A
-
ﬂ‘
o
< e
+ 3
AJ»
S



Poglavlje 2

Primjene Hilbertove nejednakosti

2.1 Bilinearne i kvadratne forme, norma matrice

U ovom poglavlju ¢emo procavati primjenu Hilbertove nejednakosti, veéinom na Hilber-
tove matrice, odnosno Hilbertove operatore. No, prije nego Sto krenemo dalje, bilo bi
korisno prisjetiti se nekih osnovnih rezultata vezanih uz norme matrica te bilinearne i kva-
dratne forme.

Uvedimo prvo oznaku za prostore koje ¢emo promatrati.

Definicija 2.1.1. Neka je F polje takvo da je F = R ili F = C. Ako je na vektorskom
prostoru F" definiran skalarni produkt s {x,y) = }._, x;y;, tada je to unitaran prostor te
ga oznacavamo s 3. S €, oznacavamo prostor realnih ili kompleksnih beskonacnih nizova

(xj)jeN takvih da je 372 |)cj|2 < oo.

Navedimo neke osnovne definicije koje ¢e nam biti potrebne.

Definicija 2.1.2. Neka je A = (a j,k) matrica te (x;) i (y;) nizovi brojeva. Bilinearna forma

A (x,y) je definirana kao
A(x,y) = Z Z ajiX ;Y-
J ok
MozZemo primijetiti da vrijedi
Ay, ) = >0 aun), 2.1)
J Ok

odnosno A (x,y) = (Ay, x).

29
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Definicija 2.1.3. Neka je A = (a j’k) matrica te (x;) niz brojeva. Kvadratna forma A (x, x)
Jje definirana kao

Alx,x) = Z Z a;Xixe =A(X, x).
ik

Definicija 2.1.4. Linearni operator A : U — V izmedu unitarnih prostora U i V je
ogranicen ako postoji konstanta M > 0 takva da je

lAx]| < Ml|xll, VYxeU.

Najmanju takvu konstantu M nazivamo normom operatora A te ju oznacavamo s ||A|.
Prisjetimo se 1 rezultata koji ¢e nam olakSati odredivanje norme operatora.

Propozicija 2.1.5. Neka je A : U — V linearan operator izmedu unitarnih prostora U i
V. Tada vrijedi

Al = sup {KAx, y)| - [lxll = [lyll = 1}.

Definicija 2.1.6. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostori A : V — V linearan
operator. Operator A* : 'V — V sa svojstvom (Ax,y) = (x,A"y), Yx,y € V, zove se her-
mitski adjungiran operator operatoru A. KaZemo da je operator A hermitski ako vrijedi
A" = A.

Propozicija 2.1.7. Za hermitski operator A vrijedi
IAIl = sup {[{Ax, x)| = [lx| = 1}.
Pomocu sljedece propozicije cemo lakSe usporedivati norme matrica.

Propozicija 2.1.8. 1. Ukoliko se neki retci ili stupci matrice uklone ili zamijene s 0,
norma matrice se nece povecati.

2. Akojeaj;r > 01ilbjxl < ajyza sve jk, onda je ||B|| < ||All.

3. Matrica A s realnim koeficijentima ima jednaku normu kao operator na R" i opera-
tor na C", &iji je matricni prikaz jednak A.
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[o] n
Propozicija 2.1.9. Neka je A = (a ,-,k) ., beskonacna matrica te AW = (a j,k) ., konacna
’ JoKk= Jok=

matrica. A je ogranicen operator na €, ako i samo ako postoji konstanta M > 0 takva da
je llA™|| < M za svaki n € N. Tada je ||A|| = sup, . ||A™|l.

Sljedeca dva teorema opisuju Schurov test, koji se koristi pri odredivanju gornje ograde
norme matrica. Prvi teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 2.1.10. Neka je A = (a.,-’k) matrica (konacna ili beskonacna) takva da je aj; > 0
za sve j, k te postoje My, M > 0 za koje vrijedi

Dlap <M, Vi i Ylag <M, Vk
k J

Odnosno, sume svih redaka su manje ili jednake My, a sume svih stupaca su manje ili jed-
nake M.

Tada je A € B () te je ||Al| < VM M,.
Teorem 2.1.11. Neka je A = (a j,k) matrica (konacna ili beskonacna) takva da je aj; > 0

za sve J, k te neka postoji stogo pozitivan niz (wj) i My, M> > 0 za koje vrijedi

Z a;xWi < M]Wj, VJ i Z a;rWw; < Msz, Vk.
k J

Tada je ||A|| < VM M,.

Dokaz. Neka su (x j) i (yi) proizvoljni nenegativni realni vektori te A (x,y) = 3; X% X;a V.

Za
1 1
r —a%x i) i s —a%y wi)
.»k - i j ‘!k - , k
J T\ J IR\,

k
jetada A (x,y) = X0; Xk kS k-

Takoder definiramo
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Iz Cauchyjeve nejednakosti ij slijedi A (x,y) < (RS )% paje
A(x,y) < (M M)? I - Il
m]

Iako Schurov test moze biti vrlo koristan, za Hilbertove matrice, kojima ¢emo se dalje
baviti, je korisnija primjena Hilbertove nejednakosti - pomo¢u nje moZemo to¢no odrediti
norme Hilbertovih matrica, a ne samo njihove gornje ograde.

2.2 Hilbertove matrice

Primjenu Hilbertove nejednakosti cemo promatrati na posebnom tipu matrica, koje se na-
zivaju Hilbertovim matricama.

Definicija 2.2.1. Za svaki r € Z definiramo c, s

1
= r#0,

eo=4r " 2.2)
0 r=0.

Matrice Hy = (C i) jrers Ho = (Cjai—1) jren I H_y = (Cj=i) jken hazivamo Hilbertovim matri-
cama.

Oznaku ¢, definiranu kao u (2.2) ¢emo Koristiti i u ostatku rada kao oznaku elementa
neke odredene Hilbertove matrice. Ukoliko nije bitno je li Hilbertova matrica o kojoj go-
vorimo H,, Hy ili H_;, njene elemente ¢emo oznacCavati s /1.

IspiSimo prvo matrice Hy, Hy1 H_;:

— =

H, = , Hy =

DN IS ST e
o = =W =
o =N —R =
o == -
O e ST
D= | =0 =
-
|
—_
c NI = O
— O

Matrice H; i Hy su simetri¢ne te su im sporedna i njoj paralelne dijagonale konstantne,
dok je matrica H_; antisimetri¢na te su joj glavna dijagonala i sve ostale njoj paralelne
konstantne. To jest H; i Hy su Hankelove matrice, a H_; je Toeplitzova.
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Takoder, elementi svake od matrica se mogu zapisati kao x%_yk, J,k € N. Konkretno
J

x; = Jj, dok je y jednak —k za H,, 1 — k za Hy i k za H_,. Takav tip matrica nazivamo
Cauchyjevim matricama.

. . . n v o,
Determinanta Cauchyjeve matrice A = (a j,k) ey Gk = %yk se moZe odrediti formulom
Jok= i~

[T (X] xk)()’k—)’j)

detA =
) 1 Hk:l (xj - )’k)

pa je npr.
[112!---(n = D!*

112!---2n-1)!"

det H(()") =

Determinanta matrice H(()") je pozitivna pa je H(()") regularna, ali kako je determinanta vrlo
mala, njen inverz je Cesto vrlo tesko izraCunati. Slicno se moze pokazati i za H %") i H(_"l)

-1 n
Formula po kojoj se elementi inverza racunaju je navedena u [3]]: za (H(()")) = (h’. )

JkJ k=1
n+j—1\(n+k-1\(j+k-2\
= (D) +k+1 .
Mie = CDT Uk )( n-k )( n-j )( j-1

Vidimo da su elementi inverza cijeli brojevi te da su na glavnoj dijagonali svi pozitivni.
Dijagonale paralelne njoj su naizmjenice cijele negativne i cijele pozitivne.

je

Promotrimo sada norme Hilbertovih matrica. Primijetimo prvo kako su gore definirane
Hilbertove matrice beskona¢nodimenzionalne. Za matrice konacnih dimenzija n X n koris-
timo oznake H i”), H(()”) i H(_"l), pri ¢emu je H Y’) = (Cj+1)1<jk<n- Drugim rije¢ima, matricu H i")
mozemo dobiti tako da matrici H; uklonimo sve retke i stupce nakon n-tog.

Odmah moZemo vidjeti da je za H € {H,, Hy, H_,}, |H|| > ||H(”) . Stovise, iz propozi-

cije[2.1.9|slijedi da je [|H|| = sup, ||[H®|-

Matrica H, se moZe dobiti tako da matrici Hy maknemo prvi re a je ||Hyl| < [|Holl.
Takoder, za sve j,k € Nvrijedi0 < c¢jx < ¢jk-1 paje po pI‘OpOZlClJli ||H(") |H(")

Uvest ¢emo 1 oznake H; = (c ,~+k) e te H.; = (c j_k) o Za kona¢nodimenzionalne
N Js e

verzije imamo A" = (c j+k)n CiAY = (c j_k)jk:_n te vrijedi |A|| = sup,qq ||[H®]|-

Vidimo da vrijedi Hyx = H_jyzay; = x_j, j € Z.
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MoZemo pokazati i da je ||I:I_]|| = ||H_1||. Naime, ukoliko redove i stupce u ma-

trici FI(_"l) umjesto s —n do n indeksiramo s 1 do 2n + 1, dobit éemo matricu H(_"l) pa je

— Sup, o )

SUp ey || AL

Na kraju, neka je |A_|| = M i (xj)je
da je x; = 0 zasvaki j < 0. Za j > 1 vrijedi

. niz realnih brojeva. ProSirimo ga do (xj) o tako
J

(H—lx*) = (H_1x);,

J

dokjezaj>0
(I:I—lx*)_. = Z CojkXk = — Z Cjvk Xk = — (Hox)j+1 .

J

k>1 k>1
Slijedi da je
IH x> + 1 Hox? = ||H_ x| < M |1
1z Cega dobijemo ||Hy|| < |[H-4]].
Sada imamo
IH\ || < | Holl < 1H-ll = ||H-i|| = ||Hi]| - (2.3)

U nastavku ¢emo odrediti cemu su jednake te norme, za Sto ¢e nam posluZiti trigono-
metrijski polinomi.

2.3 Trigonometrijski polinomi

Uvedimo oznaku e(x) = e?*

[ ertydi=0,reZ,r#0.

. Za tako definiranu funkciju vrijedi e(x)e(y) = e(x + y) i

n

Definicija 2.3.1. Neka je (xj)] pnE N niz realnih brojeva. Funkciju X : R — R oblika

n

X(0)=) xe(jn

=1
zovemo trigonometrijski polinom.
Za njih vrijedi

Xl =Y Y wmel-od= Yo+ > S wmel(i- b,
j=1

j=1 k=1 Jj=1 k#j
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iz Cega slijedi
1 n
f X(OP dt = " |x,* = |Ix.

Trigonometrijski polinomi su nam posebno zanimljivi jer je upravo njih koristio Hilbert
kako bi dokazao nejednakost (I.1]). Koristit cemo sli¢an dokaz.

Teorem 2.3.2. Neka je H = (hj’k)jkeN matrica jednaka H,, Hy ili H_,. Za x,y € {, je
H(x,y) = X Xk hjxxjy < oo te vrijédi
|H (x, )l < 7lixd| - [Iyll - (2.4)

Dokaz. Zelimo pokazati da norme matrica H;, Hy 1 H_; nisu vece od x. Iz Ib vidimo da
je dovoljno pokazati kako je ||[H_|| < 7. Takoder, zbog propozicije[2.1.9] potrebno je samo
pokazati da je ||H(_"1)|| < mzasvakin € N.

Neka su x = (x1, x2, ..., x,) 1y = (y1, Y2, ..., y») kompleksni vektori te X (¢) = Z'}:l xje (jt)
1Y () = 2., yre (kt). Tada je

XY@ =) > xyeli-kl.

j=1 k=1

z_lzfol(t_

1
1
f (r— —) dr =0
0 2
te za svaki r € Z, r # 0 vrijedi

Yo =(2) 1 !
fo(t—i)e(rt) dt = i —2m_rfoe(rt) dt—%.

1 v w© 1
_ E E ) = _ (n) =
I = 2mi =1 k=1 = 27riH‘1 (x.3)-

Zat €[0,1]je |t — 1| < 1 pa iz definicije i nejednakosti (1.3) slijedi

Uvedimo oznaku

)X(I)Y_(t)dt.

| =

Vidimo kako je

Stoga je

1 (! - 1 _
[1_] < Ef X (@Y (0ldt < Ellxll-llyll.
0
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Sada imamo ) {
‘2_mH(—nl) (x,§)| < Il 51
Odnosno, ako zamijenimo y s y,
|H®) (e, )| < allxl] - Iyl

¢ime je teorem dokazan.
]

Uspjesno smo odredili da je 7 gornja ograda norme Hilbertovih matrica, ali ne znamo
koliko je ona dobra. MoZe se pokazati kako je norma beskonacnih Hilbertovih matrica
upravo jednaka 7, no za taj dokaz nam je potrebna sljedeca lema.

« 1
f -
o (t+a)t2

0 1
:f L
o (t+a)t:

i
0 (1+u)(an)?

gdje prva jednakost slijedi primjenom supstitucije ¢t = au.

Lema 2.3.3. Za a > 0 vrijedi

S| =

Dokaz. Neka je

Tada je

)

R

Teorem 2.3.4. Za Hilbertove matrice vrijedi

IH = IHoll = lH-]l-

Dokaz. Neka je (x j) ) niz definiran s x; = j%. Uvedimo oznaku Z, := ||x||* = Z;le % Neka

j:
o
yJ_ES(f+mk?

k=1

jey = H"x,1.

Posto je f(t) = —— padajuéa funkcija, vrijedi
(j+nt2

n

-1
1 " 1

ij R 12f R 1dt’

= (j+k) k2 1 (t+ )t
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gdje druga nejednakost slijedi iz nejednakosti Riemannovog integrala i njegove gornje Dar-

bouxove sume.

Primijetimo da vrijede i sljedece nejednakosti:
1

1
1 1 1
f ldl‘s—. _1dt:_"
o (t+ )t JJo 12 J
0 1 | 2
f—ldtsf —dt = —.
n (t+ )t n 12 nz
Iz njih i leme slijedi
| | | T 2 2
yjz ; ldt_ ~ 1 T2 1T
o (t+ )t o (t+j)t: n (t+ )tz j2 ] nz
odnosno
2 1 1
J J: (jn)?
dr 1

pa je

—

j=
Riemannova zeta funkcija.

© L

gdjeje {(S) = Zn:] ns
Za Riemannovu zeta funkciju ¢ (s) je poznato da konvergira za sve s € C takve da

je Re(s) > 0O te je zbog nejednakosti Riemannovog integrala i njegove donje Darbouxove
sume
=1 " .
] f 1 2dt =2n2.
0
Iz toga slijedi
C 3
y? > 7l — 4715(5) -8 =nl,—c,

zac = 47r{(%) + 81 > 0.

Sada imamo
e
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pa je

IH || = sup ||H"|| = .
neN
Iz tog izraza te nejednakosti (2.3) i (2.4) slijedi
m < [[Hll < [[Holl < [[H-]l < 7.
O

Primijetimo da su matrice Hi”), H(()") i H(_”l) konaéne te su im svi elementi racionalni,
Sto znaci da su njihove norme algebarski brojevi, a & to nije. Zaklju¢ujemo da za H™ €
(B, =, H") vrijedi | HO|| < 7.

U [6] dobivena je ocjena za normu konacne Hilbertove matrice H g"):
> log (1
7 2+O(0g(0g3n)}
2 (logn) (logn)

PokaZzimo jo$ jednu korisnu primjenu trigonometrijskih polinoma pri odredivanju norme
matrica sliénih Hilbertovima.

(i

<n

Sljededi teorem ¢e nam sluZiti kao pomoc¢ni rezultat.

Teorem 2.3.5. Neka je ¢ integrabilna funkcija takva da je |p(t)] < M, 0 < t < 1, za neki
M > 0. Za r € Z definiramo

1
dr:f d()e(rt)dt.
0

Neka su D i D matrice (dj_k), i (dj_k), . Tada vrijedi ||D||,||D|| < M. Takoder, ako je
J.keN JkeZ

@(t) realna funkcija i postoje My, M, > O takvi da je M, < ¢(t) < M,, onda je D hermitska

te za sve x = (x j)jeN € {, vrijedi

My|IXI* < (Dx, x) < My||x]P.

Dokaz. Neka je D™ = (d j,k)jkzl te X (1) = X5, x;e(jo)i Y (1) = Xi_, yee (kt). Takoder,
neka je ,

1
I= f dOX()Y (1) dt.
0
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Tada je

1= djx5 = D™ (x.5).
j=1 k=1

Iz nejednakosti (1.3) slijedi |7] < M||x|| - [lyll te, analogno Hilbertovim matricama, pro-
mjenom indeksa redaka 1 stupaca dobijemo IID|| = |ID||.

Ako je ¢(7) realna funkcija takva da je M; < ¢(r) < M,, onda je d_, = d, pa je D
hermitska.

Neka je
1
I= f dOIX(D dt.
0

Tada je

~
I

dj_kxﬁk = <D(”)x, X> ,
Jj=1 k=1

pa slijedi da je My|Ix|]> < T < My||x|1%.
O

Sve Hilbertove matrice koje smo do sada promatrali su imale elemente oblika é, ac’Z.
No $to ako je a € R\Z?

Tada je

1
j—k+a®

Teorem 2.3.6. Neka je a € R\Z te A, matrica (a j,k)jkez , gdje je aj; =
Al <

v |
sinan |’

Dokaz. Neka je ¢(t) = e (at). Znamo da je |ez”i“t | < 1, odnosno M = 1. Ra¢unamo

1 iy .
1 T
dr:fe(a/t)e(rt)dt:—(e(a/)—l)—e T rez
0

2ni(r + @) Cn(r+a)’
Tadaje D = Si“%re’”"’Aa 1||D|| £ 1, iz Cega slijedi tvrdnja.

Pokazimo i da je ta ograda najbolja moguca. Pri tome ¢emo koristiti poznati identitet

2

1 1
D ={Q.a)+{Q2—0) - — = ——,

=3 (J+ )’ @ sin’arn

gdjeje {(s,@) =X, m Hurwitzova zeta funkcija.
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Neka je (Wf)jez niz takav daje wo = 1 te w; = 0, j # 0. Tada je

1

Agw); = ——.
(Aaw); jta

Slijedi da je
1 : n

Aawl| = =

4wl [Z (j+a)2) Sman

JEZ

O

Primijetimo kako je gornja ograda norme takve matrice jednaka gornjoj ogradi u poopenom

obliku Hilbertove nejednakosti (I.13).

2.4 Integrali polinoma

Yioa ;#/ s realnim koeficijentima a; vrijedi

Za polinom f(1) =
Far =" ajan’,
j=0 k=0
paje
f f(t) dt Z Z a]ak (n+1) ((1 a)
= +k+1

Primijetimo da je f(t)* > 0 pa je i fol f(®)?*dt > 0, iz Cega slijedi da je matrica H,

pozitivno semidefinitna.

Primjenom Hilbertove nejednakosti (2.4)) dobivamo sljedecu propoziciju.

Propozicija 2.4.1. Neka je f(t) = ¥, a;t’, gdje su a; realni. Tada vrijedi

1 n
fo f@?*dr < n; o

Gornja propozicija se moze iskoristiti i za odredivanje donje ograde integrala fol f(@)?* dt.
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Propozicija 2.4.2. Neka je f integrabilna realna funkcija na [0, 1]inekaje pi; = fol tf(t) dt

za j > 0. Tada je
1

Z i< | f@ dt.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da 3 ,u? zadovoljava nejednakost za svaki n € N. Vrijedi

n n 1 1
ZN?:ZM[ vf@ dt=ff(t)g(t) dr,
j=0 j=0 0 0

gdje je g(t) = X u;t’. Po propoziciji slijedi

1 n
f g)?dt<nm Z ,u?.

Primjenom nejednakosti (1.3) dobijemo

n 2 1 1 n 1
[Z ;@) < f F@) dt f () dt < n(z uf] f Q) dr.
= 0 0 =0 0

Podijelimo li izraz s 3, ,u?, dobit éemo

n 1
Zﬂ? Sﬂf f @7 dt,
j=0 0

¢ime je tvrdnja dokazana.
O

Ve¢ smo pokazali da je H, pozitivno semidefinitna, no sada to moZemo pokazati i za
opCenitije simetrine matrice.

Propozicija 2.4.3. Nekaje 1; > 0zal < j < ninekajer > 0. Tada je simetricna matrica

n
(%) pozitivno semidefinitna.
(+A)" /=1

Dokaz. Neka su xi, x, ..., X, realni brojevi te f (1) = X, xje . Slijedi da je F@)? =
2imt Xk=t xjxke‘(ﬂf”k)t. Sada je

o 1 o I
f e dr = — f W le™du = (r)’
0 a" Jo a’
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pa imamo

Y a2 Y XjXk
o< | rf@rdr=r0) i
0 =1 k=1 (/lj + /lk)

gdjeje I'(r) = fooo x"~le™ dx gama funkcija.

O

Pozitivnu semidefinitnost smo ve¢ dokazali za slucaj r = 1 kada smo u nejednakosti
(1.17) pokazali nenegativnost lijevog ¢lana Hilbertove nejednakosti (1.1). Dovoljno je
uvrstitia; = 1, Vj € N.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo izveli Hilbertovu nejednakost te pokazali neke njene pri-
mjene.

U prvome dijelu rada smo izveli Hilbertovu nejednakost u diskretnom i integralnom
obliku te odredili da je optimalna konstanta u oba slu¢aja jednaka n. Za nejednakost u
diskretnom obliku smo ponudili i alternativni dokaz pomoc¢u geometrijske interpretacije.
Takoder, izveli smo poopéenu Hilbertovu nejednakost koja vrijedi za konjugirane potencije
p,q > 1 te pokazali da, uz razliCitu optimalnu konstantu, mogu vrijediti i slicne nejedna-
kosti, npr. varijanta s maksimumom koja nastaje zamjenom izraza m + n u nazivniku s
max (m, n). Na kraju smo pokazali da je lijeva strana Hilbertove nejednakosti nenegativna.

U drugome dijelu smo se bavili primjenama Hilbertove nejednakosti. Za primjene
su nam najbitnije Hilbertove matrice pa smo im, nakon $to smo ih definirali, iskazali i
neka od njihovih vaznijih svojstava, poput (anti)simetri€nosti i regularnosti. Zatim smo
uveli trigonometrijske polinome pomocu kojih smo dokazali jo§ jedan oblik Hilbertove
nejednakosti te odredili normu Hilbertovih matrica. Na kraju smo Hilbertovu nejednakost
primijenili na integrale polinoma.



Summary

In this thesis, we derive Hilbert’s inequality and present some of its applications.

In the first chapter, we derive Hilbert’s inequality in its discrete and integral forms and
determine that in both cases, 7 is the optimal constant. Additionally, we offer an alterna-
tive proof of discrete Hilbert’s inequality using a geometric interpretation. We also derive
a generalization of the discrete Hilbert’s inequality for conjugate exponents p,q > 1 and
show that similar inequalities, such as the maximum variant where the expression m + n
in the denominator on the left side is replaced with max (m, n), also hold. In the end, we
prove that the left-hand side of the discrete Hilbert’s inequality is non-negative.

In the second chapter, after once again reviewing the key notions, we define Hilbert
matrices and state some of their properties, such as (skew)symmetry and regularity. Next,
we introduce trigonometric polynomials and use them to prove another form of Hilbert’s
inequality, as well as determine the norm of Hilbert matrices. In the end, we apply Hilbert’s
inequality to integrals of polynomials.
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