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Uvod

Simetri¢an problem svojstvenih vrijednosti je jedan dosta zastupljeni problem u raznim pri-
rodnim znanostima poput fizike, kemije, ekonomije, . . . . Problem se sastoji od nalaZzenja
ortogonalne matrice U takve da je za simetri¢u matricu A, A = UAUT, a A je dijagonalna
matrica svojstvenih vrijednosti. Razne varijante Jacobijeve metode predstavljaju vaznu
grupu metoda za racunanje svih svojstvenih vrijednosti i vektora pune simetricne matrice.
Jacobijeve metode se joS i danas razvijaju, a glavna karakteristika im je da su to¢nije od os-
talih metoda, i da su pogodne za paralelizaciju. Osnova Jacobijevog algoritma je primjena
transformacija sli¢nosti pomocu elementarnih ortogonalnih matrica A «— QTAQ, tako da
svaka nova inacica matrice A bude “’viSe dijagonalna” od prethodne. U radnji se opisuje
izvod metode, i pokazauje da pod odredenim uvjetima ovaj proces konvergira prema di-
jagonalnoj matrici. Nakon odredenog broja iteracija vandijagonalni elementi matrice A
postaju dovoljno mali da ih moZemo proglasiti nulama i metoda se zaustavlja sa dovoljno
dobrim aproksimacijama matrice U i A. U radnji se obraduje nekoliko varijanti Jacobi-
jeve metode, koje ukljucuju blokiranu i paralelnu varijantu. Isto tako, navodimo rezul-
tate o to¢nosti izracunatih svojstvenih vrijednosti i vektora. Na kraju obradene algoritme
ilustriramo programima izradenim u MATLAB-u, te su primjenjeni na nekim konkretnim
primjerima.



Poglavlje 1

Svojstva simetriCne matrice

1.1 Definicije i osnovne Cinjenice

Matricu A = [a;;] € R™" nazivamo simetri¢na matrica ako je jednaka svojoj transponiranoj
matrici,
A= AT ili a;; = aj, Za l,_] = 1, ...n.

Matrica A € R™" je:
e ortogonalna ako vrijedi ATA = AAT =1,
e normalna ako vrijedi ATA = AAT.

Neka je A € R™", tada je Frobeniusova ili Euklidska norma definirana sa

Allr = | > > layP = NarAaTA)),
i=1 j=1

gdje je tr(-) trag matrice - zbroj dijagonalnih elemenata.
Frobeniusova norma je unitarno invarijantna, tj. za unitarne matrice U i V vrijedi

NUAV|IF = llAllr-
Posebno, to vrijedi i za svaku ortogonalnu matricu Q, tj.

IQAQ |Ir = IAllF-
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1.2 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Vazno svojstvo realnih, simetri¢nih matrica je da imaju realne svojstvene vrijednosti. Od-
nosno, ako je A realna, simetri¢na matrica reda n, tada matrica A ima n ne nuzno razli¢itih
realnih svojstvenih vrijednosti Ay, ..., 4,.

Definicija 1.2.1. Neka je A € R™" simetricna matrica i x € R".KaZemo da je skalar A
svojstvena vrijednost simetricne matrice A, ako dx € R", x # 0 takav da je Ax = Ax. Tada
vektor x nazivamo svojstveni vektor od A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A.

Napomena 1.2.2. U MATLAB-ovskoj notaciji, sa Q(:, k) pristupamo k-tom stupcu matrice
Q. U narednom teoremu Q(:, k) predstavlja k-ti svojstveni vektor.

Teorem 1.2.3 (Simetricna Schurova dekompozicija). Ako je A € R™" simetricna, onda
postoji realna ortogonalna matrica Q tako da vrijedi

0TAQ = A =diag(A,, ..., A,).

Stovise, zak = 1,...,n, AQC, k) = ,0(, k).

Dokaz. Dokaz mozete pogledati u [2] ili [3]. O
Teorem 1.2.4 (Wielandt—Hoffman). Neka su D i E kvadratne matrice reda n i neka su
matrice D i D + E obje normalne. Neka su Ay, ..., A, svojstvene vrijednosti od D i neka su
Ay, ..., Ay, svojstvene vrijednosti od D + E u nekom poretku.

Tada postoji permutacija indeksa n, takva da vrijedi

1
n 2
[Zm;@—ﬂiq < |IEllr
i=1

Dokaz. Dokaz moZzete pogledati u [3]. m|



Poglavlje 2

Jacobijeva metoda

2.1 Izvod i konvergencija Jacobijeve metode

Izvod

Neka je A = Ay € R simetri¢na matrica. Jacobijeva metoda stvara slijed Ay, A,... orto-
gonalno sli¢nih matrica koje konvergiraju prema dijagonalnoj matrici sa svojstvenim vri-
jednostima na dijagonali. A je dobiven iz A; prema formuli A, = J]A;J; gdje je J;
ortogonalna matrica koju zovemo Jacobijeva rotacija.

Slijedi,

Ay = Ji_lAm—l‘]m—l
= J£_1J£_2Am—2jm—2~]m—l
=J' T AT T
=JTAJ

Ako svaki J; prikladno izaberemo,vandijagonalni elementi matrice A,,, za dovoljno velike
m, ¢e postati dovoljno mali da ih moZemo proglasiti nulama. Tada ¢e se matrica A,, mo¢i
smatrati dijagonalnom matricom A. Dakle, mozemo pisati A ~ JTAJ ili JAJT ~ A, gdje
su stupci matrice J pripadni svojstveni vektori.

Matricu A ¢emo uciniti dijagonalnom iterativnim biranjem ortogonalne matrice J; tako da
par vandijagonalnih elemenata (a i, ax;) u sljedeCem koraku A;;; = JiTA,-J uéinimo nulama.
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To ¢emo postici birajuci J; kao ravninsku rotaciju

[ 1

cos(¢) sin(¢)
Ji:R(j’k’¢): ’
— sin(¢) cos(e)

gdje je ¢ izabran tako da elementi ai.’}:l) i a,(f;l) matrice A;,; budu jednaki nula.

Rotaciju u Cast autoru nazivamo Jacobijeva rotacija.
Da bi odredili ¢ (ili cos(¢) i sin(¢)) raspiSimo jedan korak

615-’:;1) aé’;l) _ | cos(¢) sin(¢) r ayj)- 615.2 cos(p) sin(¢)| (4 O
D DT _sin(g)  cos(d)| |a? a'?||—sin(¢) cos(@)| [0 A,

;i kk Api Ay

@ @
gdje su 4, 1 A, svojstvene vrijednosti od l (’,’) {S] .

ki Yk
Radi jednostavnosti, uvodimo supstituciju ¢ = cos(¢) i s = sin(¢).
Racunamo,

Tr @ (@) r (@) (@)
=s cf |a; ag|l=s ¢ |5 c|la ap]|l-s ¢
PRO) (O] @) @)
_|eaj; - sakg cay —sayllc s
sa” +ca?  sa? +cd?||-s ¢
L") kj Jk kk

2 () (@) (@) 2 ()

@ 2 (i) 2 ()
- ) 2 ) 2 (D) @ 2.0 ®) (O]

simetriCnost matrice, ajx = ay;

cza;? - 2sca5.2 + sza,(f,z sc(a;i; — a,(('Z) + ai.’z(c2 —5%)
- _sc(ag’]). - aﬁi) + aE.',f(cz —5%) s2a§.l]). + c2a§(2 + 2sca

(@ (@ @2 2
0= sc(a‘;} - akl,Z) + aj’k(c - 5%

2

C ajj - scakj - sca;, + 5 a. CSCljj -8 akj +cC ajk - sca;,

O]
jk

@
2 (D)

»SCCljj +c akj — S ajk - SCClkk S ajj + scakj + scajk +c akk

|
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O _ 0 5, o,
Qe —4jj "=

(@) T s
ajk

Koristeci trigonometrijske formule dvostrukog kuta

cos(2¢) = c? — s
sin(2¢) = 2sc
iz (2.1)) ratunamo
a/(f;i - aﬂ-’} _cF -5t cos(2¢)
2“52 © 2s¢ sin(Qg)

ctgp) =71

Bududi da 7 znamo, iz prethodne jednadZbe ¢emo iskoristiti jednakost

-5 2 1-7
T = L— = ,
2s¢  c? 2t

gdjejer =2
Rijesimo jednadZzbu po r.

£ +2tr—1=0

=21+ V4712 +4
i i =—71+ V2 +1

t =
1,2 2

Po apsolutnoj vrijednosti biramo manji od dva kuta
. 14+ V2 +1, >0
- V2 +1, <0’

jer je za konvergenciju bitno da je |¢| < 1 (odnosno |¢| < 7). ZapiSimo 7 ekvivalentno

sign(T)

1+ V2 + 1

odnosno ¢ smo deracionalizirali kako se ne bi dogodilo katstrofalno kracenje.
Sada raCunamo c1 s.

t = sign(t)(—|t| + VT2 + 1) =

(2.1)

(2.2)



POGLAVLIJE 2. JACOBIJEVA METODA

1+

Kako smo za t birali manji kut, on se nalazi u desnoj poluravnini pa je njegov kosinus

pozitivan te vrijedi
1

Vit
t

Vit

CcC =

te konacno
s=ct=

S obzirom na nacin biranja matrica J; vidimo da se mijenjaju samo elementi u j-tom i k-

tom retku i stupcu.
Racunamo dijagonalne elemente a(”l) i a,({’,: b,

i+ _ 2 (l) @i
i o=ca 2sca
= cza(’) + sza(’) sza(’) 2sca(l) + 5

) 2 (D)
+ S akk

2 (i)
Ak

=(?+s )a(’) +s (a(’) (')) 2sca(’)

Koristeéi (2.2) raspiSimo izraz sz(a(’) 5.';),
s (a(‘) 5’;) = 2a(.’2 s ctg (2¢)

2 2
M) 2 c =S
jk

=2a

2sc
2
= a;’k)t(c )

te izraz 2sca§.l,z zapiSimo ekvivalento

0»¢€

ke

= 2tc*a (’)

2sca = 2sca

Uvrstavajudéi prethodna dva izraza u (2.3]) dobivamo

ah = a(’) + a(’)t(c - §%) = 2tc*a (’)

ji
= ai"} (l)t(s — 4207
W _ 0,

JJ

(2.3)
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Drugu relaciju dobijemo analogno a&”) = a,(f,z + a%t.

Za vandijagonalne elemente za p # j, k vrijedi

@+ _ 0 @

jp cdj, = Say,
ag}rl) = cag — sa;i,)(
A = 5 4 cql
ag;rl) = sa% + cagli

Sada nije teSko pokazati da prije i poslije transformacije vrijedi

(i+1)\2 G+D\2 _ (D52 ()2
@ "y + (g "y = @) + (@)’

Sto je rezultat koriStenja ortogonalnih rotacija J; koje cuvaju skalarni produkt. U nastavku
¢emo opisati primjenu jedne Jacobijeve rotacije te osnovnu ideju Jacobijevog algoritma.

Algorithm 1 Jacobijeva rotacija

J=1,
if |a | # O then
_ k=4
- 2ajk
_ _sign(1)
t= —
T+ V1o +1
- V1+£2
s =ct

A= RT(j’ k, ¢)AR(]a k, ®)
ukoliko Zelimo svojstvene vektore
J =JR(j, k,®)

end if

Uo&imo da sloZenost izvrSavanja R (j, k, $)AR(j, k, ¢) (ili JR(j, k, ¢)) iznosi O(n) jer se mi-
jenjaju samo j-ti 1 k-ti redak 1 stupac matrice A (ili j-ti 1 k-ti stupac matrice J).

Algorithm 2 Jacobijev algoritam

while A nije dijagonalna do
izaberi par j, k
pozovi Jacobijevu rotaciju
end while
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U nastavku ¢emo pokazati kako treba odabrati element aj; kako bi metoda konvegirala
prema dijagonalnoj matrici.

Konvergencija

U ovom dijelu ¢emo opisati konvergenciju. U tu svrhu ¢emo promatrati kvadrat Frobeni-
usove norme kojeg ¢emo podijeliti na dijagonalni i vandijagonalni dio. Vrijedi

A7 = d(A) + 20ff(A),

gdje je d(A) = Y, a’. dijagonalni, a off(A) = 32 Y., a3, vandijagonalni dio.

Kako bi matrica A bila dijagonalna, Zelimo njene vandijagonalne elemente svesti na nulu,
odnosno off(A) = 0. Sljedeca lema nam pokazuje da se svakom primjenom Jacobijeve
rotacije off(A) monotono smanjuje.

Napomena 2.1.1. Jacobijeva rotacija(A, j, k) oznacava primjenu Jacobijeve rotacije na
pozicijama (j, k) i (k, j), odnosno ponistava elemente aj i ay;.

Lema 2.1.2. Neka je A’ matrica dobivena nakon jedne Jacobijeve rotacije(A, j, k) za j # k.
Tada vrijedi off(A’") = off(A) — a?k.

Dokaz. Kako su Jacobijeve rotacije ortogonalne, vrijedi

’ ’
[“jj “jk] [ajj ajk]
’ ’
i Y agj Ak
Uocimo da se nakon jedne Jacobijeve rotacije mijenjaju samo dva dijagonalna elementa
ajj1ag, te da vrijedi

2 2 2
= = aj; + ag + 2ay, (2.4)
F

F

20ff(A") = [|A"|lF — d(A")

= llAllr - d(A")
n
2 2 2
=14l = > @, =@ +ayd)
p=1.p#jk
n
2 2 2 2
Al - > a?, - (@ +ah +2a%)
p=L.p#jk

n
_ _ 2 52
= Al - Y @, - 2d,
p=1

= 20ff(A) - 2a%,
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odnosno off(A”) = off(A) — a?k. o

S ovim smo pokazali da vandijagonalna norma monotono pada, tj. sigurno konvergira,
a na primjeru klasi¢nog Jacobijevog algoritma pokazat ¢emo da konvergira bas u nulu.
U klasi¢nom Jacobijevom algoritmu element a j biramo kao najveci element po apsolutnoj
vrijednosti.

Algorithm 3 Klasi¢ni Jacobijev algoritam

while off(A) >tol (kriterij zaustavljanja postavljen od korinika) do
izaberi par j, k takav da je |a x| najveci
pozovi Jacobijevu rotaciju(A, j, k)

end while

Teorem 2.1.3. Poslije jedne Jacobijeve rotacije u klasicnom Jacobijevom algoritmu vrijedi
offlA”) < (1 - %)oﬁ”(A), gdje je N = @ broj vandijagonalnih elemenata gornjeg trokuta
matrice A. Nakon k Jacobijevih rotacija vrijedi of(A®) < (1 — 1)foff(A).

Dokaz. 1z leme znamo da vrijedi off(A") = off(A) — a?k. Kako je aj najveci po
apsolutnoj vrijednosti vandijagonalni element, vrijedi off(A) < Naik, odnosno

a?k > #off(A). Sada imamo

1
off(A") = off(A) — a3 < (1 - N)oﬁ"(A).
Tvrdnja za k rotacija se lako pokaze indukcijom. O

S ovim smo pokazali da klasi¢na Jacobijeva metoda konvergira linearno.
Pokazano je da klasi¢na Jacobijeva metoda konvergira asimptotski, odnosno za dovoljno
veliki 7, postoji konstanta ¢ takva da vrijedi

off(A™M) < ¢ - off*(A?) (

\S]

.5)

tj. konvergira kvadratno. Za dokaz prethodnog svojstva je bitan izbor kuteva |¢| < 7, a
dokaz moZzete pronaci u [4] ili [S].

Preostalo je joS pokazati da su dijagonalni elementi dobivene matrice svojstvene vrijednosti
od A. U tu svrhu éemo primijeniti teorem Ako za D uzmemo dijagonalne, a za E
izvandijagonalne elemente matrice A, tada vrijedi

n
2 2
[y — aal” < Zlﬂ;(k) — agl” < 20fF(A)
k=1

Dakle, kada off(A) — 0 dijagonalni elementi konvergiraju prema nekoj permutaciji svoj-
stvenih vrijednosti od A.
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2.2 Ciklicka Jacobijeva metoda

Mana klasi¢nog Jacobijevog algoritma je velik gubitak vremena za traZenje pivotnog ele-
menta (treba izvesti n(n — 1)/2 usporedbu da bi utvrdili poziciju najveCeg elementa po
apsolutnoj vrijednosti). Zato su razvijene ciklicke metode ¢ija je ideja sustavno poniStavati
sve vandijagonalne elemente po unaprijed zadanom poretku.

Ciklicka strategija po retcima

Ideja ciklicke strategije po retcima je sustavno poniStavati pivotne elemente prolazeéi gor-
njim trokutom redak po redak. Na primjeru 4 X 4 matrice ¢emo pokazat redosljed biranja
pivotnih elemenata:

1 2 3
* 5 5 -5

4 5

x* o -
6 9

* =

*

tj. cikli¢ki po retcima biramo

(1,2),(1,3),(1,4); (2,3),(2,4); (3,4). (2.6)

Kada jednom obidemo sve vandijagonalne elemente, kaZemo da smo napravili jedan ciklus.
Cikluse ponavljamo dok svi vandijagonalni elementi ne budu dovoljno mali.
Ciklicka pivotna strategija

wiN-{(K) 1 j <1 <k<n) wp)= (k)

je periodi¢na funkcija s periodom n(n — 1)/2, gdje se osnovni period zadaje sa npr. (2.6).
Ciklicki Jacobijev algoritam konvergira kvadratno, odnosno vrijedi (2.5)).

Slijedi prikaz ciklickog Jacobijevog algoritma po retcima.
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Algorithm 4 Ciklic¢ki Jacobijev algoritam
J=1,
ciklus=0
tol(kriterij zaustavljanja postavljen od korisnika)
while off(A) > rol do
ciklus=ciklus+1
forj=1:n-1do
fork=j+1:ndo
if A(j,k) # 0 then
pozovi Jacobijevu rotaciju(A, j, k)
end if
end for
end for
end while

2.3 Paralelna i blokirana Jacobijeva metoda

Paralelna Jacobijeva metoda

Kako se primjenom jedne Jacobijeve rotacije mijenjaju samo dva stupca i retka matrice A,
algoritam se mozZe izvrSiti kroz nezavisne, nekonfliktne potprobleme.

Kazemo da je (ji, k1), (j2s k2), - - ., (Jns kn), N = n(n — 1)/2, paralelno rasporedivanje skupa
{(jyky:1<j<k<n},akozas=1:n-1skup

rot.set(s) ={(j,. k) :r=1+n(s—1)/2 : ns/2}
se sastoji od nekonflitnih rotacija.
Napomena 2.3.1. Uocimo da iz definicije skupa rot.set(s), ovo vrijedi za parne n.

Potonje ¢emo objasniti na primjeru Sahovskog turnira od 8 igraca, gdje ¢e u 7 rundi
svatko sa svakim odigrati to¢no jednom. Izbor parova ¢emo prikazati nizom sljedecih ta-
blica. U prvoj rundi imamo 4 para, u kojem 1 igra protiv 2, 3 protiv 4 itd.

13|57

1613 rot.set(1) = {(1,2),(3,4),(5,6),(7,8)}

U daljnjim rundama, igra¢ broj 1 ¢e ostat na svom mjestu, dok ¢emo sve ostale kruzno
pomaknuti za jedno mjesto.
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rot.set(2) = {(1,4),(2,6),(3,8),(5,7)}

rot.set(3) = {(1,6),(4,8),(2,7),(3,5)}

rot.set(4) = {(1,8),(6,7),(4,5),(2,3)}

rot.set(5) = {(1,7),(5,8),(3,6),(2,4)}

rot.set(6) = {(1,5),(3,7),(2,8), (4,6)}

N[ [0 | WO\ W ||| o0 W
O BN B[ W] N] W

rot.set(7) = {(1,3),(2,5),(4,7),(6,8)}

W =] =] Q=] =|| O\ —=|]| &=
N[ | W] Q||| oo Q|| oo| ||\

o
n
(@)

Sada nije teSko prethodni postupak opisati funkcijom koju éemo iskoristiti za paralelizaciju
Jacobijevog algoritma. Igrace ¢emo podijeliti u dva niza top(1 : n/2) te bot(1 : n/2), gdje
medusobno igraju igra¢i na istim pozicijama u nizu. Parove u narednim rundama ¢emo
dobiti pozivanjem sljedece funkcije:

function: [new.top, new.bot] = music(top, bot, n)
m=n/2
for j=1:mdo
if j =1 then
new.top(j) =1
else if j = 2 then
new.top(j) = bot(1)
else
new.top(j) = new.top(j — 1)
end if
if j = m then
new.bot(j) = top(j)
else
new.bot(j) = new.bot(j + 1)
end if
end for

Uocimo da se u paralelnom Jacobijevom algoritamu svaki element iz gornjeg trokuta
matrice A obradi to¢no jednom nakon izvrSavanja obje for petlje, pri cemu se [-petlja izvrsi
kroz n/2 nezavisnih potproblema.
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Algorithm 5 Paralelni Jacobijev algoritam

J=1,
top=1:2:n
bot=2:2:n

while off(A) > tol(kriterij zaustavljanja postavljen od korisnika) do
fors=1:n-1do
for/=1:n/2do
Jj = min(top(l), bot(l))
k = max(top(l), bot(l))
if A(j, k) # 0 then
pozovi Jacobijevu rotaciju(A, j, k)
end if
end for
[top, bot] = music(top, bot, n);
end for
end while

Blokirana Jacobijeva metoda

Pretpostavimo da je n = rN te da matricu A € R™" zapiSemo u sljdecem obliku

A]] AlN
A: E .'. , 9
ANI ANN

gdje je svaki A;; € R™.

Neka je A € R™ podmatrica od A, te neka je A = [ﬁjj j:'"k € R??_ Glavna ideja blo-
ki Akk

kirane Jacobijeve metode je obi¢nim Jacobijevim algoritmom rijeSiti mali 27 X 2r problem,

te nakon toga matriénim mnoZenjem (sa kreiranom blok Jacobijevom rotacijom) aZurirati

matricu A (odnosno samo j-te i k-te blok retke i blok stupce).

Neka je J € R*™? ortogonalna matrica koja dijagonalizira A, odnosno

JTAT = A, (2.7)

gdje je A dijagonalna matrica. Matricu f_, dobivenu obicnim Jacobijevim algoritmom,
i Ik
Jij Tk
govarajuée mjesto u jedini¢noj matrici / € R™" kako bismo dobili blok Jacobijevu rotaciju
J e R™",

podijelimo u &etiri r X r podmatrice J = [ ], te svaku podmatricu ugradimo na od-
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1z znamo da su (j, k)-ti i (k, j)-ti blokovi matrice J7AJ jednaki nula. MnoZenjem s
lijeva matricom J” mijenjaju se samo j-ti i k-ti blok retci matrice A, dok se mnoZenjem s
desna matricom J mijenjaju j-ti i k-ti blok stupci matrice A.

Svojstveni vektori Ce biti stupci matrice dobivene kao produkt svih generirarnih blok ro-
tacija J, dok Ce svojstvene vrijednosti biti dijagonalni elementi “dovoljno dijagonalne”
matrice JTAJ.

U nastavku ¢emo prikazati dva algoritma:

e ciklicki po retcima blokirani Jacobijev algoritam,
e paralelni blokirani Jacobijev algoritam,

Cije su ideje obilaska blokova iste kao 1 u istoimenim ina¢icama obi¢nog Jacobijevog algo-
ritma.

Algorithm 6 Cikli¢ki po retcima blokirani Jacobijev algoritam

J=1,
ciklus=0
tol(kriterij zaustavljanja postavljen od korisnika)
while off(A) > tol do

ciklus=ciklus+1

forj=1:N-1do

fork=j+1: Ndo

odredi matricu R koja dijagonalizira [Ajj Aﬂ‘]

Ayj A
odredimo R € R™" tako da u I, na odgovaraju¢a mjesta ugradimo blokove od R
A =RTAR
ukoliko Zelimo svojstvene vektore
J=JR

end for
end for
end while
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Algorithm 7 Paralelni blokirani Jacobijev algoritam

J=1,
top=1:2:N
bot=2:2:N

while off(A) > tol(kriterij zaustavljanja postavljen od korisnika) do
fors=1:N-1do
forl1=1:N/2do
Jj = min(top(l), bot(l))
k = max(top(l), bot(l))

odredi matricu R koja dijagonalizira [Ajj Ajk]

Aj Awk
odredimo R € R™" tako da u I, na odgovaraju¢a mjesta ugradimo blokove od R
A =RTAR
ukoliko zelimo svojstvene vektore
J=JR
end for
[top, bot] = music(top, bot, n);
end for
end while

Napomena 2.3.2. U prethodnim algoritmima, prilikom izvrSavanja matricnog mnoZenja,
matrice RT i R mnoZe i mijenjaju samo j-ti i k-ti blok redak i supac matrice A, odnosno j-ti
i k-ti blok stupac od J.

Nakon konvergencije, dijagonalni elementi matrice A su svostvene vrijednosti, dok su
stupci matrice J pripadni svojstveni vektori.

Napomena 2.3.3. Blokirani Jacobijev algoritam je brZi od prethodnika jer je na racunalu
efikasnije izvoditi matricno mnoZenje.

2.4 Ocjena pogreske svojstvenih vrijednsti i svojstvenih
vektora

U ovom dijelu ¢emo navesti rezultate o to¢nosti izraCunatih svojstvenih vrijednosti i svoj-
stvenih vektora koji ¢e pokazati da je Jacobijeva metoda to¢nija od drugih metoda (npr.
QR metode).

Neka je A € R™" simetri¢na, pozitivno definitna matrica te neka je 5A mala perturbacija

eyl Al
od A u smislu 5 ) ATl

<%zai,j=1,...,n Tadaje

< 7. Neka su 4; i A i-te svojstvene
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vrijednosti od A 1 A + A (numerirane tako da je 4; < ... < 4,). Tada standardna teorija
perturbacije daje rezultat
|4 — Al < nllAllF
|l A

< 7llAlFIA™ IF = 1x(A),

gdje je k(A) = ||A||r|lA™!||F uvjetovanost matrice A.

Zapisimo A = DHD, gdje je D = diag(VA;;) te H; = 1. Uglavnom je x(H) < k(A) pa ¢e
nova ocjena biti barem jednaka ili bolja od gore navedene.

Sada ¢emo navesti rezultate o tocnosti izracunatih svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vek-
tora o ¢emu vise mozete pronaci u [1]].

Korolar 2.4.1. Pretpostavimo da Jacobijev algoritam konvergira te da je matrica Ay dobi-
vena nakon M koraka (M primjena Jacobijeve rotacije) Cije dijagonalne elemente uzimamo
za svojstvene vrijednosti. Zapisimo A,, = D,,H,,D,,, gdje je D,, dijagonalna matrica, a H,,
matrica sa jedinicama na dijagonali za 0 < m < M. Neka je A; j-ta svojstvena vrijed-
nost od A = Ay te neka je A'; j-ti dijagonalni element od Ay. Tada za jedinicnu gresku
zaokruzivanja aritmetike konacne preciznosti € > 0 vrijedi ocjena:

|4, —
jlﬂ | ~ < (- M(182V20 =4+ 104) + 1 - t0) max «(H,)
j <m<
Korolar 2.4.2. Neka je V = [vy,...,v,] matrica jedinicnih svojstvenih vektora dobivenih
primjenom Jacobijevog algoritma u aritmetici konacne preciznosti (s preciznos¢u €). Neka
je U = [uy,...,u,] matrica egzaktnih svojstvenih vektora, te neka je k = max,, k(A,,)
najveci k(A,,) iz bilo koje iteracije. Tada za pogreSku izracunatih svojstvenih vektora vrijedi
ocjena
Vn —1(n-tol + M(182V2n — 4 + 104)e)k
i =l < 21 (182 v JOR 46 - e,
relgap;
[4i=4,]

gdje je relgapld; = min;;j——=

V-4l )

Napomena 2.4.3. Navedeni rezultati kazu da Jacobijev algoritam daje malu relativnu po-
gresku na svojstvene vrijednosti simetricne, pozitivno definitne matrice.

2.5 'Testiranje algoritama

U ovom dijelu, obradene algoritme izradene u MATLAB-u, primjenjujemo na konkretnim
primjerima.
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Napomena 2.5.1. U svim primjerima testnu matricu generiramo formulom A = UDUT,
gdje je D dijagonalna matrica, a U je proizvoljno generirana ortogonalna matrica. Tada
D sadrZi egzakte svojstvene vrijednosti, a stupci od U su egzaktni svojstveni vektori od A.

Definiramo kriterij zaustavljanja tol,a kod blokirane metode i dimenziju bloka r.

Napomena 2.5.2. U svim primjerima, za pogresku izracunatih svojstvenih vrijednosti uzi-
mamo relativau pogresku kao u (najvecu pogresku oznacavat éemo sa 6d). Za po-
gresku svojstvenih vektora uzimamo ||v; — ujl|, kao u (najvecu pogresku oznacavat
cemo sa ov.)

U narednim primjera, na matricama malih dimenzija testiramo to¢nost obradenih algo-
ritama.

Primjer 2.5.3. D = diag(1,2,13,27), tol = le — 10, r =2

Egzaktna vrijednost H Klasicni Jacobi ‘ Ciklicki po redovima Jacobi | Ciklicki blokirani Jacobi

1 0.999999999999999 1.000000000000003 0.999999999999999
2 2.000000000000000 2.000000000000000 1.999999999999998
13 13.00000000000000 13.00000000000000 12.99999999999999
27 27.00000000000000 27.00000000000000 26.99999999999999

’ H Klasi¢ni Jacobi | Ciklicki po redovima Jacobi | Ciklicki blokirani Jacobi

oA 5.5511e - 16 3.1086¢ — 15 8.1985¢ — 16
ov 5.9269%¢ - 16 1.6690e — 15 1.6690e — 15
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Primjer 2.5.4. D = diag(1.00001, 1.00003, 1.00007, 4, 5, 6, 7, 7.00003), tol = le - 10,

r=>2

Egzaktna vrijednost H

Klasicni Jacobi

‘ Ciklicki po redovima Jacobi ‘ Ciklicki blokirani Jacobi ‘

1.00001 1.000010000000000 1.000009999999999 1.000010000000004
1.00003 1.000029999999999 1.000029999999999 1.000030000000002
1.00007 1.000070000000001 1.000070000000000 1.000069999999999
4 4.000000000000000 3.999999999999999 4.000000000000006
5 5.000000000000002 5.000000000000002 5.000000000000006
6 6.000000000000008 6.000000000000006 6.000000000000017
7 7.000000000000002 7.000000000000003 7.000000000000026
7.00003 7.000030000000001 7.000030000000003 7.000030000000012

’ H Klasicni Jacobi | Ciklicki po redovima Jacobi | Ciklicki blokirani Jacobi

3.5527¢ - 15
5.6619¢ — 11

1.1102e — 15
6.1407e — 08

oA 1.3323¢ - 15
ov 1.3305e - 09

Broj iteracija | Vrijeme izvrsavanja (s)
Klasi¢ni Jacobi 91 0.27995
Cikli¢ki po redovima Jacobi 140 0.202578
Ciklicki blokirani Jacobi 24 0.395857

Slijede graficki prikazi vandijagonalne norme iz[2.5.4], za koju smo u[2.1.2]pokazali da
se svakom primjenom Jacobijeve rotacije monotono smanjuje. Svaki algoritam se zaustav-
lja kada je off(A) < tol.
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Iz dobivenih rezultata vidimo da je Jacobijev algoritam toCan, pa ¢ak i za jako bli-
ske svojstvene vrijednosti. U nastavku smo na matricama vecih dimenzija proucavali efi-
kasnost algoritama. Kako se u klasi¢nom Jacobijevom algoritmu dosta vremena gubi na
traZenje pivotnog elementa, njega smo iskljucili iz daljnih razmatranja.

Primjer 2.5.5. D = diag(1.5 : 0.5 : 10, 11 : 1 : 50, 56.1 : 0.1 : 58, 71 : 1 : 100) €
R100x100 751 = 1e — 10

Broj ciklusa | Vrijeme izvrSavanja (s) | Prosjecno vrijeme po ciklusu (s)
Ciklicki po redovima Jacobi 9 266.789 29.643
Cikli¢ki blokirani Jacobi r = 4 8 283.025 35.378
Ciklicki blokirani Jacobi r = 10 9 374.979 41.664
Ciklicki blokirani Jacobi r = 25 6 565.202 94.200

Uocimo da odabirom velike dimenzije bloka r se vrijeme izvrSavanja blokiranog Ja-
cobijevog algoritma povecava. U potonjem slucaju, za r = 25 u jednom ciklusu trebamo
rijesiti Sest 50x50 “malih” problema obi¢nom Jacobijevom metodom S$to u praksi i nije bas
efikasno. Isti rezultat je dao i sljedeci primjer, kada se nakon optimalno izabrane dimenzije
bloka (r = 8), vrijeme izvrSavanja algoritma povecalo.

Primjer 2.5.6. D = diag(1 : 1 : 256) € R¥%*2% to] = e — 10

Broj ciklusa | Vrijeme izvrSavanja (s) | Prosjecno vrijeme po ciklusu (s)
Cikli¢ki po redovima Jacobi 10 4876.13 487.613
Ciklicki blokirani Jacobi r = 4 9 4047.45 449.72
Ciklicki blokirani Jacobi r = 8 9 3361.24 373.47
Ciklicki blokirani Jacobi r = 16 9 4463.01 495.89

Iz posljednjeg primjera vidimo kako je na matricama velikih dimenzija cikli¢ki blo-
kirani Jacobijev algoritam efikasniji od obi¢nog Sto je rezultat efikasnijeg izvodenja ma-
tri¢cnog mnoZenja na racunalu.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo opisali ideju iterativne Jacobijeve metode za raCunanje svoj-
stvenih vrijednosti pune simetricne matrice. U prvom poglavlju smo naveli osnovne tvrd-
nje o simetriénim matricama i svojstvenim vrijednostima. Drugo poglavlje zapo¢injemo
izvodom same metode 1 dokazujemo njenu konvergenciju. U nastavku smo obradili ne-
koliko razli¢itih varijanti te ih ilustrirali algoritmima. Nakon toga smo naveli rezultate o
toCnosti izraCunatih svojstvenih vrijednosti i vektora,a na samom kraju smo naveli rezul-
tate dobivene testiranjem algoritama, programima izradenim u MATLAB-u, na konkretnim
primjerima iz kojih je vidljiva njihova to€nost.



Summary

In this thesis we have described the idea of iterative Jacobi method for computing eige-
nvalues of a real symmetric matrix. In the first chapter we have named basic claims about
symmetric matrices and eigenvalues. We start the second chapter with derivation of the
method and we prove its convergence. We continue by describing several different variants
and illustrate them with algorithms. After that, we proceed by presenting results on the
accuracy of the calculated eigenvalues and eigenvectors, and at the very end we present the
results obtained by testing the algorithms, by programs made using MATLAB, on specific
examples that demonstrate their accuracy.
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