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Uvod

U ovom diplomskom radu govorimo o proSirenoj Lagrangeovoj funkciji, zasluznoj za vrlo
popularnu tehniku rjeSavanja zadaée uvjetne optimizacije. U sljede¢im poglavljima uvo-
dimo pojam kaznene funkcije. Dokazujemo osnovne teoreme o svodenju zadace uvjetne
minimizacije metodom kaznene funkcije na zadacu bezuvjetne minimizacije. Promatramo
Lagrangeovo pravilo mnozitelja, te ustanovljujemo vezu bezuvjetne minimizacije kaz-
nene funkcije s klasiénim rezultatom o Lagrangeovim multiplikatorima. Prikazat ¢emo
i prakticnu primjenu proSirene Lagrangeove funkcije u numerickom rjeSavanju zadade
uvjetne minimizacije. Rezultati, pojmovi i primjeri preuzeti su iz [1] 1 [2]].



Poglavlje 1

ProsSirenje i Lagrangeovi mnozitelji

1.1 Uvod

Povremeno se susre¢emo sa sljede¢im izvodom Lagrangeovog pravila mnozitelja. Da
bismo minimizirali funkciju f(x) uz ogranienje g(x) = 0, minimizirajmo funkciju F
oblika F(x) = f(x) + Ag(x) bez ogranienja. To daje Lagrangeovo pravilo mnoZitelja
AF(x) = Af(x) + 1Ag(x) = 0 u to¢ki minimuma uz izvorni uvjet g(x) = 0. Iako ovaj
postupak moze biti dobar nacin za pamcenje pravila mnoZitelja prvog reda, on je nezado-
voljavajuéi jer je klasa problema na koje se moZe primijeniti ograni¢ena. Na primjer, u xy
-ravnini, ne moZe se primijeniti na problem minimizacije funkcije f(x,y) = x*> — 3y — y?
uz uvjet g(x,y) = y = 0. IshodiSte je rjeSenje ovog problema. Odgovarajuci Lagrangian,
F(x,y) = f(x,y) + Ag(x,y) = x> + (1 = 3)y — y?, ne poprima minimum niti za jedan A.
Medutim, AF = 0 u ishodiStu kada je A ispravan Lagrangeov mnozitelj, 4 = 3. Postu-
pak ne uspjeva jer ne postoji odredba za konveksiranje funkcije F. Opcenito, konveksnost
je odredena Clanovima drugog reda. Uvjeti drugog reda mogu se mijenjati koriStenjem
prosirene funkcije H = f + Ag + (0-/2)g>. U gore navedenom primjeru,

H(x,y) = X2+ (1-3)y+ (0-; 2)yz.

Gradijent funkcije H se poniStava u ishodistu, a za o = 2 funkcija je konveksna. Izbor
o > 2 konveksira proSirenu funkciju H.

Prethodne napomene sugeriraju da, ako je x, tocka lokalnog minimuma funkcije f uz
uvjet g(x) = 0, tada postoji konstanta A 1 o takvi da xy daje bezuvjetni lokalni minimum
funkciji H = f + Ag + (07/2)g*. Ako je to sludaj, za problem uvjetne minimizacije kaZzemo
da se moze proSiriti. Osim u iznimnim slu¢ajevima, ograni¢eni minimalni problem se moze
povecati. Posebno, to vrijedi u slu¢aju da su ispunjeni dovoljni uvjeti za minimum funkcije
f uz uvjet g(x) = 0.



POGLAVLIJE 1. PROSIRENJE I LAGRANGEOVI MNOZITELIJI 3

Ovo ¢e poglavlje uglavnom biti posve¢eno proucavanju mogucnosti proSirenja. Poka-
zat Ce se da je Lagrangeovo pravilo mnoZitelja posljedica proSirenosti, a da je proSirenje
posljedica ojatanog pravila Lagrangeovog mnozitelja. Kao i prije, prvo ¢emo razmotriti
slucaj uvjeta tipa jednakosti, a zatim proSsiriti nase rezultate na slucaj uvjeta tipa nejedna-
kosti.

Problem moze biti obiCan, a da se ne moZe proSiriti, a problem moze biti proSiren, a
da nije obican. Stoga su moguénost proSirenja i obinosti alternativni, ali ne i ekvivalentni
uvjeti za postojanje odgovarajucih Lagrangeovih mnoZitelja.

U proucavanju moguénosti poveéanja prikladno je koristiti teoriju kaznenih funkcija.
Kaznena funkcija moze se koristiti u racunskom postupku za pronalaZenje rjeSenja
ogranicenog problema minimuma. Takoder se moze koristiti za dobivanje pravila proSirenog
mnozitelja koji je neovisan o pretpostavkama je li problem proSiren i obi¢an.

1.2 Kaznene funkcije

Obicno se rjeSenje problema uvjetne minimizacije moze dobiti kao limes rjeSenja prik-
ladno odabranih problema bezuvjetne minimizacije. To se mozZe uciniti na viSe nacina.
Postupak koji ¢emo koristiti moze se ukratko opisati na sljedeci nacin. Prvo konstru-
iramo nenegativnu funkciju G(x) tako da su toCke koje zadovoljavaju nasa ogranicenja
dane rjeSenjima G(x) = 0. Zatim dodamo kazneni ¢lan oG(x) funkciji F(x) i dobivamo
tocku minimuma x(o) prosirene funkcije H(x, o) = F(x) + 0G(x). U normalnim okolnos-
tima granica xo = lim,_,. x(0) postoji i tocka je minimuma od F uz dana ogranicenja. U
vecini slu€ajeva uvjetujemo tocke x tako da se nalaze unutar zatvorenog skupa N. Ovaj
postupak ilustriramo sljede¢im jednostavnim primjerimja.

Primjer 1.2.1. Tocka (xo, yo) daje minimum funkciji F(x,y) = x> —y* —4y uz uvjet g(x,y) =
y = 0. Ako stavimo

] |
G(x,y) = 5lg(x, n* = Eyz

i na F dodamo kazneni parametar oG, dobivamo prosirenu funkciju

-2
H(x,y;0)=F(x,y) + cG(x,y) = X2 -4y + (02 )yz.

Za svaki o > 2 tocka [x(0),y(0)] = [0,4/(0 — 2)] je minimum od H. Kako o postaje
beskonacna, tocka minimuma (0,4 /(o — 2)] od H konvergira prema tocki minimuma (0, Q)
od F gdje je g = 0.

Zapazite da, ako zamijenimo F s F(x,y) = x[*-y* — 4y — /3, tada H = F + oG
ne uspijeva imati minimum u xy-ravnini. Medutim, ako ogranic¢imo tocke (x,y) da leZe u
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zatvorenoj kugli N polumjera r oko ishodista, tocka minimuma [x(o), y(0)] od H(x,y; o)
na N ce konvergirati prema (xy,y9) = (0,0) kako o postaje beskonacan. Ako je o >
2+ 8/r+2r/3, imamo

8

oc—-2+ Vo2 -40-12

x(0) =0, o) =

kao tocka minimuma od H u N. Ocito je lim,_,., y(o) = 0.

Primjer 1.2.2. Tocka (0, 0) minimiriza funkciju F(x,y) = x*—y—y> uz uvjet g(x,y) = y < 0.
Neka je

1
g (x,y) = max[0, g(x,y)] = max(0,y), G(x,y) = 5[g+(x, W2

Tada je ogranicenje G(x,y) = 0 ekvivalentno ogranicenju g(x,y) < 0. Formiramo proSirenu
Sfunkciju

H(x,y;o0)=F(x,y) + 0G(x,y) = x> - y— y3 + %[maX(O, y)]z.

Ova funkcija ne uspijeva imati minimum u xy-ravnini. Medutim, na zatvorenoj kugli N
polumjera r oko ishodista, H ima tocku minimuma [x(o), y(o)]. Ocito je x(o) = 0. Ako je
o > 3r+ 1/r, tocka [0, y(o)] Ce biti u unutrasnjosti od N i
2
o) = —————.
o+ Vo?-12

Opet tocka [x(o), y(0)] konvergira tocki minimuma (0,0) od F uz uvjet g < 0.
Pomalo degeneriran problem daje

Primjer 1.2.3. Ishodiste (xo, Yo, 20) = (0,0, 0) minimizira funkciju F(x,y,z) = x + yzZ* uz
ogranicenja

g(x,y,2)=x+y <0, h(x,y,2)=-x<0.

Ova ogranicenja nam na neprirodan nacin govore da je x = 0, y = 0. U tom smislu nas
problem nije regularan. Postupajuci kao u Primjeru 1.2.2, konstruiramo pomocénu funkciju

G(x.y.2) = % {[max(0,x + )] + tmax(0, 0}

tako da se gornji uvjeti ekvivalentno zapisuju kao G = 0. Za velike vrijednosti o tocka
minimuma [x(0),y(0),z(0)] od H = F + oG leZi u skupu tocaka za koje vrijedi x < 0,
y <0, te o(x + y*) = v > 0. Koristeéi ovu &injenicu, uocimo da za

1 1
Xo) = — ;3 W) ===, o) =0,
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2

v rjesava jednadibu 2v° — v* = o. Ako je o vrlo velik, (o-/2)"? je izvrsna procjena za v.

Stoga

lim v(o) = 400, lim x(o) =0, Ilim y(o) =0.

o—00 g—00

Kako o ide u beskonacnost, tocka minimuma H konvergira prema tocki minimuma od F s
uz uvjete g <0, h < 0.

Gore navedeni rezultati dovode nas do proucavanja problema miniimizacije funkcije
F(x) na kompaktnom skupu N uz uvjet oblika G(x) = 0. Pretpostavlja se da su funkcije
F i G neprekidne na N. Pretpostavljamo da je G(x) > 0 na N i da skup S toCaka x u
N, gdje je G(x) = 0, nije prazan. Prema Weierstrasseovom teoremu za svako gomiliSte
niza, ove pretpostavke impliciraju da postoji tocka xp u N koja minimizira F na skupu S.
Pretpostavljamo da je x, jedinstven.

Sljedeca lema Ce biti korisna.

Lema 1.2.4. Neka je {0} niz brojeva i {x;} niz tocaka u N tako da je

li;{n oy =0, limsup [F(xq) + O'kG(xk)] < F(xp). (1.1)
k

Tada,

lim Xk = Xo.
k

Dokaz. Ukoliko je G(x) > 0, relacija (1.1) nam govori da je
lim sup F(x;) < F(xp), lilgn G(x) = 0.
k
Iz toga slijedi da za svako gomiliSte niza {x;} mora vrijediti F(x) < F(xg), G(x) =
0. StoviSe, nalazi se u N zbog zatvorenosti skupa N. Bududi da je x, jedinstvena tocka
minimuma od F na N uz uvjet G = 0, imamo x = x,. Posljedi¢no, svaki konvergentni

podniz od {x;} konvergira u xy. Buduci da je {x;} ograniCen, to je moguce samo ako je
xo = limy x;, kao Sto je i trebalo dokazati. O

Sljedeci rezultat je jednostavan.

Teorem 1.2.5. Neka je x(0) tocka minimuma proSirene funkcije
H(x,0) = F(x) + 0G(x) (1.2)
na N. Tada je

lim x(o) = xo, lim oG [x(0)] = 0, (1.3)

g—00
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gdje je xy tocka minimuma of F na S. Ako je 0 < o < 7, imamo

H [x(0),0] < H[x(0,0] < F(xp),

_ _ (1.4)
F[x(c)] < F [x(T] < F(xo), G [x()] 2 G|x(@)] 2 0.
Dokaz. Buduci da G(xp) = 01 x(0) minimizira H(x, 0-), imamo nejednakosti
H[x(0),0] = F[x(0)] + 0G [x(0)] £ H(xp,0) = F(xp), (1.5)

F [x(0)] < F(xo).

Pretpostavimo da je o < o. Privremeno postavljajuéi x = x(0) i x = x(0), imamo nejed-
nakosti
0<HX,0)-H(x,0) = F(X) - F(x) + 0 [G(X) - G(x)],
0<Hx,0)-HX,0)=Fx) - FX) +0[Gx)-GX)],

Zbrajanjem ovih nejednakosti dobijemo da je
0<@-0)[GH) - G

Pa stoga 1 G(x) > G(x). Koristeci ovu Cinjenicu u prvoj od ovih nejednakosti, vidimo da je
F(x) < F(x). Stoga (1.4) vrijedi kada je o < T

Razmotrimo niz {0} koji tezi k +oo i postavimo x, = x(c,). Na temelju (1.5) relacija
(1.1) vrijedi za nizove {07} i {x,}. Prema Lemi I.2.4)imamo

lim x, = (}1_210 x(oy) = Xo.

q—)(x)
Iz te Cinjenice proizlazi da je lim, x(0") = xo. Time je dovrSen dokaz Teorema[1.2.5] i

Korolar 1.2.6. Ako postoji broj o takva da je jedan od uvjeta F [x(0o)] = F(xo),
G [x(0)] = 0 zadovoljen, tada za svaki o > o tocka x, minimizira H na N.

Dokaz. Ako je F [x(0)] = F(xp), tada je G [x(0)] = O prema (1.5). Ako je G [x(c)] = 0,
tada je G [x(0)] = O prema (1.4). Ukoliko je F [x(0)] < F(xp) 1 G [x(0)] = 0 (o = o),
imamo x(0) = Xy (00 = 0) na temelju jedinstvenosti x, kao tocke minimuma F na N uz
uvjet G = 0. m|

Korolar 1.2.7. Ako x, daje lokalni minimum za F, tada postoji broj o takav da xy daje
strogi minimum za H(x, o) kad god je o > oy.

Dokaz. Neka je Ny skup oko x, takav da relacija F(x) > F(xp) vrijedi na Ny. Budu¢i da je
lim,_,., x(0") = xp, postoji broj o takav da je x(c) u Ny. Tada imamo F [x(c)] > F(xo),
kao i F [x(c)] < F(xop). 1z Cega slijedi F [x(c)] = F(xp). S obzirom na Korolar [I.2.6]
imamo x(0) = xy ako je o > 0. 1z toga slijedi da x, daje strogi minimum za H(x, o) kad
god je o > 0, Sto je trebalo 1 dokazati. m|
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Kao neposrednu posljedicu Teorema imamo

Teorem 1.2.8. Neka su f, g1, ..., gm neprekidne funkcije na kompaktnom skupu N. Pretpos-
tavimo da tocka x, daje strogi minimum za f na N uz uvjet

ga(x)=0 (a=1,..,m). (1.6)

Tada je lim,_,, x(07) = xo gdje je x(0) tocka minimuma prosirene funkcije H(x, o) defini-
rane formulama

H(x,0) = f(x) + 0G(x),  G(x) = %[gl(x)z + et g0 (1.7)

te

H[x(0),0] < H[x(0),T] < f(xg) o <o, (18)
FIx(@)] < f[x@)] < f(x0), Glx(@)]2G[x(@] =20 o <7 '

S obzirom na Korolar[1.2.7]i Teorem|l.2.5/imamo sljedeée

Korolar 1.2.9. Ako uz pretpostavke Teorema|l.2.8 xy daje lokalni minimum f tada postoji
broj o takav da x daje strogi minimum na N prosirenoj funkciji H(x, o) kad god je o >
go.

Imamo sljedecée prosirenje Teorema koje ukljucuje proSirenu Lagrangeovu funk-

ciju

m 1 m
Hop0) = f() + ) mago®) + 0G0, G =3 ) [P (19)
a=1

a=1

Teorem 1.2.10. Pretpostavimo da vrijede pretpostavke Teorema Neka je x(u, o)
minimum na N funkcije H(x,u, o) definirane fomulom (1.9). Ako je M ogranicen skup
mnoZitelja u = (uy, ..., iy, tada je

lim x(u, o) = xo, lim oG [x(x(u,0)] =0 (1.10)

uniformno po u € M.

Dokaz. U dokazu izrazavamo nejednakost

H [x(u, o), 1, 0] < H(xo, , 1, ) = f(x0)

u obliku

I ) + ) page 341, 0] + 06 [x(u, )] < f(x0). (1.11)
a=1
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Uzimajucéi u iz skupa M, iz ove nejednakosti zakljucujemo da je

. ) 1 m
lim Glx(u,0)] = lim 2 ;{ga [x(u, )]} = 0.

Stoga
;i_r)r;ga [x(u,0)] =0 (@=1,..,m). (1.12)

Razmotrimo sada okolinu N, od xj. Postoji pozitivan broj o takav da ako je o > oy onda
je x(u, o) u Ny za sve u u M. InaCe postoji za svaki cijeli broj g broj o, > g 1 mnoZitelj y,
u M takav da x, = x(u,, o,) nije u Ny. Prema (1.12) imamo lim,_,« g.(x,) = 0, 1 prema
(1.11) imamo

limsup | £(x,) + 074G (x)| < f(x0).

q%OO

S obzirom na Lemu@]imamo lim,_,, X, = Xo, suprotno naSem izboru x, kao tocke izvan
Ny. 1z ove kontradikcije zaklju¢ujemo da je x(u, o) u Ny kad godjeuu M i o > 0. Bududéi
da je Ny proizvoljan, imamo lim,_,« x(i, o) = X jednoliko za svaki ¢ u M. Kombinirajuéi
ovaj rezultat s (1.11), dobivamo drugu granicu u (1.10). O

Teorem [1.2.5|ima zanimljivu primjenu na kvadratne forme. U tu svrhu podsjetimo da
konus ¢ definiramo kao skup vektora x sa svojstvom da ako je x u &, tada je i ax za sve
skalare a > 0. Uo¢imo kako je x = O u &.

Teorem 1.2.11. Neka je & zatvoreni konus i neka su P(x) i Q(x) dvije kvadratne forme sa
svojstvom da je P(x) > 0 za sve x # 0 u & tako da je Q(x) = 0. Pretpostavimo da je
Q(x) > 0 na é. Tada postoji pozitivna konstanta o takva da za o > o je P(x) + 0 Q(x)
pozitivno za sve x # 0 u &.

Dokaz. Neka je N skup svih vektora u ¢ kojima je |x| < 1. Jasno je da je N kompaktan.
Neka je x(0) tocka minimuma od H(x,o0) = P(x) + cQ(x) na N. Tada je H [x(0),0] <
H(0,0) =0. Ako je x(0) # 01 b = |x(0)|, tada je x(0)/b je jedinicni vektor u N, i

H[x(o), 0l <H <0, b<1.

x(0) (T] _ Hlx(0),0]
b - b2

Iz toga slijedi da ako H [x(0),0] < 0, imamo b = 1. Ako je H[x(0),0] = 01ib < 1,
mozemo x(0°) zamijeniti sa x(0)/b. Dakle, ili je x(o) jedini¢ni vektor, ili je x(o) = 0.
Prema Teoremu s F(x) = P(x) i G(x) = Q(x) imamo lim,_,, x(c") = 0. Bududi da je
|x(0)| = 1 osim ako je x(o) = 0, a to je moguce samo ako je x(o) = 0 za velike vrijednosti



POGLAVLIJE 1. PROSIRENJE I LAGRANGEOVI MNOZITELIJI 9

o. Prema tome postoji konstantma o takva da je x(o) = 0 (o0 > 07), a time 1 takva da je
H(x,0) > 0zasve x # 0u N. Zabilo koji x # O u £ tocka x/|x| jeu N i

H(x,o) = |x|2H(|—x|, 0') > 0.
X

Time je dokazan Teorem [[.2.11] O

1.3 Uklanjanje ogranicenja

Nastavimo proucavanje problema minimizacije funkcije F(x) uz uvjet G(x) = 0, gdje je
G(x) nenegativna funkcija. Pretpostavimo da je x, rjeSenje problema. Tada x, takoder
minimizira proSirenu funkciju H(x) = F(x) + 0G(x) uz uvjet G(x) = 0. U povoljnim
slu¢ajevima konstanta o moZe se odabrati tako da funkcija H(x) ima barem lokalni bezu-
vjetni minimum u xp. U ovom slucaju kaZzemo da se ograni¢enje G(x) = 0 moze ukloniti
dodavanjem oG(x) na F(x). Ovo je jednostavna vrsta proSirenja polazne funkcije cilja.
Svrha ovog odjeljka je pronaci kriterije za F' 1 G koji ¢e nam omoguciti da na ovaj nacin
uklonimo ogranicenje G(x) = 0.

Primjer 1.3.1. Rezultat Teorema[l.2.11] jednostavan je primjer ove vrste prosirenja. Kao
daljnji primjer u xy — ravnini razmotrimo funkciju F(x,y) = x>+ xy+y?, koja ima minimum
u ishodistu uz uvjet G(x,y) = y* = 0. U tom slucaju prosirena funkcija H(x,y) = F(x,y) +
G(x,y) = x> + xy + y* + y* ima lokalni minimum na ishodistu. Medutim, ako odaberemo
G(x,y) = ¥*, ishodiste i dalje minimizira F sa G = 0, ali ne pruza lokalni minimum za
H=F +0G = x>+ xy+y* + oy* bez obzira na to kako je o odabrana.

U sljedecem teoremu pretpostavljamo da je H(x) dva puta diferencijabilan za xj.

Teorem 1.3.2. Ako xq daje lokalni minimum za H(x), tada
VH(xy) =0, H"(xp,h) >0 za svaki h # 0. (1.13)
obrnuto, ako
VH(xy) =0, H" (xg,h) >0 za svaki h # 0. (1.14)
tada postoji okolina Ny oko x( i konstanta T > 0 takva da nejednakost
H(x) > H(xo) + 7lx — xof (1.15)

vrijedi za sve x u Nj.



POGLAVLIJE 1. PROSIRENJE I LAGRANGEOVI MNOZITELIJI 10

Ovaj teorem je utvrden pod pretpostavkama da je H(x) klase C? u okolini x,. Medutim,
u dokazu se koristi ¢injenica da je H(x) dva puta diferencijabilna u xy u smislu da Taylorova
formula

1
H()C() + ]’l) = H()C()) + H,(X(), h) + EHH(X(), h) + R()C(), ]’l)

vrijedi na N sa

R(xo, h)
m =
-0 |h]2

Vracajuci se na problem minimizacije F' uz uvjet G(x) = 0, pretpostavljamo da su
funkcije F 1 G dvaput diferencijabilne u tocki xy u kojoj je G(xy) = 0. Uz pretpostavku
G(x) > 0, tocka xo minimizira G(x). Posljedi¢no, prema Teoremu[1.3.2]

VG(xy) = 0, G"(xp,h) >0 za svaki h # 0. (1.16)
Opcenito, postoji vektor i # 0 takav da je G (xo, h) = 0, ali ne inzistiramo da je to slucaj.
Pretpostavimo da postoji konstanta o takva da x, daje lokalni minimum funkciji H
oblika
H(x) = F(x) + oG(x).
Opet po Teoremu|l.3.2]imamo

VH(xp) = VF(xp) + 0VG(x9) = VF(xp) = 0,

H" (xg,h) = F"(x9,h) + 0G" (x9,h) > 0 za svaki h # 0.

Posljednji uvjet implicira da je F"(xp, ) > 0 kad god je G”(xp,h) = 0. Time je dokazan
sljedeci rezultat.

Teorem 1.3.3. Pretpostavimo da postoji konstanta o takva da x, daje lokalni minimum za
H(x) = F(x) + 0G(x).
Tada x, daje lokalni minimum uz uvjet G(x) = 0. Stovise
VF(xy) =0, F"(x9,h) >0 kad god vrijedi h # 0 i G”(xy, h) = 0. (1.17)

Za obrat ovog rezultata imamo
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Teorem 1.3.4. Pretpostavimo da je
VF(xy) =0, F"(x9,h) >0 kad god vrijedi h # 0iG"(xy,h) = 0. (1.18)
Tada postoje pozitivne konstante o, T i okolina Ny od x takve da, za o > o i funkciju
H(x) = F(x) + 0G(x)
vrijedi nejedakost
H(x) > H(xo) + 7lx — xo* = F(x0) + 7lx — xof* (1.19)
za sve x u Ny. Stovise, nejednakost
F(x) > F(xo) + tlx — xo/* (1.20)

vrijedi za sve x u Ny za koje je G(x) = 0.

Dokaz. Da bismo dokazali ovaj rezultat, uo¢imo da prema (1.18) kvadratne forme P(h) =
F"(x9,h) 1 Q(h) = G"(xy, h) zadovoljavaju pretpostavke Teorema [[.2.11] Stoga postoji
konstanta o takva da

F"(xo, h) + 00G" (x0,h) > 0 za svaki h # 0.
Posljedi¢no funkcija H(x) = F(x) + 0¢G(x) ima svojstvo
VH(xy) = VF(xp) + 0oVG(xp) = 0,

H" (x0, h) = F"(x0,h) + 00G" (x9,h) > 0 (h #0).

Iz Teorema [1.3.2] slijedi da postoje pozitivna konstanta 7 i okolina Ny od x, takve da
(1.19) vrijedi za sve x u Ny. Buduci da je G(x) > 0, ova nejednakost vrijedi i ako o
zamijenimo bilo kojim veéim brojem o. Nejednakost (1.19) se svodi na (1.20) kada je
G(x) = 0. ]

Upravo dobiveni rezultat je lokalni rezultat. Ako xy daje strogi minimum za F uz
uvjet G = 0 na kompaktnom skupu N, moze se dobiti globalni rezultat sljedece prirode.
Pretpostavljamo, naravno, da su F i G neoprekidne na N i da su dvaput diferencijabilne u
X0-
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Teorem 1.3.5. Pretpostavimo da x, daje strogi minimum za F na kompaktnom skupu N uz
uvjet G(x) = 0. Pretpostavimo dalje da je
VF(x) =0, F"(x0,h) >0 kada je h # 0 i G" (hy, h) = 0.

Tada postoje pozitivne konstante o i T takve da nednakost

H(x) > H(xo) + 1lx — xo|* = F(x0) + Tlx — xo|? (1.21)
vrijedi na N, gdje je H = F + 0G i o > 0. Posebno,

F(x) > F(xo) + tlx — xo/* (1.22)

za svaki x u N za koji vrijedi G(x) = 0.

Dokaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju za o = o7y. Prema Teoremu postoje pozitivne
konstante o i 7 1 okolina Ny od x takve da nejednakost (1.21) vrijedina Ngyuz H = F+0(G.
Budu¢i da xy daje minimum za F' na N gdje je G = 0, postoji konstanta 7, takva da

F() = Fxo)
|x — xo[?

za svaki x u N — N, gdje vrijedi G(x) = 0. Postavljajuéi 7| = % min(7, 7y), vidimo da tocka
xo daje lokalni minimum funkciji

F(x) = H(x) — 7y|x — xo*

1 strogi minimum za F na N gdje vrijedi G = 0. Iz Korolara slijedi da postoji
konstanta o7y takva da x; daje strogi minimum na N za

F(x) + 01G(x) = F(x) + (00 + 0)G(x) — T1|x — X0/
Stoga (1.21) vrijedi s T zamijenjenim s 7; 1 0 > 0 + 0. Nazovimo oy + 0y novim 0 1 7
novim 7, dobivamo rezultat naveden u Teoremu |1.3. |
1.4 ProSirivanje i pravilo Lagrangeovog mnozitelja

Sada smo u poziciji da damo alternativu i1 izvod Lagrangeovog pravila mnozitelja. U tu
svrhu razmatramo problem minimizacije funkcije f(x) uz uvjet

gx)=0  (a=1,..,m). (1.23)



POGLAVLIJE 1. PROSIRENJE I LAGRANGEOVI MNOZITELIJI 13

Pretpostavljamo da su funkcije f, g1, ..., gn klase C? u okolini tocke x, koja zadovoljava
ograni¢anje. TraZimo uvjete pod kojima postoje mnozitelji 44, ..., 4,, 1 konstanta o takvi da
Xo daje bezuvjetni lokalni minimum proSirenoj funkciji oblika

HO) = f(0)+ ) Aol + 5 D a0 (1.24)
a=1 a=1

Uocimo da je H(x) = f(x) kada su zadovoljeni uvjeti (1.23). Prema tome, ako x, minimi-
zira H(x), tada xy minimizira f(x) uz uvjet (1.23). Ako postoji funkcija H ovog tipa, reci
¢emo da je na$ problem proSiriv u x,. Ako je doista na$ problem proSiriv u xj, zamjena f
s H moZe se promatrati kao postupak koji nam dopusta da uklonimo uvjete (1.23).

Ovu pojavu ilustriramo na sljede¢i nacin

Primjer 1.4.1. Nastavljamo s Primjerom 1.2.1., u kojemu se tocka (xy,yy) = (0,0) mini-
mizira

fooy) =x =y =4y uzuvjer glx,y) =y =0,
uocavamo da funkcija

o-2

H(x,y;a'):f+/lg+%g2:x2+( )y2+(/l—4)y

ima strogi minimum u (0,0), ako je A = 4 i o > 2. Isto vrijedi i ako odaberemo npr.
A=4+2yio >0. Zapazimo da je to Lagrangeov mnoZitelj za nas problem. Zamijenimo
li fsaf(x,y)=x>—y>—4y—y3/3iograni¢imo li y uvjetom |y| < r (r > 0), funkcija

¥

2+ (A-4)y-—=—
Y+ ( )y 3

o-2

H(x,y;4,0) = X+

imat e strogi minimum na (0,0) ako je A =4ioc >2+riliakojed =4+2yio > 4.
Zapazimo da, ako je 1 = 4 i o = 4 + 2y?, ogranicenje na y moZe biti odbaceno. Konacno,
ako postavimo g(x,y) = y? i f(x,y) = x> —y> — 4y, tada H = x> — 4y + (1 — 1)y* + (o/2)y*
ne moZe imati minimum na (0,0) za bilo koje A i o, iako ishodiste minimizira f uz uvjet
g = 0. Medutim, ako je g = y* i f = x* — y* — 4y? odgovarajuca funkcija H s A = 4io > 2
Jje minimizirana u ishodistu.

Primjer 1.4.2. Jasno je da funkcija f(x,y) = x> + 2x + y* ima strogi lokalni minimum u
tocki (xo,yo) = (0,0) uz uvjet g(x,y) = xy —x = 0. Buduci da je Vg # 0 u (0,0), problem
je normalan u (0,0). Medutim, ovaj se problem ne moZe prosiriti, razmotrimo funkciju

H=f+/lg+%g2:x2[1+%(y—1)2]+(2—/l)x+/lxy+y4.



POGLAVLIJE 1. PROSIRENJE I LAGRANGEOVI MNOZITELIJI 14

Ako je VH = 0 u (0,0), moramo imati A = 2. Stoga H mora biti oblika
H = X*[1+(0/2)(y=1)*1+2xy+y*. MoZemo pretpostaviti da je o > 0. Ako je y* < 1/(1+207)
ix=~[y/(1+20)], vidimo da

H(x,y) < y* (y2 - ) <0 = H(0,0).

1+20

Iz toga slijedi da na$ problem nije prosiriv u (0,0). Medutim, moZe se prosiriti ako
ograni¢enje xy — x = 0 zamijenimo ekvivalentnim lokalnim ograni¢enjem x = 0.

Sada se vraCamo na opci problem i pretpostavljamo da postoji funkcija H(x) oblika
(1.24) koja ima lokalni minimum u toc€ki x, koja zadovoljava ograni¢enja (1.23). Postav-
ljanjem

1
F=f+A4g +..+dugn G= E(gf +..+g2),
vidimo da je H tipa
H(x) = F(x) + 0G(x)

o kojem smo raspravili u Poglavlju 1.3. Imamo

m

VG(xo) =0, G'(xo,h) = ) [ (xo, M.

a=1
Buduci da xy minimizira H(x), iz Teorema|l.3.3slijedi da

VF(x0) =0, F'(xo,h) 20 kadaje G"(xo,h) = ) [g}(xo, )] =0

a=1

ili ekvivalentno
VF(x0) =0, F"(xo,h) >0  kadaje g, (xo,h) =0 (=1,...,m). (1.25)
Time se utvrduje sljedeéa posljedica proSirenja.

Teorem 1.4.3. Ako xy daje lokalni minimum funkciji H oblika
H() = f(x) + Zl Aaga() + 3 Zl [8a (0T,
onda funkcija F mora biti Lagrangeova funkcija u smislu da vrijedi pravilo Lagrangeovog

mnoZenja (1.25). Osim toga, xo daje lokalni minimum za f(x) uz uvjet go(x) = 0 (a =
1,...,m).
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Lagrangeovo pravilo mnozitelja (1.25) ustanovljeno je u Teoremu|1.2.8] pod alternativ-
nom hipotezom da su gradijenti Vg(xo), ..., Vg, (xo) linearno neovisni. Kao u 3. odjeljku,
jacamo pravilo mnoZenja (1.25) iskljucivanjem jednakosti u (1.25) kada je & # 0. Ojacano
pravilo mnozZitelja Lagrangea tada poprima oblik

VF(X()):O, gdjejeF:f+/11g1 +...+/11g1,

F"(x0,h) >0 akojeh#0ig,(xo,h)=0 (a=1,..,m). (1.26)
Prisjetimo se kako je

m

G"(xo. ) = ) &4 (xo, M.

a=1

Vidimo da je g/,(xo,h) = 0 (@ = 1, ...,m) ako 1 samo ako je G"(xy, h) = 0. iz toga slijedi da
se relacija (1.26) moze zapisati u obliku

F"(x0,h) >0  akoje h# 0iG"(xp,h) =0.

Prema tome, pretpostavke dane u Teoremu [1.3.4| su zadovoljene. Primjenjujuéi Teorem
[1.3.4] na slucaj koji se ovdje razmatra, dobivamo obratnu tvrdnju Teorema [[.4.3] Ovdje i
drugdje podrazumijeva se da xy zadovoljava uvjete (1.23).

Teorem 1.4.4. Ako ojacano pravilo mnoZitelja Lagrangea (1.26) vrijedi na x, s mnoZiteljima
Ay, ..., Ay tada postoje pozitivni brojevi o i T i okolina Ny od x, takvi da nejednakost

H(x) > H(xp) + Tlx — x> = f(x0) + 7lx — xof? (1.27)

vrijedi za sve x u Ny, gdje

HO) = f0)+ ) Aagal) + 5 ) [2a(0F (1.28)
a=1

a=1

Konkretno, ako tocka x u Ny zadovoljava uvjete g,(x) = 0 (a = 1, ..., m), tada je
F) = f(xo) + 7lx = xol’. (1.29)

Imamo sljedece proSirenje naSeg posljednjeg rezultata.
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Teorem 1.4.5. Tvrdnja Teorema i dalje vrijedi ako funkciju H(x) definiranu s (1.28)
zamijenimo opcenitijom funkcijom

(2] (o = 00), (1.30)

M=

H) = f()+ ) 1o(08a(0) + 5

a=1 o’

Il
—_

gdje su i (X), ..., uy(x) funkcije klase C' na N za koje vrijedi
Uo(X0) = Ay (a=1,..,m). (1.31)
U ovom slu€aju H ima oblik
H(x) = F(x) + 0G(x),

gdje su
FO=F@+K®, K0 =) [0 - Llg(0,  F@) =)+ ) dga(0.
a=1 a=1

Na temelju sljedeée leme, K(x) je dvaput diferencijabilna u x,. Stovise, prema (1.32)
vrijedi da je

VK() =0, Ko, h) =2 )" 4 (o, gl (x0, h).
a=1
Stoga K" (xo,h) = 0, F”(xo,h) = F”(xo, h), &im je

[g.. (x0, h)]2 =0.

M=

G" (xo, h) =

1l
—_

Iz (1.26) slijedi da je
VF(x) =0, F"(x0,h) >0 ¢imjeh#0 i G”(xo,h) =0.

Primjenom Teorema na H = F + oG dobivamo tvrdnju Teorema
Cinjenica da je gore opisana funkcija K(x) dvaput diferencijabilna u x slijedi iz sljedecée
leme.

Lema 1.4.6. Neka su u(x) i v(x) funkcije za koje vrijedi u(xy) = v(xg) = 0. Ako suuiv
diferencijabilne u xo, tada je umnoZak u(x)v(x) dvaput diferencijabilan u x,. Stovise,

w” (xg, h) = 2u’ (xo, h)V' (x0, h). (1.32)
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Dokaz. OCito je w(xg) = 01 Vw(xg) = u(xo)Vv(xg) + Vu(xo)v(xg) = 0. Budu¢idasuuiv
diferencijabilne u xy, imamo

u(xo + h) = u'(xo, h) + r(h), v(xg + h) =V (xo, h) + s(h),

gdje su

r(h) s(h)

—~— =0 = -0

h—0 |h| ’ h—0 |h|
Stoga je
w(xo + h) = ' (xo, B)V (xo, h) + R(h)
uz
TE ) e e TRl e
Jasno je
R(h)
R TAT

Prema tome, w je dvaput diferencijabilna u xo, 1 vrijedi (1.32).

Za svaki a funkcije u(x) = po(x) — A, 1 v(x) = go(x) zadovoljavaju pretpostavke ove
leme. Stoga K(x) = Yo [te(x) — A4]84(x) je dvaput diferencijabilna u xg, i K" (xo, h) =
2 Yy ta(xo, gL (X0, h), kao $to je navedeno u dokazu Teoremal[l.3.4] m]

Gore navedeni rezultati su lokalnog karaktera. Globalni rezultat se dobiva kada x, daje
strogi minimum za f uz uvjet (1.23) na kompaktnom skupu N. Pretpostavljamo da su
funkcije f, g1, ..., gm klase C> na N.

Teorem 1.4.7. Ako uz pretpostavke Teorema pretpostavljamo da x, daje strogi mi-
nimum za f(x) na N uz uvjet g,(x) = 0 (@ = 1,...,m), tada konstante o i T opisane u
Teoremu mogu biti odabrane tako da nejednakost

H(x) > H(xp) + t|lx — xo? = f(xo) + 7lx — X0 2

vrijedi za sve x u N, gdje je H definirana formulom (1.30).

Prirodan izbor funkeija p1(x), ..., t,(x) koje se pojavljuju u Teoremima [T.4.3] i je
,u(t(x) = /1(1 (a = 1, cees m)
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1.5 Minimizacija uz jednostavna ogranicenja tipa
nejednakosti

Na prethodnim stranicama temeljili smo nasu teoriju na minimizaciji funkcije H(x) u unu-
tarnjoj tocki x, razmatrane domene. To nas je dovelo do pravila mnoZitelja Lagrangea za
ogranicenja jednakosti. Sada ¢emo razmotriti slucaj u kojem je tocka minimuma na gra-
nici naSe domene minimizacije. NaSa ¢e granica biti jednostavnog tipa. Da bismo opisali
ovu situaciju, bit ¢e prikladno uzeti u obzir nasSe funkcije definirane na otvorenom skupu u

(n + p)-dimenzionalnom prostoru to¢aka (x,y) = (x!, ..., x!,y', ..., y?). Nastojimo minimi-
zirati funkciju H(x, y) uz uvjete oblika
yW<0  (a=1,..,p). (1.33)

Dobiveni rezultati mogu se koristiti za izvodenje Lagrangeovog pravila mnoZitelja za ogra-
nicenja tipa nejednakosti.

Pretpostavimo da nam je dana tocka (xo, yog) koja zadovoljava uvjete (1.33). PreSutno
¢emo pretpostaviti da je barem jedna od komponenti y,), ..., v nula. Medutim, dobiveni
rezultati su valjani ako su svi negativni. S teorijske tocke glediSta mogli bismo pretpostaviti
da su sve te komponente nula, buduci da se negativna y-komponenta moZe smatrati x-
komponentom. Medutim, kako bi se olakSale primjene, bit ¢e prikladno promotriti slucaj
u kojem su neke od y-komponenti iz (xy, yo) negativne. Prema tome kaZzemo da je indeks a
aktivan u (xo, yo) ako je yg = 0 i neaktivan ako je yj < 0.

Pretpostavit ¢emo da je funkcija H(x, y) neprekidna u okolini tocke (xo, yo) 1 da je dva-
put diferencijabilna u (xo,yo). Prvi i1 drugi diferencijali od H u (xo,yo) bit ¢e oznaceni
S

H'(x0, Y05 h, k), H" (x0, Y05 h, k),
gdje je (h, k) = (h', .., W k', ....kP). Za dopustive vektore smjera uvodimo uvjete
k* <0 kada je vy = 0. (1.34)

Zapazimo da je k” proizvoljan kada je y; < 0. Vektori (h, k) koji zadovoljavaju uvjete
(1.34) tvore konveksni konus ;. Ako je (h, k) u {, tada za malu vrijednost ¢, tocke

X=Xxo+th y=yo+tk 0<r<9)
zadovoljavaju uvjete (1.33). Podkonus { konusa ¢, definairan relacijama
k<0 ; akojey; =0,
o0H
; k=0 ; akoje —(x0,y0) <0
oy

igra znacajnu ulogu u uvjetima drugog reda opisanim u sljede¢em teoremu.
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Teorem 1.5.1. Ako tocka (xy,yo) daje lokalni minimum za H(x,y) uz uvjet y* < 0 (@ =

1,..., p), tada je
OH oOH
T(xo,)’o) =0, 3_(x0’y0) <0, pricemu vrijedi jednakost ako je y; < 0. (1.35a)
xl yOf
Stovise
H" (x9,y0; h, k) = 0, ¢im je (h, k) € ¢, (1.35b)

gdje je { konus vektora (h, k) za koje vrijedi
: . OH
k<0 ako je yy =0, k=0 ako je (9_(x0’y0) < 0. (1.36)
y(I

Obratno, ako vrijede uvjeti (1.35) sa strogom nejednakosti u (1.35b) za netrivijalne (h,k),
tada postoji okolina Ny od (xo, yo) i konstanta T > 0 takva da nejednakost

H(x,y) 2 H(x0,0) + | lx = xol* + Iy = yol’] (1.37)

vrijedi za sve (x,y) u Ny kojima je y* <0 (a = 1, ..., p).
Dokaz. Pretpostavimo prvo da (x, yo) daje lokalni minimmum za H(x,y) uz uvjet (1.33).
Tada ocito vrijedi (1.35a), Sto se mozZe vidjeti odgovaraju¢im variranjem svake komponente
zasebno. Neka je (h, k) vektor u konusu £. Tada funkcija
w(t) = H(xo + th,yg + tk) 0<t<o)
ima lokalni minimum za 7 = 0. Stovige, prema (1.35a) i (1.36),
w'(t) = H(xo, Y05 h, k) = 0.
1z Cega slijedi
w”(0) = H" (xo, yo; h, k) > 0.
Time se uspostavlja uvjet drugog reda (1.35b).

Da bismo dokazali posljednji zakljucak u teoremu, pretpostavljamo suprotno.
Tada za svaki prirodni broj g postoji tocka (x,,y,) takva da

172 1
WSO (@=1uph 1=l = x0P + Iy = yoP] <o (1.38a)
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t2
H(x4,y,) — H(x0,0) < 25. (1.38b)

Jasno je (x4, y,) # (x0,y0). Stoga je t, > 0. Zamijenimo nas izvorni niz podnizom, koji je
opet oznacen s {(x,, y,)} tako da jedini¢ni vektori (h, k,) definirani relacijama

Xg — Xi Yg— )Y
hy="21—2 g =22 (1.39)

Iy Iy

konvergiraju vektoru (/, k). Stovise, relacije (1.38) su nepromijenjene ovom zamjenom.
Ponovno numerirajmo indekse 1,...,p tako da jednadzbe (1.35a) postanu

OH OH
—(x0,y0) =0, (i=1,...,n) (x0,¥0) <0, a=1,..,r, (1.40a)
oxt 0y(l
OH
—(x0,y0) =0, B=r+1,..,p. (1.40Db)
P

Uocimo da je kj = y7 /1, < 0 ako je yj = 0. Stoga prema (1.40) imamo

r

OH
H'(x0,y03 hg, kg) = a—ya(xo,)’o)ka > 0. (1.41)

Budu¢i da je x, = xo + t,h,,y, = yo + t;k,, 1z Taylorove formule slijedi da se nejednakost
(1.38b) moZe zapisati u obliku

2 2
toH' (X0, Yo hg, kq) + %H”(xo,yo;hq,kq) +R, < Eq,

gdje je
lim — =0. (1.42)
Prepisivanje ove nejednakosti u obliku
H'(x0,y0; hg kg) 1

b ; b b

vidimo, prema (1.42), da
H/(xO’ Yo, hqv kq)

lim sup
g Iy

1
+ EHH(X(),yO;h, k) <0. (1.43)
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Prema (1.41) prvi Clan je nenegativan. Buduci da je lim,_,., t, = 0, slijedi da je

s 4 . — 4 . — r aH a __
(}LIEIOH (x0, Y03 hg, kg) = H'(x0,y0; h, k) = ; 8_y“(xo’y0)k =0,

lim H”(X(), Yo, hq, kq) = H”(.X'(), Yos h’ k) <0.
q—o0

Bududi da je (OH/dy*)(x0,y0) < 01 k* <0 (@ = 1, ..., r), prva od ovih relacija implicira da
je k* =0 (a =1,...,r). Vektor (h, k) je stoga jedini¢ni vektor u konusu £. Time dobivamo
kontradikciju s pretpostavkom da je H" (xo, yo; h, k) > 0 za vektor (h, k) € ¢. O

Primjer 1.5.2. U dvodimenzijalnom slucaju uocimo da tocka (0.0) daje strogi minimum
funkciji F(x,y) = x* —y —y> uz uvjet y < 0. Ovdje je F(0,0) = 0, F,(0,0) = -1, i
F"(0,0;h, k) = 2h*. Konus ( definiran s (1.36) je pravac k = 0. Posljedi¢no, uvjeti (1.35)
vrijede sa strogom nejednakosti u (1.35b) za netrivijalne (h,k). Ako je, s druge strane,
F(x,y) = x> =y, tada opet ishodiste daje strogi minimum F uz uvjet y < 0. Imamo da je
F.=F,=0u(0,0). Opet F"(0,0;h, k) = 2h*. Medutim, u ovom slucaju konus ¢ definiran
sa (1.36) sastoji se od svih vektora (h, k). Prema tome, jednakost vrijedi u (1.35b) ako su h
i k proizvoljni.

Rezultat dobiven u Teoremu [I.5.1]igra vaznu ulogu u prouc¢avanju problema minimizi-
ranja funkcije F(x,y) uz uvjete tipa

G(x,y) =0, y<0 (x=1,...,p), (1.44)

gdje je G(x,y) > 0 na razmatranoj domeni. TraZimo uvjete koji impliciraju da rjeSenje
(x0, yo) ovog problema takoder pruza lokalni minimum proSirenoj funkciji oblika

H(x,y) = F(x,y) + 0G(x,y)

uz uvjet y* < 0 (e = 1,..., p). Drugim rije¢ima, nastojimo uklopiti ogranicenje u (1.44)
dodavanjem kaznenog ¢lana oG na F. Da bismo izvrsili nasu analizu, pretpostavljamo da
su F i G neprekidni u okolini (xy, yo) 1 da su dvaput diferencijabilni u (xo, yo). Buduéi da
(x0, yo) minimizira G(x, y), imamo

oG oG :
_-(-x()’y()) = 07 _(XO,YO) =0 (l = 17 s = 1, (RT) p)a (1453)
0x oy”

G"(x0,y0; 0, k) >0  za svaki (h,k). (1.45b)

Ovim moZemo utvrditi
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Teorem 1.5.3. Pretpostavimo da tocka (xy,yo) koja zadovoljava ogranicenja (1.44) daje
lokalni minimum proSirenoj funkciji tipa

H(x,y) = F(x,y) + 0G(x,y)
uz uvjet y* <0 (a = 1,..., p). Tada (xy, yo) daje lokalni minimum za F(x,y) uz uvjete
Gx,y)=0, y*'<0 (a=1,..,p).

Stovise, u tocki (xg, yo) imamo

% =0, gyFa <0 akojey, =0, g}i =0 akojey; =0. (1.46)
Zatim
F” (x0,y0;h,k) >0, (h,k) # (0,0) u { takav da G” (xo, yo; h, k) = 0, (1.47)
gdje je { konus vektora (h, k) definiranih relacijama
k*<0 akojey; =0, k"=0 akoje 3—;(xo,yo) <0. (1.48)

Dokaz. Ovaj rezultat je jednostavna posljedica Teorema [I.5.1] Prvi zakljucak je neposre-
dan. Na temelju (1.45a) uvjeti (1.46) za F' su ekvivalentni uvjetima (1.35a) za H = F+0G.
Slijedi da uvjeti (1.36) i (1.48) definiranu isti konus ¢ vektora (A, k). Isto kao

H" (x0,y0; h, k) = F"(x0, yo3 h, k) + 0G" (x0, yo; h, k),

nejednakost (1.47) posljedica nejednakosti (1.35b). O

Pretpostavimo sada da tocka (xy, yo) zadovoljava ogranicenja (1.44) i uvjete prvog reda
(1.46). Pretpostavimo nadalje da vrijedi uvjet drugog reda (1.47) uz iskljucenu jednakost.
Tada kvadratne forme P i Q zadovoljavaju pretpostavke Teorema[I.2.11]o konusu ¢ defini-
ranom s (1.48). Prema tome postoji konstantan o takav da

F""(x0, 05 h, k) + 070G (x0, yo, h, k) >0 za svaki (h,k) # (0,0) u Z.

Slijedi da funkcija F zadovoljava uvjete (1.35) sa strogom nejednakosti u (1.35b). Kao
posljedica zakljucka Teorema|I.5.1] imamo sljedeéi oblik Teorema[l.5.3|za o = o7 i stoga
Za o 2 0.
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Teorem 1.5.4. Pretpostavimo da uvjeti (1.46) vrijede u tocki (xo, yo) koja zadovoljava za-
dane uvjete (1.44). Ako uvjet drugog reda (1.47) vrijedi uz strogu nejednakost, tada postoje
konstante o, T i okolina Ny od (xy, o) takve da nejednakost

H(x,y) 2 H(x0,0) + | Ix = xol* + Iy = yol’] (1.49)
vrijedi za sve (x,y) u Ny kojima je y* <0 (a = 1, ..., p), gdje je
H(x,y) = F(x,y)+ 0G(x,y) (0 = 09). (1.50)
Konkretno, ako tocka (x,y) u No zadovoljava ogranicenja (1.44), tada
F(x,y) > F(x0,y0) + 7 |lx = xol” + Iy = yol’]. (1.51)

Kombiniraju¢i ovaj rezultat s Korolarom i Teoremom [1.2.5| imamo slijedece

Korolar 1.5.5. Pretpostavimo da vrijede pretpostavke Teorema Uz to pretpostavimo
da (xo,yo0) daje strogi minimum za F na kompaktnom skupu uz uvjete (1.44). Tada se o i
T mogu odabrati tako da (1.49) vrijedi za sve (x,y) u N uz y* <0 (a = 1, ..., p).

Sljedeci primjer pokazuje da tocka (xo, yo) ne mora minimizirati funkciju oblika H(x, y) =
F(x,y) + 0G(x,y) (oo > 0) ¢ak 1 ako su uvjeti (1.46) i (1.47) zadovoljeni, a tocka (xg, yo)
daje strogi lokalni minimum za F(x,y) uz uvjet G(x,y) =0, y* <0 (@ = 1, ..., p). U ovom
primjeru koristit éemo simbol (dx, dy) umjesto (h, k) za varijacije (xg, o).

Primjer 1.5.6. Neka je N skup tocaka u xyz-prostoru gdje je |x| < 1i|y| < 1. Lako se moZe
provjeriti da tocka (xo, o, 20) = (0,0, 0) daje strogi minimum za F(x,y,z) = x*>+2xy+y*—2z
na N uz uvjet z < 0. U (0,0,0) imamo F, = F, = 0i F, = =2 < 0. Prema tome, vrijedi
uvjet (1.46). Buduci da je F, = =2 < 0 konus { definiran s (1.48) se sastoji od svih vektora
(6x, 8y, 67) gdje vrijedi 6z = 0. Ogranicenje G”(0,0,0, 5x, 8y, 67) = (=6x — 6z)*> = 0 govori
nam da je 5x = =6z = 0. Slijedi da je F" (0,0, 0;6x, 8y, 6z) = 2(6x)?> + 4(6x)(0y) = 0. Kao
posljedica vrijedi i uvjet (1.47). Odaberimo z < 0 i izrazimo funkciju H = F + oG u obliku

H(x,y,2) = x* [1 + %(y - 1)2] +2xy+yt =2+ 0x(y - D]z + %zz.
Uocimo da, ako je |y| < 1, kao S$to smo pretpostavili, onda je

H(x,y,0) < x*(1 +20) + 2xy + y*.

Stoga, ako je

0<y? , = ,
<Y < Tr T 1+20
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imamo

H(x,y,2) Syz(yz— N +20_) <0

Prema tome, za svaku o > 0 tocka (0,0,0) ne uspijeva minimizirati H(x,y,z) uz uvjet
z<0.

1.6 Prosirivost u slu¢aju ogranicenja tipa nejednakosti

Sada smo u poziciji da prou¢avamo problem minimiziranja funkcije f(x) uz uvjete oblika
8x)<0 (a=1,...p), gx)=0 B=p+1,..,m). (1.52)

Sluc¢aj p = 0 proucavan je u odjeljku ovog poglavlja. Neka je x, tocka koja zadovoljava
ove uvjete. Pretpostavljamo da su funkcije f, g1, ..., g, neprekidne u okolini od x, i dvaput
diferencijabilne u x.

Kao i u slu€aju ogranienja nejednakosti, imamo Lagrangeovo pravilo mnoZitelja po-
vezano s nasim problemom. Ako je toc¢ka x, rjeSenje naseg problema, tada pod odredenim
dodatnim pretpostavkama pravilo Lagrangeovog mnozitelja mora vrijediti u xy. Suprotno
tome, ako ojacani oblik ovog pravila mnozZitelja vrijedi u xy, tada x, daje strogi lokalni
minimum za f uz naSe uvjete.

Reci ¢e se da pravilo mnoZitelja Lagrangea vrijedi u x, ako (i) to¢ka x, zadovoljava
ogranicenja (1.52), i (i1) postoje mnozitelji 4y, ..., 4,, takvi da

=20 (x=1,..,p), A,=0 akoje g.,(x9) <0, (1.53a)
VF(x0) =0, gdjeje F=f+A1g + ...+ An&m (1.53b)
F"(xo,h) >0 zasvakih#0ul. (1.53c¢)

gdje je ¢ skup svih vektora & tako da je
g, (x0,h) <0 akoje g,(xp) =0ia <p, (1.54a)
gu(x0,h) =0 akojed, >0 i a<p, gyxo,h)=0 (B=p+1,..,m).
(1.54b)

Zapazimo da, ako je a indeks takav da je g,(xo) < 0, uvjet g,(x) < 0 vrijedi u okolini od
xo. Posljedi¢no, takvo ogranicenje ne igra nikakvu ulogu u lokalnim razmatranjima o x.
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To se vidi u &injenici da je A, = 0 za indeks ovog tipa. StoviSe, ovi indeksi su izostavljeni
u uvjetima (1.54).

Ako je jednakost iskljuc¢ena u (1.53c), dobivamo ojacano pravilo Lagrangeovog mnoZitelja
za nas$ problem u xy.

U nastavku, nastojimo pojednostaviti nas problem uklanjanjem ogranicenja. U tu svrhu
uvodimo slabe varijable y', ..., y? i zapisujemo ograni¢enja (1.52) u obliku

<0, g'W-y=0, gx=0 (e=1,..p;=p+1,.,m). (1.55)

Uvodimo prosirenu funkciju

Hwy) = £+ Z,,; Ao lga) =] + ﬂzmll Ags(D) + Gy, (156)

die je
Gy =50 Zl (a0 — T+ ﬁ:Zil g5 ). (1.5

tako da
Yo = 8alx0) (@ =1,..,p). (1.58)

Zapazimo da je H(x,y) = f(x) uz uvjete (1.55). Posljedi¢no (xy,yy) minimizira H uz
uvjete (1.55) ako i samo ako je xj rjeSenje naSeg izvornog problema. Reci ¢emo da se nas
problem moze proSiriti u xy ako se mnozitelji Ay, ..., 4, 1 konstanta o- u H mogu odabrati
tako da (xg, yo) daje minimum za H(x,y) uz jednostavniji uvjet y* < 0. Pokazat ¢emo da
postoji uska veza izmedu pravila Lagrangeovog mnozitelja i mogucnosti proSirenja. Ali
prvo razmotrimo sljedeée primjere.

Primjer 1.6.1. U xy-ravnini toc¢ka (0,0) daje lokalni minimum za f(x,y) = —x* + 4y + xy
uz uvjet g(x,y) = x> —y < 0. U ovom slucaju gradijent od F = f + Ag = (1 — 1)x* + (4 —
A)y + xy nestaje u (0,0) samo ako je A = 4. Posljedicno A = 4 je odgovarajuci Lagrangeov
mnofzitelj. Uo¢imo da F = 3x* + xy ne uspijeva imati bezuvjetni lokalni minimum u (0, 0).
Medutim, ako je o > 2, proSirena funkcija

H(x,y,?) =f+ﬂ(g—z)+%(g—z)2 = 3xz+xy—4z+%(xz—y—z)2

ima minimum u (0, 0,0) uzuvjetz < 0, te |x| < 1i|y| < 1, Sto se lako provjerava. Konkretno,
ako postavimo z = 0 vidimo da (x,y) = (0,0) minimizira funkciju

H(x,y,0) = f+ g + %gz = 3%’ + xy + %(x2 —y)2
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na kvadratu |x| < 1,]y| < 1. Ako odaberemo 7z = x* — y kada je x* —y < 0i z = 0 kada je
x*—y >0, tada je x* — y — z = max(0, x*> — y). Stoga (x,y) = (0,0) daje strogi minimum
Sfunkciji

A 2
H(x,y) = —=x* + 4y + xy + 4max(0, x* — y) + %- [maX(O, X - y)]
za o > 2 na jedini¢nom kvadratu |x| < 1, |y| < 1.

Primjer 1.6.2. Ishodiste (x,v,z) = (0,0,0) daje minimum za f(x,y,z) = 2x —y + 2* uz
uvjete x +y* < 0, —x < 0. Postavljanjem

Fx,y,2) =2x—-y+ 2+ Alx + yz) + u(—=x),

vidimo da u (0,0,0) F, =2+ A —u, F, = =1, F, = 0. Ne postoji vrijednost A,u za koju
bismo dobilida je Fy = Fy, = F, = 0u (0,0,0). Lagrangeovo pravilo mnoZitelja stoga ne
vrijedi iako ishodiste daje globalni strogi minimum nasem problemu. To slijedi jer uvjeti
x +y* <0, —x < 0 predstavljaju neprirodan nacin da se kaZe da je x = y = 0. Ako
originalna ogranicenja zamijenimo ogranicenjima x = 0, y = 0 ili s Cetiri ogranicenja
x<0,-x<0,y<0, -y <0, pravilo Lagrangeovog mnoZitelja vrijedi u (0,0, 0) i nas je
problem prosiriv.

Sada ¢emo vidjeti da je Lagrangeovo pravilo mnozitelja (1.53) posljedica proSirenja.
Stovise, pokazat éemo da ojacano pravilo Lagrangeovih mnoZitelja implicira moguénost
proSirenja. Sljedeci primjer pokazuje da to¢ka xy moze biti tocka strogog minimuma za nas
izvorni problem i da pravilo mnozenja (1.53) mozZe vrijediti u xy bez mogucnosti proSirenja
naSeg problema u xy. Ovaj problem ima dodatnu znacajku da imamo reguralnost u xp u
smislu da su gradijenti Vg, (xo) (¥ = ¥1,...,7,) linearno neovisni, gdje su vy, ..., ¥, indeksi
takvi da je g,(xo) = 0. MozZe se pokazati da uz pretpostavku regularnosti tocka lokalnog
minimuma zadovoljava uvjete (1.53).xy na naSe izvorne probleme podrazumijeva pravilo
mnozitelja (1.53). Posljedi¢no, navedeni uvjet regularnosti (ali i neke druge varijante) 1
mogucnost proSirenja su alternativni uvjeti koji daju pravilo Lagrangeova mnoZitelja.

Primjer 1.6.3. Neka je N unutrasnjost jedinicnog kvadrata |x| < 1, |y| < 1. Tocka (xg, yo) =
(0,0) daje strogi minimum funkciji f(x,y) = x*> + 2x + y* na N uz uvjet g(x,y) = xy — x <
0. Uocimo kako je Vg(0,0) # 0. LagranZijan F = f 4+ Ag sa A = 2 poprima oblik
F(x,y) = x* +2xy +y*. Imamo F, = F, = 0 u (0,0) i F"(0,0;h,k) = 2h* + 4hk.
Buduci da je A = 2 > 0, vektor (h, k) uz uvjet jednakosti g'(0,0; h,k) = —h = 0. Stoga je
F”(0,0;h,k) = 0. Prema tome, vrijedi uvjet drugog reda (1.53b). Medutim, nas problem
se ne moze prosiriti. U tu svrhu razmotrimo funkcije F = F + A(g —2) i G = %(g - 2)%
Imamo sa, A =2, da je

2 1
F(X,y,Z)=x2+2xy+y4—2z, G(xay,Z)ZE(Xy—X—Z)Z.
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Tocka (0,0,0) daje strogi minimum za F uz uvjete 7 < 0, G(x,y,z) = 0 ako ograni¢imo
(x,y) da bude u jedinicnom kvadratu N. Ako bi nas problem bio proSiriv, tada bi za neke
o > 0 ishodiste (0,0, 0) priustilo lokalni minimum za H uz uvjet z < 0, suprotno rezultatu
dobivenom u Primjeru Prema tome, problem koji je ovdje dat nije proSiriv u tocki

(x0, y0) = (0,0).
Kao prvi rezultat imamo

Teorem 1.6.4. Ako se problem minimizacije f uz uvjete (1.52) moZe proSiriti u x,, pravilo
Lagrangeovog mnoZitelja vrijedi u x.

Dokaz. Prema naSim pretpostavkama postoji funkcija H oblika (1.56) koja ima lokalni
minimum u (xg, yp) uz uvjet y < 0. Ovdje je yo zadan s (1.58). Uocimo da je funkcija H
oblika

H(x,y) = F(x,y) + 0G(x,y),

gdje je G dan pomocu (1.57) 1
R P m
Fr.y)=F) - Y A", F@)=f(0+ ) ,8,x). (1.59)
a=1 y=1

Prema Teoremu [1.5.3]imamo u (xo, yo)

oF OF oF
—=—=0, —=-4,<0 ko je yg =0,
oxt ox' oy” axoJe Yo

— =-4,=0 akojey; <0, (1.60a)
F” (x0,y0; 1, k) = F"(x0,h) >0 akoje (h,k) ul

i G"(x0,y03 k) =0, (1.60b)

Gdje je ¢ skup vektora (4, k) tako da

oF
k<0 ako jey, =0, k=0 akojea— =-1, <0. (1.61)
yOf
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Teorem je stoga dokazan, ako su uvjeti (1.60) ekvivalentni uvjetima (1.53). Uvjeti (1.60a)
vrijede ako i samo ako je VF(xyp) =014, 20 (a =1,...,p), uz 4, = 0 ako je g,(xp) < 0.
Stoga je (1.60a) ekvivalentan uvjetima (1.53a) i (1.53b). Uvjet

P

G (xo0, 303 1 k) = Y [g4 (0, ) = kT + > ghlixo, h)? = 0

a=1 B=p+1

vrijedi ako i samo ako
k* =gl (x0,h) (ax=1,..,p), g;(xo,h) =0 B=p+1,..,m). (1.62)
Prema tome, ako vrijede (1.61) 1 (1.62), imamo
8o(x0,h) <0 akoje go(xo) =0,  g(x0,h) =0 akoje A, >0,  gy(xo,h) =0.

To su uvjeti (1.54) koji definiraju konus ¢ u uvjetu (1.53c). Obrnuto, ako je 4 u £, tada ako
postavimo k% = g’ (xo, k), vektor (h, k) je u Z i vrijedi G”(xo, yo; h,k) = 0. Ova Cinjenica
utvrduje jednakost uvjeta (1.53c) 1 (1.60b). O

Iz upravo navedenih argumenata jasno je da je ojacano pravilo Lagrangeovog mnoZitelja
u xo ekvivalentno uvjetu (1.60) u (xg, yo), ojacano tako da iskljuci jednakost u (1.60b) kada
je (h,k) # (0,0). Kada se koristi ova Cinjenica, iz Teorema |1.5.4{slijedi da postoji okolina
Ny od (x¢, yo) 1 pozitivne konstante o 1 7 takve da, ako je o > o,

H(x,y) 2 H(x0,0) + 27 [Ix = %o + [y = yoP’] (1.63)

kad god je (x,y) u Nyiy* <0 (@ = 1,..., p). Pokazat ¢emo da postoji okolina Ny od xy u
x-prostoru takva da, ako je oy dovoljno velik, onda za o > o, imamo

H(x,y) = H(xo,yo) + 7lx = xol” = f(x0) + 7lx = xo/” (1.64)

zasve (x,y) sxuNy1y* <0 (a = 1,....,p). U tu svrhu odaberimo zatvorenu kuglu
N, oko x, polumjera r i konstantu ¢ tako da je skup N tofaka (x,y) kojima je x u Ny i
ga(x) = y°| < (26)"? (@ = 1, ..., p) je podskup Ny. Neka je M minimum od F(x) na Np.
Povecajmo gore odabranu konstantu o tako da

M + 096 > f(xo) + 777 (1.65)

Razmotrimo sada to¢ku (x, y) kojoj je x u Ny i y* < 0 (e = 1,...,p). Ako je (x,y) u N,
tada je (x,y)u Ny. U ovom slucaju vrijedi (1.63) i stoga (1.64). Ako (x,y) nije u N, tada je
G(x,y) =20,y <0,1

p
H(x,y) = F(x) — Z A"+ 0G(x,y) = M + 096 > f(xg) + .

a=1

Buducdi da |x — xo| < r, nejednakost (1.64) vrijedi i u ovom slucaju. To dokazuje
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Teorem 1.6.5. Pretpostavimo da ojacano pravilo Lagrangeovog mnoZitelja vrijedi u xg s
mnoZiteljima Ay, ..., A,,. Neka je y; = go(x0) (@ = 1, ..., p). Tada postoje konstante o i T
te okolina Ny od xy u x-prostoru takvi da, ako je o > oy i H(x,y) definiran s (1.56), onda
nejednakost

H(x,y) > H(xo,Y0) + tlx — x> = f(x0) + 7lx — xo/? (1.66)

vrijedi za sve (x,y) takve da je x u Ny i y* <0 (a = 1,..., p).

Ograni¢enja y* < 0 (@ = 1,..,p) sa y* = —(z%)?, gdje su z',...,z” nove varijable.
Podsjetimo da, ako tocka (x,y) zadovoljava ogranicenja (1.55), H(x,y) = f(x) 1 tocka x
zadovoljava izvorna ogranicenja

8(x) <0 (a=1,.,p), gx)=0 @B=p+1,.,m). (1.67)

Kao posljedica te Cinjenice iz Teorema dobivamo sljedeci teorem dovoljnosti za na$
izvorni problem.

Teorem 1.6.6. Ako ojacano pravilo Lagrangeovog mnoZitelja vrijedi u x,, tada postoje
konstanta T > 0 i okolina Ny od x, takvi da nejednakost

F(x) > f(x0) + 7lx = xof (1.68)

vrijedi za svaki x u Ny koji zadovoljava ogranic¢enja (1.67). Ako dodatno vrijedi da su
f> &1, ..., 8m neprekidni na kompaktnom skupu N i da x, daje strogi minimum za f na N uz
ogranicenja (1.67), tada se T moZe modificirati tako da nejednakost (1.68) vrijedi na N uz
ogranicenja (1.67).

Posljednji zakljucak u teoremu slijedi iz prvog jednostavnim argumentom neprekid-
nosti. Na sli¢an nacin, dat u Teoremu [1.6.5] moZe se N, zamijeniti ve¢im kompaktnim
skupom N kojem su f, g1, ..., g» neprekidne ako x, daje strogi minimum za f na N uz uvjet
(1.66). Ovaj rezultat slijedi iz Korolara m Kako bismo eliminirali uvjete na y', ..., y”,
mozemo koristiti uredaj koriSten u dokazu Teorema [[.6.5]

Daljnja posljedica Teorema [I.6.5] dobiva se odabirom y* = 0 a kad god je g,(x) > O a
y* = g.(x) inace. Uz ovaj odabir imamo

g2o(x) —y* =max [0,g,(x)] (a=1,..,p). (1.69)

Odgovarajuca vrijednost H(x,y) je

AW = [0+ ) A0+ 5 > [B0)] (1.70)
a=1 y=1
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gdje je
8.(x) =max [0, g,(x)] (a=1,..,p),
gp(x)=gp(x) B=p+1,..,m). (1.71)
Zapazimo da su ogranicenja (1.67) ekvivalentna ograni¢enjima jednakosti
5H(x)=0 (y=1..m). (1.72)

S obzirom na Teorem imamo

Teorem 1.6.7. Pretpostavimo da pravilo ojacanog mnoZitelja vrijedi u xy s mnoZiteljima
A1y oy Ay Tada postoji okolina Ny od x, i pozitivne konstante o i T takve da za o > o i
H(x) definirane s (1.70) imamo

H(x) > Hy(x) + tlx — x> = f(x0) + Tlx — X0/ (1.73)

za svaki x u Ny. Ako uz to xy daje strogi minimum za f na kompaktnom skupu N uz uvjet
&/(x)=0(y=1,..,m), tada se oy i T mogu odabrati tako da (1.73) vrijedi za N.

Dokaz. U posljednjem zakljucku pretpostavljamo, naravno, da su funkcije f neprekidne
na N.

Razmotrimo funkciju H(x,y) definiranu formulom (1.55)saoc > 0id, > 0 (@ =
1,...,p). Neka je

H(x) = min H(x, y) tako da je y* < 0. (1.74)

Isto kao

OH

m = A, — O-[ga'(-x) - ya] s
y

ovaj minimum se postize kada je

/l(l . /la/ . -
Y= — +g.(x) akoje — +g,(x) <0, y*=0inale.
% o

Za ove vrijednosti y* imamo

Ao
ga(x) - ya = max [_ , g(l('x)
(oA
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Zatim slijedi

- < O L 2

A(x) = f(x) + ; e + 5 ; 3,()] (1.75)
gdje je

- Ao

8o(x) = max [—;,gw(x)] (=1,..,p),

g(x)=gg(x) @B=p+1,..,m).
O

Iz ovog rezultata vidimo da, ako ojacano pravilo Lagrangeova mnozitelja vrijedi s
mnoziteljima 4y, ..., 4,,, postoji konstanta o takva da za o > o tocka x, daje strogi mini-
mum funkciji H(x) definiranoj formulom (1.75).



Poglavlje 2

Numericka metoda zasnovana na
prosirenoj Lagrangeovoj funkciji

2.1 Uvod

Promatrat éemo problem optimizacije definiran na slijede¢i nacin:

f(x) — min,
h(x) =0,
g(x) <0,

xeQ

2.1)

gdjesuh:R" - R" g : R" - R”, f : R" = R neprekidne i Q C R je zatvoren (no nije
nuzno konveksan). U ovom poglavlju neCemo zahtijevati postojanje derivacija.
Lagrangeovu funkciju L ¢emo definirati kao:

m p
L, L) = f) + ) i) + ) pigi() (2.2)
i=1 i=1

za svaki x € Q, 1 € R™, te u € R?, a proSirenu Lagrangeovu funkciju s

2 p
")
i=1

2

max (O, gi(x) + 'Li)
0

(2.3)

m A
Lo L) = 0+ 5 [hi(x) o
i=1

zasvakip >0, x€ Q, 1 € R", te u € RY.
Kako bismo razumjeli znacenje definicije (2.3), prvo promotrimo sluc¢aj kada je 4 = 0
iu = 0. Tada je,

L,(x,0,0) = f(0)+ 5 (IhI +1lg(0-15) (2.4)

32
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Slika 2.1: Skupovi funkcije problema (5)

Stoga, L,(x,0,0) je takozvana vanjska kaznena funkcija koja se podudara s f(x) unutar
izvedivog skupa i kaznjava nedostatak dopustivosti pomocu izraza

£ (GO + llgCo)-15).

Primjer 2.1.1. Razmotrimo problem

f(x) = min, h(x) =0 (2.5)
gdje je
f) = (x; —6)° + 13

h(x) = (x2 = (x1/4)*)* + (x;/4 - 1)* — 1,

Cije je geometrijsko rjesenje predstavljeno na Slici 2.1. Nivo-skupovi funkcije h(x)* su pri-
kazani na Slici 2.2(a), dok Slike 2.2(b)-2.2(d) prokazuju skupove od L,(x,0,0) za p €{1, 100, 1000}.
Lako je vidjeti kako je za p = 1000, kazneni izraz ph(x)* dominira f(x) u L,(x,0,0) pa su

stoga skupovi prikazani u Slici 2.2(a) i 2.2(d) vrlo slic¢ni.
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(b)

(c) ‘Tl (d) 1
Slika 2.2: Skupovi od (a) h(x) i (b)-(d) skupovi od L,(x,0,0) za p € {1, 100, 1000}

To znaci da vanjska kaznena funkcija (2.4) daje malo informacija o naSoj funkciji ako
je p jako velik.

2.2 Algoritam

Sljedeci algoritam je osnovni proSireni Lagrangeov algoritam za rjeSavanje (2.1). Al-
goritam nastavlja minimiziranjem proSirene Lagrangeove funkcije pri svakoj iteraciji i
azuriranjem Lagrangeovih mnozitelja i kaznenih parametara izmedu iteracija. Njegova
opcenitost ¢e nam omoguciti da analiziramo nekoliko posebnih slucajeva koji se bave pro-
blemom (2.1) pod razli¢utim uvjetima.
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Algoritam 1

Neka U dpin < Amars thmax > 0,7 > 1, te 0 < 7 < 1. Netka su jo§ A' € [Ayins Apar]™
I € [0, tmaxl?, te p1 > 0. Inicijaliziramo k « 1.

Korak 1.
Pronadimo x* € R kao aproksimaciju to¢ke minimuma zadace
Ly, (x, A, i) = min, x € Q (2.6)
Korak 2.
IzraCunajmo nove aproksimacije Lagrangeovih mnoZitelja

A4 =2k 4 o, h(xh) (2.7)

W= (o), 28)
Korak 3.
Definiramo
Vi = min{-g;(x"), @ped.i = 1,... p.
akoje k =1ili
max{|[2(OL, [VA]} < 7 max{|[aC DL IV, (2.9)

biramo py,1 > px. Inace, definiramo py, 1 = ypx.

Korak 4.

—k+1 .
Izradunamo A € [Apins Amax]™ 17" € [0, trmax |-
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Korak 5.

Postavimo k « ki vrati se na Korak 1.

Imajmo na umu kako se A**! i g**! ne koriste u ovom algoritmu, ali ée se koristiti u

specifiénijim verzijama kako bih definirali 1 i 7.

Za algoritam 0.1. se kaZze da je konceptualan jer je Korak 1, koji utvrduje da bi ite-
racija x; trebala biti “’pribliZni minimizator” podproblema (2.6), namjerno definiran na
dvosmislen nadin. (Strogo govoredéi, bilo koja totka x* € R” moze se prihvatiti kao “pri-
blizni minimizator”). Za ograniCenja definirana s x € ) ¢emo reci da su “teSka”, ”’jednos-
tavna” ili "neopustajuca”. Izraz "teSko” samo se Cini kontradiktornim od ’jednostavnog’.
Ogranicenja su opcenito jednostavna u smislu da ih nije teSko zadovoljiti. Medutim, ona
su teSka (ili neopustajuéa) u smislu da nije dopusteno ne zadovoljiti ih.

Za py se kaze da su kazneni parametri”. U idealnom slu¢aju, na svakoj ”vanjskoj itera-
ciji” rjeSava se podproblem (2.6) i ako je postignut dovoljan napredak u smislu poboljsanja
dopustivosti 1 komplementarnosti, moze se koristiti isti kazneni parametar na sljedecoj
vanjskoj iteraciji (px+1 = px), dok se kazneni parametar mora povecati ako napredak nije
zadovoljavajuci.

Vrijednosti /_lf /or € R ,Ef /px € R mogu se tumaciti kao "pomaci”. U zadacdi (2.6), ne
kaZnjava se samo krSenje nedopustivosti (to bi bio slucaj ako bi pomaci bili nule), nego

i nedopustivosti uzrokovane pomacima /_lf /px 1 ﬁf /px. Ideja je da Cak i s kaznenim para-
metrom umjerene vrijednosti, razuman odabir pomaka ¢ini mogucu podudarnost ili skoru
podudarnost rjeSenja podproblema (2.6) s Zeljenim minimizatorom (2.1). Pogledajmo sliku
3, gdje usporedujemo rjesenje problema

x —> max,—x <0

sa rjeSenjem podproblema sa p; = 1 1 nultog pomaka (ﬁk = 0) 1 rjeSenjem podproblema sa
Pr = 117to€nim” pomakom (ﬁk = 1).

Pomaci se korigiraju prema formulama (2.7) 1 (2.8). Ideja je sljedeca. Pretpostavimo
da je x* proizasao iz rjeSavanja (6) s pomacima A./py i ii,/pr. Nakon ovog procesa, ako
je gi(x*) > 0, razumno je misliti da pomak treba povecati za iznos te veli¢ine. To dovodi
do formule 1! /p, = " /pr + gi(x*) ili jednakosti ! /o, = /o + gi(x%). Stovise, ako
dopustivost nije narusena i —u*/p; < gi(x*) < 0, izgleda da je pomak bio pretjerano velik
1 da je potrebno smanjenje kako bih se omogucilo g;(x) = 0 u novoj iteraciji, uz moguce
poboljianje funkcije cilja. Stoga se u iduéem koraku uzima p**'/p, = B/pr + gi(x%).
Konacno, ako je g;(x*) < —u*/py, pretpostavljamo da pomak nije bio potreban i da bi trebao
biti nula odsada pa nadalje. Sli¢no se razmiSljanje moze izvesti s obzirom na formulu (2.7),
koja popravlja pomake koji odgovaraju ogranic¢enjima tipa jednakosti.
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Shifted penalty function
T+ (-2 +1)2

Penalty function

T+ 3(—x)2

fa) =z

Slika 2.3: Usporedba rezultata problema x — max, —x < 0 i (a) rjeSenja podproblema sa
pr = 1 bez pomaka (,Ek = 0) i (b) rjesenja podproblema sa p; = 1 i "tocnim” pomakom

@ =1)

Zamislivi su algoritmi u kojima kazneni parametri postaju fiksni i samo se pomaci
mijenjaju. Ovi se algoritmi mogu tumaciti, pod pretpostavkama konveksnosti, kao metode
proksimalne tocke za dualnu zadacu.

U Algoritmu 0.1. ne mijenjaju se samo pomaci, ve¢ se mijenjaju i kazneni parame-
tri prema testu (2.9). U (2.9) razmatra se napredak dviju razli¢itih veli¢ina. S jedne
strane, potreban je napredak u smislu izvedivosti ogranicenja tipa jednakosti, mjereno s
IA(x%)||. U nedostatku pobolj$anja ove mjere nedopustivosti, poveéavamo kazneni parame-
tar. S druge strane, kroz (2.9), takoder je potrebno smanjiti min{— gi(xk),ﬁf.‘ /px}. Imajmo na
umu da ﬁf /px, pomak koji je ve¢ koriSten u (2.6), je nenegativan. Stoga kroz razmatranja
min{—gi(xk),ﬁf/pk} implicitno testiramo napredak u smislu ispujenja ogranic¢enja nejed-
nakosti g;(x) < 0. Zapravo, ako g;(x*) tezi nuli, poboljSanje min{—g,-(xk),ﬁf /px} se vrlo
vjerojatno javlja, neovisno o pomacima ﬁf /px. Zanimljivo je pitanje zaSto je potrebno ovo
poboljsanje ¢ak i u slucaju da je g;(x*) < 01 x* vjerojatno konvergira do tocke u kojoj je
gi(x) neaktivan.
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Odgovor je sljede¢i. Ako je g;(x*) ”vrlo dopustiv” i pomak ,Ef /px je velik, vrlo je vje-
rojatno pomak natjerao g;(x*) da bude vrlo negativan u rjeSenju (6), buduéi da podproblem
kaZnjava odstupanja ogranic¢enja od pomaka, umjesto puke nedopustivosti. Medutim, iako
dobivamo dopustivu tocku, mozda ¢emo dobiti i dopustivu tocku na granici, bududi da se
izvediv skup u ovom slucaju nepotrebno smanjuje, malo je vjerojatno da bi se na ovaj nacin
mogao dobiti optimum. Stoga moramo smanjiti pomak povecanjem kaznenog parametra.

Prema gornjim argumentima, razumno je odabrati nove Lagrangeove
mnozitelje pik i7" kao 4! u**1. Opéenito, to je ono §to se radi u praksi,ali vazno je pri-
paziti na ogranic¢enost {7lk} i {ﬁk}, jer to osigurava prirodno svojstvo: pomaci bi trebali teziti
nuli kada kazneni parametar tezi beskonacnosti. Jasno, ako nas navede da kaznjavamo
krSenja ogranicenja s vrlo velikim p;, nema smisla koristiti pomake daleko od nule jer
bismo u tom slucaju jako kaznjavali dopustive tocke. Dakle, kada p, teZi beskonacnosti,
zdrav razum nalaZe da pomaci trebaju teZiti nuli, a najjednostavniji nacin da se to jamci
je nametanje granica mnoZiteljima. Stoga moZemo misliti na i ﬁk kao na zaSticene
mnoZzitelje.

U kontekstu proSirene Lagrangeove funkcije, neki autori preferiraju, na svakoj vanjskoj
iteraciji, mijenjanje mnozitelja ili kaznenog parametara, ali ne oboje istovremeno. Nasa
formulacija u Algoritmu 0.1. dopusSta tu mogucénost, iako u praksi radije mijenjamo kazneni
parametar 1 mnoZitelje istovremeno.

MozZemo primijetiti da se u gornjem algoritmu ne poziva na diferencijabilnost funkcije
cilja niti ogranicenja. Kazna i ProSirene Lagrangeove ideje su neovisne o stupnju glatkoce
funkcija koje definiraju problem. Ova karakteristika omogucuje primjenu proSirene La-
grangeove tehnike za mnoge nestandardne probleme optimizacije.

2.3 Mnozitelji i neaktivna ogranicenja

Unatoc¢ opcenitosti Algoritma 1, moguce je dokazati korisno svojstvo: mnozitelji koji od-
govaraju neaktivnim ogranicenjima tipa nejednakosti teze nuli, neovisno o dopustivosti
gomiliSta. Imajte na umu da u iskazu teorema [2.3.1] pretpostavlja se postojanje gomilisSta

*

X .

Teorem 2.3.1. Pretpostavimo da je niz {x*} generiran Algoritmom 1. takav da (eventualnim
prelaskom na podniz) limy x; = x*. Tada je za dovoljno velik k

W =0 zasvakii=1,..., p takav da je gi(x*) < 0. (2.10)

Dokaz. Prema (2.8), u**! € R? za svaki k € N.
Pretpostavimo da je g;(x*) < 0ineka je k; € Ni ¢ < 0 tako da je

g:(x*) < ¢ < 0 za svaki k > k.
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Razmatramo dva slucaja:
1. Niz {p;} tezi k beskonacnosti.
2. Niz {p} je ogranicen.

U prvom slucaju, buduci da je {ﬁf} je ogranicen, postoji k, > k; takav da zasvaki k € K,
k> ks,

Hi + pigid) < 0.
Prema (2.8), to implicira da je
Ut =0 zasvaki k € K, k > k.

Razmotrimo sada slu¢aj u kojem je {p;} ogranicen. Tada (2.9) vrijedi za dovoljno velike k,
te je,

lim V¥ = 0.

k—o0

Prema tome,
lim [min{~g;("). 7 /pul| = 0.
Buducdi da je g;(x;) < ¢ < 0 za dovoljno velik k, imamo da je
lim 7/ = 0.
Dakle, buduci da je niz {p;} ogranicen,
lim i =0.

Stoga, za dovoljno velik k € K,

i} + prgi(x) < 0.

Prema definiciji od u**! iz (2.8), ovo implicira da je @f*! = 0 za dovoljno velik k € K, kao

Sto smo htjeli dokazati. O
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Sazetak

U radu se proucava proSirena Lagrangeova funkcija. Za zada¢e minimizacije uz uvjete tipa
nejednakosti i jednakosti uvodi se pojam kaznene funkcije. Dokazuju se osnovni teoremi
o svodenju zadaée uvjetne minimizacije metodom kaznene funkcije na zadacu bezuvjetne
minimizacije.

ProSirena Lagrangeova funkcija se predstavlja u vidu kaznene funkcije. Ustanovljuje
se veza bezuvjetne minimizacije ove funkcije s klasicnim rezultatom o Lagrangeovim
mnoZiteljima. Prikazana je i praktiCna primjena proSirene Lagrangeove funkcije u nu-
merickom rjeSavanju zadace uvjetne minimizacije.



Summary

The thesis studies the augmented Lagrange function. For minimization problems with pre-
sence of equality and inequality constraints the concept of penalty function is introduced.
The basic results on the reduction of constrained minimization problem to the unconditi-
onal minimization problem by the method of penalty function are proved.

The augmented Lagrangian function is represented as a penalty function. The relation
of the unconstrained minimization of this function with the classical results on Lagrange
multipliers is established.

The practical application of the augmented Lagrangian function for the numerical so-
lution of the constrained minimization problem is also presented.
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