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te suprugu Davoru, na bezuvjetnoj podršci tijekom svih ovih godina studiranja.

Hvala Vladi na vjeri u mene, i hvala mojim prijateljicama, Ivani i Mateji na podršci i
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1.6 Kriteriji za ukupnu statističku značajnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.7 Prikaz diskriminacijskih funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.8 Vrednovanje prediktorskih varijabli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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sorti pšenice 46

iv



SADRŽAJ v
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Uvod

Statistika je, prema definiciji, grana primijenjene matematike koja se bavi prikupljanjem,
uredivanjem, analizom i tumačenjem podataka. Kao takva, pronašla je svoju primjenu
u raznim područjima znanstvenih i stručnih djelatnosti; u ekonomiji, medicini, biologiji,
psihologiji, demografiji, itd. U mnogim područjima primjene, od interesa je sposobnost
razlikovanja dviju ili više promatranih skupina prema njihovim odredenim svojstvima. Na
primjer, u liječenju oboljelih osoba, isti lijek jednoj skupini pacijenata pomaže, a drugoj
odmaže. Cilj je otkriti po kojim osobinama se te dvije skupine pacijenata razlikuju, kako
bismo nove pacijente mogli svrstati u ispravnu skupinu i potom im dati lijek ili ne. Metode
kojima pokušavamo svrstati objekte u ispravne skupine nazivaju se klasifikacijske metode,
a jedna od njih je i diskriminantna analiza.

Skupine u diskriminantnoj analizi nazivamo grupe, a promatrana svojstva ili osobine
nazivamo prediktorima. Glavna svrha diskriminantne analize je pokušati predvidjeti pri-
padnost grupi na temelju skupa prediktora, tj. pronaći funkcije prediktorskih varijabli koje
maksimalno separiraju promatrane grupe objekata, a zatim pomoću njih klasificirati nove
objekte u ispravne grupe. Diskriminantna analiza je tehnika koja se koristi kada je zavisna
varijabla kategorijska (grupe), a nezavisne varijable su kontinuirane (prediktori). Dva su
osnovna cilja: pronalaženje prediktivne jednadžbe za klasificiranje novih slučajeva u grupe,
ili tumačenje prediktivne jednadžbe kako bi se bolje razumjeli odnosi koji mogu postojati
medu varijablama.

Izvornu dihotomnu diskriminantnu analizu razvio je Ronald Fisher 1936. godine. Iako
je početno proučavanje diskriminantne analize uključivalo primjenu u biološkim i medi-
cinskim znanostima, usredotočenim na predvidanje pripadnosti grupi, razvila se potreba za
tumačenjem učinka otkrivenog analizom i primjenom analize i u područjima poslovanja,
obrazovanja, inženjerstva i psihologije. Danas je primjena diskriminantne analize česta u
analizi uspjeha novog proizvoda, procjeni kreditnog rizika i bankrota, i sl.

Osnovna podjela diskriminantne analize je na linearnu i kvadratnu diskriminantnu ana-
lizu. U ovom radu, koncentrirat ćemo se na linearnu diskriminantnu analizu, te pokazati
njezinu primjenu kroz dva primjera. U prvom poglavlju upoznat ćemo se sa samom me-
todom, osnovnim pojmovima i ciljevima, te uvjetima i problemima analize. Opisat ćemo
izvodenje i tumačenje diskriminacijskih funkcija i klasifikacijskih jednadžbi. U drugom
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poglavlju, ilustrirat ćemo opisanu analizu na konkretnom primjeru podataka, te pokazati
kako pristupiti podacima koji ne daju zadovoljavajuće rezultate. U trećem poglavlju, pro-
vest ćemo linearnu diskriminantnu analizu na novom skupu podataka, te dati malo detalj-
niju analizu varijabli prediktora kada je njihov doprinos klasifikaciji i separaciji značajan.
Pri analizi podataka, koristit ćemo programski jezik SAS.



Poglavlje 1

Diskriminantna analiza

1.1 Opća namjena i opis metode
Linearna diskriminantna analiza (LDA) nastoji procijeniti linearnu kombinaciju varijabli
koja najbolje diskriminira pripadnost individualnih elemenata odredenoj grupi. Diskrimi-
nacija se postiže izračunom linearnog odnosa varijabli za svaki individualni element na
način da se maksimizira razlika medu grupama (relativni odnos varijance medu grupama
i unutar grupa) pri čemu je moguće, ovisno o istraživačkom okviru, procijeniti više od
jedne diskriminacijske funkcije. Statistički, LDA testira nultu hipotezu jednakosti grup-
nih prosjeka (centroida) za skup nezavisnih varijabli gdje je mjera statističke značajnosti
izračunata na osnovi generalizirane mjere udaljenosti izmedu grupnih centroida.

Diskriminantna analiza slična je višestrukoj regresijskoj analizi, no glavna razlika jest
što LDA dozvoljava kategorijsku zavisnu varijablu. Metodologija LDA slična je regresij-
skoj analizi, tj. svaku nezavisnu varijablu grafički usporedujemo s grupnim varijablama,
zatim biramo varijable kako bismo odredili koje su nezavisne varijable korisne te provo-
dimo analizu reziduala kako bismo odredili točnost diskriminacijskih jednadžbi.

Matematički, diskriminantna analiza usko je povezana s jednosmjernom multivarijat-
nom analizom varijance (MANOVA). Semantički, medutim, dolazi do zabune izmedu MA-
NOVE i LDA jer su u MANOVI nezavisne varijable (kategorijske) grupe, a zavisne (kon-
tinuirane) prediktori, dok su u LDA prediktori nezavisne (kontinuirane), a grupe zavisne
varijable (kategorijske). U ovom radu, da bi izbjegli zabunu, pozivat ćemo se uvijek na
nezavisne varijable kao prediktore i na zavisne varijable kao grupe ili varijable grupiranja.

Druga razlika uključuje tumačenje razlika izmedu prediktora. U MANOVI se često
nastoji odlučiti koje zavisne varijable su povezane s grupnim razlikama, ali rijetko se nas-
toji protumačiti obrazac razlika izmedu zavisnih varijabli kao cjeline. U LDA se često
nastoji protumačiti obrazac razlika izmedu prediktora kao cjeline s ciljem razumijevanja
dimenzija po kojima se grupe razlikuju.
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S ovim pokušajem tumačenja razlika, analiza postaje složenija, jer s više od dvije grupe
može postojati više načina kombiniranja prediktora za razlikovanje grupa. Zapravo, može
postojati onoliko dimenzija koje diskriminiraju grupe, koliko postoji stupnjeva slobode za
grupe ili onoliko koliko je prediktora (ovisno o tome što je manje).[7]

Slika 1.1: Grafički prikaz linearnih diskriminacijskih funkcija za razdvajanje triju grupa
cvijeta irisa iz poznatog Fisherovog primjera
izvor: http://www.sthda.com/english/sthda-upload/figures/machine-learning-
essentials/032-discriminant-analysis-ggplot-lda-1.png

1.2 Pitanja koja se pojavljuju tijekom istraživanja
Primarni cilj istraživanja koja koriste LDA jest pronaći dimenziju ili dimenzije po kojima
se grupe razlikuju, te pronaći klasifikacijske funkcije za predvidanje pripadnosti grupi.
Stupanj u kojem su ti ciljevi ispunjeni ovisi o izboru prediktora.

Glavno pitanje koje se postavlja u LDA jest pitanje značajnosti predikcije, tj. može
li se pripadnost grupi pouzdano predvidjeti pomoću skupa prediktora. U skladu s time,
zanima nas i koliko je dimenzija potrebno da bi se grupe pouzdano razlikovale, tj. koje
diskriminacijske funkcije su statistički značajne, a koje nisu.
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1.2.1 Broj značajnih diskriminacijskih funkcija
Veoma bitno pitanje u diskriminantnoj analizi jest koliko dimenzija je potrebno da bi se
grupe pouzdano razlikovale? Koje diskriminacijske funkcije su statistički značajne, a koje
nisu?

U LDA, prva diskriminacijska funkcija pruža najbolje razdvajanje grupa. Zatim, druga
diskriminacijska funkcija, ortogonalna na prvu, najbolje razdvaja grupe na temelju aso-
cijacija koje se ne koriste u prvoj diskriminacijskoj funkciji. Ovaj postupak pronalaska
uzastopnih ortogonalnih diskriminacijskih funkcija nastavlja se sve dok se ne procijene
sve moguće dimenzije. Kao što smo već naveli, broj mogućih dimenzija ili je jedan manji
od broja grupa ili je jednak broju varijabli prediktora, ovisno o tome što je od toga manje.
Obično samo prva ili prve dvije diskriminacijske funkcije pouzdano razlikuju grupe, dok
preostale funkcije ne pružaju dodatne informacije o pripadnosti grupi i bolje ih je zanema-
riti.

Od važnosti je znati protumačiti dimenzije po kojima se grupe razdvajaju, gdje se na-
laze grupe u odnosu na diskriminacijske funkcije, kako prediktori koreliraju s tim funkci-
jama, te koje se linearne jednadžbe mogu koristiti za klasifikaciju novih slučajeva u grupe.

1.2.2 Adekvatnost klasifikacije
S obzirom na klasifikacijske funkcije, zanima nas koliki udio slučajeva je pravilno klasi-
ficiran, te kako se pogrešno klasificiraju slučajevi. Klasifikacijske funkcije koriste se za
predvidanje pripadnosti grupi za nove slučajeve i za provjeru adekvatnosti klasifikacije za
slučajeve u istom uzorku krosvalidacijom. Ako istraživač zna da se neke grupe pojavljuju
s većom vjerojatnošću ili ako su neke vrste pogrešne klasifikacije posebno nepoželjne,
postupak klasifikacije može se modificirati.

1.2.3 Veličina efekta
Još jedno od pitanja koja se pojavljuju jest koji je stupanj odnosa izmedu pripadnosti grupi
i skupa prediktora.

Ako prva diskriminacijska funkcija odvaja jednu grupu od drugih dviju grupa, koliko
se varijanca za grupe preklapa s varijancom u kombiniranim rezultatima prediktora? Ovo
je u osnovi pitanje postotka varijance koji se uzima u obzir i na to pitanje odgovara se
pomoću kanoničke korelacije1.

1Cilj kanoničke korelacije je analizirati odnose izmedu dva skupa varijabli, gdje jedan skup uzimamo
kao nezavisnu varijablu, a drugi kao zavisnu. Kanonička korelacija pruža statističku analizu za istraživanje
u kojem se svaki subjekt mjeri na dva skupa varijabli, a istraživač želi znati jesu li i kako ta dva skupa
medusobno povezana.
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Kanonička korelacija mjeri opseg povezanosti izmedu diskriminantnih rezultata i grupa.
To je mjera povezanosti izmedu jedne diskriminancijske funkcije i skupa tzv. dummy va-
rijabli koje definiraju pripadnost grupi.

1.2.4 Važnost varijabli prediktora i značajnost predikcije s
kovarijatama

Pitanja o važnosti prediktora analogna su pitanjima o značaju zavisnih varijabli u MA-
NOVI, nezavisnih varijabli u višestrukoj regresiji te zavisnih i nezavisnih varijabli u ka-
noničkoj korelaciji. LDA pokušava tumačiti korelaciju izmedu prediktora i diskriminacij-
skih funkcija, te procijeniti prediktore prema tome koliko dobro razdvajaju svaku grupu od
svih ostalih.

U LDA, kao i u MANOVI, sposobnost nekih prediktora da unaprijede razdvajanje
grupa može se procijeniti nakon prilagodbe za prethodne varijable. Ako se vrijednosti jed-
nog prediktora smatraju kovarijatom i prve ”ulaze“ u LDA, zanima nas doprinose li tada
predvidanju pripadnosti grupi i vrijednosti preostalih prediktora dodavanjem u jednadžbu.
Drugim riječima, u smislu sekvencijalne LDA, postavlja se pitanje pružaju li preostali pre-
diktori značajno bolju klasifikaciju izmedu grupa od one klasifikacije koju daje samo prvi
prediktor.

Odgovore na ova pitanja dati ćemo kasnije u radu.

1.3 Ograničenja linearne diskriminantne analize
Klasifikacija postavlja manje statističkih zahtjeva nego zaključivanje. Ako je klasifikacija
primarni cilj analize, tada je većina sljedećih zahtjeva (osim netipičnih vrijednosti i homo-
genosti matrica varijance – kovarijance) stavljena po strani. Ako se, na primjer, postigne
95%-tna točnost u klasifikaciji, teško da će nas brinuti oblik distribucija. Ako je stopa
klasifikacije nezadovoljavajuća, to može biti zbog kršenja pretpostavki ili ograničenja, što
može takoder i iskriviti testove statističke značajnosti.

1.3.1 Nejednake veličine uzoraka, podaci koji nedostaju i snaga
Kako je LDA tipično jednosmjerna analiza, nejednake veličine uzoraka u grupama ne pred-
stavljaju posebne probleme.2 U klasifikaciji je, medutim, potrebna odluka o tome želimo li
da veličina uzorka utječe na apriorne vjerojatnosti dodjele grupama. Odnosno, želimo li da

2Problem se zapravo pojavljuje ako je poželjna rotacija zbog neortogonalnosti diskriminacijskih funkcija
s nejednakim veličinama , ali rotacija osi nije uobičajena u diskriminantnoj analizi.



POGLAVLJE 1. DISKRIMINANTNA ANALIZA 7

vjerojatnost s kojom je slučaj dodijeljen grupi odražava činjenicu da je sama grupa više (ili
manje) vjerojatna u uzorku? Veličina uzorka najmanje grupe trebala bi biti veća od broja
varijabli prediktora. Iako sekvencijalna i stepwise LDA izbjegavaju probleme multikoli-
nearnosti i singularnosti testom tolerancije u svakom koraku, tzv. overfitting se javlja kod
svih oblika LDA ako veličina najmanje grupe nije značajno veća od broja prediktora.3

Postoji nekoliko rješenja za problem podataka koji nedostaju, od kojih nijedno nije
idealno te je važno donijeti ispravnu odluku o tome koju metodu upotrijebiti. Neke od
metoda su: brisanje slučajeva ili varijabli koje nedostaju, procjena podataka koji nedostaju,
upotreba korelacijske matrice podataka koji nedostaju, tretiranje podataka koji nedostaju
kao podataka pomoću tzv. dummy varijabli ili ponavljanje analize sa i bez podataka koji
nedostaju.

Snaga analize je smanjena, osim ako u svakoj grupi nema više slučajeva nego što je
prediktora, zbog smanjenih stupnjeva slobode za pogreške. Jedan vjerojatni ishod sma-
njene snage nije značajan multivarijatni F omjer, već jedan ili više značajnih univarijatnih
F omjera. Veličine uzoraka u svakoj grupi moraju u svakom slučaju biti dovoljne da osigu-
raju odgovarajuću snagu. Dostupni su mnogi programski paketi za izračunavanje potrebnih
veličina uzorka ovisno o željenoj snazi i očekivanim srednjim vrijednostima i standardnim
devijacijama u ANOVI. Internetska pretraga za ”statističkom snagom” otkriva nekoliko
njih, od kojih su neki besplatni. Jedan brz i ”prljav“ način da ih primijenimo jest da oda-
beremo prediktor s najmanjom očekivanom razlikom koju želimo pokazati statističkom
značajnošću – minimalno značajan prediktor.

Snaga za multivarijatni test je najveća kada je združena korelacija unutar grupe izmedu
dva prediktora visoka i negativna. Multivarijatni test ima mnogo manju snagu kada je
korelacija pozitivna, nula ili umjereno negativna. Medutim, zanimljiva stvar se dogada
kada je jedan od dvaju prediktora pod utjecajem tretmana, a drugi ne. Što je veća apsolutna
vrijednost korelacije izmedu dva prediktora, to je veća snaga multivarijatnog testa.[8]

1.3.2 Multivarijatna normalnost
Kada se koristi statističko zaključivanje u LDA, pretpostavka multivarijatne normalnosti je
da su rezultati prediktora neovisno i nasumično odabrani iz populacije, te da je distribucija
uzorka bilo koje linearne kombinacije prediktora normalna.

Medutim, LDA je otporna na propuste normalnosti ako je kršenje uzrokovano zakriv-
ljenošću (engl.skewness), a ne netipičnim vrijednostima (enlg.outlier). Poznato je da bi
veličina uzorka koja bi proizvela 20 stupnjeva slobode za pogrešku u slučaju univarijatne
ANOVE, trebala osigurati robusnost u odnosu na multivarijatnu normalnost sve dok su
veličine uzoraka jednake i dok se koriste dvostrani testovi.[4]

3Takoder, vrlo nejednake veličine uzoraka bolje se rješavaju logističkom regresijom nego diskriminant-
nom analizom.
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Budući da su testovi za LDA obično dvostrani, ovaj zahtjev ne predstavlja poteškoću.
Medutim, veličine uzoraka često nisu jednake za primjenu LDA jer se prirodno grupe ri-
jetko pojavljuju ili uzorkuju s jednakim brojem slučajeva u grupama. Kako se razlike u
veličini uzorka medu grupama povećavaju, potrebne su sve veće ukupne veličine uzoraka
kako bi se osigurala robusnost. Kao konzervativna preporuka, robusnost se očekuje s 20
slučajeva u najmanjoj grupi, ako postoji samo nekoliko prediktora (recimo, pet ili manje).

Ako su uzorci mali i nejednake veličine, procjena normalnosti je stvar prosudivanja.
Ako se ne očekuje normalna uzoračka distribucija prediktora u uzorkovanoj populaciji,
mogla bi se isplatiti transformacija jednog ili više prediktora.

1.3.3 Homogenost matrica varijance i kovarijance
Kada su veličine uzoraka jednake ili velike, LDA je robusna do kršenja pretpostavke o
jednakosti matrica varijance i kovarijance (disperzije) unutar grupe. Medutim, kada su
veličine uzoraka nejednake ili male, rezultati testa značajnosti mogu navesti na krivi trag
ako postoji heterogenost matrica varijance i kovarijance.

Iako je zaključivanje obično robusno s obzirom na heterogenost matrica varijance i
kovarijance kod uzoraka pristojne veličine, klasifikacija nije. Može doći do prekvalifikacije
slučajeva u grupe s većom disperzijom. Ako je klasifikacija važan cilj analize, dobro je
provjeriti homogenost matrica varijance i kovarijance.

Andersonov test, dostupan u SAS DISCRIM proceduri naredbom POOL=TEST, pro-
cjenjuje homogenost matrica varijance i kovarijance, ali je osjetljiv na normalnost, odnosno
nenormalnost podataka.

Ako se ustanovi heterogenost, mogu se transformirati prediktori ili koristiti zasebne
matrice kovarijance tijekom klasifikacije, kvadratna diskriminantna analiza ili neparame-
tarska klasifikacija. Ako se odlučimo za transformaciju prediktora, važno je provjeriti jesu
li transformirani podaci normalno distribuirani ili barem blizu normalne distribucije; ako
ne, isprobavamo transformacije dok ne dodemo do one koja najbliža normalnoj distribu-
ciji. Klasifikacija koja koristi zasebne matrice često dovodi do tzv.overfitting-a pa bi se
trebala koristiti samo ako je uzorak dovoljno velik da dopušta krosvalidaciju. Kvadratna
diskriminantna analiza izbjegava preklasifikaciju u grupe s većom disperzijom, ali se loše
ponaša s malim uzorcima.

Dakle, transformaciju varijabli koristimo ako postoji značajno odstupanje od homoge-
nosti ili ako su uzorci mali i nejednaki. Ako je naglasak na klasifikaciji i varijance nisu
jednake, koristimo zasebne matrice kovarijance i/ili kvadratnu diskriminantnu analizu ako
su uzorci veliki, a varijable normalne te neparametarske metode klasifikacije ako su vari-
jable nenormalne i/ili su uzorci mali.
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1.3.4 Linearnost
LDA model pretpostavlja linearne odnose izmedu svih parova prediktora unutar svake
grupe. Pretpostavka je manje stroga od drugih, medutim, kod njezinog kršenja dolazi do
smanjenja snage, a ne do povećanja pogreške tipa I.

Ako je uočena nelinearnost, ona se može ispraviti transformacijom nekih kovarijata.
Ili, zbog poteškoća u tumačenju transformiranih varijabli, može se i eliminirati kovarijata
koja uzrokuje nelinearnost.

1.3.5 Odsustvo multikolinearnosti i singularnosti
Multikolinearnost ili singularnost mogu se pojaviti s izrazito redundantnim prediktorima,
što inverziju matrice čini nepouzdanom. Srećom, većina računalnih programa štiti od mul-
tikolinearnosti i singularnosti računanjem SMC-a (engl. squared multiple correlations)
za varijable. SMC je kvadrat višestruke korelacije svake varijable sa svim ostalim varija-
blama. Ako je SMC visok, varijabla je jako povezana s ostalima u skupu i imamo mul-
tikolinearnost. Ako je SMC jednak 1, varijabla je savršeno povezana s ostalima u skupu
i imamo singularnost. Mnogi programi pretvaraju SMC vrijednosti za svaku varijablu u
toleranciju (1 - SMC) i bave se tolerancijom umjesto SMC. Prediktori s nedovoljnom tole-
rancijom se isključuju.

1.4 Bazične jednadžbe za diskriminantnu analizu
Bazične jednadžbe prikazat ćemo za dva glavna dijela LDA: diskriminacijske funkcije i
klasifikacijske jednadžbe.

1.4.1 Izvod i testiranje diskriminacijskih funkcija
Varijanca u skupu prediktora podijeljena je u dva izvora: varijancu koja se pripisuje razli-
kama izmedu grupa i varijancu koja se pripisuje razlikama unutar grupa, što daje sljedeću
jednadžbu. ∑

i

∑
j

(Yi j − Y)2 =
∑

i

∑
j

(Yi j − Y j + Y j − Y)2 =

= n
∑

j

(Y j − Y)2 +
∑

i

∑
j

(Yi j − Y j)2 , i = 1, 2, ...n , j = 1, 2, ..., bro j grupa. (1.1)
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Ukupni zbroj kvadrata razlika rezultata Y (zavisna varijabla) i srednje vrijednosti svih
podataka Y podijeljen je na zbroj kvadrata razlika srednjih vrijednosti grupa Y j i srednje vri-
jednosti svih podataka (tj.varijabilnost izmedu grupa), i zbroj kvadrata razlika pojedinačnih
rezultata Yi j i njihovih odgovarajućih grupnih srednjih vrijednosti Y j.

Ili, jednadžbu (1.1) možemo napisati u obliku

S S ukupno = S S izmedu + S S unutar. (1.2)

Ukupna matrica unakrsnih produkata, S S ukupno, podijeljena je u matricu unakrsnih pro-
dukata povezanu s razlikama izmedu grupa, S S izmedu, i matricu unakrsnih produkata razlika
unutar grupa S S unutar.

Nakon što dobijemo matrice S S izmedu i S S unutar, potrebno je izračunati sljedeće deter-
minante4

|S S unutar|

i

|S S izmedu + S S unutar|,

te zatim i Wilksovu lambdu5

Λ =
|S S unutar|

|S izmedu + S unutar|
.

Da bismo našli aproksimativni F omjer (omjer objašnjene i neobjašnjene varijabilnosti)
koristimo formulu

Aproksimativni F(d f 1, d f 2) =
(
1 − y

y

) (
d f 2

d f 1

)
,

gdje je

y = Λ1/s,

s = min(p, d f izmedu),
4Determinanta se može promatrati kao mjera generalizirane varijance matrice.
5Objašnjenje u poglavlju 1.6. U ovim jednadžbama koristimo izmedu i unutar, redom, umjesto e f f ect i

error.
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d f 1 = p · d f izmedu,

d f 2 = s ·
[
d f unutar −

p − d f izmedu + 1
2

]
−

[
p · d f izmedu − 2

2

]
i

d f = bro j stupn jeva slobode.

Koristimo podatke:

• p - broj varijabli prediktora

• d f izmedu - broj grupa minus 1 (k − 1)

• d f unutar - broj grupa pomnožen s (n − 1), gdje je n broj slučajeva po grupi.Budući

da n često nije jednak za sve grupe, alternativa za d f unutar je N − k,

gdje je N ukupan broj slučajeva u svim grupama.

Ovo je test ukupnog odnosa izmedu grupa i prediktora. Sljedeći je korak ispitati dis-
kriminacijske funkcije koje čine cjelokupni odnos.

Maksimalni broj diskriminacijskih funkcija je, kao što smo već rekli, ili broj prediktora
ili broj stupnjeva slobode za grupe, ovisno o tome što je manje. Na primjer, s tri grupe i
četiri prediktora, potencijalno postoje dvije diskriminacijske funkcije koje doprinose ukup-
nom odnosu (jer d f = 3 − 1 = 2 < 4). Ako je ukupni odnos statistički značajan, vrlo je
vjerojatno da će barem prva diskriminacijska funkcija biti značajna, a mogu biti i obje.

Diskriminacijske funkcije su poput regresijskih jednadžbi; rezultat diskriminacijske
funkcije za pojedini slučaj predvida se iz zbroja niza prediktora, svaki ponderiran koefi-
cijentom. Postoji jedan skup koeficijenata diskriminacijske funkcije za prvu diskrimina-
cijsku funkciju, drugi skup koeficijenata za drugu diskriminacijsku funkciju itd. Slučajevi
dobivaju zasebne rezultate diskriminacijske funkcije za svaku diskriminacijsku funkciju
kada se u jednadžbe umetnu njihovi rezultati prediktora.

Za dobivanje (standardiziranih) rezultata diskriminacijske funkcije za i-tu funkciju ko-
risti se jednadžba (1.3).

Dzi = di1z1 + di2z2 + · · · + dipzp (1.3)
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Standardizirani rezultat za i-tu diskriminacijsku funkciju (Di) nalazi se množenjem
standardizirane vrijednosti svakog prediktora (z) s njegovim standardiziranim koeficijen-
tom diskriminacijske funkcije (di), a zatim se dodaju produkti za sve prediktore.

U LDA, di i su odabrani tako da povećaju razlike izmedu grupa u odnosu na razlike
unutar grupa.

Baš kao i u višestrukoj regresiji, jednadžba (1.3) može se napisati ili za originalne re-
zultate ili za standardizirane rezultate. Procjena diskriminacijske funkcije za zasebni slučaj
se tada može dobiti množenjem originalnog rezultata svakog prediktora s pripadajućim
nestandardnim koeficijentom diskriminacijske funkcije, dodavanjem produkta na sve pre-
diktore i dodavanjem konstante za prilagodavanje srednjih vrijednosti. Rezultat dobiven
na ovaj način jednak je kao i Di dobiven u jednadžbi (1.3). Srednja vrijednost svake dis-
kriminacijske funkcije u svim slučajevima je nula, jer je sredina svakog prediktora, kada je
standardiziran, nula. Standardna devijacija svakog Di jednaka je 1.

Baš kao što se Di može izračunati za svaki slučaj, može se izračunati i njegova sred-
nja vrijednost za svaku grupu. Članovi svake grupe, promatrani zajedno, imaju prosječan
rezultat diskriminacijske funkcije koji je udaljenost grupe, u jedinicama standardne de-
vijacije, od nulte sredine diskriminacijske funkcije. Grupne Di sredine obično se zovu
centroidi u reduciranom prostoru, pri čemu je prostor smanjen s onog sa p prediktora na
jednu dimenziju, ili diskriminacijsku funkciju.

Za svaku diskriminacijsku funkciju pronadena je kanonička korelacija. Kanoničke ko-
relacije pronalaze se rješavanjem svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora korelacijske
matrice. Svojstvena vrijednost oblik je kvadratne kanoničke korelacije koja, kao što je
uobičajeno za kvadratne koeficijente korelacije, predstavlja preklapanje varijance medu
varijablama, u ovom slučaju izmedu prediktora i grupa. Uzastopne diskriminacijske funk-
cije procjenjuju se zbog značajnosti.

Ako postoje samo dvije grupe, rezultati diskriminacijske funkcije mogu se koristiti za
klasifikaciju slučajeva u grupe. Slučaj se klasificira u jednu grupu ako je rezultat Di iznad
nule, a u drugu grupu ako je rezultat Di ispod nule. S velikim brojem grupa, moguće je
klasificiranje prema diskriminacijskim funkcijama, ali je jednostavnije koristiti postupak
klasifikacije opisan u sljedećem poglavlju.

1.4.2 Klasifikacija
Kako bi se slučajevi klasificirali u grupe, za svaku grupu razvijena je klasifikacijska jed-
nadžba. Podaci za svaki slučaj ubacuju se u svaku klasifikacijsku jednadžbu kako bi se
dobio rezultat klasifikacije slučaja za svaku grupu. Slučaj se dodjeljuje grupi za koju ima
najveći rezultat klasifikacije.

U svom najjednostavnijem obliku, osnovna klasifikacijska jednadžba za j-tu grupu ( j =
1, 2, ..., k) je
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C j = c j0 + c j1X1 + c j2X2 + · · · + c jpXp (1.4)

Rezultat klasifikacijske funkcije za grupu j (C j) dobiva se množenjem originalnog re-
zultata svakog prediktora (X) s pripadajućim koeficijentom klasifikacijske funkcije (c j),
zbrajanjem svih prediktora i dodavanjem konstante c j0.

Klasifikacijski koeficijenti, c j nalaze se pomoću aritmetičkih sredina p prediktora i
združene matrice varijance i kovarijance unutar skupine, W. Matrica kovarijance unutar
grupe dobivena je dijeljenjem svakog elementa u matrici unakrsnih produkata, S S unutar, s
brojem stupnjeva slobode unutar grupe N − k. U matričnom obliku,

C j =W−1M j . (1.5)

Stupčana matrica klasifikacijskih koeficijenata za skupinu j (C j = c j1, c j2, ..., c jp) na-
lazi se množenjem inverza matrice varijance i kovarijance unutar grupe, W−1, stupčanom
matricom sredina za grupu j na p varijabli (M j = X j1, X j2, ..., X jp).

Konstanta za skupinu j, c j0, nalazi se pomoću jednadžbe 1.6.

c j0 =

(
−

1
2

)
C′jM j . (1.6)

Konstanta za klasifikacijsku funkciju grupe j (c j0) dobiva se množenjem
(
−1

2

)
trans-

poniranom stupčanom matricom klasifikacijskih koeficijenata za grupu j (C′j) i stupčanom
matricom srednjih vrijednosti za grupu j (M j).

Ova jednostavna klasifikacijska shema najprikladnija je kada se u populaciji očekuju
jednake veličine grupa. Ako se očekuju nejednake veličine grupa, postupak klasifikacije
može se izmijeniti postavljanjem apriornih vjerojatnosti na veličinu grupe. Klasifikacijska
jednadžba za skupinu j (C j) tada postaje

C j = c j0 +

p∑
i=1

c jiXi + ln(n j/N) , (1.7)

gdje je n j veličina grupe j, a N ukupna veličina uzorka.

Valja ponovno naglasiti da su klasifikacijski postupci vrlo osjetljivi na heterogenost
matrica varijance i kovarijance. Vjerojatnije je da će slučajevi biti klasificirani u grupu s
najvećom disperzijom, odnosno u grupu za koju je determinanta matrice kovarijance unutar
grupe najveća.
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1.5 Vrste diskriminantnih analiza
Postoje tri vrste linearnih diskriminantnih analiza – direktne (standardne), sekvencijalne i
statističke (engl. stepwise).

U nastavku poglavlja, navest ćemo glavne karakteristike za svaku od spomenutih vrsta
analize.

1.5.1 Direktna diskriminantna analiza
U direktnoj (standardnoj) LDA, svi prediktori ulaze u jednadžbe odjednom i svakom pre-
diktoru se dodjeljuje samo jedinstvena povezanost koju ima s grupama. Zajednička vari-
janca medu prediktorima doprinosi ukupnom odnosu, ali ne niti jednom prediktoru.

U ovom cjelokupnom testu odnosa izmedu grupa i prediktora, sve diskriminacijske
funkcije su kombinirane i sve zavisne varijable razmatraju se istovremeno. Opisani postu-
pak izvoda bazičnih jednadžbi odgovara upravo direktnoj diskriminantnoj analizi.

1.5.2 Sekvencijalna diskriminantna analiza
Sekvencijalna (ili, drugim nazivom, hijerarhijska) LDA koristi se za procjenu doprinosa
prediktora predvidanju pripadnosti grupi kako ulaze u jednadžbe, redoslijedom koji odredi
istraživač. Istraživač procjenjuje poboljšanje klasifikacije kada se skupu prethodnih pre-
diktora doda novi prediktor. Glavno pitanje na koje želimo otkriti odgovor jest poboljšava
li se pouzdano klasifikacija slučajeva u grupe dodavanjem novog prediktora ili novih pre-
diktora?

Ako se prediktori koji udu ranije od ostalih promatraju kao kovarijate, a dodani predik-
tor kao zavisne varijable, LDA se može koristiti za analizu kovarijance.

Sekvencijalna LDA je takoder korisna kada postoji neka osnova za uspostavljanje pri-
oritetnog reda medu prediktorima. Ako je, na primjer, neke prediktore lako ili ”jeftino“
dobiti i ako im se daje raniji ulaz, koristan i isplativ skup prediktora može se pronaći kroz
sekvencijalni postupak.

SAS DISCRIM procedure u SAS-u ne pružaju prikladne metode za unos prediktora
prema redoslijedu prioriteta. Umjesto toga, slijed se postavlja pokretanjem zasebne dis-
kriminantne analize za svaki korak, prvi s varijablom najvišeg prioriteta, drugi s dvije
varijable najvišeg prioriteta koje ulaze istovremeno, i tako dalje. U svakom koraku može
se dodati jedna ili više varijabli . Medutim, test značajnosti poboljšanja predvidanja je za-
moran u odsudstvu vrlo velikih uzoraka. Ako imamo samo dvije grupe i veličine uzorka su
približno jednake, bolja opcija bila bi izvodenje sekvencijalne diskriminantne analize pu-
tem interaktivne SAS REGRESS procedure, gdje je zavisna varijabla dihotomna varijabla
koja predstavlja pripadnost grupi, s grupama kodiranim 0 i 1. Ako je klasifikacija poželjna,
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preliminarna višestruka regresijska analiza s potpuno fleksibilnim ulazom prediktora mo-
gla bi biti praćena diskriminantnom analizom kako bi se osigurala klasifikacija.

1.5.3 Stepwise (statistička) diskriminantna analiza
Kada istraživač nema razloga nekim prediktorima dodijeliti veći prioritet od drugih, mogu
se koristiti statistički krireriji za odredivanje redoslijeda ulaska prediktora. Odnosno, ako
istraživač želi reducirati skup prediktora, ali nema preferencija medu njima, stepwise LDA
se može koristiti da bi dobili željeni reducirani skup. Ulaz prediktora odreden je sta-
tističkim kriterijima koje je odredio korisnik.

Stepwise LDA ima iste kontroverzne aspekte kao i stepwise procedure općenito. Re-
doslijed ulaska može ovisiti o trivijalnim razlikama u odnosima medu prediktorima u
uzorku koji ne odražavaju razlike u populaciji. Medutim, ova pristranost se smanjuje ako
se koristi krosvalidacija. Preporučuje se vjerojatnost za unošenje liberalnijeg kriterija od
0.05. Bolji izbor bio bi u rasponu od 0.15 do 0.20 kako bi se osigurao ulaz važnih varijabli.
[2]

U SAS-u se stepwise diskriminantna analiza pruža putem zasebne procedure — STEP-
DISC. Dostupne su tri metode unosa, kao i dodatni statistički kriteriji za dvije od njih.

1.6 Kriteriji za ukupnu statističku značajnost
Neki od kriterija za procjenu ukupne statističke značajnosti u LDA su: Wilksova lambda
(engl. Wilks’ lambda), Royev najveći karakteristični korijen (engl. Roy’s greatest cha-
racteristic root), Hotellingov trag (enlg. Hotelling trace) i Pillaijev kriterij (engl. Pillai’s
trace). U SAS DISCRIM proceduri dostupna su sva četiri navedena kriterija.

Dva dodatna statistička kriterija, Mahalanobisov D2 i Raov V , posebno su relevantna za
stepwise LDA. Mahalanobisov D2 temelji se na udaljenosti izmedu parova grupnih centro-
ida koja se onda generalizira na udaljenosti preko više parova grupa. Raov V je još jedna
generalizirana mjera udaljenosti koja svoju najveću vrijednost postiže kada postoji najveća
sveukupna separacija medu grupama.

Ova dva kriterija dostupna su i za usmjeravanje napredovanja stepwise diskriminantne
analize i za procjenu pouzdanosti skupa prediktora za predvidanje pripadnosti grupi. Slično
Wilksovoj lambdi, Mahalanobisov D2 i Raov V temelje se na svim diskriminantnim funk-
cijama, a ne na jednoj. Važno je imati na umu da su lambda, D2 i V deskriptivne statistike;
one same po sebi nisu inferencijalne statistike, iako se na njih primjenjuje inferencijalna
statistika.
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Wilksova lambda, definirana u jednadžbi (1.8) je statistika omjera vjerojatnosti poda-
taka pod pretpostavkom jednakih vektora srednjih vrijednosti populacije za sve grupe, u
odnosu na vjerojatnost pod pretpostavkom da su vektori srednjih vrijednosti populacije
identični vektorima srednjih vrijednosti uzorka za različite grupe. Wilksova lambda je
združeni omjer varijance pogreške i zbroja varijance efekta i varijance pogreške.

Λ =
|S error|

|S e f f ect + S error|
(1.8)

Hotellingov trag je združeni omjer varijance efekta i varijance pogreške, a Pillaijev kri-
terij su jednostavno združene varijance efekta. Wilksova lambda, Hotellingov trag i Royev
gcr kriterij često su moćniji od Pillaijevog kriterija kada postoji više od jedne dimenzije,
ali prva dimenzija osigurava većinu separacije medu grupama; oni imaju manju moć kada
je separacija grupa rasporedena po dimenzijama. Pillaijev kriterij robusniji je od ostala
tri. Kako se veličina uzorka smanjuje, pojavljuju se nejednaki n-ovi i krši se pretpostavka
homogenosti matrica varijance-kovarijance te tu dolazi do izražaja prednost Pillaijevog
kriterija u smislu robusnosti. Kada dizajn istraživanja nije idealan, tada je kriterij izbora
upravo Pillaijev kriterij.[5]

1.7 Prikaz diskriminacijskih funkcija
Grupe su rasporedene duž različitih diskriminacijskih funkcija ovisno o njihovim centro-
idima. Diskriminacijske funkcije tvore osi, a grupni centroidi ucrtani su duž tih osi. Ako
postoji velika razlika izmedu centroida jedne grupe i centroida druge grupe duž osi diskri-
minacijske funkcije, tada diskriminacijska funkcija razdvaja te dvije grupe. Ako ne postoji
velika udaljenost izmedu grupnih centroida, diskriminacijska funkcija ne razdvaja grupe.
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Slika 1.2: Grafički prikaz dviju diskriminacijskih funkcija za razdvajanje četiriju grupa
izvor: https://online.stat.psu.edu/stat555/node/101/

Na slici 1.2 vidimo da prva diskriminacijska funkcija, LD1, dobro razdvaja grupe ”N”
i ”G”, dok je orisnost druge diskriminacijske funkcije, LD2, manje jasna.

Ako postoje četiri ili više grupa i prema tome, više od dvije statistički značajne diskri-
minacijske funkcije, tada se koriste dijagrami osi u paru. Jedna diskriminacijska funkcija
je os X, a druga je os Y . Svaka grupa ima centroid za svaku diskriminacijsku funkciju;
upareni centroidi su ucrtani u odnosu na njihove vrijednosti na osi X i Y . Budući da su
centroidi prikazani samo u paru, tri značajne diskriminacijske funkcije zahtijevaju tri dija-
grama (funkcija 1 naspram funkcije 2; funkcija 1 naspram funkcije 3; i funkcija 2 naspram
funkcije 3) i tako dalje.
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Slika 1.3: Grafički prikaz parova linearnih diskriminacijskih funkcija za primjer s 4 grupe
i 3 diskriminacijske funkcije
izvor: https://online.stat.psu.edu/stat555/node/101/

Na slici 1.3 vidimo prikaz dijagrama triju linearnih diskriminacijskih funkcija u paru,
za 4 grupe. U ovom primjeru, duž osi nisu ucrtani samo centroidi, već svi podaci za svaku
grupu.

1.7.1 Matrica strukture
Grafički prikazi centroida govore nam kako su grupe odvojene diskriminacijskom funkci-
jom, ali ne otkrivaju značenje diskriminacijske funkcije. Postoje razne matrice koje otkri-
vaju prirodu kombinacije prediktora koji razdvajaju grupe. Matrice standardiziranih diskri-
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minacijskih (kanoničkih) funkcija su u osnovi koeficijenti regresije, koje bismo primijenili
na rezultat svakog slučaja kako bismo pronašli standardizirani diskriminantni rezultat za
taj slučaj (jednadžba 1.3).

Matrica strukture (poznata i kao matrica opterećenja, engl. loadings matrix) sadrži
korelacije izmedu prediktora i diskriminacijskih funkcija. Značenje funkcije istraživač za-
ključuje iz ovog obrasca korelacija (opterećenja). Korelacije izmedu prediktora i funkcija
nazivaju se opterećenja u analizi diskriminacijskih funkcija. Ako prediktori X1, X2 i X3

jako koreliraju s funkcijom, ali prediktori X4 i X5 ne, istraživač pokušava razumjeti što
X1, X2 i X3 imaju medusobno zajedničko, a što se razlikuje od X4 i X5; značenje funkcije
odredeno je ovim shvaćanjem.

Matematički gledano, matrica opterećenja je združena matrica korelacije unutar grupe
pomnožena s matricom standardiziranih koeficijenata diskriminacijske funkcije.

A = Runutar · D (1.9)

Matrica strukture korelacija izmedu prediktora i diskriminacijskih funkcija, A, dobiva
se množenjem matrice korelacija unutar grupe medu prediktorima, Runutar, s matricom
standardiziranih koeficijenata diskriminacijske funkcije, D (standardizirani korištenjem
združenih standardnih devijacija unutar grupe).

Nedostaje konsenzus o tome koliko visoke moraju biti korelacije u matrici strukture
da bi ih mogli interpretirati. Prema dogovoru, korelacije veće od 0.33 (10% varijance)
mogu se smatrati prihvatljivima, dok one niže ne.[1] Medutim, veličina opterećenja ovisi i
o vrijednosti korelacije u populaciji i o homogenosti rezultata u uzorku preuzetom iz nje.
Ako je uzorak neobično homogen u odnosu na prediktor, opterećenja za prediktor su niža
i možda bi bilo mudro sniziti kriterij za odredivanje hoće li se prediktor tumačiti kao dio
diskriminacijske funkcije.

Medutim, uvijek je potreban oprez u tumačenju opterećenja, jer su to pune, a ne dje-
lomične (enlg. partial) ili poludjelomične (engl. semipartial) korelacije. Opterećenje bi
moglo biti znatno niže kada bi se djelomično uklonile korelacije s drugim prediktorima.

U nekim slučajevima, rotacija matrice strukture može olakšati interpretaciju. No rota-
cija matrica diskriminantne strukture smatra se problematičnom i stoga se ne preporučuje.

1.8 Vrednovanje prediktorskih varijabli
Drugi dostupan alat za procjenu doprinosa prediktora dostupan je u SAS-u i u njemu su
srednje vrijednosti za prediktore za svaku grupu suprotstavljene združenim srednjim vri-
jednostima za druge grupe. Na primjer, ako postoje tri grupe, srednje vrijednosti na pre-
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diktorima za Grupu 1 suprotstavljaju se združenim srednjim vrijednostima iz Grupa 2 i 3.
Zatim se srednje vrijednosti za Grupu 2 suprotstavljaju združenim srednjim vrijednostima
iz Grupa 1 i 3, te se konačno, srednje vrijednosti za Grupu 3 suprotstavljaju združenim
srednjim vrijednostima iz Grupa 1 i 2. Ovaj postupak se koristi za odredivanje koji su
prediktori važni za izoliranje jedne grupe od ostalih.

U slučaju da imamo 3 grupe i 4 prediktora potrebno je dvanaest GLM (enlg. general
linear models) procedura, četiri za svaku od triju usporedba. Unutar svake usporedbe,
koja izolira srednje vrijednosti iz svake grupe i suprotstavlja ih srednjim vrijednostima za
druge grupe, postoje odvojene procedure za svaki od četiriju prediktora, u kojima se svaki
prediktor prilagodava za preostale prediktore. U tim procedurama, prediktor od interesa
je označen kao zavisna varijabla, a preostali prediktori su označeni kao kovarijate. Kao
rezultat dobije se niz testova značajnosti svakog prediktora nakon prilagodbe za sve ostale
prediktore u razdvajanju svake grupe od preostalih grupa.

Najbolje je uzeti u obzir samo prediktore sa ”značajnim“ F omjerima nakon podešavanja
pogreške za broj prediktora u skupu. Čak i uz ovu prilagodbu, postoji opasnost od inflacije
stope pogreške tipa I jer se izvodi više neortogonalnih usporedbi. Ako postoji velik broj
grupa, može se razmotriti daljnja prilagodba kao što je množenje kritičnog F sa (k–1), gdje
je k broj grupa.

Postupci detaljno opisani u ovom poglavlju najkorisniji su kada je broj grupa mali i
kada su podjele medu grupama prilično ujednačene na dijagramu diskriminacijskih funk-
cija za prve dvije funkcije. Druge vrste dijagrama diskriminacijskih funkcija mogu se
predložiti ako postoji velik broj grupa, od kojih su neke blisko grupirane (npr. Grupe 1 i 2
mogu se združiti i suprotstaviti združenim Grupama 3, 4 i 5).

Ako postoji logična osnova za dodjeljivanje prioriteta prediktorima, može se koristiti
sekvencijalni, a ne standardni pristup usporedbama. Umjesto procjene svakog prediktora
nakon prilagodbe za sve ostale prediktore, procjenjuju ga samo prediktori višeg prioriteta
nakon prilagodbe.

1.9 Veličina efekta
U diskriminantnoj analizi, tri tipa veličine efekta su od interesa: jedan tip koji opisuje
varijancu povezanu s cjelokupnom analizom i dva tipa koja opisuju varijance povezane s
pojedinačnim prediktorima. η2 (ili parcijalni η2), koji se može pronaći iz Wilksove lambde
ili iz povezanih F i stupnjeva slobode, daje veličinu efekta za cijelu analizu.

Izračunavanje parcijalnog η2 pomoću Λ

parci jalni η2 = 1–Λ1/3.
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Zasebne veličine efekta za svaku diskriminacijsku funkciju dostupne su kao kvadrirane
kanoničke korelacije (engl. squared canonical correlation).

Matrica strukture daje opterećenja u obliku korelacije svakog prediktora sa svakom
diskriminacijskom funkcijom. Ove korelacije, kada ih kvadriramo, zapravo su veličine
efekta, što ukazuje na udio varijance podijeljene izmedu svakog prediktora i svake funkcije.
Matrica strukture u SAS DISCRIM proceduri označena je kao Pooled Within Canonical
Structure.

Drugi oblik veličine efekta je η2 koji se može pronaći kada se izvode usporedbe izmedu
svake grupe i preostalih grupa, pri čemu je svaki prediktor prilagoden za sve ostale predik-
tore.

1.10 Provjera uspješnosti klasifikacije
Osnovna tehnika za klasificiranje slučajeva u grupe navedena je u poglavlju 1.4. Rezul-
tati klasifikacije prikazani su SAS tablicama kao što su Classification results ili Number
of Observations and Percents Classified into GROUP, gdje se stvarna pripadnost grupi
usporeduje s predvidenom pripadnosti grupi. Iz ovih se tablica iščitava postotak ispravno
klasificiranih slučajeva te broj i priroda grešaka u klasifikaciji.

Kada postoji jednak broj slučajeva u svakoj grupi, lako je odrediti postotak slučajeva
koji bi se sami slučajno trebali ispravno klasificirati, za usporedbu s postotkom koji je
ispravno klasificiran postupkom klasifikacije. Ako postoje dvije grupe jednake veličine,
50% slučajeva trebalo bi biti ispravno klasificirano na slučajan način. Medutim, kada pos-
toji nejednak broj slučajeva u grupama, izračunavanje postotka slučajeva koji bi slučajno
trebali biti ispravno klasificirani je malo kompliciranije.

Lakši način6 za pronalaženje postotka točnosti je da prvo izračunamo broj slučajeva
u svakoj grupi, koji bi slučajno trebali biti ispravno klasificirani, a zatim zbrajamo po
grupama kako bismo pronašli ukupni očekivani postotak ispravno klasificiranih podataka.
Razmotrimo primjer u kojem postoji 60 slučajeva: 10 u Grupi 1, 20 u Grupi 2 i 30 u Grupi
3. Ako su prethodne vjerojatnosti odredene kao 0.17, 0.33 i 0.50, redom, programi će do-
dijeliti 10, 20, i 30 slučajeva grupama. Ako je 10 slučajeva nasumično dodijeljeno Grupi
1, 0.17 od njih (ili 1.7 slučajeva) bi slučajno trebalo biti ispravno klasificirano. Ako je
20 slučajeva nasumično dodijeljeno Grupi 2, 0.33 (ili 6.6 slučajeva) od njih bi trebalo biti
slučajno ispravno klasificirano, a ako je 30 slučajeva dodijeljeno Grupi 3, 0.50 od njih (ili
15 slučajeva) bi trebalo biti slučajno ispravno klasificirano. Zbrajanjem 1.7, 6.6 i 15 dobiju
se 23.3 slučajno ispravno klasificirana slučaja, tj. 39% od ukupnog broja slučajeva. Posto-

6Teži način za pronalaženje je proširiti multinomnu distribuciju, postupak koji je tehnički ispravniji, ali
daje identične rezultate kao i jednostavnija metoda koja je ovdje prikazana.
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tak točnosti pomoću klasifikacijskih jednadžbi mora biti znatno veći od postotka očekivane
slučajne točnosti da bi jednadžbe bile korisne.

1.10.1 Krosvalidacija i novi slučajevi
Klasifikacija se temelji na klasifikacijskim koeficijentima izvedenim iz uzoraka i oni obično
rade dobro za uzorak iz kojeg su izvedeni (engl. resubstitution). Budući da su koefici-
jenti samo procjene populacijskih klasifikacijskih koeficijenata, često je najpoželjnije znati
koliko se koeficijenti generaliziraju na novi uzorak slučajeva. Testiranje korisnosti koefi-
cijenata na novom uzorku naziva se krosvalidacija (engl. cross-validation). Jedan oblik
krosvalidacije uključuje podjelu jednog velikog uzorka nasumično na dva dijela, te zatim
izvodenje klasifikacijskih funkcija na jednom dijelu i njihovo testiranje na drugom. Drugi
oblik krosvalidacije uključuje izvodenje klasifikacijskih funkcija iz uzorka izmjerenog u
jednom trenutku i njihovo testiranje na uzorku izmjerenom kasnije.

Za veliki uzorak nasumično podijeljen na dijelove, jednostavno za neke slučajeve izos-
tavimo informacije o stvarnoj pripadnosti grupi (sakrijemo ih u programu). U SAS DIS-
CRIM proceduri, zadržani slučajevi stavljaju se u zasebnu podatkovnu datoteku, a zatim se
za njih ispituje točnost s kojom funkcije klasifikacije predvidaju pripadnost grupi za nove
podatke (u SAS-u se ovaj postupak naziva kalibracija (engl. calibration).

Mogući problemi pojavljuju se ako je originalni uzorak malen.

1.10.2 Klasifikacija Jackknifed
Pristranost ulazi u klasifikaciju ako su koeficijenti koji se koriste za dodjeljivanje slučaja
grupi izvedeni, djelomično, iz slučaja. U Jackknifed klasifikaciji, podaci iz slučaja se izos-
tavljaju kada se izračunavaju koeficijenti koji se koriste za dodjeljivanje grupi. Svaki slučaj
ima skup koeficijenata koji se razvijaju iz svih ostalih slučajeva. Jackknifed klasifikacija
daje realniju procjenu sposobnosti prediktora da razdvoje grupe.

1.10.3 Ocjenjivanje poboljšanja u klasifikaciji
U sekvencijalnoj LDA, korisno je utvrditi poboljšava li se klasifikacija dodavanjem novog
skupa prediktora u analizu. McNemarov χ2 s ponovljenim mjerenjima pruža jednostavan,
jasan (ali zamoran) test poboljšanja. Slučajevi se ručno tabeliraju jedan po jedan prema
tome jesu li točno ili netočno klasificirani prije koraka i nakon koraka u kojem se dodaju
prediktori.

Slučajevi koji imaju isti rezultat u oba koraka (bilo ispravno klasificirani, na slici 1.2
polje A, ili netočno klasificirani, polje D, zanemaruju se jer se oni ne mijenjaju. Dakle, χ2

za promjenu je
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Slika 1.4: Slovima A, B, C, D označeni su brojevi točno, odnosno netočno klasificiranih
sučajeva u ponovljenom mjerenju.

χ2 =
(|B −C| − 1)2

B +C
st.sl. = 1. (1.10)

Obično istraživača zanima samo poboljšanje u χ2, odnosno u situacijama kada je B > C
jer je tada više slučajeva ispravno klasificirano nakon dodavanja prediktora. Kada je B > C
i χ2 veći od 3.84 (kritična vrijednost χ2 s jednim stupnjem slobode za α = 0.05), dodani
prediktori pouzdano poboljšavaju klasifikaciju.

Uz vrlo velike uzorke, ručno tabeliranje slučajeva nije razumno. Alternativan, ali
možda manje poželjan, postupak je ispitivanje značajnosti razlike izmedu dvije lambde.[3]
Wilksova lambda iz koraka s većim brojem prediktora, Λ2, je podijeljena lambdom iz ko-
raka s manje prediktora, Λ1, da bi se dobila Wilksova lambda za testiranje značajnosti
razlike izmedu dvije lambde, ΛD,

ΛD =
Λ2

Λ1
. (1.11)



Poglavlje 2

Primjena linearne diskriminantne
analize na primjeru daljinskih
istraživanja usjeva

Za ilustraciju primjene linearne diskriminantne analize, koristit ćemo podatke daljinskih
istraživanja usjeva, dostupne u SAS dokumentaciji. Daljinska istraživanja (engl. remote
sensing) predstavljaju metodske postupke prikupljanja i interpretacije podataka o objek-
tima i pojavama iz daljine (zrakoplov, satelit i slično), pri čemu mjerni instrumenti ne
dolaze u dodir s objektima istraživanja. [6] U ovom skupu podataka, 36 opservacija grupi-
rano je u pet usjeva: Clover (djetelina), Corn (kukuruz), Cotton (pamuk), Soybeans (soja) i
Sugarbeets (šećerna repa). Četiri mjere nazvane x1, x2, x3 i x4 čine deskriptivne varijable,
čiji točni nazivi nam nisu poznati. Podaci su analizirani statističkim softverom SAS.

2.1 Deskriptivna statistika
Tablica 2.1 prikazuje deskriptivnu statistiku nezavisnih varijabli (prediktora) x1 - x4. N
predstavlja broj opservacija, Mean aritmetičku sredinu podataka, S td Dev standardnu de-
vijaciju, te Minimum, Median i Maximum redom, podatak s najmanjom vrijednošću u
skupu, medijan podataka, te podatak s najvećom vrijednošću.

24
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Tablica 2.1: Deskriptivna statistika nezavisnih varijabli (SAS ispis)

Iz tablice 2.1 možemo primjetiti da su sve varijable prediktora jednakih veličina, tj. da
nema podataka koji nedostaju.

Provjerimo i korelaciju varijabli prediktora pomoću procedure PROC CORR i naredbe
PEARSON, koja će nam dati Pearsonov koeficijent korelacije za svaki par varijabli x1-x4..

Tablica 2.2: Pearsonov koeficijent korelacije varijabli prediktora (SAS ispis)

Iz tablice 2.2 iščitavamo da su, na razini značajnosti α = 0.05, statistički značajno
korelirane varijable x1 i x3, te x2 i x3.
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Kod u SAS-u kojim provodimo linearnu diskriminantnu analizu

PROC DISCRIM procedura započinje prikazom informacija o varijablama koje sudje-
luju u analizi, a iz kojeg možemo iščitati broj opservacija, broj kvantitativnih varijabli te
broj klasa (grupa) u klasifikacijskoj varijabli. Takoder, dostupne su i informacije o frekven-
ciji pojedine klase, njezinoj težini, proporciji u ukupnom uzorku, te vjerojatnost pojedine
klase prije analize (engl. Prior Probability), koja je proporcionalna veličini klase u ukup-
nom uzorku.

Iz tablice 2.3 vidimo da je u analizi sudjelovalo svih 36 opservacija, od kojih najveću
frekvenciju ima djetelina, slijedi je kukuruz, a najmanju frekvenciju imaju pamuk, soja i
šećerna repa. Najveću vjerojatnost klasificiranja prije analize ima grupa s najvećom frek-
vencijom, tj. djetelina (0.305556).
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Tablica 2.3: Deskriptivne informacije (SAS ispis)

2.2 Provjera pretpostavki linearne diskriminantne
analize

2.2.1 Normalnost
Prije samog izvodenja diskriminacijskih funkcija, provjerit ćemo imaju li varijable pre-
diktora x1-x4 normalne distribucije. Normalnost ćemo provjeriti PROC UNIVARIATE
NORMAL PLOT procedurom.

Za varijable x1-x4 dobivamo sljedeće rezultate.
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Tablica 2.4: Test normalnosti za varijablu x1 (SAS ispis)

Tablica 2.5: Test normalnosti za varijablu x2 (SAS ispis)

Tablica 2.6: Test normalnosti za varijablu x3 (SAS ispis)
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Tablica 2.7: Test normalnosti za varijablu x4 (SAS ispis)

Navedena procedura izvodi četiri testa normalnosti podataka, Shapiro-Wilksov test,
Kolmogorov-Smirnovljev, Cramer von Misesov te Anderson-Darlingov test. Nulta hipo-
teza ovih testova je da podaci dolaze iz normalne distribucije,a odbacuje se za p-vrijednosti
manje od 0.05.

Na razini značajnosti α = 0.05 možemo odbaciti normalnost za sve varijable predik-
tora. Iz gornjih tablica, vidimo da su varijable x2 i x4 najbliže normalnoj distribuciji.

2.2.2 Homogenost matrice kovarijance
U proceduri koju koristimo, pretpostavljamo da su varijance usjeva jednake pa upotreb-
ljavamo naredbu POOL=YES, koja koristi združenu matricu kovarijance kao osnovu za
računanje generaliziranih kvadrata udaljenosti. Tom naredbom dobivamo diskriminacijske
funkcije koje su linearne, dok bi naredbom POOL=NO dobili kvadratne diskriminacijske
funkcije.

Treća opcija za naredbu POOL je POOL=YES, koja testira homogenost matrice kova-
rijance unutar grupa, pri čemu osnovna i alternativna hipoteza glase:

H0 : Matrica kovarijance unutar grupa je homogena
H1 : Matrica kovarijance unutar grupa nije homogena.

Ukoliko matrica nije homogena, već heterogena, PROC DISCRIM POOL=TEST računa
kvadratne diskriminacijske funkcije i pritom upotrebljava zasebne matrice kovarijance, a
ne združenu matricu kovarijance kao kod računanja linearnih diskriminacijskih funkcija.
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Provjerimo homogenost matrice kovarijance za naš primjer. PROC DISCRIM proce-
durom u SAS-u dobivamo tablicu 2.8.

Tablica 2.8: Test homogenosti matrice kovarijance (SAS ispis)

Test je proveden na razini značajnosti α = .10, a budući da je p-vrijednost manja od
.0001 odbacujemo nultu hipotezu o homogenosti matrice.

Iako pretpostavka o homogenosti naše matrice kovarijance ”pada u vodu”, analizu
ćemo nastaviti pod pretpostavkom da je matrica homogena kako bismo mogli ilustrirati
primjer linearne analize. U suprotnom, procedura će nam dati kvadratne diskriminacijske
funkcije, što više nije dio linearne diskriminantne analize.

2.3 Udaljenost izmedu grupa
Naredbom DISTANCE dobivamo kvadriranu Mahalanobisovu udaljenost izmedu grupa, tj.
njihovih centroida.

Tablica 2.9: Kvadrirana Mahalanobisova udaljenost izmedu grupa usjeva

Iz tablice 2.9 vidimo da je najveća udaljenost izmedu usjeva kukuruza i djeteline, tj.
te dvije grupe se najviše razlikuju, pa očekujemo manju pogrešku klasifikacije podatka iz
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jedne od tih grupu u onu drugu. S druge strane, najmanja je udaljenost izmedu usjeva soje
i kukuruza, te pamuka i djeteline. Grupe s manjom udaljenošću, manje se razlikuju i veća
je vjerojatnost pogrešne klasifikacije medu njima.

Ista naredba, provodi i F test značajnosti udaljenosti izmedu dvaju usjeva.

Tablica 2.10: p-vrijednosti za test značajnosti kvadriranih Mahalanobisovih udaljenosti
medu usjevima

Iz tablice 2.10 vidimo da se za razinu značajnosti α = .10 značajno razlikuju djetelina
i kukuruz te djetelina i soja, dok se na razini značajnosti α = .05 značajno razlikuju jedino
djetelina i soja.

Budući da većina grupnih centroida usjeva nije značajno udaljena, tj. usjevi se značajno
ne razlikuju, očekujemo dosta pogrešaka u klasifikaciji.

2.4 Statistička značajnost
Naredbe ANOVA i MANOVA daju nam uvid u rezultate testova značajnosti utjecaja pojedi-
nih prediktora u klasifikaciji, te test ukupne značajnosti modela. Zanima nas koje varijable
imaju značajan utjecaj u modelu.
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Tablica 2.11: Test značajnosti varijabli prediktora u klasifikaciji (SAS ispis)

Iz tablice 2.11 vidimo da jedino varijabla x1 značajno doprinosi klasifikaciji podataka
u grupe. Za standardne razine značajnosti zaključujemo da varijable x2, x3 i x4 ne utječu
značajno na klasifikaciju podataka.

Tablica 2.12: Test ukupne značajnosti klasifikacije (SAS ispis)

Budući da dizajn našeg istraživanja nije idealan, kao kriterij ukupne statističke značajnosti
koristimo Pillaijev trag. Iz tablice 2.12 iščitavamo da klasifikacija nije statistički značajna,
tj. da varijable koje sudjeluju u klasifikaciji, ne utječu značajno na samu klasifikaciju po-
dataka.
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2.5 Diskriminacijske funkcije
Konačno, PROC DISCRIM procedura daje nam koeficijente linearnih diskriminacijskih
funkcija za usjeve, prikazane u tablici 2.13.

Tablica 2.13: Koeficijenti linearnih diskriminacijskih funkcija za usjeve

Iz tablice 2.13 možemo iščitati i klasifikacijske jednadžbe za grupe.
Klasifikacijski rezultat za svaku grupu nalazimo pomoću jednadžbe 1.4, tj. množenjem

originalne vrijednosti svakog prediktora odgovarajućim koeficijentom diskriminacijske,
odnosno klasifikacijske funkcije, te zbrajanjem tih produkata sa konstantnim koeficijen-
tom. Budući da u našem primjeru imamo 5 grupa usjeva, dobit ćemo i 5 klasifikacijskih
jednadžbi.

Klasifikacijske jednadžbe za pet grupa usjeva:

Cd jetelina = −10.98457 + 0.08907 · X1 + 0.17379 · X2 + 0.11899 · X3 + 0.15637 · X4 ,

Ckukuruz = −7.72070 + (−0.04180) · X1 + 0.11970 · X2 + 0.16511 · X3 + 0.16768 · X4 ,

Cpamuk = −11.46537 + 0.02462 · X1 + 0.17596 · X2 + 0.15880 · X3 + 0.18362 · X4 ,

Cso ja = −7.28260 + 0.0000369 · X1 + 0.15896 · X2 + 0.10622 · X3 + 0.14133 · X4 ,



POGLAVLJE 2. PRIMJENA LINEARNE DISKRIMINANTNE ANALIZE NA
PRIMJERU DALJINSKIH ISTRAŽIVANJA USJEVA 34

Csecerna repa = −9.80179 + 0.04245 · X1 + 0.20988 · X2 + 0.06540 · X3 + 0.16408 · X4 ,

gdje X1, X2, X3 i X4 predstavljaju vrijednosti prediktora x1-x4 za svaki pojedini usjev u
svakoj grupi.

Na primjer, želimo li izračunati klasifikacijski rezultat za jedan usjev kukuruza, čije su
vrijednosti prediktora x1-x4 redom 16, 27, 31 i 33, onda klasifikacijski rezultat za taj usjev
računamo tako da vrijednosti prediktora uvrstimo u svaku od prethodnih 5 jednadžbi te taj
usjev svrstamo u grupu za koju ima najveći klasifikacijski rezultat.

Cd jetelina = −10.98457+0.08907·16+0.17379·27+0.11899·31+0.15637·33 = 3.98178

Ckukuruz = −7.72070+(−0.04180)·16+0.11970·27+0.16511·31+0.16768·33 = 5.49425

Cpamuk = −11.46537+0.02462 ·16+0.17596 ·27+0.15880 ·31+0.18362 ·33 = 4.66173

Cso ja = −7.28260+0.0000369 ·16+0.15896 ·27+0.10622 ·31+0.14133 ·33 = 4.96662

Csec. repa = −9.80179+0.04245 ·16+0.20988 ·27+0.06540 ·31+0.16408 ·33 = 3.98621

Uvrštavanjem prediktora u klasifikacijske jednadžbe, dobivamo da ovaj usjev kuku-
ruza ima najveći rezultat klasifikacije za grupu kukuruz pa taj usjev svrstavamo u grupu
kukuruz. Ispravna klasifikacija u ovom slučaju.

Postupak se nastavlja za svaki pojedini usjev, te SAS procedurom PROC DISCRIM
i naredbom LIST dobivamo tablicu, čiji jedan dio je prikazan u tablici 2.14,u kojoj je za
svaki usjev prikazana grupa kojoj taj usjev stvarno pripada i grupa u koju je svrstan na-
kon postupka klasifikacije, te klasifikacijske vjerojatnosti. Usjev je svrstan u onu grupu
za koju ima najveću klasifikacijsku vjerojatnost. Zvjezdicom su označeni usjevi koji su
klasificirani u pogrešnu grupu.
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Tablica 2.14: Ispis dijela tablice klasifikacije usjeva uporabom klasifikacijskih jednadžbi
(SAS ispis)

Točan broj i postotak usjeva svrstanih u pojedinu grupu možemo vidjeti u tablici 2.15.
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Tablica 2.15: Broj i postotak opservacija klasificiranih u pojedinu grupu usjeva te ukupna
greška klasifikacije (SAS ispis)

Iz tablice 2.15 iščitavamo da je od 11 usjeva djeteline, njih 6 svrstano u grupu djetelina,
3 u grupu pamuk i 2 u grupu šećerna repa. Kod kukuruza, 6 ih je svrstano u grupu kukuruz,
a 1 u grupu soja. Za pamuk, 3 u grupu djetelina, 1 u grupu pamuk i 2 u grupu soja. Za soju,
1 usjev svrstan je u grupu kukuruz, 1 u grupu pamuk, 3 u grupu soja i 1 u grupu šećerna
repa. Kod šećerne repe, 1 usjev svrstan je u grupu djetelina, 1 u kukuruz, 2 u soju i 2 u
grupu šećerna repa.
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Ukupno je 10 slučajeva svrstano u grupu djetelina, 8 u grupu kukuruz, 5 u grupu pamuk,
8 u grupu soja i 5 u grupu šećerna repa. Prisjetimo se, grupe su na početku imale sljedeće
frekvencije: djetelina 11, kukuruz 7, pamuk 6, soja 6 i šećerna repa 6.

Možemo primjetiti da je 18 od 36 usjeva svrstano u pogrešnu grupu, tj. 50% usjeva
pogrešno je klasificirano i 50% ispravno. Ako bismo ručno izračunali očekivani broj i
postotak slučajno ispravno razvrstanih usjeva na način opisan u poglavlju 1.10, onda bi
taj broj iznosio 7.69 usjeva, odnosno 21.36% od ukupnog broja usjeva. Da bi jednadžbe
bile korisne, postotak ispravno klasificiranih usjeva mora biti znantno veći od postotka
očekivane slučajne točnosti. U ovom slučaju, klasifikacijske jednadžbe nisu od koristi.

U drugoj tablici vidimo da ukupna pogreška klasifikacije za usjeve iznosi 50.00%

U tablici 2.16 prikazana je procjena broja i postotka klasificiranih usjeva krosvalidaci-
jom, koja služi ispitivanju točnosti s kojom klasifikacijske funkcije predvidaju pripadnost
grupi, te procjena pogreške krosvalidacije.

Rezultat je još veća stopa pogrešne klasifikacije (66.67%), pa zaključujemo da klasifi-
kacijske funkcije loše klasificiraju slučajeve u grupe.

Naredba OUTSTAT=option pohranjuje kalibracijske informacije u novi skup podataka
za testiranje budućih opservacija.

Drugi dio PROC DISCRIM procedure koristi ove informacije za klasifikaciju skupa
testnih podataka.
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Tablica 2.16: Broj i postotak opservacija klasificiranih u pojedinu grupu usjeva krosvalida-
cijom (SAS ispis)

2.6 Klasifikacija testnih podataka
Za klasifikaciju skupa testnih podataka možemo koristiti kalibracijske informacije, pohra-
njene u skupu podataka Cropstat.
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Kod u SAS-u kojim zadajemo i klasificiramo skup testnih podataka

Naredba TESTLIST ispisuje rezultate klasifikacije za svaku od opservacija iz skupa
testnih podataka.

Tablica 2.17: Klasifikacijski rezultati testnih podataka (SAS ispis)

Koristeći kalibracijske informacije, tj. informacije klasifikacijskih funkcija iz prvog
dijela PROC DISCRIM procedure, iz tablice 2.17 iščitavamo da je 3 od 5 usjeva iz skupa
testnih podataka pogrešno klasificirano. Usjev kukuruza ispravno je klasificiran u grupu
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kukuruz, takoder i usjev soje u grupu soja, ali usjev pamuka pogrešno je svrstan u grupu
soja, usjev šećerne repe u grupu djetelina, a usjev djeteline u grupu pamuk.

Tablica 2.18: Greška klasifikacije testnih podataka (SAS ispis)

Iz tablice 2.18 iščitavamo da ukupna greška klasifikacije testnih podataka iznosi 0.6389,
tj. 63.89% usjeva pogrešno je klasificirano.

2.7 Poboljšanje klasifikacije
Budući da smo analizu u ovom primjeru započeli s veoma lošim pretpostavkama, a ni kla-
sifikacija nam nije dala zadovoljavajuće rezultate, pokušat ćemo najprije transformacijom
varijabli prediktora dobiti bolju klasifikaciju.

2.7.1 Transformacija varijabli
U svrhu poboljšanja klasifikacije transformacijom podataka, proveli smo linearnu diskri-
minantnu analizu s logaritmiranim i korjenovanim vrijednostima varijabli prediktora. Ni-
jedna od navedenih transformacija nije nam dala značajno bolje rezultate klasifikacije, već
približno iste onima s originalnim podacima.

Procjene ukupnih pogrešaka klasifikacije dobivene krosvalidacijom u analizi s transfor-
miranim varijablama dane su u tablicama 2.19 i 2.20 i iznose 0.5556 i 0.6111, što znači da
je s logaritmiranim prediktorima 55.56% usjeva pogrešno klasificirano, a s korjenovanim
61.11%.



POGLAVLJE 2. PRIMJENA LINEARNE DISKRIMINANTNE ANALIZE NA
PRIMJERU DALJINSKIH ISTRAŽIVANJA USJEVA 41

Tablica 2.19: Greška klasifikacije krosvalidacijom u analizi s logaritmiranim prediktorima
(SAS ispis)

Tablica 2.20: Greška klasifikacije krosvalidacijom u analizi s korjenovanim prediktorima
(SAS ispis)

2.7.2 Kvadratna diskriminantna analiza
Budući da ni transformacijom podataka nismo dobili bolje rezultate, ostalo nam je još
analizirati podatke kvadratnom diskriminantnom analizom.

Ovim korakom, izlazimo van granica linearne diskriminantne analize, no cilj nam je us-
tanoviti je li uzrok ovako lošoj klasifikaciji kršenje pretpostavki analize, ili diskriminantna
analiza uopće nije dobar model za klasificiranje ovog skupa podataka.

Kvadratnu diskriminantnu analizu izvodimo SAS DISCRIM procedurom i naredbom
POOL=NO koja daje kvadratne diskriminacijske funkcije za razdvajanje grupa usjeva.
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Kod u SAS-u kojim izvodimo kvadratnu diskriminatnu analizu za podatke o usjevima

Budući da nam je cilj značajno smanjiti pogrešku klasifikacije, iz SAS ispisa kvadratne
analize izdvojili smo samo tablice s pogreškama klasifikacije.

U tablici 2.21 dana je pogreška klasifikacije uporabom kvadratnih diskriminacijskih
funkcija i ona iznosi 0.1111, što je puno bolji rezultat, nego kod linearne analize (0.5000).

Tablica 2.21: Ggreška klasifikacije usjeva kvadratnom diskriminantnom analizom (SAS
ispis)

Medutim, pogreška klasifikacije krosvalidacijom dana je u tablici 2.22 i iznosi 0.5556,
što znači da se ni klasifikacijske jednadžbe dobivene kvadratnom diskriminantnom anali-
zom ne generaliziraju dobro za klasifikaciju novih uzoraka.

Tablica 2.22: Greška klasifikacije krosvalidacijom (SAS ispis)
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2.8 Kanonička diskriminantna analiza
U korist lošoj klasifikaciji ide i velika raspršenost podataka pa ćemo za kraj analize ovog
primjera, provesti analizu dobivenih diskriminacijskih funkcija da bismo utvrdili koliko
one pridonose razdvajanju grupa usjeva.

PROC CANDISC procedurom u SAS-u proveli smo kanoničku diskriminantnu analizu,
koja nam daje broj izvedenih diskriminacijskih funkcija, njihovu značajnost te matricu
korelacije prediktora sa diskriminacijskim funkcijama.

Tablica 2.23: Kanoničke korelacije koje objašnjavaju broj i značaj diskriminacijskih funk-
cija (SAS ispis)

Zbog bolje preglednosti, SAS ispis tablice 2.23 podijelili smo u dva dijela.
Prema tablici 2.23, za primjer podataka o usjevima izveden je maksimalni broj dis-

kriminacijskih funkcija (4), od kojih nijedna nije značajna (p-vrijednosti veće od 0.10),
odnosno nijedna statistički značajno ne dopinosi razdvajanju grupa usjeva.

Razdvajanje grupa pomoću prvih dviju diskriminacijskih funkcija, koje najviše dopri-
nose razdvajanju, prikazano je na slici 2.1.
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Slika 2.1: Prikaz prvih dviju diskriminacijskih funkcija za razdvajanje grupa usjeva (SAS
ispis)

Na slici 2.1 osi prikazuju diskriminacijske funkcije, označene Canonical Variable 1 i
Canonical Variable 2. Vidimo da ni prva ni druga funkcija nema značajnu diskriminacijsku
moć, jer se grupe usjeva medusubno jako preklapaju uzduž osi.
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Tablica 2.24: Matrica strukture (SAS ispis)

Iz tablice 2.24 iščitavamo korelacije prediktora sa diskriminacijskim funkcijama. Pri-
mjećujemo da većina korelacija nije značajna (< 0.33), pa zaključujemo da prediktori ne
doprinose značajno diskriminantnoj moći funkcija.

2.9 Zaključak
Na primjeru podataka daljinskih istraživanja usjeva, vidjeli smo da loše pretpostavke ana-
lize mogu značajno utjecati na rezultate klasifikacije.

Analizom smo pokazali da samo jedan od četiri prediktora značajno doprinosi klasifi-
kaciji podataka, no ni to nije dovoljno da bi ukupna značajnost klasifikacije bila značajna.

Analizom diskriminacijskih funkcija utvrdili smo da nijedna od 4 izvedene funkcije ne
razdvaja grupe usjeva statistički značajno.

Zaključujemo da podaci o usjevima nisu najbolji izbor za ilustraciju linearne diskrimi-
nantne analize, odnosno klasifikacije.



Poglavlje 3

Primjena linearne diskriminantne
analize u istraživanju svojstava zrna
triju sorti pšenice

U ovom primjeru, ispitivanu skupinu čine zrna triju različitih sorti pšenice (grupe) (Kama,
Rosa i Canadian). Nasumično je odabrano po 70 opservacija za svaku sortu pšenice. Vi-
sokokvalitetna vizualizacija unutarnje strukture zrna detektirana je tehnikom meke rend-
genske snimke (enlg. soft X-ray technique). Skup prediktora čini 7 kontinuiranih varijabli,
area (površina), perimeter (opseg), compactness (kompaktnost), length of kernel (duljina
zrna), width of kernel (širina zrna), asymmetry coefficient (koeficijent asimetrije) i length
of kernel groove (duljina utora zrna), dobivenih mjerenjem geometrijskih svojstava zrna.
Istraživanja su provedena na kombajnom požnjevenim zrnima pšenice s pokusnih polja,
istraženih na Institutu za agrofiziku Poljske akademije znanosti u Lublinu, a podaci su
dostupni na http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/seeds.

3.1 Deskriptivna statistika
Zbog lakše notacije i preglednosti ispisa, varijable length of kernel, width of kernel, asym-
metry coefficient i length of kernel groove nazvali smo, redom, KernelLength, KernelWidth,
AsymmetryCoefficient i KernelGrooveLength.

Iz tablice 3.1 vidimo da je učitano svih 210 opservacija. Broj nezavisnih varijabli
(prediktora) je 7, a broj grupa (sorti) je 3. Frekvencije sorti pšenice su jednake, kao što
smo i ranije naveli, za svaku sortu po 70 opservacija. Vjerojatnosti pripadanja pojedinoj
sorti prije analize su proporcionalne veličinama grupa, pa su one jednake za sve sorte i
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iznose 0.333333.

Tablica 3.1: Deskriptivna statistika (SAS ispis)

Tablica 3.2: Deskriptivna statistika varijabli prediktora (SAS ispis)

Prema tablici 3.2, za svaki od prediktora učitano je svih 210 vrijednosti, tj. nemamo
podataka koji bi nedostajali. Varijabla Area ima najveću varijancu, dok varijabla Compac-
tness ima najmanju.
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Tablica 3.3: Korelacija prediktora (SAS ispis)

Za ispis tablice 3.3, zbog preglednosti, koristili smo skraćene nazive prediktora (Pe-
rim za Perimeter, Compact za Compactness, KL za KernelLength, KW za KernelWidth,
AsymCoeff za AsymmetryCoefficient i KGL za KernelGrooveLength).

Možemo primijetiti da su sve varijable prediktora medusobno značajno korelirane (s
vrijednostima korelacija izmedu 0.75 i 0.99), osim varijabli AsymmetryCoefficient i Com-
pactness, koje su manje od ostalih korelirane s preostalim varijablama. No, to nas ne
iznenaduje, budući da su to jedine dvije varijable koje nisu povezane s veličinom zrna.
Varijable Area i Perimeter u najvećoj su (pozitivnoj) linearnoj korelaciji.

3.2 Provjera pretpostavki linearne diskriminantne
analize

3.2.1 Normalnost
PROC UNIVARIATE procedurom ispitujemo normalnost varijabli prediktora.



POGLAVLJE 3. PRIMJENA LINEARNE DISKRIMINANTNE ANALIZE U
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Tablica 3.4: Test normalnosti varijable Area (SAS ispis)

Tablica 3.5: Test normalnosti varijable Perimeter (SAS ispis)

Tablica 3.6: Test normalnosti varijable Compactness (SAS ispis)
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Tablica 3.7: Test normalnosti varijable KernelLength (SAS ispis)

Tablica 3.8: Test normalnosti varijable KernelWidth (SAS ispis)

Tablica 3.9: Test normalnosti varijable AsymmetryCoefficient (SAS ispis)
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Tablica 3.10: Test normalnosti varijable KernelGrooveLength (SAS ispis)

Iz tablica 3.4 - 3.10 vidimo da na razini značajnosti α = 0.05 možemo odbaciti pretpos-
tavku o normalnosti za sve varijable prediktora, osim za varijablu AsymmetryCoefficient.

3.2.2 Homogenost matrice kovarijance
Naredbom POOL=TEST ispitujemo homogenost matrice kovarijance unutar grupa.

Tablica 3.11: Test homogenosti matrice kovarijance (SAS ispis)

Budući da iz tablice 3.11 iščitavamo p-vrijednost manju od razine značajnosti na kojoj
je test proveden (α = 0.10), zaključujemo da matrica kovarijance nije homogena.

Testiranjem uvjeta linearne diskriminantne analize, zaključujemo da pretpostavke nisu
zadovoljene, kao ni u prethodnom primjeru. Analizu ćemo nastaviti pretpostavljajući za-
dovoljenu normalnost i homogenost, jer ukoliko dobijemo zadovoljavajuće rezultate klasi-
fikacije, kršenje pretpostavki neće nas previše brinuti.

3.3 Udaljenost izmedu grupa
Naredbom DISTANCE ispitujemo značajnost udaljenosti izmedu grupnih centroida.
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Tablica 3.12: Kvadrirana Mahalanobisova udaljenost izmedu grupnih centroida (SAS ispis)

Za ovaj primjer podataka, u tablici 3.12 vidimo da su centroidi sorti pšenice znatno
udaljeniji, nego što je to bio slučaj kod usjeva u prethodnom primjeru (tablica 2.9).

Tablica 3.13: Test značajnosti kvadrirane Mahalanobisove udaljenosti izmedu grupnih cen-
troida (SAS ispis)

Prema tablici 3.13 svi grupni centroidi statistički su značajno udaljeni, što nam daje
naslutiti da će i klasifikacija biti puno bolja u odnosu na onu u poglavlju 2.

3.4 Statistička značajnost
Naredbom ANOVA analiziramo utjecaj pojedine varijable prediktora na klasifikaciju poda-
taka u grupe.

Prema tablici 3.14 i veličini F vrijednosti, varijabla Area najviše doprinosi klasifikaciji
(F = 548.19). Slijede je varijable Perimeter (F = 541.58) i KernelWidth (F = 406.30).
Klasifikaciji najmanje doprinosi varijabla AsymmetryCoefficient (F = 51.89), a slijedi je
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Tablica 3.14: Test značajnosti varijabli prediktora u klasifikaciji (SAS ispis)

varijabla Compactness (F = 75.87). Medutim, sve varijable prediktora statistički značajno
doprinose klasifikaciji (p-vrijednosti manje od 0.001), pa zaključujemo kako je važno u
modelu zadržati sve varijable da bismo dobili najtočniju klasifikaciju podataka.

Prikažimo grafički funkciju gustoće da bismo analizirali distribuciju varijable Area za
svaku sortu pšenice.
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Slika 3.1: Funkcije gustoće za distribuciju varijable Area u sortama (SAS ispis)

Sa slike 3.1 vidimo da su središta distribucija za sve tri sorte znatno razmaknuta, no
repovi distribucija se preklapaju za sorte Kama i Rosa, te Kama i Canadian. takoder,
vidimo i minimalno preklapanje kod sorti Rosa i Canadian.

Kako je Area varijabla koja najviše razdvaja grupe, zaključujemo da se sorte Rosa i
Canadian najviše medusobno razlikuju.

Analizirajmo i distribuciju varijable AsymmetryCoefficient za svaku od sorti.
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ISTRAŽIVANJU SVOJSTAVA ZRNA TRIJU SORTI PŠENICE 55

Slika 3.2: Funkcije gustoće za distribuciju varijable AsymmetryCoefficient u sortama (SAS
ispis)

Za usporedbu sa slikom 3.1, na slici 3.2 vidimo da se distribucije varijable Asymme-
tryCoefficient jako preklapaju za sve tri sorte pšenice, no ipak, središta distribucija i dalje
su razdvojena. Ovime opravdavamo značaj varijable AsymmetryCoefficient u budućoj kla-
sifikaciji sorta pšenice.

Budući da varijable Area, Perimeter i KernelWidth najviše doprinose klasifikaciji po-
dataka, nacrtajmo u parovima njihove zajedničke uzoračke distribucije u sortama. Na
sljedećim grafovima, uzorci iz sorte Kama označeni su plavom bojom, iz sorte Rosa cr-
venom, a iz sorte Canadian zelenom.
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Slika 3.3: Zajednička uzoračka distribucija varijabli Area i Perimeter u sortama pšenice
(SAS ispis)

Prema slici 3.3, obje varijable, i Area, i Perimeter, značajno doprinose razdvajanju
grupa.
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Slika 3.4: Zajednička uzoračka distribucija varijabli Perimeter i KernelWidth u sortama
pšenice (SAS ispis)

Iz slike 3.4 vidimo da varijabla Perimeter razdvaja sorte pšenice bolje od varijable
KernelWidth.

Za usporedbu s varijablama koje najviše doprinose klasifikaciji, nacrtajmo i zajedničku
uzoračku distribuciju varijabli AsymmetryCoefficient i Compactness, za koje smo ustano-
vili da najmanje doprinose klasifikaciji, no i dalje značajno. Očekujemo da se razdvajanje
grupa neće vidjeti jasno kao na prethodnim grafovima.
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Slika 3.5: Zajednička uzoračka distribucija varijabli AsymmetryCoefficient i Compactness
u sortama pšenice (SAS ispis)

Na slici 3.5, pomoću distribucija varijabli AsymmetryCoefficient i Compactness, ne
možemo razdvojiti sorte pšenice kao što smo to mogli s varijablama Area, Perimeter i
KernelWidth.

U prijevodu, površina, opseg i širina zrna najviše razlikuju sorte pšenice Kama, Rosa i
Canadian, dok se one najmanje razlikuju prema koeficijentu asimetrije i kompaktnosti.

Naredbom MANOVA testiramo ukupnu statističku značajnost klasifikacije. Za sva 4
kriterija navedena u tablici 3.15, možemo odbaciti nultu hipotezu i zaključiti da je klasifi-
kacija dobivena pomoću svih 7 prediktora statistički značajna.



POGLAVLJE 3. PRIMJENA LINEARNE DISKRIMINANTNE ANALIZE U
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Tablica 3.15: Test ukupne statističke značajnosti klasifikacije (SAS ispis)

3.5 Rezultati klasifikacije
U tablici 3.16 su zapravo prikazani koeficijenti klasifikacijskih jednadžbi.

Broj značajnih diskriminacijskih funkcija i njihove koeficijente možemo iščitati iz is-
pisa procedure PROC CANDISC koja izvodi kanoničku diskriminantnu analizu. (Poglavlje
3.7).

Tablica 3.16: Koeficijenti linearnih diskriminacijskih funkcija za sorte pšenice (SAS ispis)

Računanje klasifikacijskog rezultata za svaku pojedinu opservaciju izvodi se analogno
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postupku opisanom u poglavlju 2.5.
U ovom primjeru imamo ukupno 3 različite sorte pšenice, odnosno 3 različite grupe,

pa imamo i 3 klasifikacijske jednadžbe, čiji koeficijenti su dani u stupcima tablice 3.16.
Budući da u ovom primjeru imamo velik skup podataka, nećemo dati ispis klasifikacije

za svaki pojedini slučaj, već samo ispis pogrešno klasificiranih sorti.

Tablica 3.17: Pogrešno klasificirane sorte pšenice i ukupna greška klasifikacije (SAS ispis)

Prema tablici 3.17 klasifikacijske jednadžbe jako dobro klasificiraju podatke iz kojih su
izvedene. Ukupno 7 od 210 zrna pšenice je klasificirano u pogrešnu sortu, što je greška od
svega 3%.

Provjerimo i rezultate klasifikacije podataka metodom krosvalidacije.

U tablici 3.18 vidimo da su pogreške u klasifikaciji krosvalidacijom identične po-
greškama klasifikacije na podacima iz kojih je model izveden, tj. i u ovom slučaju je
svega 3% podataka pogrešno klasificirano.
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Tablica 3.18: Pogrešno klasificirane sorte pšenice krosvalidacijom i ukupna greška klasifi-
kacije (SAS ispis)

Zaključujemo da klasifikacijske jednadžbe jako dobro klasificiraju sorte pšenica.
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3.6 Klasifikacija testnih podataka
Za testiranje klasifikacije koristimo testni skup podataka koji se sastoji od 18 opservacija,
po 6 za svaku sortu pšenice.

Tablica 3.19: Klasifikacija testnih podataka (SAS ispis)

Iz tablice 3.19 vidimo da su sva zrna pšenice iz skupa testnih podataka svrstana u
ispravnu grupu, što znači da greška klasifikacije testnih podataka iznosi 0.0000 kao što
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vidimo i u tablici 3.20.

Tablica 3.20: Greška klasifikacije testnih podataka (SAS ispis)

3.7 Kanonička diskriminantna analiza
PROC CANDISC procedurom izvodimo kanoničku diskriminantnu analizu s ciljem testi-
ranja značajnosti diskriminacijskih funkcija.

Budući da u ovom primjeru imamo 3 grupe pšenice, možemo dobiti maksimalno dvije
diskriminacijske funkcije.

Kanoničke korelacije koje dobivamo spomenutom procedurom, zapravo su veličine
efekta diskriminacijskih funkcija. Broj kanoničkih korelacija odgovora broju diskrimi-
nacijskih funkcija.

Zbog bolje preglednosti, SAS ispis tablice 3.21 podijelili smo u dva dijela.
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Tablica 3.21: Kanoničke korelacije koje opisuju diskriminacijske funkcije (SAS ispis)

Prema tablici 3.21, postoje dvije diskriminacijske dimenzije (funkcije), od kojih obje
statistički značajno razdvajaju sorte pšenice (p-vrijednosti manje od 0.0001). Kvadratne
kanoničke korelacije za funkcije iznose redom 0.862 i 0.745, i to su zapravo veličine efekta
svake diskriminacijske funkcije.

Tablica 3.22: Matrica korelacija prediktora i diskriminacijskih funkcija (SAS ispis)
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Tablica 3.22 zapravo je matrica strukture u kojoj su sadržane korelacije prediktora i
diskriminacijskih funkcija. Vidimo da su varijable Area, Perimeter, KernelLength, Ker-
nelWidth i KernelGrooveLength u jačoj korelaciji s prvom diskriminacijskom funkcijom,
dok varijable Compactness i AsymmetryCoefficient jače koreliraju s drugom diskrimina-
cijskom funkcijom. Budući da smo u poglavlju 1.7 naveli kako u obzir za interpretaciju
uzimamo korelacije veće od 0.33, zaključujemo da sve varijable prediktora značajno dopri-
nose diskriminaciji grupa. Pritom, varijablama koje su jače korelirane s prvom funkcijom,
zajednička osobina je što su to mjere povezane s veličinom zrna, dok varijable koje jače
koreliraju s drugom funkcijom nisu.

Pomoću rezultata kanoničke diskriminantne analize, lako možemo ucrtati naše opser-
vacije po grupama duž diskiminacijskih osi.

Slika 3.6: Prikaz diskriminacijskih funkcija za razdvajanje sorti pšenice (SAS ispis)

Na slici 3.6 prikazano je razdvajanje sorti pšenica pomoću dviju dobivenih diskrimina-
cijskih funkcija. Funkcije su prikazane kao osi grafa, označene LD1 (prva diskriminacijska
funkcija) i LD2 (druga diskriminacijska funkcija).
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Primjećujemo da prva diskriminacijska funkcija potpuno razdvaja sorte Rosa i Cana-
dian, dobro razdvaja sorte Kama i Rosa, dok sorte Kama i Canadian ne razdvaja baš naj-
bolje.

S druge strane, druga diskriminacijska funkcija dobro razdvaja sorte Kama i Canadian,
no manje upsješno razdvaja sortu Rosa od preostalih dviju.

Zaključujemo da se sorta Rosa od preostalih razlikuje najviše po svojstvima vezanim
uz veličinu zrna, dok se sorte Kama i Canadian medusobno više razlikuju po kompaktnosti
zrna i koeficijentu asimetrije.

Za kraj ove analize, prikažimo još i konturirani graf diskriminacijskih funkcija i sorti
pšenice. Obojana područja prikazuju predvidene klasifikacije za svaku od sorti, a stvarni
klasifikacijski rezultati podataka ispisani su za svaku sortu.

Slika 3.7: Prikaz klasifikacijskih rezultata za sorte pšenice duž diskriminacijskih funkcija
(SAS ispis)

Na slici 3.7 diskriminacijske osi (funkcije) označene su Can1 i Can2. Vidimo da dvije
diskriminacijske funkcije dobro razdvajaju sorte pšenice; većina stvarnih klasifikacija sorti
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Rosa i Kama spada unutar granica podudarne predvidene klasifikacije sorti. Takoder, pri-
mjećujemo i da je sorta Canadian teže odvojiva od sorte Kama.

3.8 Zaključak
U ovom primjeru i primjeru iz poglavlja 2, promatrani skup podataka krši uvjete pod ko-
jima se izvodi optimalna linearna diskriminantna analiza, no klasifikacija podataka u dru-
gom primjeru dala je puno bolje rezultate od one u prvom.

U stvarnoj primjeni diskriminantne analize, rijetko ćemo se susresti s podacima koji
idealno zadovoljavaju sve uvjete, kao što je bio slučaj i u našim primjerima. U praksi, uko-
liko su barem rezultati klasifikacije zadovoljavajući, kršenje pretpostavki i uvjeta ostavit
ćemo po strani. No, u tom slučaju valja uzeti u obzir da dobiveni rezultati i doneseni za-
ključci nisu najtočniji, ali nam mogu poslužiti kao vodilja za daljnje analize i istraživanja,
tj. daju nam barem neku, djelomično točnu, informaciju o podacima.



Dodatak A

Korišteni SAS kod

SAS kod za primjer iz poglavlja 2

title ’Diskriminantna analiza podataka daljinskih istraživanja usjeva’;

title2 ’Deskriptiva za prediktore’;

proc means data=crops n mean var std min median max fw=8;

var x1 x2 x3 x4;

run;

title2 ’Pearsonov koeficijent korelacije prediktora’;

proc corr data=crops pearson vardef=df;

var x1 x2 x3 x4;

run;

title2 ’Provjera normalnosti prediktora’;

proc univariate data=crops Normal plot;

var x1 x2 x3 x4;

run;

title2 ’Testiranje homogenosti matrice kovarijance’;

proc discrim data=crops pool=test;

class Crop;

var x1 x2 x3 x4;

run;

title2 ’Linearna diskriminantna analiza’;

proc discrim data=crops distance anova manova pool=yes

68
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list crossvalidate;

class Crop;

priors prop;

id xvalues;

var x1 x2 x3 x4;

run;

title2 ’Klasifikacija testnih podataka’;

data test;

input Crop $ 1-10 x1-x4 xvalues $ 11-21;

datalines;

Corn 16 27 31 33

Soybeans 21 25 23 24

Cotton 29 24 26 28

Sugarbeets54 23 21 54

Clover 32 32 62 16

;

proc discrim data=cropstat testdata=test testout=tout testlist;

class Crop;

testid xvalues;

var x1-x4;

run;

proc print data=tout;

title ’Diskriminantna analiza daljinskih istraživanja usjeva’;

title2 ’Output Classification Results of Test Data’;

run;

title2 ’Kanonička diskriminantna analiza’;

proc candisc data=crops out=outcan distance anova;

class crop;

var x1 x2 x3 x4;

run;

title2 ’Grafički prikaz kanoničkih varijabli’;

proc template;

define statgraph scatter;

begingraph / attrpriority=none;
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entrytitle ’Crops’;

layout overlayequated / equatetype=fit

xaxisopts=(label=’Canonical Variable 1’)

yaxisopts=(label=’Canonical Variable 2’);

scatterplot x=Can1 y=Can2 / group=crop name=’crop’

markerattrs=(size=7px);

layout gridded / autoalign=(topright topleft);

discretelegend ’crop’ / border=false opaque=false;

endlayout;

endlayout;

endgraph;

end;

run;

proc sgrender data=outcan template=scatter;

run;

title2 ’Diskriminantna analiza s korjenovanim prediktorima’;

data crops; set crops;

sx1=sqrt(x1);

sx2=sqrt(x2);

sx3=sqrt(x3);

sx4=sqrt(x4);

run;

proc discrim data=crops distance anova manova pool=yes

list crossvalidate;

class Crop;

priors prop;

id xvalues;

var sx1 sx2 sx3 sx4;

run;

title2 ’Diskriminantna analiza s logaritmiranim prediktorima’;

data crops; set crops;

sx1=log(x1);

sx2=log(x2);

sx3=log(x3);

sx4=log(x4);
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run;

proc discrim data=crops distance anova manova pool=yes

list crossvalidate;

class Crop;

priors prop;

id xvalues;

var sx1 sx2 sx3 sx4;

run;

title2 ’Kvadratna diskriminantna analiza’;

proc discrim data=crops method=normal pool=no crossvalidate;

class Crop;

priors prop;

id xvalues;

var x1-x4;

run;

SAS kod za primjer iz poglavlja 3

title2 ’Deskriptiva za prediktore’;

proc means data=crops n mean var std min median max fw=8;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient

KernelGrooveLength;

run;

title2 ’Pearsonov koeficijent korelacije prediktora’;

proc corr data=wheatseeds pearson vardef=df plots=matrix;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient

KernelGrooveLength;

run;

title2 ’Provjera normalnosti prediktora’;

proc univariate data=wheatseeds Normal;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient

KernelGrooveLength;
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run;

title2 ’Provjera homogenosti matrice kovarijance’;

proc discrim data=wheatseeds pool=test;

class Seed;

priors prop;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient

KernelGrooveLength ;

run;

title2 ’Testni podaci’;

data test;

input Seed $ Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth

AsymmetryCoefficient KernelGrooveLength;

datalines;

Kama 15.26 14.84 0.871 5.763 3.312 2.221 5.22

Kama 16.14 14.99 0.9034 5.658 3.562 1.355 5.175

Kama 14.28 14.17 0.8944 5.397 3.298 6.685 5.001

Kama 14.11 14.1 0.8911 5.42 3.302 2.7 5

Kama 13.84 13.94 0.8955 5.324 3.379 2.259 4.805

Kama 12.11 13.47 0.8392 5.159 3.032 1.502 4.519

Rosa 16.41 15.25 0.8866 5.718 3.525 4.217 5.618

Rosa 17.99 15.86 0.8992 5.89 3.694 2.068 5.837

Rosa 19.46 16.5 0.8985 6.113 3.892 4.308 6.009

Rosa 16.17 15.38 0.8588 5.762 3.387 4.286 5.703

Rosa 18.76 16.2 0.8984 6.172 3.796 3.12 6.053

Rosa 20.24 16.91 0.8897 6.315 3.962 5.901 6.188

Canadian 11.35 13.12 0.8291 5.176 2.668 4.337 5.132

Canadian 12.1 13.15 0.8793 5.105 2.941 2.201 5.056

Canadian 10.79 12.93 0.8107 5.317 2.648 5.462 5.194

Canadian 13.32 13.94 0.8613 5.541 3.073 7.035 5.44

Canadian 13.34 13.95 0.862 5.389 3.074 5.995 5.307

Canadian 12.22 13.32 0.8652 5.224 2.967 5.469 5.221

;

title2 ’Linearna diskriminantna analiza’;

proc discrim data=wheatseeds distance anova manova pool=yes listerr

crossvalidate testdata=test testlist;

class Seed;
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priors prop;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth

AsymmetryCoefficient KernelGrooveLength ;

run;

title2 ’Plot of Estimated Densities’;

data plotdata;

do AsymmetryCoefficient=-2 to 11 by 0.5;

output;

end;

run;

%macro plotden;

title3 ’Plot of Estimated Densities’;

data plotd2;

set plotd;

g = ’Kama’; Density = kama; output;

g = ’Rosa’; Density = rosa; output;

g = ’Canadian’; Density = canadian; output;

label AsymmetryCoefficient=’AsymmetryCoefficient’;

run;

proc sgplot data=plotd2;

series y=Density x=AsymmetryCoefficient / group=g;

discretelegend;

run;

%mend;

%macro plotprob;

title3 ’Plot of Posterior Probabilities’;

data plotp2;

set plotp; g = ’Kama’; Probability = kama; output;

g = ’Rosa’; Probability = rosa; output;

g = ’Canadian ’; Probability = canadian; output;

label AsymmetryCoefficient=’AsymmetryCoefficient’;

run;

proc sgplot data=plotp2;

series y=Probability x=AsymmetryCoefficient / group=g;

discretelegend;

run;
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%mend;

proc discrim data=wheatseeds method=normal pool=yes

testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd

short noclassify crosslisterr;

class Seed;

var AsymmetryCoefficient;

run;

%plotden;

%plotprob;

title2 ’Zajedničke uzoračke distribucije’;

proc template;

define statgraph scatter;

begingraph;

entrytitle ’WheatSeeds’;

layout overlayequated / equatetype=fit;

scatterplot x=Perimeter y=Area /

group=Seed name=’seed’;

layout gridded / autoalign=(topleft);

discretelegend ’seed’ / border=false opaque=false;

endlayout;

endlayout;

endgraph;

end;

run;

proc sgrender data=wheatseeds template=scatter;

run;

title2 ’Kanonička diskriminantna analiza’;

proc candisc data=wheatseeds out=outcan distance anova;

class Seed;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient

KernelGrooveLength ;

run;

title2 ’Grafički prikaz kanoničkih varijabli’;

proc template;

define statgraph scatter;
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begingraph / attrpriority=none;

entrytitle ’Wheat seeds’;

layout overlayequated / equatetype=fit

xaxisopts=(label=’LD1’)

yaxisopts=(label=’LD2’);

scatterplot x=Can1 y=Can2 / group=Seed name=’seed’

markerattrs=(size=7px);

layout gridded / autoalign=(topright topleft);

discretelegend ’seed’ / border=false opaque=false;

endlayout;

endlayout;

endgraph;

end;

run;

proc sgrender data=outcan template=scatter;

run;

proc stepdisc data=wheatseeds;

class Seed;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient

KernelGrooveLength;

run;

title2 ’Konturirani prikaz kanoničkih varijabli’;

data fakedata;

do Area = 10 to 25 by 0.5;

do Perimeter = 10 to 20 by 0.5;

do Compactness= 0 to 1 by 0.1;

do KernelLength = 0 to 10 by 0.5;

do KernelWidth = 0 to 5 by 0.5;

do AsymmetryCoefficient = 0 to 10 by 0.5;

do KernelGrooveLength = 10 to 25 by 0.5;

output;

end;

end;

end;

end;
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end;

end;

end;

run;

proc discrim data=wheatseeds testdata=fakedata testout=fake out

out=outcan canonical;

class seed;

var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient

KernelGrooveLength;

run;

data plotclass;

merge fake out outcan;

run;

proc template;

define statgraph classify;

begingraph;

layout overlay; contourplotparm x=Can1 y=Can2 z= into / contourtype=fill

nhint = 30 gridded = false;

scatterplot x=Can1 y=Can2 / group=seed includemissinggroup=false

markercharactergroup = seed;

endlayout;

endgraph;

end;

run;

proc sgrender data = plotclass template = classify;

run;
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Sažetak

U ovom radu promatramo diskriminantnu analizu kao metodu kojom možemo klasificirati
objekte u odgovarajuće grupe te objasniti stupanj odnosa izmedu grupa i odredenih osobina
objekata, tzv. prediktora. Koncentrirali smo se na linearnu diskriminantnu analizu (LDA),
kojoj je cilj procijeniti linearnu kombinaciju varijabli prediktora koja najbolje diskriminira
pripadnost individualnih objekata grupi. Prednost LDA u odnosu na ostale klasifikacijske
metode jest što LDA dopušta kategorijsku zavisnu varijablu, a nezavisna varijabla ne mora
biti dihotomna.

U prvom poglavlju, analizirali smo glavne uvjete koji moraju biti zadovoljeni za do-
bivanje optimalnih rezultata analize; multivarijatna normalnost prediktora, homogenost
matrice varijance i kovarijance te linearni odnosi varijabli prediktora unutar svake grupe.
Prikazali smo izvod i testiranje diskriminacijskih funkcija za separaciju grupa, te klasifika-
cijskih jednadžbi za klasificiranje objekata u grupe. Opisali smo i tri glavne vrste linearne
diskriminantne analize; direktnu, sekvencijalnu i stepwise analizu, te kriterije za procjenu
značajnosti. Kanoničkim varijablama objasnili smo značaj diskriminacijskih funkcija i
grafički prikazali dobivene separacije grupa.

U drugom poglavlju, primijenili smo opisanu analizu na bazu podataka o daljinskim
istraživanjima pet različitih usjeva. Baza se sastoji od 36 opservacija koje predstavljaju
usjeve i 4 varijable koje predstavljaju mjerenja dobivena daljinskim istraživanjem. Ana-
liza je pokazala da samo jedna varijabla značajno utječe na klasifikaciju, ali sveukupna
dobivena klasifikacija nije značajna. Transformacijom varijabli prediktora, pokušali smo
poboljšati rezultate klasifikacije, no bezuspješno. izvodenjem kvadratne diskriminantne
analize ustanovili smo da korišteni skup podataka nije pogodan za ilustraciju diskrimi-
nantne analize.

U trećem poglavlju, analizirali smo podatke o svojstvima zrna triju različitih sorti
pšenice. Baza se sastoji od 210 opservacija koje predstavljaju sorte pšenice, te 7 varijabli
koje predstavljaju geometrijska svojstva zrna pšenice. Izvodenjem linearne diskriminantne
analize na ovom skupu podataka, zaključili smo da sve varijable prediktora značajno dopri-
nose separaciji grupa i klasifikaciji opservacija u grupe. Za kraj, grafovima smo prikazali
separacije sorti pšenice, te smo zaključili da na razdvajanje grupa najviše utječe veličina
zrna pšenice.



Summary

In this paper, we considered discriminant analysis as a method by which we can classify
objects into groups and explain the degree of relationship between groups and certain pro-
perties of objects, the so-called, predictors. We concentrated on the linear discriminant
analysis (LDA), which aims to estimate the linear combination of predictors that best dis-
criminates the affiliation of individual objects to a group. The advantage of LDA over
other classification methods is that LDA allows a categoric dependent variable, and the
independent variable does not have to be dichotomous.

In the first chapter, we analyzed the main conditions that must be met to obtain op-
timal analysis results: multivariate normality of predictors, homogeneity of the matrix of
variance and covariance, and linear relationships of predictors within each group. We
presented a derivation and testing of discriminant functions for group separation, and cla-
ssification equations for classifying objects in groups. We also described three main types
of linear discriminant analysis: direct, sequential, and stepwise analysis, and the criteria
for assessing the significance. We explained the importance of discriminant functions with
canonical variables and graphically presented the obtained separation of groups.

In the second chapter, we applied the described analysis to a database of remote sensing
data of five different crops. The database consists of 36 observations representing crops and
4 variables representing measurements obtained by remote sensing. The analysis showed
that only one variable significantly affects the classification, but the overall obtained classi-
fication did not turn out to be significant. By transforming the predictor variables, we tried
to improve the results of the classification, but without success. By performing a quadra-
tic discriminant analysis , we found that the data set used, is not suitable for illustrating
discriminant analysis.

In the third chapter, we analyzed data on kernel properties of three different wheat
varieties. The database consists of 210 observations representing wheat varieties, and seven
variables representing the geometric properties of wheat kernel. By performing a linear
discriminant analysis on this data set, we concluded that all predictor variables significantly
contribute to the separation of groups and to classifying observations into the correct group.
Finally, we plotted the separations of wheat cultivars and concluded that the separation of
groups is mostly influenced by the kernel size.



Životopis

Rodena sam 16. kolovoza 1995. godine u Zagrebu. Školovanje sam započela u osnovnoj
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