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Uvod

Statistika je, prema definiciji, grana primijenjene matematike koja se bavi prikupljanjem,
uredivanjem, analizom i tumacenjem podataka. Kao takva, pronasla je svoju primjenu
u raznim podru¢jima znanstvenih 1 stru¢nih djelatnosti; u ekonomiji, medicini, biologiji,
psihologiji, demografiji, itd. U mnogim podrucjima primjene, od interesa je sposobnost
razlikovanja dviju ili viSe promatranih skupina prema njihovim odredenim svojstvima. Na
primjer, u lijeCenju oboljelih osoba, isti lijek jednoj skupini pacijenata pomaZze, a drugoj
odmaze. Cilj je otkriti po kojim osobinama se te dvije skupine pacijenata razlikuju, kako
bismo nove pacijente mogli svrstati u ispravnu skupinu i potom im dati lijek ili ne. Metode
kojima pokuSavamo svrstati objekte u ispravne skupine nazivaju se klasifikacijske metode,
a jedna od njih je i diskriminantna analiza.

Skupine u diskriminantnoj analizi nazivamo grupe, a promatrana svojstva ili osobine
nazivamo prediktorima. Glavna svrha diskriminantne analize je pokuSati predvidjeti pri-
padnost grupi na temelju skupa prediktora, tj. pronaci funkcije prediktorskih varijabli koje
maksimalno separiraju promatrane grupe objekata, a zatim pomocu njih klasificirati nove
objekte u ispravne grupe. Diskriminantna analiza je tehnika koja se koristi kada je zavisna
varijabla kategorijska (grupe), a nezavisne varijable su kontinuirane (prediktori). Dva su
osnovna cilja: pronalazenje prediktivne jednadzbe za klasificiranje novih sluc¢ajeva u grupe,
ili tumacenje prediktivne jednadzbe kako bi se bolje razumjeli odnosi koji mogu postojati
medu varijablama.

Izvornu dihotomnu diskriminantnu analizu razvio je Ronald Fisher 1936. godine. lako
je pocetno proucavanje diskriminantne analize ukljucivalo primjenu u bioloSkim i medi-
cinskim znanostima, usredotocenim na predvidanje pripadnosti grupi, razvila se potreba za
tumacenjem ucinka otkrivenog analizom i primjenom analize i u podrucjima poslovanja,
obrazovanja, inZenjerstva 1 psihologije. Danas je primjena diskriminantne analize Cesta u
analizi uspjeha novog proizvoda, procjeni kreditnog rizika i bankrota, i sl.

Osnovna podjela diskriminantne analize je na linearnu i kvadratnu diskriminantnu ana-
lizu. U ovom radu, koncentrirat ¢emo se na linearnu diskriminantnu analizu, te pokazati
njezinu primjenu kroz dva primjera. U prvom poglavlju upoznat ¢emo se sa samom me-
todom, osnovnim pojmovima i ciljevima, te uvjetima i problemima analize. Opisat ¢emo
izvodenje 1 tumacenje diskriminacijskih funkcija i klasifikacijskih jednadzbi. U drugom
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poglavlju, ilustrirat ¢emo opisanu analizu na konkretnom primjeru podataka, te pokazati
kako pristupiti podacima koji ne daju zadovoljavajuée rezultate. U treCem poglavlju, pro-
vest ¢emo linearnu diskriminantnu analizu na novom skupu podataka, te dati malo detalj-
niju analizu varijabli prediktora kada je njihov doprinos klasifikaciji i separaciji znacajan.
Pri analizi podataka, koristit cemo programski jezik SAS.



Poglavlje 1

Diskriminantna analiza

1.1 Opca namjena i opis metode

Linearna diskriminantna analiza (LDA) nastoji procijeniti linearnu kombinaciju varijabli
koja najbolje diskriminira pripadnost individualnih elemenata odredenoj grupi. Diskrimi-
nacija se postiZze izraCunom linearnog odnosa varijabli za svaki individualni element na
nacin da se maksimizira razlika medu grupama (relativni odnos varijance medu grupama
1 unutar grupa) pri ¢emu je moguce, ovisno o istrazivackom okviru, procijeniti viSe od
jedne diskriminacijske funkcije. Statisticki, LDA testira nultu hipotezu jednakosti grup-
nih prosjeka (centroida) za skup nezavisnih varijabli gdje je mjera statistiCke znacajnosti
izraCunata na osnovi generalizirane mjere udaljenosti izmedu grupnih centroida.

Diskriminantna analiza sli¢na je viSestrukoj regresijskoj analizi, no glavna razlika jest
Sto LDA dozvoljava kategorijsku zavisnu varijablu. Metodologija LDA sli¢na je regresij-
skoj analizi, tj. svaku nezavisnu varijablu graficki usporedujemo s grupnim varijablama,
zatim biramo varijable kako bismo odredili koje su nezavisne varijable korisne te provo-
dimo analizu reziduala kako bismo odredili to¢nost diskriminacijskih jednadzbi.

Matematicki, diskriminantna analiza usko je povezana s jednosmjernom multivarijat-
nom analizom varijance (MANOVA). Semanticki, medutim, dolazi do zabune izmedu MA-
NOVE i LDA jer su u MANOVI nezavisne varijable (kategorijske) grupe, a zavisne (kon-
tinuirane) prediktori, dok su u LDA prediktori nezavisne (kontinuirane), a grupe zavisne
varijable (kategorijske). U ovom radu, da bi izbjegli zabunu, pozivat ¢emo se uvijek na
nezavisne varijable kao prediktore i na zavisne varijable kao grupe ili varijable grupiranja.

Druga razlika ukljucuje tumacenje razlika izmedu prediktora. U MANOVI se Cesto
nastoji odluciti koje zavisne varijable su povezane s grupnim razlikama, ali rijetko se nas-
toji protumaciti obrazac razlika izmedu zavisnih varijabli kao cjeline. U LDA se Cesto
nastoji protumaciti obrazac razlika izmedu prediktora kao cjeline s ciljem razumijevanja
dimenzija po kojima se grupe razlikuju.
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S ovim pokuSajem tumacenja razlika, analiza postaje sloZenija, jer s viSe od dvije grupe
moZe postojati viSe nacina kombiniranja prediktora za razlikovanje grupa. Zapravo, moze
postojati onoliko dimenzija koje diskriminiraju grupe, koliko postoji stupnjeva slobode za
grupe ili onoliko koliko je prediktora (ovisno o tome §to je manje).[7]]

31 °
°
o0
2 C X ®
K .
1 o, * L s .
h ecles
:‘ P a .$* P
I P o ¢ ® setosa
. %® oo
9 0 ‘ Q: ® versicolor
© " . .
] o .: -, ® virginica
o e . °
° °
. L
°
34 *
-10 5 0 5 10

LD1

Slika 1.1: Graficki prikaz linearnih diskriminacijskih funkcija za razdvajanje triju grupa
cvijeta irisa iz poznatog Fisherovog primjera

izvor: http://www.sthda.com/english/sthda-upload/figures/machine-learning-
essentials/032-discriminant-analysis-ggplot-lda-1.png

1.2 Pitanja koja se pojavljuju tijekom istrazivanja

Primarni cilj istrazivanja koja koriste LDA jest pronaci dimenziju ili dimenzije po kojima
se grupe razlikuju, te pronadi klasifikacijske funkcije za predvidanje pripadnosti grupi.
Stupanj u kojem su ti ciljevi ispunjeni ovisi o izboru prediktora.

Glavno pitanje koje se postavlja u LDA jest pitanje znaCajnosti predikcije, tj. moZze
li se pripadnost grupi pouzdano predvidjeti pomocu skupa prediktora. U skladu s time,
zanima nas i koliko je dimenzija potrebno da bi se grupe pouzdano razlikovale, tj. koje
diskriminacijske funkcije su statisti¢ki znacajne, a koje nisu.
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1.2.1 Broj znacajnih diskriminacijskih funkcija

Veoma bitno pitanje u diskriminantnoj analizi jest koliko dimenzija je potrebno da bi se
grupe pouzdano razlikovale? Koje diskriminacijske funkcije su statisticki znacajne, a koje
nisu?

U LDA, prva diskriminacijska funkcija pruza najbolje razdvajanje grupa. Zatim, druga
diskriminacijska funkcija, ortogonalna na prvu, najbolje razdvaja grupe na temelju aso-
cijacija koje se ne koriste u prvoj diskriminacijskoj funkciji. Ovaj postupak pronalaska
uzastopnih ortogonalnih diskriminacijskih funkcija nastavlja se sve dok se ne procijene
sve moguce dimenzije. Kao Sto smo ve¢ naveli, broj moguéih dimenzija ili je jedan manji
od broja grupa ili je jednak broju varijabli prediktora, ovisno o tome $to je od toga manje.
Obicno samo prva ili prve dvije diskriminacijske funkcije pouzdano razlikuju grupe, dok
preostale funkcije ne pruZaju dodatne informacije o pripadnosti grupi i bolje ih je zanema-
rit1.

Od vaZznosti je znati protumaciti dimenzije po kojima se grupe razdvajaju, gdje se na-
laze grupe u odnosu na diskriminacijske funkcije, kako prediktori koreliraju s tim funkci-
jama, te koje se linearne jednadZbe mogu koristiti za klasifikaciju novih slucajeva u grupe.

1.2.2 Adekvatnost klasifikacije

S obzirom na klasifikacijske funkcije, zanima nas koliki udio slucajeva je pravilno klasi-
ficiran, te kako se pogresno klasificiraju slucajevi. Klasifikacijske funkcije koriste se za
predvidanje pripadnosti grupi za nove slucajeve i za provjeru adekvatnosti klasifikacije za
slucajeve u istom uzorku krosvalidacijom. Ako istraziva¢ zna da se neke grupe pojavljuju
s ve¢om vjerojatnoscu ili ako su neke vrste pogresne klasifikacije posebno nepozeljne,
postupak klasifikacije moze se modificirati.

1.2.3 Velic¢ina efekta

Jos jedno od pitanja koja se pojavljuju jest koji je stupanj odnosa izmedu pripadnosti grupi
1 skupa prediktora.

Ako prva diskriminacijska funkcija odvaja jednu grupu od drugih dviju grupa, koliko
se varijanca za grupe preklapa s varijancom u kombiniranim rezultatima prediktora? Ovo
je u osnovi pitanje postotka varijance koji se uzima u obzir i na to pitanje odgovara se
pomoéu kanoni¢ke korelacijd']

!Cilj kanonicke korelacije je analizirati odnose izmedu dva skupa varijabli, gdje jedan skup uzimamo
kao nezavisnu varijablu, a drugi kao zavisnu. Kanonicka korelacija pruza statisti¢ku analizu za istraZivanje
u kojem se svaki subjekt mjeri na dva skupa varijabli, a istraziva¢ Zeli znati jesu li i kako ta dva skupa
medusobno povezana.
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Kanonicka korelacija mjeri opseg povezanosti izmedu diskriminantnih rezultata i grupa.
To je mjera povezanosti izmedu jedne diskriminancijske funkcije 1 skupa tzv. dummy va-
rijabli koje definiraju pripadnost grupi.

1.2.4 Vaznost varijabli prediktora i znacajnost predikcije s
kovarijatama

Pitanja o vaZnosti prediktora analogna su pitanjima o znacaju zavisnih varijabli u MA-
NOVI, nezavisnih varijabli u viSestrukoj regresiji te zavisnih i1 nezavisnih varijabli u ka-
nonickoj korelaciji. LDA pokuSava tumaciti korelaciju izmedu prediktora i diskriminacij-
skih funkcija, te procijeniti prediktore prema tome koliko dobro razdvajaju svaku grupu od
svih ostalih.

U LDA, kao i u MANOVI, sposobnost nekih prediktora da unaprijede razdvajanje
grupa moze se procijeniti nakon prilagodbe za prethodne varijable. Ako se vrijednosti jed-
nog prediktora smatraju kovarijatom 1 prve ,,ulaze* u LDA, zanima nas doprinose li tada
predvidanju pripadnosti grupi i vrijednosti preostalih prediktora dodavanjem u jednadZbu.
Drugim rijecima, u smislu sekvencijalne LDA, postavlja se pitanje pruzaju li preostali pre-
diktori znacajno bolju klasifikaciju izmedu grupa od one klasifikacije koju daje samo prvi
prediktor.

Odgovore na ova pitanja dati ¢emo kasnije u radu.

1.3 Ogranicenja linearne diskriminantne analize

Klasifikacija postavlja manje statistickih zahtjeva nego zakljucivanje. Ako je klasifikacija
primarni cilj analize, tada je vecina sljedecih zahtjeva (osim netipi¢nih vrijednosti i homo-
genosti matrica varijance — kovarijance) stavljena po strani. Ako se, na primjer, postigne
95%-tna toCnost u klasifikaciji, teSko da ¢e nas brinuti oblik distribucija. Ako je stopa
klasifikacije nezadovoljavajuca, to moze biti zbog krSenja pretpostavki ili ogranicenja, Sto
moze takoder i iskriviti testove statistiCke znaCajnosti.

1.3.1 Nejednake veli¢ine uzoraka, podaci koji nedostaju i snaga

Kako je LDA tipi¢no jednosmjerna analiza, nejednake veli€ine uzoraka u grupama ne pred-
stavljaju posebne problemeE] U klasifikaciji je, medutim, potrebna odluka o tome Zelimo li
da veli¢ina uzorka utjeCe na apriorne vjerojatnosti dodjele grupama. Odnosno, Zelimo li da

2Problem se zapravo pojavljuje ako je poZeljna rotacija zbog neortogonalnosti diskriminacijskih funkcija
s nejednakim veli¢inama , ali rotacija osi nije uobicajena u diskriminantnoj analizi.
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vjerojatnost s kojom je slucaj dodijeljen grupi odraZava Cinjenicu da je sama grupa vise (ili
manje) vjerojatna u uzorku? Veli¢ina uzorka najmanje grupe trebala bi biti veca od broja
varijabli prediktora. lako sekvencijalna i stepwise LDA izbjegavaju probleme multikoli-
nearnosti i singularnosti testom tolerancije u svakom koraku, tzv. overfitting se javlja kod
svih oblika LDA ako veli¢ina najmanje grupe nije znacajno veca od broja prediktoraE]

Postoji nekoliko rjeSenja za problem podataka koji nedostaju, od kojih nijedno nije
idealno te je vazno donijeti ispravnu odluku o tome koju metodu upotrijebiti. Neke od
metoda su: brisanje slucajeva ili varijabli koje nedostaju, procjena podataka koji nedostaju,
upotreba korelacijske matrice podataka koji nedostaju, tretiranje podataka koji nedostaju
kao podataka pomocu tzv. dummy varijabli ili ponavljanje analize sa i bez podataka koji
nedostaju.

Snaga analize je smanjena, osim ako u svakoj grupi nema viSe sluCajeva nego §to je
prediktora, zbog smanjenih stupnjeva slobode za pogreske. Jedan vjerojatni ishod sma-
njene snage nije znacajan multivarijatni F omjer, ve¢ jedan ili viSe znacajnih univarijatnih
F omjera. Veli¢ine uzoraka u svakoj grupi moraju u svakom slucaju biti dovoljne da osigu-
raju odgovarajucu snagu. Dostupni su mnogi programski paketi za izraCunavanje potrebnih
veli¢ina uzorka ovisno o Zeljenoj snazi i o¢ekivanim srednjim vrijednostima i standardnim
devijacijama u ANOVI. Internetska pretraga za “statistickom snagom” otkriva nekoliko
njih, od kojih su neki besplatni. Jedan brz i ,,prljav*‘ nacin da ih primijenimo jest da oda-
beremo prediktor s najmanjom ocekivanom razlikom koju Zelimo pokazati statistickom
znacajnoS$¢u — minimalno znacajan prediktor.

Snaga za multivarijatni test je najveca kada je zdruZena korelacija unutar grupe izmedu
dva prediktora visoka i negativna. Multivarijatni test ima mnogo manju snagu kada je
korelacija pozitivna, nula ili umjereno negativna. Medutim, zanimljiva stvar se dogada
kada je jedan od dvaju prediktora pod utjecajem tretmana, a drugi ne. Sto je vec¢a apsolutna
vrijednost korelacije izmedu dva prediktora, to je veca snaga multivarijatnog testa.[8]]

1.3.2 Multivarijatna normalnost

Kada se koristi statisticko zaklju¢ivanje u LDA, pretpostavka multivarijatne normalnosti je
da su rezultati prediktora neovisno i nasumi¢no odabrani iz populacije, te da je distribucija
uzorka bilo koje linearne kombinacije prediktora normalna.

Medutim, LDA je otporna na propuste normalnosti ako je krSenje uzrokovano zakriv-
ljenos¢u (engl.skewness), a ne netipicnim vrijednostima (enlg.outlier). Poznato je da bi
veli¢ina uzorka koja bi proizvela 20 stupnjeva slobode za pogresku u slucaju univarijatne
ANOVE, trebala osigurati robusnost u odnosu na multivarijatnu normalnost sve dok su
veli¢ine uzoraka jednake i dok se koriste dvostrani testovi.[4]

3Takoder, vrlo nejednake veli¢ine uzoraka bolje se rjesavaju logistickom regresijom nego diskriminant-
nom analizom.
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Buducdi da su testovi za LDA obi¢no dvostrani, ovaj zahtjev ne predstavlja poteskocu.
Medutim, veliine uzoraka Cesto nisu jednake za primjenu LDA jer se prirodno grupe ri-
jetko pojavljuju ili uzorkuju s jednakim brojem slucajeva u grupama. Kako se razlike u
veli¢ini uzorka medu grupama povecéavaju, potrebne su sve vece ukupne veli¢ine uzoraka
kako bi se osigurala robusnost. Kao konzervativna preporuka, robusnost se o¢ekuje s 20
slucajeva u najmanjoj grupi, ako postoji samo nekoliko prediktora (recimo, pet ili manje).

Ako su uzorci mali i nejednake veli¢ine, procjena normalnosti je stvar prosudivanja.
Ako se ne ocekuje normalna uzoracka distribucija prediktora u uzorkovanoj populaciji,
mogla bi se isplatiti transformacija jednog ili viSe prediktora.

1.3.3 Homogenost matrica varijance i kovarijance

Kada su veli¢ine uzoraka jednake ili velike, LDA je robusna do krSenja pretpostavke o
jednakosti matrica varijance i kovarijance (disperzije) unutar grupe. Medutim, kada su
veli¢ine uzoraka nejednake ili male, rezultati testa znaajnosti mogu navesti na krivi trag
ako postoji heterogenost matrica varijance i kovarijance.

Iako je zakljucivanje obi¢no robusno s obzirom na heterogenost matrica varijance i
kovarijance kod uzoraka pristojne veliine, klasifikacija nije. Moze doci do prekvalifikacije
slucajeva u grupe s veCom disperzijom. Ako je klasifikacija vazan cilj analize, dobro je
provjeriti homogenost matrica varijance i kovarijance.

Andersonov test, dostupan u SAS DISCRIM proceduri naredbom POOL=TEST, pro-
cjenjuje homogenost matrica varijance i kovarijance, ali je osjetljiv na normalnost, odnosno
nenormalnost podataka.

Ako se ustanovi heterogenost, mogu se transformirati prediktori ili koristiti zasebne
matrice kovarijance tijekom klasifikacije, kvadratna diskriminantna analiza ili neparame-
tarska klasifikacija. Ako se odlu¢imo za transformaciju prediktora, vazno je provjeriti jesu
li transformirani podaci normalno distribuirani ili barem blizu normalne distribucije; ako
ne, isprobavamo transformacije dok ne dodemo do one koja najbliza normalnoj distribu-
ciji. Klasifikacija koja koristi zasebne matrice Cesto dovodi do tzv.overfitting-a pa bi se
trebala koristiti samo ako je uzorak dovoljno velik da dopusta krosvalidaciju. Kvadratna
diskriminantna analiza izbjegava preklasifikaciju u grupe s veCom disperzijom, ali se loSe
ponasa s malim uzorcima.

Dakle, transformaciju varijabli koristimo ako postoji znacajno odstupanje od homoge-
nosti ili ako su uzorci mali i nejednaki. Ako je naglasak na klasifikaciji i varijance nisu
jednake, koristimo zasebne matrice kovarijance i/ili kvadratnu diskriminantnu analizu ako
su uzorci veliki, a varijable normalne te neparametarske metode klasifikacije ako su vari-
jable nenormalne i/ili su uzorci mali.
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1.3.4 Linearnost

LDA model pretpostavlja linearne odnose izmedu svih parova prediktora unutar svake
grupe. Pretpostavka je manje stroga od drugih, medutim, kod njezinog krSenja dolazi do
smanjenja snage, a ne do povecanja pogreske tipa I.

Ako je uocena nelinearnost, ona se moZze ispraviti transformacijom nekih kovarijata.
Ili, zbog poteskoca u tumacenju transformiranih varijabli, moZe se i eliminirati kovarijata
koja uzrokuje nelinearnost.

1.3.5 Odsustvo multikolinearnosti i singularnosti

Multikolinearnost ili singularnost mogu se pojaviti s izrazito redundantnim prediktorima,
Sto inverziju matrice ¢ini nepouzdanom. Srecom, veéina racunalnih programa §titi od mul-
tikolinearnosti i singularnosti racunanjem SMC-a (engl. squared multiple correlations)
za varijable. SMC je kvadrat viSestruke korelacije svake varijable sa svim ostalim varija-
blama. Ako je SMC visok, varijabla je jako povezana s ostalima u skupu i imamo mul-
tikolinearnost. Ako je SMC jednak 1, varijabla je savrSeno povezana s ostalima u skupu
1 imamo singularnost. Mnogi programi pretvaraju SMC vrijednosti za svaku varijablu u
toleranciju (1 - SMC) i bave se tolerancijom umjesto SMC. Prediktori s nedovoljnom tole-
rancijom se iskljucuju.

1.4 Bazicne jednadzbe za diskriminantnu analizu

Bazi¢ne jednadzbe prikazat ¢emo za dva glavna dijela LDA: diskriminacijske funkcije i
klasifikacijske jednadzbe.

1.4.1 Izvod i testiranje diskriminacijskih funkcija

Varijanca u skupu prediktora podijeljena je u dva izvora: varijancu koja se pripisuje razli-
kama izmedu grupa i varijancu koja se pripisuje razlikama unutar grupa, Sto daje sljedecu

jednadzbu.
ZZ(YU_?)Z = ZZ(YU—?]"F?]'—?)Z =
i j i j

=n ) (V=02 + ) Y (Vy=Y) , i=12,.n,j=1.2,..,broj grupa. (1.1)
J i
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Ukupni zbroj kvadrata razlika rezultata Y (zavisna varijabla) i srednje vrijednosti svih
podataka Y podijeljen je na zbroj kvadrata razlika srednjih vrijednosti grupa Y;1srednje vri-
jednosti svih podataka (tj.varijabilnost izmedu grupa), i zbroj kvadrata razlika pojedinacnih
rezultata Y;; i njihovih odgovarajucih grupnih srednjih vrijednosti Y j-

Ili, jednadzbu (I.T)) moZemo napisati u obliku

SS ukupno = AN izmedu +S§ Sunumr- (12)

Ukupna matrica unakrsnih produkata, S ,x.pn0, podijeljena je u matricu unakrsnih pro-
dukata povezanu s razlikama izmedu grupa, S S ;_,,..4,» 1 matricu unakrsnih produkata razlika
unutar grupa SS ,uzar-

Nakon Sto dobijemo matrice SS ;.. 1SS unurar» pOtrebno je izracunati sljedece deter-
minante]

|S S unutarl

|SSizmed_u + SSunutarl,

te zatim i Wilksovu lambduf|

A = |S Sunumr|
|S izmedu +S unumrl

Da bismo nasli aproksimativni /' omjer (omjer objasnjene i neobjasnjene varijabilnosti)
koristimo formulu

o _(L=>)\(4fa
Aproksimativni F(dfl,dfz)—( y )(dfl),

gdje je

y = A]/S’

s = min(p,df i)

“Determinanta se moZe promatrati kao mjera generalizirane varijance matrice.
Objasnjenje u poglavlju 1.6. U ovim jednadzbama koristimo izmedu i unutar, redom, umjesto ef fect i
error.
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dfl =p- dfizmed_u’

2 dfizmed_u +1
2

de =5 dfunutar -

_ P dfizmed_u -2
2

df = broj stupnjeva slobode.

Koristimo podatke:

e p - broj varijabli prediktora
o df, .q. - brojgrupaminus 1 (k—1)

® df . - brojgrupapomnoZen s (n — 1), gdje je n broj sluc¢ajeva po grupi.Bududi
da n Cesto nije jednak za sve grupe, alternativa za df .- je N — k,

gdje je N ukupan broj slucajeva u svim grupama.

Ovo je test ukupnog odnosa izmedu grupa i prediktora. Sljedeci je korak ispitati dis-
kriminacijske funkcije koje ¢ine cjelokupni odnos.

Maksimalni broj diskriminacijskih funkcija je, kao $to smo ve¢ rekli, ili broj prediktora
ili broj stupnjeva slobode za grupe, ovisno o tome Sto je manje. Na primjer, s tri grupe i
Cetiri prediktora, potencijalno postoje dvije diskriminacijske funkcije koje doprinose ukup-
nom odnosu (jer df = 3 — 1 = 2 < 4). Ako je ukupni odnos statisticki znacajan, vrlo je
vjerojatno da ¢e barem prva diskriminacijska funkcija biti znacajna, a mogu biti 1 obje.

Diskriminacijske funkcije su poput regresijskih jednadzbi; rezultat diskriminacijske
funkcije za pojedini slucaj predvida se iz zbroja niza prediktora, svaki ponderiran koefi-
cijentom. Postoji jedan skup koeficijenata diskriminacijske funkcije za prvu diskrimina-
cijsku funkciju, drugi skup koeficijenata za drugu diskriminacijsku funkciju itd. Slucajevi
dobivaju zasebne rezultate diskriminacijske funkcije za svaku diskriminacijsku funkciju
kada se u jednadZbe umetnu njihovi rezultati prediktora.

Za dobivanje (standardiziranih) rezultata diskriminacijske funkcije za i-tu funkciju ko-
risti se jednadzba (1.3)).

D, =dnz +dp2 +--- +djpz, (1.3)
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Standardizirani rezultat za i-tu diskriminacijsku funkciju (D;) nalazi se mnoZenjem
standardizirane vrijednosti svakog prediktora (z) s njegovim standardiziranim koeficijen-
tom diskriminacijske funkcije (d;), a zatim se dodaju produkti za sve prediktore.

U LDA, d; i su odabrani tako da povecaju razlike izmedu grupa u odnosu na razlike
unutar grupa.

Bas kao i u visestrukoj regresiji, jednadzba (1.3)) moZe se napisati ili za originalne re-
zultate ili za standardizirane rezultate. Procjena diskriminacijske funkcije za zasebni slucaj
se tada moZe dobiti mnoZenjem originalnog rezultata svakog prediktora s pripadaju¢im
nestandardnim koeficijentom diskriminacijske funkcije, dodavanjem produkta na sve pre-
diktore 1 dodavanjem konstante za prilagodavanje srednjih vrijednosti. Rezultat dobiven
na ovaj nacin jednak je kao i D; dobiven u jednadzbi (1.3)). Srednja vrijednost svake dis-
kriminacijske funkcije u svim slu€ajevima je nula, jer je sredina svakog prediktora, kada je
standardiziran, nula. Standardna devijacija svakog D; jednaka je 1.

Bas kao $to se D; moze izraCunati za svaki slucaj, moze se izraCunati i njegova sred-
nja vrijednost za svaku grupu. Clanovi svake grupe, promatrani zajedno, imaju prosjean
rezultat diskriminacijske funkcije koji je udaljenost grupe, u jedinicama standardne de-
vijacije, od nulte sredine diskriminacijske funkcije. Grupne D; sredine obi¢no se zovu
centroidi u reduciranom prostoru, pri ¢emu je prostor smanjen s onog sa p prediktora na
jednu dimenziju, ili diskriminacijsku funkciju.

Za svaku diskriminacijsku funkciju pronadena je kanonicka korelacija. Kanonicke ko-
relacije pronalaze se rjeSavanjem svojstvenih vrijednosti 1 svojstvenih vektora korelacijske
matrice. Svojstvena vrijednost oblik je kvadratne kanonicke korelacije koja, kao Sto je
uobiCajeno za kvadratne koeficijente korelacije, predstavlja preklapanje varijance medu
varijablama, u ovom slucaju izmedu prediktora i grupa. Uzastopne diskriminacijske funk-
cije procjenjuju se zbog znacajnosti.

Ako postoje samo dvije grupe, rezultati diskriminacijske funkcije mogu se koristiti za
klasifikaciju slucajeva u grupe. Slucaj se klasificira u jednu grupu ako je rezultat D; iznad
nule, a u drugu grupu ako je rezultat D; ispod nule. S velikim brojem grupa, moguce je
klasificiranje prema diskriminacijskim funkcijama, ali je jednostavnije koristiti postupak
klasifikacije opisan u sljede¢em poglavlju.

1.4.2 Klasifikacija

Kako bi se slucajevi klasificirali u grupe, za svaku grupu razvijena je klasifikacijska jed-
nadzba. Podaci za svaki slucaj ubacuju se u svaku klasifikacijsku jednadzbu kako bi se
dobio rezultat klasifikacije slucaja za svaku grupu. Slucaj se dodjeljuje grupi za koju ima
najveci rezultat klasifikacije.

U svom najjednostavnijem obliku, osnovna klasifikacijska jednadzba za j-tu grupu (j =
1,2,...,k) je
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Cj =Cjo + c.,-le + Cj2X2 + -+ ijXp (14)

Rezultat klasifikacijske funkcije za grupu j (C;) dobiva se mnozZenjem originalnog re-
zultata svakog prediktora (X) s pripadaju¢im koeficijentom klasifikacijske funkcije (c;),
zbrajanjem svih prediktora i dodavanjem konstante c .

Klasifikacijski koeficijenti, ¢; nalaze se pomocu aritmetiCkih sredina p prediktora i
zdruZene matrice varijance i kovarijance unutar skupine, W. Matrica kovarijance unutar
grupe dobivena je dijeljenjem svakog elementa u matrici unakrsnih produkata, S'S ,uuar. S
brojem stupnjeva slobode unutar grupe N — k. U matricnom obliku,

C;,=W'M,. (1.5)

Stupcana matrica klasifikacijskih koeficijenata za skupinu j (C; = cji,cj, ..., Cjp) nNa-
lazi se mnoZenjem inverza matrice varijance i kovarijance unutar grupe, W', stupéanom
matricom sredina za grupu j na p varijabli (M; = X1, X, ..., X).

Konstanta za skupinu j, ¢ o, nalazi se pomocu jednadzbe[1.6]

1

Konstanta za klasifikacijsku funkciju grupe j (co) dobiva se mnoZenjem (—%) trans-
poniranom stupcanom matricom klasifikacijskih koeficijenata za grupu j (C}) i stupanom
matricom srednjih vrijednosti za grupu j (M;).

Ova jednostavna klasifikacijska shema najprikladnija je kada se u populaciji ocekuju
jednake veli¢ine grupa. Ako se oekuju nejednake veliine grupa, postupak klasifikacije
moZe se izmijeniti postavljanjem apriornih vjerojatnosti na veli¢inu grupe. Klasifikacijska
jednadZzba za skupinu j (C;) tada postaje

)4
Cj=cjo+ ) ciiXi+ In(n;/N), (1.7)

i=1
gdje je n; veli¢ina grupe j, a N ukupna veli¢ina uzorka.

Valja ponovno naglasiti da su klasifikacijski postupci vrlo osjetljivi na heterogenost
matrica varijance i kovarijance. Vjerojatnije je da Ce slucajevi biti klasificirani u grupu s
najvecom disperzijom, odnosno u grupu za koju je determinanta matrice kovarijance unutar
grupe najveca.



POGLAVLIJE 1. DISKRIMINANTNA ANALIZA 14

1.5 Vrste diskriminantnih analiza

Postoje tri vrste linearnih diskriminantnih analiza — direktne (standardne), sekvencijalne i
statisticke (engl. stepwise).

U nastavku poglavlja, navest ¢emo glavne karakteristike za svaku od spomenutih vrsta
analize.

1.5.1 Direktna diskriminantna analiza

U direktnoj (standardnoj) LDA, svi prediktori ulaze u jednadzbe odjednom 1 svakom pre-
diktoru se dodjeljuje samo jedinstvena povezanost koju ima s grupama. Zajednicka vari-
janca medu prediktorima doprinosi ukupnom odnosu, ali ne niti jednom prediktoru.

U ovom cjelokupnom testu odnosa izmedu grupa i prediktora, sve diskriminacijske
funkcije su kombinirane i sve zavisne varijable razmatraju se istovremeno. Opisani postu-
pak izvoda bazi¢nih jednadzbi odgovara upravo direktnoj diskriminantnoj analizi.

1.5.2 Sekvencijalna diskriminantna analiza

Sekvencijalna (ili, drugim nazivom, hijerarhijska) LDA Kkoristi se za procjenu doprinosa
prediktora predvidanju pripadnosti grupi kako ulaze u jednadZbe, redoslijedom koji odredi
istrazivaC. IstraZivac procjenjuje poboljSanje klasifikacije kada se skupu prethodnih pre-
diktora doda novi prediktor. Glavno pitanje na koje Zelimo otkriti odgovor jest poboljSava
li se pouzdano klasifikacija slucajeva u grupe dodavanjem novog prediktora ili novih pre-
diktora?

Ako se prediktori koji udu ranije od ostalih promatraju kao kovarijate, a dodani predik-
tor kao zavisne varijable, LDA se moZe koristiti za analizu kovarijance.

Sekvencijalna LDA je takoder korisna kada postoji neka osnova za uspostavljanje pri-
oritetnog reda medu prediktorima. Ako je, na primjer, neke prediktore lako ili ,,jeftino*
dobiti i ako im se daje raniji ulaz, koristan i isplativ skup prediktora moZe se pronaéi kroz
sekvencijalni postupak.

SAS DISCRIM procedure u SAS-u ne pruzaju prikladne metode za unos prediktora
prema redoslijedu prioriteta. Umjesto toga, slijed se postavlja pokretanjem zasebne dis-
kriminantne analize za svaki korak, prvi s varijablom najviSeg prioriteta, drugi s dvije
varijable najvisSeg prioriteta koje ulaze istovremeno, i tako dalje. U svakom koraku moze
se dodati jedna ili viSe varijabli . Medutim, test znacajnosti poboljSanja predvidanja je za-
moran u odsudstvu vrlo velikih uzoraka. Ako imamo samo dvije grupe i veliCine uzorka su
pribliZzno jednake, bolja opcija bila bi izvodenje sekvencijalne diskriminantne analize pu-
tem interaktivne SAS REGRESS procedure, gdje je zavisna varijabla dihotomna varijabla
koja predstavlja pripadnost grupi, s grupama kodiranim 0 i 1. Ako je klasifikacija poZeljna,
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preliminarna viSestruka regresijska analiza s potpuno fleksibilnim ulazom prediktora mo-
gla bi biti prac¢ena diskriminantnom analizom kako bi se osigurala klasifikacija.

1.5.3 Stepwise (statisticka) diskriminantna analiza

Kada istraziva¢ nema razloga nekim prediktorima dodijeliti veéi prioritet od drugih, mogu
se koristiti statistiCki krireriji za odredivanje redoslijeda ulaska prediktora. Odnosno, ako
istrazivac Zeli reducirati skup prediktora, ali nema preferencija medu njima, stepwise LDA
se moZe koristiti da bi dobili Zeljeni reducirani skup. Ulaz prediktora odreden je sta-
tistickim kriterijima koje je odredio korisnik.

Stepwise LDA ima iste kontroverzne aspekte kao 1 stepwise procedure opéenito. Re-
doslijed ulaska moZe ovisiti o trivijalnim razlikama u odnosima medu prediktorima u
uzorku koji ne odrazavaju razlike u populaciji. Medutim, ova pristranost se smanjuje ako
se koristi krosvalidacija. Preporucuje se vjerojatnost za unosenje liberalnijeg kriterija od
0.05. Bolji izbor bio bi u rasponu od 0.15 do 0.20 kako bi se osigurao ulaz vaznih varijabli.
(2]

U SAS-u se stepwise diskriminantna analiza pruZa putem zasebne procedure — STEP-
DISC. Dostupne su tri metode unosa, kao i dodatni statisti¢ki kriteriji za dvije od njih.

1.6 Kriteriji za ukupnu statistiCku znacajnost

Neki od kriterija za procjenu ukupne statistiCke znacajnosti u LDA su: Wilksova lambda
(engl. Wilks’ lambda), Royev najveci karakteristicni korijen (engl. Roy’s greatest cha-
racteristic root), Hotellingov trag (enlg. Hotelling trace) 1 Pillaijev kriterij (engl. Pillai’s
trace). U SAS DISCRIM proceduri dostupna su sva Cetiri navedena kriterija.

Dva dodatna statisti¢ka kriterija, Mahalanobisov D? i Raov V, posebno su relevantna za
stepwise LDA. Mahalanobisov D? temelji se na udaljenosti izmedu parova grupnih centro-
ida koja se onda generalizira na udaljenosti preko viSe parova grupa. Raov V je jos jedna
generalizirana mjera udaljenosti koja svoju najvecu vrijednost postize kada postoji najveca
sveukupna separacija medu grupama.

Ova dva kriterija dostupna su i za usmjeravanje napredovanja stepwise diskriminantne
analize i za procjenu pouzdanosti skupa prediktora za predvidanje pripadnosti grupi. Sli¢no
Wilksovoj lambdi, Mahalanobisov D* i Raov V temelje se na svim diskriminantnim funk-
cijama, a ne na jednoj. Vazno je imati na umu da su lambda, D? i V deskriptivne statistike;
one same po sebi nisu inferencijalne statistike, iako se na njih primjenjuje inferencijalna
statistika.
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Wilksova lambda, definirana u jednadzbi (I.8) je statistika omjera vjerojatnosti poda-
taka pod pretpostavkom jednakih vektora srednjih vrijednosti populacije za sve grupe, u
odnosu na vjerojatnost pod pretpostavkom da su vektori srednjih vrijednosti populacije
identi¢ni vektorima srednjih vrijednosti uzorka za razlicite grupe. Wilksova lambda je
zdruZeni omjer varijance pogreske i zbroja varijance efekta 1 varijance pogreske.

|Serr0r|

A =
|S ef fect + Serrorl

(1.8)

Hotellingov trag je zdruZeni omjer varijance efekta i varijance pogreske, a Pillaijev kri-
terij su jednostavno zdruZene varijance efekta. Wilksova lambda, Hotellingov trag i Royev
gcr kriterij Cesto su moéniji od Pillaijevog kriterija kada postoji viSe od jedne dimenzije,
ali prva dimenzija osigurava vecinu separacije medu grupama; oni imaju manju mo¢ kada
je separacija grupa rasporedena po dimenzijama. Pillaijev kriterij robusniji je od ostala
tri. Kako se veli¢ina uzorka smanjuje, pojavljuju se nejednaki n-ovi i krsi se pretpostavka
homogenosti matrica varijance-kovarijance te tu dolazi do izrazaja prednost Pillaijevog
kriterija u smislu robusnosti. Kada dizajn istraZivanja nije idealan, tada je kriterij izbora
upravo Pillaijev kriterij.[5]

1.7 Prikaz diskriminacijskih funkcija

Grupe su rasporedene duz razli€itih diskriminacijskih funkcija ovisno o njihovim centro-
idima. Diskriminacijske funkcije tvore osi, a grupni centroidi ucrtani su duZz tih osi. Ako
postoji velika razlika izmedu centroida jedne grupe i centroida druge grupe duz osi diskri-
minacijske funkcije, tada diskriminacijska funkcija razdvaja te dvije grupe. Ako ne postoji
velika udaljenost izmedu grupnih centroida, diskriminacijska funkcija ne razdvaja grupe.
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Slika 1.2: Graficki prikaz dviju diskriminacijskih funkcija za razdvajanje Cetiriju grupa
izvor: https://online.stat.psu.edu/stat555/node/101/

Na slici|1.2| vidimo da prva diskriminacijska funkcija, LD, dobro razdvaja grupe "N”
1 ’G”, dok je orisnost druge diskriminacijske funkcije, LD2, manje jasna.

Ako postoje Cetiri ili viSe grupa i prema tome, viSe od dvije statisticki znacajne diskri-
minacijske funkcije, tada se koriste dijagrami osi u paru. Jedna diskriminacijska funkcija
je os X, a druga je os Y. Svaka grupa ima centroid za svaku diskriminacijsku funkciju;
upareni centroidi su ucrtani u odnosu na njihove vrijednosti na osi X i Y. Budu¢i da su
centroidi prikazani samo u paru, tri znacajne diskriminacijske funkcije zahtijevaju tri dija-
grama (funkcija 1 naspram funkcije 2; funkcija 1 naspram funkcije 3; i funkcija 2 naspram
funkcije 3) i tako dalje.
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Slika 1.3: Graficki prikaz parova linearnih diskriminacijskih funkcija za primjer s 4 grupe

1 3 diskriminacijske funkcije
izvor: https://online.stat.psu.edu/stat555/node/101/

Na slici vidimo prikaz dijagrama triju linearnih diskriminacijskih funkcija u paru,
za 4 grupe. U ovom primjeru, duz osi nisu ucrtani samo centroidi, ve¢ svi podaci za svaku

grupu.

1.7.1 Matrica strukture

Graficki prikazi centroida govore nam kako su grupe odvojene diskriminacijskom funkci-
jom, ali ne otkrivaju znacenje diskriminacijske funkcije. Postoje razne matrice koje otkri-
vaju prirodu kombinacije prediktora koji razdvajaju grupe. Matrice standardiziranih diskri-
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minacijskih (kanonickih) funkcija su u osnovi koeficijenti regresije, koje bismo primijenili
na rezultat svakog slucaja kako bismo pronasli standardizirani diskriminantni rezultat za
taj slucaj (jednadzba[I.3)).

Matrica strukture (poznata i kao matrica opterecenja, engl. loadings matrix) sadrzi
korelacije izmedu prediktora i diskriminacijskih funkcija. Znacenje funkcije istrazivac za-
kljucuje iz ovog obrasca korelacija (optereenja). Korelacije izmedu prediktora i funkcija
nazivaju se opterecenja u analizi diskriminacijskih funkcija. Ako prediktori X, X, 1 X3
jako koreliraju s funkcijom, ali prediktori X, i X5 ne, istraZiva¢ pokuSava razumjeti §to
X1, X7 1 X3 imaju medusobno zajednicko, a Sto se razlikuje od X, i X5; znaCenje funkcije
odredeno je ovim shvacanjem.

Matematicki gledano, matrica opterecenja je zdruZena matrica korelacije unutar grupe
pomnoZena s matricom standardiziranih koeficijenata diskriminacijske funkcije.

A = Ryupar - D (1.9)

Matrica strukture korelacija izmedu prediktora i diskriminacijskih funkcija, A, dobiva
se mnozenjem matrice korelacija unutar grupe medu prediktorima, Ry, S matricom
standardiziranih koeficijenata diskriminacijske funkcije, D (standardizirani koriStenjem
zdruZenih standardnih devijacija unutar grupe).

Nedostaje konsenzus o tome koliko visoke moraju biti korelacije u matrici strukture
da bi ih mogli interpretirati. Prema dogovoru, korelacije vece od 0.33 (10% varijance)
mogu se smatrati prihvatljivima, dok one niZe ne.[1] Medutim, veli¢ina optereenja ovisi i
o vrijednosti korelacije u populaciji i o homogenosti rezultata u uzorku preuzetom iz nje.
Ako je uzorak neobi¢no homogen u odnosu na prediktor, optereenja za prediktor su niza
i moZda bi bilo mudro sniziti kriterij za odredivanje hoce li se prediktor tumaciti kao dio
diskriminacijske funkcije.

Medutim, uvijek je potreban oprez u tumacenju opterecenja, jer su to pune, a ne dje-
lomicne (enlg. partial) ili poludjelomicne (engl. semipartial) korelacije. Optereenje bi
moglo biti znatno niZe kada bi se djelomic¢no uklonile korelacije s drugim prediktorima.

U nekim slucajevima, rotacija matrice strukture moze olaksati interpretaciju. No rota-
cija matrica diskriminantne strukture smatra se problemati¢nom i stoga se ne preporucuje.

1.8 Vrednovanje prediktorskih varijabli

Drugi dostupan alat za procjenu doprinosa prediktora dostupan je u SAS-u i u njemu su
srednje vrijednosti za prediktore za svaku grupu suprotstavljene zdruZenim srednjim vri-
jednostima za druge grupe. Na primjer, ako postoje tri grupe, srednje vrijednosti na pre-
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diktorima za Grupu 1 suprotstavljaju se zdruZenim srednjim vrijednostima iz Grupa 2 i 3.
Zatim se srednje vrijednosti za Grupu 2 suprotstavljaju zdruZenim srednjim vrijednostima
iz Grupa 1 1 3, te se konacno, srednje vrijednosti za Grupu 3 suprotstavljaju zdruZenim
srednjim vrijednostima iz Grupa 1 i 2. Ovaj postupak se koristi za odredivanje koji su
prediktori vazni za izoliranje jedne grupe od ostalih.

U slu€aju da imamo 3 grupe 1 4 prediktora potrebno je dvanaest GLM (enlg. general
linear models) procedura, Cetiri za svaku od triju usporedba. Unutar svake usporedbe,
koja izolira srednje vrijednosti iz svake grupe i suprotstavlja ih srednjim vrijednostima za
druge grupe, postoje odvojene procedure za svaki od Cetiriju prediktora, u kojima se svaki
prediktor prilagodava za preostale prediktore. U tim procedurama, prediktor od interesa
je oznacen kao zavisna varijabla, a preostali prediktori su oznaceni kao kovarijate. Kao
rezultat dobije se niz testova znaCajnosti svakog prediktora nakon prilagodbe za sve ostale
prediktore u razdvajanju svake grupe od preostalih grupa.

Najbolje je uzeti u obzir samo prediktore sa ’znacajnim* F omjerima nakon podeSavanja
pogreske za broj prediktora u skupu. Cak i uz ovu prilagodbu, postoji opasnost od inflacije
stope pogreske tipa I jer se izvodi viSe neortogonalnih usporedbi. Ako postoji velik broj
grupa, moze se razmotriti daljnja prilagodba kao §to je mnoZenje kriticnog F sa (k—1), gdje
je k broj grupa.

Postupci detaljno opisani u ovom poglavlju najkorisniji su kada je broj grupa mali i
kada su podjele medu grupama prili¢no ujednacene na dijagramu diskriminacijskih funk-
cija za prve dvije funkcije. Druge vrste dijagrama diskriminacijskih funkcija mogu se
predloziti ako postoji velik broj grupa, od kojih su neke blisko grupirane (npr. Grupe 112
mogu se zdruZiti i suprotstaviti zdruzenim Grupama 3, 41 5).

Ako postoji logi¢na osnova za dodjeljivanje prioriteta prediktorima, moze se Kkoristiti
sekvencijalni, a ne standardni pristup usporedbama. Umyjesto procjene svakog prediktora
nakon prilagodbe za sve ostale prediktore, procjenjuju ga samo prediktori viSeg prioriteta
nakon prilagodbe.

1.9 Velicina efekta

U diskriminantnoj analizi, tri tipa veliCine efekta su od interesa: jedan tip koji opisuje

varijancu povezanu s cjelokupnom analizom i dva tipa koja opisuju varijance povezane s

pojedina¢nim prediktorima. n? (ili parcijalni 7?), koji se moZe pronadi iz Wilksove lambde

ili iz povezanih F i stupnjeva slobode, daje veliCinu efekta za cijelu analizu.
Izraunavanje parcijalnog > pomoéu A

parcijalni n° = 1-A'3.
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Zasebne velicine efekta za svaku diskriminacijsku funkciju dostupne su kao kvadrirane
kanonicke korelacije (engl. squared canonical correlation).

Matrica strukture daje optereenja u obliku korelacije svakog prediktora sa svakom
diskriminacijskom funkcijom. Ove korelacije, kada ih kvadriramo, zapravo su veliine
efekta, Sto ukazuje na udio varijance podijeljene izmedu svakog prediktora i svake funkcije.
Matrica strukture u SAS DISCRIM proceduri oznacena je kao Pooled Within Canonical
Structure.

Drugi oblik veli¢ine efekta je > koji se moZe pronadi kada se izvode usporedbe izmedu
svake grupe i preostalih grupa, pri ¢emu je svaki prediktor prilagoden za sve ostale predik-
tore.

1.10 Provjera uspjesnosti klasifikacije

Osnovna tehnika za klasificiranje slucajeva u grupe navedena je u poglavlju 1.4. Rezul-
tati klasifikacije prikazani su SAS tablicama kao S$to su Classification results ili Number
of Observations and Percents Classified into GROUP, gdje se stvarna pripadnost grupi
usporeduje s predvidenom pripadnosti grupi. 1z ovih se tablica iSCitava postotak ispravno
klasificiranih slucajeva te broj 1 priroda gresaka u klasifikaciji.

Kada postoji jednak broj slucajeva u svakoj grupi, lako je odrediti postotak slucajeva
koji bi se sami slucajno trebali ispravno klasificirati, za usporedbu s postotkom koji je
ispravno klasificiran postupkom klasifikacije. Ako postoje dvije grupe jednake veliine,
50% slucajeva trebalo bi biti ispravno klasificirano na sluc¢ajan nacin. Medutim, kada pos-
toji nejednak broj sluCajeva u grupama, izraCunavanje postotka slucajeva koji bi sluc¢ajno
trebali biti ispravno klasificirani je malo kompliciranije.

Laksi naéirﬂ za pronalaZenje postotka toCnosti je da prvo izra¢unamo broj slucajeva
u svakoj grupi, koji bi slucajno trebali biti ispravno klasificirani, a zatim zbrajamo po
grupama kako bismo pronasli ukupni ocekivani postotak ispravno klasificiranih podataka.
Razmotrimo primjer u kojem postoji 60 slucajeva: 10 u Grupi 1, 20 u Grupi 2 1 30 u Grupi
3. Ako su prethodne vjerojatnosti odredene kao 0.17, 0.33 1 0.50, redom, programi ¢e do-
dijeliti 10, 20, 1 30 slucajeva grupama. Ako je 10 sluajeva nasumi¢no dodijeljeno Grupi
1, 0.17 od njih (ili 1.7 slucajeva) bi slucajno trebalo biti ispravno klasificirano. Ako je
20 slucajeva nasumicno dodijeljeno Grupi 2, 0.33 (ili 6.6 slucajeva) od njih bi trebalo biti
slucajno ispravno klasificirano, a ako je 30 slucajeva dodijeljeno Grupi 3, 0.50 od njih (ili
15 slucajeva) bi trebalo biti slu¢ajno ispravno klasificirano. Zbrajanjem 1.7, 6.6 1 15 dobiju
se 23.3 slucajno ispravno klasificirana slu€aja, tj. 39% od ukupnog broja slucajeva. Posto-

8TeZi naCin za pronalaZenje je progiriti multinomnu distribuciju, postupak koji je tehnicki ispravniji, ali
daje identi¢ne rezultate kao i jednostavnija metoda koja je ovdje prikazana.
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tak to¢nosti pomocu klasifikacijskih jednadzbi mora biti znatno veéi od postotka ocekivane
slucajne to€nosti da bi jednadzbe bile korisne.

1.10.1 Krosvalidacija i novi slu¢ajevi

Klasifikacija se temelji na klasifikacijskim koeficijentima izvedenim iz uzoraka i oni obi¢no
rade dobro za uzorak iz kojeg su izvedeni (engl. resubstitution). Buduci da su koefici-
jenti samo procjene populacijskih klasifikacijskih koeficijenata, Cesto je najpoZeljnije znati
koliko se koeficijenti generaliziraju na novi uzorak slucajeva. Testiranje korisnosti koefi-
cijenata na novom uzorku naziva se krosvalidacija (engl. cross-validation). Jedan oblik
krosvalidacije ukljucuje podjelu jednog velikog uzorka nasumi¢no na dva dijela, te zatim
izvodenje klasifikacijskih funkcija na jednom dijelu 1 njihovo testiranje na drugom. Drugi
oblik krosvalidacije ukljucuje izvodenje klasifikacijskih funkcija iz uzorka izmjerenog u
jednom trenutku i njihovo testiranje na uzorku izmjerenom kasnije.

Za veliki uzorak nasumic¢no podijeljen na dijelove, jednostavno za neke slucajeve izos-
tavimo informacije o stvarnoj pripadnosti grupi (sakrijemo ih u programu). U SAS DIS-
CRIM proceduri, zadrzani slucajevi stavljaju se u zasebnu podatkovnu datoteku, a zatim se
za njih ispituje tocnost s kojom funkcije klasifikacije predvidaju pripadnost grupi za nove
podatke (u SAS-u se ovaj postupak naziva kalibracija (engl. calibration).

Mogu¢i problemi pojavljuju se ako je originalni uzorak malen.

1.10.2 Klasifikacija Jackknifed

Pristranost ulazi u klasifikaciju ako su koeficijenti koji se koriste za dodjeljivanje slucaja
grupi izvedeni, djelomicno, iz slucaja. U Jackknifed klasifikaciji, podaci iz slucaja se izos-
tavljaju kada se izraCunavaju koeficijenti koji se koriste za dodjeljivanje grupi. Svaki slucaj
ima skup koeficijenata koji se razvijaju iz svih ostalih sluc¢ajeva. Jackknifed klasifikacija
daje realniju procjenu sposobnosti prediktora da razdvoje grupe.

1.10.3 Ocjenjivanje poboljSanja u Kklasifikaciji

U sekvencijalnoj LDA, korisno je utvrditi poboljSava li se klasifikacija dodavanjem novog
skupa prediktora u analizu. McNemarov y? s ponovljenim mjerenjima pruZza jednostavan,
jasan (ali zamoran) test poboljSanja. Slucajevi se rucno tabeliraju jedan po jedan prema
tome jesu li tocno ili neto¢no klasificirani prije koraka i nakon koraka u kojem se dodaju
prediktori.

Slucajevi koji imaju isti rezultat u oba koraka (bilo ispravno klasificirani, na slici 1.2
polje A, ili neto¢no klasificirani, polje D, zanemaruju se jer se oni ne mijenjaju. Dakle, x>
za promjenu je
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Raniji korak klasifikacije

Tocno Netocno
Kasniji korak Tocno
ceet ue A B
klasifikacije
Netocno C D

Slika 1.4: Slovima A, B, C, D oznaceni su brojevi tocno, odnosno neto¢no klasificiranih
sucajeva u ponovljenom mjerenju.

B-C|- 1)
Ve % st.sl. = 1. (1.10)

Obicno istraZivata zanima samo poboljSanje u y?, odnosno u situacijama kada je B > C
jer je tada viSe slu€ajeva ispravno klasificirano nakon dodavanja prediktora. Kada je B > C
i x? veéi od 3.84 (kriti¢na vrijednost y? s jednim stupnjem slobode za & = 0.05), dodani
prediktori pouzdano poboljSavaju klasifikaciju.

Uz vrlo velike uzorke, runo tabeliranje slucajeva nije razumno. Alternativan, ali
moZzda manje poZeljan, postupak je ispitivanje znacajnosti razlike izmedu dvije lambde.[3]
Wilksova lambda iz koraka s ve¢im brojem prediktora, A,, je podijeljena lambdom iz ko-
raka s manje prediktora, Ay, da bi se dobila Wilksova lambda za testiranje znaCajnosti
razlike izmedu dvije lambde, Ap,

Ay

Ap = —.
D=N

(1.11)



Poglavlje 2

Primjena linearne diskriminantne
analize na primjeru daljinskih
istrazivanja usjeva

Za ilustraciju primjene linearne diskriminantne analize, koristit éemo podatke daljinskih
istraZivanja usjeva, dostupne u SAS dokumentaciji. Daljinska istraZivanja (engl. remote
sensing) predstavljaju metodske postupke prikupljanja i interpretacije podataka o objek-
tima i pojavama iz daljine (zrakoplov, satelit i sli¢no), pri ¢emu mjerni instrumenti ne
dolaze u dodir s objektima istrazivanja. [6] U ovom skupu podataka, 36 opservacija grupi-
rano je u pet usjeva: Clover (djetelina), Corn (kukuruz), Cotton (pamuk), Soybeans (soja) i
Sugarbeets (Seéerna repa). Cetiri mjere nazvane x1, x2, x3 i x4 &ine deskriptivne varijable,
¢iji to€ni nazivi nam nisu poznati. Podaci su analizirani statistickim softverom SAS.

2.1 Deskriptivna statistika

Tablica 2.1 prikazuje deskriptivnu statistiku nezavisnih varijabli (prediktora) x1 - x4. N
predstavlja broj opservacija, Mean aritmeticku sredinu podataka, S ¢d Dev standardnu de-
vijaciju, te Minimum, Median i Maximum redom, podatak s najmanjom vrijednos¢u u
skupu, medijan podataka, te podatak s najvecom vrijednoscu.

24
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Tablica 2.1: Deskriptivna statistika nezavisnih varijabli (SAS ispis)

The MEANS Procedure

Variable N Mean @ Std Dev | Minimum Median | Maximum
X1 36 31.5556 @ 19.2865 12.0000 @ 26.0000 96.0000
x2 36  29.6944 @ 12.5921 8.0000 | 26.5000 58.0000
x3 36 28.8611 15.3347 2.0000 @ 25.5000 75.0000
x4 36 @ 35.8611 17.6912 11.0000 @ 32.0000 78.0000

Iz tablice 2.1 moZemo primjetiti da su sve varijable prediktora jednakih veli¢ina, tj. da
nema podataka koji nedostaju.

Provjerimo i korelaciju varijabli prediktora pomocu procedure PROC CORR i naredbe
PEARSON, koja ¢e nam dati Pearsonov koeficijent korelacije za svaki par varijabli x1-x4..

Tablica 2.2: Pearsonov koeficijent korelacije varijabli prediktora (SAS ispis)

Pearson Correlation Coefficients, N = 36
Prob > |r| under HO: Rho=0

x1 x2 x3 x4

x1 | 1.00000 @ 0.29731 @ 0.41529 @ 0.18504
0.0782 0.0118 0.2800

x2 | 0.29731 1.00000 041511 @ -0.15025

0.0782 0.0118 0.3817
x3 | 0.41529 @ 041511 = 1.00000 & -0.29454
0.0118 0.0118 0.0812

x4 | 0.18504 @ -0.15025 @ -0.29454 @ 1.00000
0.2800 0.3817 0.0812

Iz tablice 2.2 iSCitavamo da su, na razini znacajnosti @ = 0.05, statisticki znacajno
korelirane varijable x1 1 x3, te x2 1 x3.
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Kod u SAS-u kojim provodimo linearnu diskriminantnu analizu

title2 'Linearna diskriminantna analiza';
proc discrim data=crops distance anova manova pool=yes
list crossvalidate;
class Crop;
priors prop;
id xvalues;
var x1 x2 x3 x4;
run;

PROC DISCRIM procedura zapo€inje prikazom informacija o varijablama koje sudje-
luju u analizi, a iz kojeg moZemo iSCitati broj opservacija, broj kvantitativnih varijabli te
broj klasa (grupa) u klasifikacijskoj varijabli. Takoder, dostupne su i informacije o frekven-
ciji pojedine klase, njezinoj teZini, proporciji u ukupnom uzorku, te vjerojatnost pojedine
klase prije analize (engl. Prior Probability), koja je proporcionalna veli€ini klase u ukup-
nom uzorku.

Iz tablice vidimo da je u analizi sudjelovalo svih 36 opservacija, od kojih najvecu
frekvenciju ima djetelina, slijedi je kukuruz, a najmanju frekvenciju imaju pamuk, soja i
SeCerna repa. Najvecu vjerojatnost klasificiranja prije analize ima grupa s najvecom frek-
vencijom, tj. djetelina (0.305556).
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Tablica 2.3: Deskriptivne informacije (SAS ispis)

Linearna diskriminantna analiza

The DISCRIM Procedure

Total Sample Size | 36 | DF Total 35
Variables 4 | DF Within Classes 31
Classes 5 | DF Between Classes 4

Number of Observations Read @ 36

Number of Observations Used @ 36

Class Level Information

Variable Prior
Crop Name Frequency | Weight | Proportion | Probability
Clover Clover 11 | 11.0000 0.305556 0.305556
Corn Corn 7 7.0000 0.194444 0.194444
Cotton Cotton 6  6.0000 0.166667 0.166667
Soybeans Soybeans 6  6.0000 0.166667 0.166667
Sugarbeets | Sugarbeets 6  6.0000 0.166667 0.166667

2.2 Provjera pretpostavki linearne diskriminantne
analize

2.2.1 Normalnost

Prije samog izvodenja diskriminacijskih funkcija, provjerit éemo imaju li varijable pre-
diktora x1-x4 normalne distribucije. Normalnost ¢emo provjeriti PROC UNIVARIATE
NORMAL PLOT procedurom.

Za varijable x1-x4 dobivamo sljedece rezultate.
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Tablica 2.4: Test normalnosti za varijablu x1 (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0.804303 | Pr<W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov | D 0.227349 | Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq | 0.366988 @ Pr>W-Sq @ <0.0050
Anderson-Darling A-Sq | 2137024 Pr>A-Sq @ <0.0050

Tablica 2.5: Test normalnosti za varijablu x2 (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0.936981 Pr<W 0.0409
Kolmogorov-Smirnov | D 0.177362 | Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq @ 0.173126 Pr>W-Sq 0.0112
Anderson-Darling A-Sq | 0.940496 Pr>A-Sq 0.0168

Tablica 2.6: Test normalnosti za varijablu x3 (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0.862656  Pr<W 0.0004
Kolmogorov-Smirnov | D 0.254728 | Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq @ 0.403089 @ Pr=>W-Sq | <0.0050

Anderson-Darling A-Sq | 2.104922 Pr> A-Sq | <0.0050

28
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Tablica 2.7: Test normalnosti za varijablu x4 (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0.92032 Pr<W 0.0239
Kolmogorov-Smirnov | D 0.18078 Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq | 0.151713  Pr>W-Sq 0.0221
Anderson-Darling A-Sq | 0.869487 @ Pr> A-Sq 0.0235

Navedena procedura izvodi Cetiri testa normalnosti podataka, Shapiro-Wilksov test,
Kolmogorov-Smirnovljev, Cramer von Misesov te Anderson-Darlingov test. Nulta hipo-
teza ovih testova je da podaci dolaze iz normalne distribucije,a odbacuje se za p-vrijednosti
manje od 0.05.

Na razini znacajnosti @ = 0.05 moZemo odbaciti normalnost za sve varijable predik-
tora. 1z gornjih tablica, vidimo da su varijable x2 i x4 najbliZze normalnoj distribuciji.

2.2.2 Homogenost matrice kovarijance

U proceduri koju koristimo, pretpostavljamo da su varijance usjeva jednake pa upotreb-
ljavamo naredbu POOL=YES, koja koristi zdruzenu matricu kovarijance kao osnovu za
racunanje generaliziranih kvadrata udaljenosti. Tom naredbom dobivamo diskriminacijske
funkcije koje su linearne, dok bi naredbom POOL=NQO dobili kvadratne diskriminacijske
funkcije.

Treca opcija za naredbu POOL je POOL=YES, koja testira homogenost matrice kova-
rijance unutar grupa, pri ¢emu osnovna i alternativna hipoteza glase:

H, : Matrica kovarijance unutar grupa je homogena
H, : Matrica kovarijance unutar grupa nije homogena.

Ukoliko matrica nije homogena, ve¢ heterogena, PROC DISCRIM POOL=TEST rafuna
kvadratne diskriminacijske funkcije i pritom upotrebljava zasebne matrice kovarijance, a
ne zdruZenu matricu kovarijance kao kod racunanja linearnih diskriminacijskih funkcija.
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Provjerimo homogenost matrice kovarijance za nas primjer. PROC DISCRIM proce-
durom u SAS-u dobivamo tablicu 2.8

Tablica 2.8: Test homogenosti matrice kovarijance (SAS ispis)

Chi-Square = DF | Pr > ChiSq
98.022966 | 40 <.0001

Test je proveden na razini znacajnosti @ = .10, a bududi da je p-vrijednost manja od
.0001 odbacujemo nultu hipotezu o homogenosti matrice.

Iako pretpostavka o homogenosti nase matrice kovarijance “pada u vodu”, analizu
¢emo nastaviti pod pretpostavkom da je matrica homogena kako bismo mogli ilustrirati
primjer linearne analize. U suprotnom, procedura ¢e nam dati kvadratne diskriminacijske
funkcije, Sto viSe nije dio linearne diskriminantne analize.

2.3 Udaljenost izmedu grupa

Naredbom DISTANCE dobivamo kvadriranu Mahalanobisovu udaljenost izmedu grupa, tj.
njihovih centroida.

Tablica 2.9: Kvadrirana Mahalanobisova udaljenost izmedu grupa usjeva

Squared Distance to Crop

From Crop Clover Corn Cotton | Soybeans | Sugarbeets
Clover 0 4.25308 0.86617 2.58313 1.48910
Corn 4.25308 0 1.88446 0.73031 2.89043
Cotton 0.86617 | 1.88446 0 1.43467 1.29556
Soybeans 258313  0.73031 @ 1.43467 0 1.07646
Sugarbeets | 1.48910 2.89043 @ 1.29556 1.07646 0

Iz tablice [2.9] vidimo da je najveca udaljenost izmedu usjeva kukuruza i djeteline, tj.
te dvije grupe se najvise razlikuju, pa o¢ekujemo manju pogresku klasifikacije podatka iz
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jedne od tih grupu u onu drugu. S druge strane, najmanja je udaljenost izmedu usjeva soje
1 kukuruza, te pamuka i djeteline. Grupe s manjom udaljeno$¢u, manje se razlikuju i veca
je vjerojatnost pogresne klasifikacije medu njima.

Ista naredba, provodi i F' test znacajnosti udaljenosti izmedu dvaju usjeva.

Tablica 2.10: p-vrijednosti za test znaCajnosti kvadriranih Mahalanobisovih udaljenosti
medu usjevima

Prob > Mahalanobis Distance for Squared Distance to Crop

From Crop | Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets

Clover 1.0000 0.0096 @ 0.5605 0.0874 0.2921
Corn 0.0096 | 1.0000 | 0.2679 0.7127 0.1063
Cotton 0.5605 | 0.2679 | 1.0000 0.4385 0.4898
Soybeans 0.0874 | 0.7127 | 0.4385 1.0000 0.5796
Sugarbeets = 0.2921 | 0.1063 | 0.4898 0.5796 1.0000

Iz tablice [2.10| vidimo da se za razinu znacajnosti @ = .10 znacajno razlikuju djetelina
1 kukuruz te djetelina i soja, dok se na razini znacajnosti @ = .05 znacajno razlikuju jedino
djetelina i soja.

Bududi da veéina grupnih centroida usjeva nije znacajno udaljena, tj. usjevi se znac¢ajno
ne razlikuju, ocekujemo dosta pogreSaka u klasifikaciji.

2.4 Statisticka znacajnost

Naredbe ANOVA 1 MANOVA daju nam uvid u rezultate testova znaCajnosti utjecaja pojedi-
nih prediktora u klasifikaciji, te test ukupne zna€ajnosti modela. Zanima nas koje varijable
imaju znacajan utjecaj u modelu.
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Tablica 2.11: Test znaCajnosti varijabli prediktora u klasifikaciji (SAS ispis)

Univariate Test Statistics

F Statistics, Num DF=4, Den DF=31

Total Pooled Between
Standard @ Standard | Standard R-Square
Variable | Deviation | Deviation | Deviation | R-Square | /(1-RSq) | Fvalue | Pr>F
x1 19.2865 16.0960 13.1596 0.3831 0.6210 4.81 | 0.0039
x2 12.5921 12.6748 4.4468 0.1026 0.1144 0.89 @ 04837
x3 15.3347 15.0642 6.4427 0.1453 0.1699 1.32 | 0.2855
x4 17.6912 18.3787 4.0962 0.0441 0.0461 0.36 @ 0.8367

Iz tablice 2.11] vidimo da jedino varijabla x1 znac¢ajno doprinosi klasifikaciji podataka
u grupe. Za standardne razine znacajnosti zakljucujemo da varijable x2, x3 i x4 ne utjecu
znacajno na klasifikaciju podataka.

Tablica 2.12: Test ukupne znacajnosti klasifikacije (SAS ispis)

Multivariate Statistics and F Approximations

S$=4 M=-0.5 N=13

Statistic Value | FValue | Num DF | DenDF | Pr>F
Wilks' Lambda 0.47687044 1.48 16 | 86.179  0.1271
Pillai's Trace 0.61336282 1.40 16 124 | 0.1506
Hotelling-Lawley Trace | 0.91548442 1.55 16 | 50.286 @ 0.1195
Roy's Greatest Root 0.67419307 5.22 4 31 | 0.0025

NOTE: F Statistic for Roy's Greatest Root is an upper bound.

Bududi da dizajn naSeg istrazivanja nije idealan, kao kriterij ukupne statisticke znacajnosti
koristimo Pillaijev trag. Iz tablice 2.12]i§¢itavamo da klasifikacija nije statisticki znacajna,
tj. da varijable koje sudjeluju u klasifikaciji, ne utjeCu znacajno na samu klasifikaciju po-
dataka.
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2.5 Diskriminacijske funkcije

Kona¢no, PROC DISCRIM procedura daje nam koeficijente linearnih diskriminacijskih
funkcija za usjeve, prikazane u tablici

Tablica 2.13: Koeficijenti linearnih diskriminacijskih funkcija za usjeve

Linear Discriminant Function for Crop

Variable Clover Corn Cotton | Soybeans | Sugarbeets
Constant | -10.98457 @ -7.72070 @ -11.46537 -7.28260 -9.80179
x1 0.08907 @ -0.04180 0.02462 = 0.0000369 0.04245
x2 0.17379 = 0.11970 0.17596 0.15896 0.20988
x3 0.11899 = 0.16511 0.15880 0.10622 0.06540
x4 0.15637 | 0.16768 0.18362 0.14133 0.16408

Iz tablice [2.13] mozemo is¢itati i klasifikacijske jednadZzbe za grupe.

Klasifikacijski rezultat za svaku grupu nalazimo pomocu jednadzbe tj. mnoZenjem
originalne vrijednosti svakog prediktora odgovaraju¢im koeficijentom diskriminacijske,
odnosno klasifikacijske funkcije, te zbrajanjem tih produkata sa konstantnim koeficijen-
tom. Bududi da u nasem primjeru imamo 5 grupa usjeva, dobit ¢emo i 5 klasifikacijskih
jednadzbi.

Klasifikacijske jednadZbe za pet grupa usjeva:

Cljetelina = —10.98457 + 0.08907 - X; + 0.17379 - X, + 0.11899 - X5 + 0.15637 - X, ,

Cruturs = —7.72070 + (—0.04180) - X; + 0.11970 - X, + 0.16511 - X5 + 0.16768 - X, |,

Cramu = —11.46537 +0.02462 - X; + 0.17596 - X, + 0.15880 - X3 + 0.18362 - X, ,

Csoja = —7.28260 + 0.0000369 - X; + 0.15896 - X, +0.10622 - X3 + 0.14133 - X, ,
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Cisecerna repa = —9.80179 +0.04245 - X; +0.20988 - X, + 0.06540 - X3 + 0.16408 - X, ,

gdje Xi, X;, X3 1 X4 predstavljaju vrijednosti prediktora x1-x4 za svaki pojedini usjev u
svakoj grupi.

Na primjer, Zelimo li izraCunati klasifikacijski rezultat za jedan usjev kukuruza, Cije su
vrijednosti prediktora x1-x4 redom 16, 27, 31 1 33, onda klasifikacijski rezultat za taj usjev
racunamo tako da vrijednosti prediktora uvrstimo u svaku od prethodnih 5 jednadzbi te taj
usjev svrstamo u grupu za koju ima najveci klasifikacijski rezultat.

Cljetetina = —10.98457+0.08907-16+0.17379-27+0.11899-31+0.15637-33 = 3.98178
Crukuruz = —7.720704+(-0.04180)-16+0.11970-27+0.16511-314+0.16768-33 = 5.49425
Cpamuk = —11.46537+0.02462-16+0.17596-27+0.15880-31+0.18362-33 = 4.66173
Cyoja = —7.28260+0.0000369-16+0.15896-27+0.10622-31+0.14133-33 = 4.96662

Cuec. repa = —9.80179+0.04245-16+0.20988-27+0.06540-31+0.16408-33 = 3.98621

Uvrstavanjem prediktora u klasifikacijske jednadzbe, dobivamo da ovaj usjev kuku-
ruza ima najveci rezultat klasifikacije za grupu kukuruz pa taj usjev svrstavamo u grupu
kukuruz. Ispravna klasifikacija u ovom slucaju.

Postupak se nastavlja za svaki pojedini usjev, te SAS procedurom PROC DISCRIM
i naredbom LIST dobivamo tablicu, ¢iji jedan dio je prikazan u tablici [2.14}u kojoj je za
svaki usjev prikazana grupa kojoj taj usjev stvarno pripada i grupa u koju je svrstan na-
kon postupka klasifikacije, te klasifikacijske vjerojatnosti. Usjev je svrstan u onu grupu
za koju ima najvecu klasifikacijsku vjerojatnost. Zvjezdicom su oznaceni usjevi koji su

klasificirani u pogreSnu grupu.
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Tablica 2.14: Ispis dijela tablice klasifikacije usjeva uporabom klasifikacijskih jednadzbi

(SAS ispis)

Posterior Probability of Membership in Crop

xvalues From Crop | Classified into Crop | Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets
15323215 | Corn Soybeans * 0.0972 | 0.3278 @ 0.1318 0.3420 0.1011
12151673 | Corn Corn 0.0454 | 0.5238 @ 0.1849 0.1376 0.1083
20 23 23 25 | Soybeans Soybeans 0.1330 | 0.2804 @ 0.1176 0.3305 0.1385
24 24 25 32 | Soybeans Soybeans 0.1768 | 0.2483 @ 0.1586 0.2660 0.1502
21 2523 24 | Soybeans Soybeans 0.1481 | 0.2431 | 0.1200 0.3318 0.1570
27 452412 | Soybeans Sugarbeets * 0.2357 | 0.0547 @ 0.1016 0.2721 0.3359
121315642 | Soybeans Corn * 0.0549 | 0.4749 @ 0.0920 0.2768 0.1013
2232 3143 | Soybeans Cotton * | 0.1474 | 0.2606 @ 0.2624 0.1848 0.1448
31323334 | Cotton Clover * |1 0.2815 | 0.1518 @ 0.2377 0.1767 0.1523
29 24 26 28 | Cotton Soybeans * 0.2521 # 0.1842 | 0.1529 0.2549 0.1559
34322845 | Cotton Clover * 1 0.3125 | 0.1023 = 0.2404 0.1357 0.2091
26 25 23 24 | Cotton Soybeans * 0.2121 | 0.1809 | 0.1245 0.3045 0.1780

* Misclassified observation

Tocan broj i postotak usjeva svrstanih u pojedinu grupu mozemo vidjeti u tablici [2.15]
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Tablica 2.15: Broj i postotak opservacija klasificiranih u pojedinu grupu usjeva te ukupna
greska klasifikacije (SAS ispis)

The DISCRIM Procedure

Classification Summary for Calibration Data: WORK.CROPS
Resubstitution Summary using Linear Discriminant Function

Number of Observations and Percent Classified into Crop

From Crop Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets Total
Clover 6 0 3 0 2 1
54.55 0.00 27.27 0.00 18.18 | 100.00
Corn 0 6 0 1 0 7
0.00 85.71 0.00 14.29 0.00 100.00
Cotton 3 0 1 2 0 6
50.00 0.00 16.67 33.33 0.00  100.00
Soybeans 0 1 1 3 1 6
0.00 16.67 16.67 50.00 16.67 = 100.00
Sugarbeets 1 1 0 2 2 6
16.67 16.67 0.00 33.33 33.33 | 100.00
Total 10 8 5 8 5 36
27.78 22.22 13.89 22.22 13.89 | 100.00
Priors 0.30556 @ 0.19444 0.16667 0.16667 0.16667
Error Count Estimates for Crop
Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets Total
Rate 0.4545 ' 0.1429 @ 0.8333 0.5000 0.6667 = 0.5000
Priors | 0.3056 @0.1944 0.1667 0.1667 0.1667

36

Iz tablice 2.13]is¢itavamo da je od 11 usjeva djeteline, njih 6 svrstano u grupu djetelina,
3 u grupu pamuk i 2 u grupu Secerna repa. Kod kukuruza, 6 ih je svrstano u grupu kukuruz,
a 1 u grupu soja. Za pamuk, 3 u grupu djetelina, 1 u grupu pamuk i 2 u grupu soja. Za soju,
1 usjev svrstan je u grupu kukuruz, 1 u grupu pamuk, 3 u grupu soja i 1 u grupu Secerna
repa. Kod Seerne repe, 1 usjev svrstan je u grupu djetelina, 1 u kukuruz, 2 u sojui 2 u
grupu Seéerna repa.
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Ukupno je 10 slucajeva svrstano u grupu djetelina, 8 u grupu kukuruz, 5 u grupu pamuk,
8 u grupu soja i 5 u grupu Secerna repa. Prisjetimo se, grupe su na pocetku imale sljedece
frekvencije: djetelina 11, kukuruz 7, pamuk 6, soja 6 i SeCerna repa 6.

Mozemo primjetiti da je 18 od 36 usjeva svrstano u pogresnu grupu, tj. 50% usjeva
pogresno je klasificirano 1 50% ispravno. Ako bismo rucno izracunali ocekivani broj i
postotak slucajno ispravno razvrstanih usjeva na nacin opisan u poglavlju 1.10, onda bi
taj broj iznosio 7.69 usjeva, odnosno 21.36% od ukupnog broja usjeva. Da bi jednadzbe
bile korisne, postotak ispravno klasificiranih usjeva mora biti znantno veci od postotka
ocekivane slucajne to¢nosti. U ovom slucaju, klasifikacijske jednadzbe nisu od koristi.

U drugoj tablici vidimo da ukupna pogreska klasifikacije za usjeve iznosi 50.00%

U tablici prikazana je procjena broja i postotka klasificiranih usjeva krosvalidaci-
jom, koja sluzi ispitivanju tocnosti s kojom klasifikacijske funkcije predvidaju pripadnost
grupi, te procjena pogreske krosvalidacije.

Rezultat je joS vec€a stopa pogresne klasifikacije (66.67%), pa zakljuCujemo da klasifi-
kacijske funkcije loSe klasificiraju slucajeve u grupe.

Naredba OUTSTAT=option pohranjuje kalibracijske informacije u novi skup podataka
za testiranje buducih opservacija.

Drugi dio PROC DISCRIM procedure koristi ove informacije za klasifikaciju skupa
testnih podataka.
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Tablica 2.16: Broj i postotak opservacija klasificiranih u pojedinu grupu usjeva krosvalida-

cijom (SAS ispis)

The DISCRIM Procedure
Classification Summary for Calibration Data: WORK.CROPS
Cross-validation Summary using Linear Discriminant Function

Number of Observations and Percent Classified into Crop

From Crop

Clover

Corn

Cotton

Soybeans

Sugarbeets

Total

Priors

Rate

Priors

Clover Corn | Cotton @ Soybeans | Sugarbeets

4 3 1 0 3

36.36 27.27 9.09 0.00 27.27

0 4 1 2 0

0.00 57.14 14.29 28.57 0.00

3 0 0 2 1

50.00 0.00 0.00 33.33 16.67

0 1 1 3 1

0.00 16.67 16.67 50.00 16.67

2 1 0 2 1

33.33 16.67 0.00 33.33 16.67

9 9 3 9 6

25.00 25.00 8.33 25.00 16.67

0.30556 @ 0.19444 0.16667 0.16667 0.16667

Error Count Estimates for Crop

Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets

0.6364 0.4286 @ 1.0000 0.5000 0.8333 0.
0.3056 @ 0.1944 = 0.1667 0.1667 0.1667

2.6 Klasifikacija testnih podataka

Total

1"

100.00

100.00

100.00

100.00

100.00

36
100.00

Total
6667

38

Za klasifikaciju skupa testnih podataka moZemo koristiti kalibracijske informacije, pohra-
njene u skupu podataka Cropstat.
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Kod u SAS-u kojim zadajemo i klasificiramo skup testnih podataka

data test;

input Crop $ 1-10 x1-x4 xvalues $ 11-21;

datalines;
Corn 16 27 31
Soybeans 21 25 23
Cotton 29 24 26
Sugarbeets54 23 21
Clover 32 32 62

.
3

33
24
28
54
16

proc discrim data=cropstat testdata=test testout=tout testlist;

cla

ss Crop;

testid xvalues;

var
run;

x1-x4;

39

Naredba TESTLIST ispisuje rezultate klasifikacije za svaku od opservacija iz skupa
testnih podataka.

xvalues

16 27 31 33
21252324
29 24 26 28
5423 21 54
32326216

Tablica 2.17: Klasifikacijski rezultati testnih podataka (SAS ispis)

The DISCRIM Procedure
Classification Results for Test Data: WORK.TEST
Classification Results using Linear Discriminant Function

Posterior Probability of Membership in Crop

From Crop | Classified into Crop

Corn Corn

Soybeans Soybeans

Cotton Soybeans *
Sugarbeets | Clover *
Clover Cotton *

Clover
0.0894
0.1481
0.2521
0.6215
0.2163

Corn
0.4054
0.2431
0.1842
0.0194
0.3180

* Misclassified observation

Cotton
0.1763
0.1200
0.1529
0.1250
0.3327

Soybeans
0.2392
0.3318
0.2549
0.0496
0.1125

Sugarbeets
0.0897
0.1570
0.1559
0.1845
0.0206

Koristeci kalibracijske informacije, tj. informacije klasifikacijskih funkcija iz prvog
dijela PROC DISCRIM procedure, iz tablice [2.17]i§¢itavamo da je 3 od 5 usjeva iz skupa
testnih podataka pogresno klasificirano. Usjev kukuruza ispravno je klasificiran u grupu
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kukuruz, takoder i usjev soje u grupu soja, ali usjev pamuka pogresno je svrstan u grupu
soja, usjev Secerne repe u grupu djetelina, a usjev djeteline u grupu pamuk.

Tablica 2.18: Greska klasifikacije testnih podataka (SAS ispis)

Error Count Estimates for Crop
Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets Total
Rate 1.0000 @ 0.0000 | 1.0000 0.0000 1.0000 | 0.6389
Priors | 0.3056 @ 0.1944 | 0.1667 0.1667 0.1667

Iz tablice[2.18|iS¢itavamo da ukupna greska klasifikacije testnih podataka iznosi 0.6389,
tj. 63.89% usjeva pogresno je klasificirano.

2.7 Poboljsanje klasifikacije

Buduc¢i da smo analizu u ovom primjeru zapoceli s veoma loSim pretpostavkama, a ni kla-
sifikacija nam nije dala zadovoljavajuce rezultate, pokuSat ¢emo najprije transformacijom
varijabli prediktora dobiti bolju klasifikaciju.

2.7.1 Transformacija varijabli

U svrhu poboljsanja klasifikacije transformacijom podataka, proveli smo linearnu diskri-
minantnu analizu s logaritmiranim 1 korjenovanim vrijednostima varijabli prediktora. Ni-
jedna od navedenih transformacija nije nam dala znacajno bolje rezultate klasifikacije, ve¢
pribliZno iste onima s originalnim podacima.

Procjene ukupnih pogreSaka klasifikacije dobivene krosvalidacijom u analizi s transfor-
miranim varijablama dane su u tablicama[2.19]i[2.20]i iznose 0.5556 1 0.6111, $to znaci da
je s logaritmiranim prediktorima 55.56% usjeva pogresno klasificirano, a s korjenovanim
61.11%.
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Tablica 2.19: Greska klasifikacije krosvalidacijom u analizi s logaritmiranim prediktorima
(SAS ispis)

Error Count Estimates for Crop
Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets Total
Rate 0.4545 0.1429 | 1.0000 0.5000 0.8333 0.5556
Priors | 0.3056 @ 0.1944 0.1667 0.1667 0.1667

Tablica 2.20: Greska klasifikacije krosvalidacijom u analizi s korjenovanim prediktorima
(SAS ispis)

Error Count Estimates for Crop
Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets Total
Rate 0.6364 | 0.1429 & 1.0000 0.5000 0.8333  0.6111
Priors | 0.3056 @ 0.1944 | 0.1667 0.1667 0.1667

2.7.2 Kvadratna diskriminantna analiza

Bududi da ni transformacijom podataka nismo dobili bolje rezultate, ostalo nam je jo$
analizirati podatke kvadratnom diskriminantnom analizom.

Ovim korakom, izlazimo van granica linearne diskriminantne analize, no cilj nam je us-
tanoviti je li uzrok ovako losoj klasifikaciji krSenje pretpostavki analize, ili diskriminantna
analiza uopce nije dobar model za klasificiranje ovog skupa podataka.

Kvadratnu diskriminantnu analizu izvodimo SAS DISCRIM procedurom i naredbom
POOL=NO koja daje kvadratne diskriminacijske funkcije za razdvajanje grupa usjeva.
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Kod u SAS-u kojim izvodimo kvadratnu diskriminatnu analizu za podatke o usjevima
proc discrim data=crops method=normal pool=no crossvalidate;

class Crop;
priors prop;
id xvalues;

var x1-x4;
run;

Budu¢i da nam je cilj znacajno smanjiti pogresku klasifikacije, iz SAS ispisa kvadratne
analize izdvojili smo samo tablice s pogreskama klasifikacije.

U tablici [2.21] dana je pogreska klasifikacije uporabom kvadratnih diskriminacijskih
funkcija i ona iznosi 0.1111, $to je puno bolji rezultat, nego kod linearne analize (0.5000).

Tablica 2.21: Ggreska klasifikacije usjeva kvadratnom diskriminantnom analizom (SAS
ispis)
Error Count Estimates for Crop
Clover Corn | Cotton | Soybeans @ Sugarbeets Total
Rate 0.1818 0.0000 @ 0.0000 0.0000 0.3333  0.1MM
Priors | 0.3056 0.1944 0.1667 0.1667 0.1667

Medutim, pogreska klasifikacije krosvalidacijom dana je u tablici[2.22]i iznosi 0.5556,
Sto znaci da se ni klasifikacijske jednadzbe dobivene kvadratnom diskriminantnom anali-
zom ne generaliziraju dobro za klasifikaciju novih uzoraka.

Tablica 2.22: Greska klasifikacije krosvalidacijom (SAS ispis)

Error Count Estimates for Crop
Clover Corn | Cotton | Soybeans | Sugarbeets Total
Rate 0.1818 | 0.7143 = 0.6667 0.6667 0.8333 | 0.5556
Priors | 0.3056 @ 0.1944 @ 0.1667 0.1667 0.1667
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2.8 Kanonicka diskriminantna analiza

U korist loSoj klasifikaciji ide 1 velika rasprSenost podataka pa ¢emo za kraj analize ovog
primjera, provesti analizu dobivenih diskriminacijskih funkcija da bismo utvrdili koliko
one pridonose razdvajanju grupa usjeva.

PROC CANDISC procedurom u SAS-u proveli smo kanonic¢ku diskriminantnu analizu,
koja nam daje broj izvedenih diskriminacijskih funkcija, njihovu znacajnost te matricu
korelacije prediktora sa diskriminacijskim funkcijama.

Tablica 2.23: Kanonicke korelacije koje objasnjavaju broj i znacaj diskriminacijskih funk-
cija (SAS ispis)

The CANDISC Procedure

Eigenvalues of Inv(E)*H

= CanRsq/(1-CanRsq)

Adjusted | Approximate Squared

Canonical Canonical Standard Canonical
Correlation | Correlation Error | Correlation | Eigenvalue | Difference @ Proportion | Cumulative
1 0.634584 0.546841 0.100963 0.402697 0.6742 0.4925 0.7364 0.7364
2 0.392116 0.268638 0.143042 0.153755 0.1817 0.1289 0.1985 0.9349
3 0.223852 0.147462 0.160561 0.050110 0.0528 0.0459 0.0576 0.9925
4 0.082467 . 0.167881 0.006801 0.0068 0.0075 1.0000

Test of HO: The canonical correlations in the current row and all that follow are zero

Likelihood Approximate

Ratio F Value Num DF Den DF Pr>F
0.47687044 1.48 16 86.179 0.1271
0.79837318 0.76 9 70.729 0.6515
0.94343017 0.44 4 60 0.7769
0.99319917 0.21 1 31 0.6482

Zbog bolje preglednosti, SAS ispis tablice [2.23| podijelili smo u dva dijela.

Prema tablici [2.23] za primjer podataka o usjevima izveden je maksimalni broj dis-
kriminacijskih funkcija (4), od kojih nijedna nije znacajna (p-vrijednosti veée od 0.10),
odnosno nijedna statisti¢ki znacajno ne dopinosi razdvajanju grupa usjeva.

Razdvajanje grupa pomocu prvih dviju diskriminacijskih funkcija, koje najvise dopri-
nose razdvajanju, prikazano je na slici[2.1]
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Slika 2.1: Prikaz prvih dviju diskriminacijskih funkcija za razdvajanje grupa usjeva (SAS
ispis)

Na slici [2.1] osi prikazuju diskriminacijske funkcije, ozna¢ene Canonical Variable 1 i
Canonical Variable 2. Vidimo da ni prva ni druga funkcija nema znacajnu diskriminacijsku
mo¢, jer se grupe usjeva medusubno jako preklapaju uzduz osi.
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Tablica 2.24: Matrica strukture (SAS ispis)

Pooled Within Canonical Structure

Variable Can1 Can2 Can3 Can4
x1 0.950499 @ 0.244477 @ -0.129788 @ -0.141199
x2 0.381259 | -0.117118 = 0.420160 @ 0.815102
x3 0.256786 @ 0.825158 @ 0.026957 | 0.502442
x4 0.158665 | -0.059382  0.690471 @ -0.703241

Iz tablice [2.24] is¢itavamo korelacije prediktora sa diskriminacijskim funkcijama. Pri-
mjecujemo da vecina korelacija nije znacajna (< 0.33), pa zakljuCujemo da prediktori ne
doprinose znacajno diskriminantnoj moci funkcija.

2.9 Zakljucak

Na primjeru podataka daljinskih istrazivanja usjeva, vidjeli smo da loSe pretpostavke ana-
lize mogu znacajno utjecati na rezultate klasifikacije.

Analizom smo pokazali da samo jedan od Cetiri prediktora znacajno doprinosi klasifi-
kaciji podataka, no ni to nije dovoljno da bi ukupna znacajnost klasifikacije bila znacajna.

Analizom diskriminacijskih funkcija utvrdili smo da nijedna od 4 izvedene funkcije ne
razdvaja grupe usjeva statisticki znacajno.

Zakljucujemo da podaci o usjevima nisu najbolji izbor za ilustraciju linearne diskrimi-
nantne analize, odnosno klasifikacije.



Poglavlje 3

Primjena linearne diskriminantne
analize u istrazivanju svojstava zrna
triju sorti pSenice

U ovom primjeru, ispitivanu skupinu ¢ine zrna triju razlicitih sorti pSenice (grupe) (Kama,
Rosa i Canadian). Nasumicno je odabrano po 70 opservacija za svaku sortu pSenice. Vi-
sokokvalitetna vizualizacija unutarnje strukture zrna detektirana je tehnikom meke rend-
genske snimke (enlg. soft X-ray technique). Skup prediktora ¢ini 7 kontinuiranih varijabli,
area (povrsina), perimeter (opseg), compactness (kompaktnost), length of kernel (duljina
zrna), width of kernel (Sirina zrna), asymmetry coefficient (koeficijent asimetrije) 1 length
of kernel groove (duljina utora zrna), dobivenih mjerenjem geometrijskih svojstava zrna.
Istrazivanja su provedena na kombajnom poZnjevenim zrnima pSenice s pokusnih polja,
istrazenih na Institutu za agrofiziku Poljske akademije znanosti u Lublinu, a podaci su
dostupni na http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/seeds.

3.1 Deskriptivna statistika

Zbog lakse notacije 1 preglednosti ispisa, varijable length of kernel, width of kernel, asym-
metry coefficient 1 length of kernel groove nazvali smo, redom, KernelLength, KernelWidth,
AsymmetryCoefficient i KernelGrooveLength.

Iz tablice [3.1] vidimo da je ucitano svih 210 opservacija. Broj nezavisnih varijabli
(prediktora) je 7, a broj grupa (sorti) je 3. Frekvencije sorti pSenice su jednake, kao Sto
smo 1 ranije naveli, za svaku sortu po 70 opservacija. Vjerojatnosti pripadanja pojedinoj
sorti prije analize su proporcionalne veli¢inama grupa, pa su one jednake za sve sorte i
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iznose 0.333333.

Tablica 3.1: Deskriptivna statistika (SAS ispis)

Total Sample Size | 210 | DF Total 209
Variables 7 | DF Within Classes 207
Classes 3  DF Between Classes 2

Number of Observations Read | 210

Number of Observations Used | 210

Class Level Information

Variable Prior
Seed Name Frequency | Weight | Proportion | Probability
Canadian | Canadian 70 | 70.0000 0.333333 0.333333
Kama Kama 70 | 70.0000 0.333333 0.333333
Rosa Rosa 70 | 70.0000 0.333333 0.333333

Tablica 3.2: Deskriptivna statistika varijabli prediktora (SAS ispis)

Variable N Mean | Variance | Std Dev | Minimum Median
Area 210  14.8475 8.4664 2.9097 10.5900 @ 14.3550
Perimeter 210 @ 14.5593 1.7055 1.3060 12.4100 @ 14.3200
Compactness 210 0.8710 @ 0.000558 0.0236 0.8081 0.8735
KernelLength 210 5.6285 0.1963 0.4431 4.8990 5.5235
KernelWidth 210 3.2586 0.1427 0.3777 2.6300 3.2370

AsymmetryCoefficient = 210 3.7002 2.2607 1.5036 0.7651 3.5990
KernelGroovelLength 210 5.4081 0.2416 0.4915 4.5190 5.2230

Prema tablici [3.2] za svaki od prediktora ucitano je svih 210 vrijednosti, tj.
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Maximum

21.1800
17.2500
0.9183
6.6750
4.0330
8.4560
6.5500

nemamo

podataka koji bi nedostajali. Varijabla Area ima najvecu varijancu, dok varijabla Compac-

fness ima najmanju.
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Tablica 3.3: Korelacija prediktora (SAS ispis)

Area

Area 1.00000
Perim 0.99434
<.0001

Compact 0.60829
<.0001

KL 0.94999
<.0001

KW 0.97077
<.0001

AsymCoeff | -0.22957
0.0008

KGL 0.86369
<.0001

Pearson Correlation Coefficients, N = 210

Prob > |r| under HO: Rho=0

Perim | Compact KL
0.99434 0.60829 = 0.94999
<.0001 <.0001 <.0001
1.00000 0.52924 = 0.97242
<.0001 <.0001
0.52924 1.00000 | 0.36792
<.0001 <.0001
0.97242 0.36792 = 1.00000
<.0001 <.0001
0.94483 0.76163 = 0.86041
<.0001 <.0001 <.0001
-0.21734 = -0.33147 @ -0.17156
0.0015 <.0001 0.0128
0.89078 0.22682 @ 0.93281
<.0001 0.0009 <.0001

KW

0.97077
<.0001

0.94483
<.0001

0.76163
<.0001

0.86041
<.0001

1.00000

-0.25804
0.0002

0.74913
<.0001

AsymCoeff

-0.22957
0.0008

-0.21734
0.0015

-0.33147
<.0001

-0.17156
0.0128

-0.25804
0.0002

1.00000

-0.01108
0.8732

KGL

0.86369
<.0001

0.89078
<.0001

0.22682
0.0009

0.93281
<.0001

0.74913
<.0001

-0.01108
0.8732

1.00000
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Za ispis tablice |3.3] zbog preglednosti, koristili smo skracene nazive prediktora (Pe-
rim za Perimeter, Compact za Compactness, KL za KernelLength, KW za KernelWidth,
AsymCoeff za AsymmetryCoefficient i KGL za KernelGrooveLength).

MoZemo primijetiti da su sve varijable prediktora medusobno znacajno korelirane (s
vrijednostima korelacija izmedu 0.75 1 0.99), osim varijabli AsymmetryCoefficient 1 Com-
pactness, koje su manje od ostalih korelirane s preostalim varijablama. No, to nas ne
iznenaduje, bududi da su to jedine dvije varijable koje nisu povezane s veli¢inom zrna.
Varijable Area i Perimeter u najvecoj su (pozitivnoj) linearnoj korelaciji.

3.2 Provjera pretpostavki linearne diskriminantne

analize

3.2.1 Normalnost

PROC UNIVARIATE procedurom ispitujemo normalnost varijabli prediktora.
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Tablica 3.4: Test normalnosti varijable Area (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0.932594 Pr<W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov | D 0.106806 | Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq | 0.658401 @ Pr>W-Sq | <0.0050
Anderson-Darling A-Sq | 4.448231  Pr>A-Sq | <0.0050

Tablica 3.5: Test normalnosti varijable Perimeter (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk W 0.936162 Pr<W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov | D 0.106475 | Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq | 0.684765 Pr>W-Sq @ <0.0050
Anderson-Darling A-Sq | 4.379391  Pr>A-Sq | <0.0050

Tablica 3.6: Test normalnosti varijable Compactness (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0.973042 Pr<W 0.0005
Kolmogorov-Smirnov | D 0.062502 Pr>D 0.0443
Cramer-von Mises W-Sq | 0.196862 Pr>W-Sq 0.0058

Anderson-Darling A-Sq | 1.359826 Pr>A-Sq | <0.0050
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Tablica 3.7: Test normalnosti varijable KernelLength (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0.943799  Pr<W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov | D 0.119154  Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq | 0.655958 @ Pr>W-Sq | <0.0050
Anderson-Darling A-Sq | 3.891567 @ Pr>A-Sq | <0.0050

Test

Shapiro-Wilk
Kolmogorov-Smirnov
Cramer-von Mises

Anderson-Darling

Test

Shapiro-Wilk
Kolmogorov-Smirnov
Cramer-von Mises

Anderson-Darling

Tests for Normality

Statistic
W 0.960624
D 0.068865

W-Sq | 0.271372
A-Sq | 2.052553

Tests for Normality

Statistic
w 0.983622
D 0.048299

W-Sq | 0.089059
A-Sq | 0.635265

Tablica 3.8: Test normalnosti varijable KernelWidth (SAS ispis)

p Value
Pr<w <0.0001
Pr>D 0.0163
Pr>W-Sq | <0.0050
Pr>A-Sq | <0.0050

p Value
Pr<w 0.0154
Pr>D >0.1500
Pr > W-Sq 0.1602
Pr > A-Sq 0.0973

Tablica 3.9: Test normalnosti varijable AsymmetryCoefficient (SAS ispis)
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Tablica 3.10: Test normalnosti varijable KernelGrooveLength (SAS ispis)

Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk w 0924941  Pr<W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov | D 0.164777 Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq | 1.303409 @ Pr>W-Sq | <0.0050
Anderson-Darling A-Sq | 6.739782  Pr>A-Sq | <0.0050

Iz tablica[3.4]-[3.10] vidimo da na razini zna¢ajnosti @ = 0.05 moZemo odbaciti pretpos-
tavku o normalnosti za sve varijable prediktora, osim za varijablu AsymmetryCoefficient.

3.2.2 Homogenost matrice kovarijance

Naredbom POOL=TEST ispitujemo homogenost matrice kovarijance unutar grupa.
Tablica 3.11: Test homogenosti matrice kovarijance (SAS ispis)

Chi-Square | DF | Pr > ChiSq
674.117330 56 <.0001

Budu¢i da iz tablice [3.11]iS¢itavamo p-vrijednost manju od razine znacajnosti na kojoj
je test proveden (@ = 0.10), zakljuCujemo da matrica kovarijance nije homogena.

Testiranjem uvjeta linearne diskriminantne analize, zakljuujemo da pretpostavke nisu
zadovoljene, kao ni u prethodnom primjeru. Analizu ¢emo nastaviti pretpostavljajuci za-
dovoljenu normalnost i homogenost, jer ukoliko dobijemo zadovoljavajuce rezultate klasi-
fikacije, krSenje pretpostavki nece nas previSe brinuti.

3.3 Udaljenost izmedu grupa

Naredbom DISTANCE ispitujemo znacajnost udaljenosti izmedu grupnih centroida.
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Tablica 3.12: Kvadrirana Mahalanobisova udaljenost izmedu grupnih centroida (SAS ispis)

Squared Distance to Seed

From Seed | Canadian Kama Rosa
Canadian 0 18.38956 @ 35.38755
Kama 18.38956 0 27.42076
Rosa 35.38755 @ 27.42076 0

Za ovaj primjer podataka, u tablici [3.12] vidimo da su centroidi sorti pSenice znatno
udaljeniji, nego $to je to bio slucaj kod usjeva u prethodnom primjeru (tablica[2.9).

Tablica 3.13: Test znacajnosti kvadrirane Mahalanobisove udaljenosti izmedu grupnih cen-
troida (SAS ispis)

Prob > Mahalanobis Distance for Squared Distance to Seed

From Seed Canadian Kama Rosa
Canadian 1.0000 <.0001 <.0001
Kama <.0001 1.0000 <.0001
Rosa <.0001 <.0001 1.0000

Prema tablici |3.13| svi grupni centroidi statisti¢ki su znaCajno udaljeni, Sto nam daje
naslutiti da Ce i klasifikacija biti puno bolja u odnosu na onu u poglavlju

3.4 Statisticka znacajnost

Naredbom ANOVA analiziramo utjecaj pojedine varijable prediktora na klasifikaciju poda-

taka u grupe.

Prema tablici [3.14]i veli¢ini F vrijednosti, varijabla Area najvise doprinosi klasifikaciji
(F = 548.19). Slijede je varijable Perimeter (F = 541.58) i KernelWidth (F = 406.30).
Klasifikaciji najmanje doprinosi varijabla AsymmetryCoefficient (F = 51.89), a slijedi je
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Tablica 3.14: Test znaCajnosti varijabli prediktora u klasifikaciji (SAS ispis)

Univariate Test Statistics

F Statistics, Num DF=2, Den DF=207

Total Pooled Between
Standard | Standard | Standard R-Square
Variable Deviation | Deviation @ Deviation | R-Square | /(1-RSq) | FValue | Pr>F
Area 2.9097 1.1652 3.2606 0.8412 52965 | 548.19 @ <.0001
Perimeter 1.3060 0.5256 1.4621 0.8396 52327 | 541.58 @ <.0001
Compactness 0.0236 0.0180 0.0188 0.4230 0.7330 75.87 | <.0001
KernelLength 0.4431 0.2195 0.4710 0.7569 3.1129 32219 <.0001
KernelWidth 0.3777 0.1710 0.4120 0.7970 3.9256 | 406.30 @ <.0001
AsymmetryCoefficient 1.5036 1.2330 1.0616 0.3339 0.5013 51.89 | <.0001
KernelGrooveLength 0.4915 0.2311 0.5307 0.7809 3.5647 | 368.95  <.0001

varijabla Compactness (F = 75.87). Medutim, sve varijable prediktora statisticki znacajno
doprinose klasifikaciji (p-vrijednosti manje od 0.001), pa zakljuCujemo kako je vazno u
modelu zadrzati sve varijable da bismo dobili najtocniju klasifikaciju podataka.

Prikazimo graficki funkciju gustoce da bismo analizirali distribuciju varijable Area za
svaku sortu pSenice.
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Slika 3.1: Funkcije gustoce za distribuciju varijable Area u sortama (SAS ispis)

Sa slike [3.1] vidimo da su sredista distribucija za sve tri sorte znatno razmaknuta, no
repovi distribucija se preklapaju za sorte Kama i Rosa, te Kama i Canadian. takoder,

vidimo 1 minimalno preklapanje kod sorti Rosa 1 Canadian.
Kako je Area varijabla koja najviSe razdvaja grupe, zakljuujemo da se sorte Rosa i

Canadian najviSe medusobno razlikuju.
Analizirajmo i distribuciju varijable AsymmetryCoefficient za svaku od sorti.
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Slika 3.2: Funkcije gustoce za distribuciju varijable AsymmetryCoefficient u sortama (SAS
ispis)

Za usporedbu sa slikom [3.1] na slici [3.2] vidimo da se distribucije varijable Asymme-
tryCoefficient jako preklapaju za sve tri sorte pSenice, no ipak, srediSta distribucija i dalje
su razdvojena. Ovime opravdavamo znacaj varijable AsymmetryCoefficient u buducoj kla-
sifikaciji sorta pSenice.

Budu¢i da varijable Area, Perimeter 1 KernelWidth najviSe doprinose klasifikaciji po-
dataka, nacrtajmo u parovima njihove zajednicke uzoraCke distribucije u sortama. Na
sljede¢im grafovima, uzorci iz sorte Kama oznaceni su plavom bojom, iz sorte Rosa cr-
venom, a iz sorte Canadian zelenom.
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Slika 3.3: Zajednicka uzoracka distribucija varijabli Area i Perimeter u sortama pSenice
(SAS ispis)

Prema slici [3.3] obje varijable, i Area, i Perimeter, znacajno doprinose razdvajanju
grupa.
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Slika 3.4: ZajedniCka uzoracka distribucija varijabli Perimeter i KernelWidth u sortama

pSenice (SAS ispis)

Iz slike [3.4] vidimo da varijabla Perimeter razdvaja sorte pSenice bolje od varijable

KernelWidth.

Za usporedbu s varijablama koje najviSe doprinose klasifikaciji, nacrtaymo i zajednicku
uzoracku distribuciju varijabli AsymmetryCoefficient i Compactness, za koje smo ustano-
vili da najmanje doprinose klasifikaciji, no i dalje znac¢ajno. Ocekujemo da se razdvajanje
grupa nece vidjeti jasno kao na prethodnim grafovima.
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Slika 3.5: Zajednicka uzoracka distribucija varijabli AsymmetryCoefficient i Compactness
u sortama pSenice (SAS ispis)

Na slici [3.5] pomoéu distribucija varijabli AsymmetryCoefficient i Compactness, ne
mozemo razdvojiti sorte pSenice kao Sto smo to mogli s varijablama Area, Perimeter i
KernelWidth.

U prijevodu, povrSina, opseg i Sirina zrna najviSe razlikuju sorte pSenice Kama, Rosa 1
Canadian, dok se one najmanje razlikuju prema koeficijentu asimetrije i kompaktnosti.

Naredbom MANOVA testiramo ukupnu statisticku znacajnost klasifikacije. Za sva 4
kriterija navedena u tablici [3.15] moZemo odbaciti nultu hipotezu i zakljuciti da je klasifi-
kacija dobivena pomocu svih 7 prediktora statisticki znacajna.



POGLAVLIJE 3. PRIMJENA LINEARNE DISKRIMINANTNE ANALIZE U
ISTRAZIVANJU SVOJSTAVA ZRNA TRIJU SORTI PSENICE 59

Tablica 3.15: Test ukupne statisticke znacajnosti klasifikacije (SAS ispis)

Multivariate Statistics and F Approximations

S=2 M=2 N=99.5

Statistic Value | FValue A NumDF | DenDF | Pr>F
Wilks' Lambda 0.03528718 12414 14 402 | <.0001
Pillai’s Trace 1.60645126 17.79 14 404 | <.0001
Hotelling-Lawley Trace | 9.15273936 130.92 14 | 318.26 @ <.0001
Roy's Greatest Root 6.23679020 179.98 7 202 | <.0001

NOTE: F Statistic for Roy's Greatest Root is an upper bound.
NOTE: F Statistic for Wilks' Lambda is exact.

3.5 Rezultati klasifikacije

U tablici[3.16] su zapravo prikazani koeficijenti klasifikacijskih jednadzbi.

Broj znacajnih diskriminacijskih funkcija i njihove koeficijente mozemo icitati iz is-
pisa procedure PROC CANDISC koja izvodi kanonic¢ku diskriminantnu analizu. (Poglavlje
B.7).

Tablica 3.16: Koeficijenti linearnih diskriminacijskih funkcija za sorte pSenice (SAS ispis)

Linear Discriminant Function for Seed

Variable Canadian Kama Rosa
Constant -40923 -41543 -41304
Area -2445 -2463 -2453
Perimeter 5135 5175 5167
Compactness 50444 50804 50579
KernelLength 635.60886 | 658.39031 & 609.63796
KernelWidth -1155 -1158 -1156

AsymmetryCoefficient 8.62597 7.26527 7.99451
KernelGroovelLength -11.49046 &= -34.78367 -1.22101

Racunanje klasifikacijskog rezultata za svaku pojedinu opservaciju izvodi se analogno
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postupku opisanom u poglavlju[2.5]
U ovom primjeru imamo ukupno 3 razliCite sorte pSenice, odnosno 3 razliCite grupe,
pa imamo i 3 klasifikacijske jednadzbe, ¢iji koeficijenti su dani u stupcima tablice [3.16]
Bududi da u ovom primjeru imamo velik skup podataka, neCemo dati ispis klasifikacije
za svaki pojedini slucaj, ve¢ samo ispis pogresno klasificiranih sorti.

Tablica 3.17: Pogresno klasificirane sorte pSenice i ukupna greSka klasifikacije (SAS ispis)

The DISCRIM Procedure
Classification Results for Calibration Data: WORK.WHEATSEEDS
Resubstitution Results using Linear Discriminant Function

Posterior Probability of Membership in Seed

Obs @ From Seed | Classified into Seed | Canadian Kama Rosa

9 Kama Rosa * 0.0001 @ 0.1473 0.8526
24 Kama Canadian * 0.9177 @ 0.0823 0.0000
61 Kama Canadian * 0.5588 @ 0.4412 0.0000
62 Kama Canadian * 0.9898 | 0.0102 | 0.0000
198 | Canadian Kama * 0.3603 @ 0.6397 @ 0.0000
200 | Canadian Kama * 0.0878 @ 0.9122 @ 0.0000
202 | Canadian Kama * 0.0617 @ 0.9383 @ 0.0000

* Misclassified observation

Error Count Estimates for Seed
Canadian | Kama Rosa Total
Rate 0.0429 | 0.0571 ' 0.0000 ' 0.0333
Priors 0.3333 | 0.3333 | 0.3333

Prema tablici[3.17]klasifikacijske jednadzbe jako dobro klasificiraju podatke iz kojih su
izvedene. Ukupno 7 od 210 zrna pSenice je klasificirano u pogresnu sortu, Sto je greSka od
svega 3%.

Provjerimo i rezultate klasifikacije podataka metodom krosvalidacije.

U tablici [3.18] vidimo da su pogreske u klasifikaciji krosvalidacijom identi¢ne po-
greSkama klasifikacije na podacima iz kojih je model izveden, tj. 1 u ovom slucaju je
svega 3% podataka pogresno klasificirano.
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Tablica 3.18: Pogresno klasificirane sorte pSenice krosvalidacijom i ukupna greska klasifi-
kacije (SAS ispis)

Classification Summary for Calibration Data: WORK.WHEATSEEDS
Cross-validation Summary using Linear Discriminant Function

Number of Observations and Percent Classified into Seed

From Seed Canadian Kama Rosa Total
Canadian 67 3 0 70
95.71 4.29 0.00 100.00

Kama 3 66 1 70
4.29 94.29 1.43 100.00

Rosa 0 0 70 70
0.00 0.00 100.00 100.00

Total 70 69 71 210

33.33 32.86 33.81 100.00
Priors 0.33333  0.33333 | 0.33333

Error Count Estimates for Seed
Canadian | Kama Rosa Total
Rate 0.0429 @ 0.0571  0.0000 @ 0.0333
Priors 0.3333 | 0.3333 | 0.3333

Zakljucujemo da klasifikacijske jednadZbe jako dobro klasificiraju sorte pSenica.
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3.6 Klasifikacija testnih podataka
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Za testiranje klasifikacije koristimo testni skup podataka koji se sastoji od 18 opservacija,

po 6 za svaku sortu pSenice.

Tablica 3.19: Klasifikacija testnih podataka (SAS ispis)

Classification Results using Linear Discriminant Function

The DISCRIM Procedure
Classification Results for Test Data: WORK.TEST

Posterior Probability of Membership in Seed

Obs | From Seed | Classified into Seed

1 Kama
2 Kama
3 Kama
4 Kama
5 Kama
6 Kama
7 Rosa
8 Rosa
9 Rosa
10 Rosa
11 Rosa
12 Rosa
13 Canadian
14 Canadian
15 Canadian
16 Canadian
17 Canadian
18 Canadian

Kama
Kama
Kama
Kama
Kama
Kama
Rosa
Rosa
Rosa
Rosa
Rosa
Rosa
Canadian
Canadian
Canadian
Canadian
Canadian

Canadian

Canadian

0.0000
0.0000
0.0147
0.0001
0.0000
0.0003
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
1.0000
0.9887
1.0000
0.9989
0.9951
1.0000

Kama
1.0000
1.0000
0.9853
0.9999
1.0000
0.9997
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0113
0.0000
0.0011
0.0042
0.0000

Rosa
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.9996
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0006
0.0000

Iz tablice [3.19] vidimo da su sva zrna pSenice iz skupa testnih podataka svrstana u
ispravnu grupu, Sto znaci da greSka klasifikacije testnih podataka iznosi 0.0000 kao Sto
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vidimo i u tablici

Tablica 3.20: Greska klasifikacije testnih podataka (SAS ispis)

Number of Observations and Percent Classified into Seed

From Seed Canadian Kama Rosa Total
Canadian 6 0 0 6
100.00 0.00 0.00 100.00

Kama 0 6 0 6
0.00 100.00 0.00 100.00

Rosa 0 0 6 6
0.00 0.00 100.00 100.00

Total 6 6 6 18

33.33 33.33 33.33 | 100.00
Priors 0.33333 | 0.33333 | 0.33333

Error Count Estimates for Seed
Canadian | Kama Rosa Total
Rate 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 @ 0.0000
Priors 0.3333 | 0.3333 | 0.3333

3.7 Kanonicka diskriminantna analiza

PROC CANDISC procedurom izvodimo kanonic¢ku diskriminantnu analizu s ciljem testi-
ranja znacajnosti diskriminacijskih funkcija.

Budu¢i da u ovom primjeru imamo 3 grupe pSenice, mozemo dobiti maksimalno dvije
diskriminacijske funkcije.

Kanonicke korelacije koje dobivamo spomenutom procedurom, zapravo su veliine
efekta diskriminacijskih funkcija. Broj kanonickih korelacija odgovora broju diskrimi-
nacijskih funkcija.

Zbog bolje preglednosti, SAS ispis tablice podijelili smo u dva dijela.
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Tablica 3.21: Kanonicke korelacije koje opisuju diskriminacijske funkcije (SAS ispis)

Adjusted | Approximate Squared

Canonical Canonical Standard Canonical
Correlation | Correlation Error | Correlation

1 0.928341 0.925530 0.009558 0.861817
2 0.862922 0.861152 0.017664 0.744634
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The CANDISC Procedure

Eigenvalues of Inv(E)*H
= CanRsq/(1-CanRsq)

Eigenvalue | Difference | Proportion

6.2368 3.3208 0.6814
2.9159 0.3186

Test of HO: The canonical correlations in the current row and all that follow are zero

Likelihood Approximate

Ratio F Value
0.03528718 124.14
0.25536593 98.17

Num DF
14
6

Den DF Pr>F
402 <.0001
202 <.0001

Cumulative
0.6814
1.0000

Prema tablici [3.21] postoje dvije diskriminacijske dimenzije (funkcije), od kojih obje
statistiCki znacajno razdvajaju sorte pSenice (p-vrijednosti manje od 0.0001). Kvadratne
kanonicke korelacije za funkcije iznose redom 0.862 1 0.745, i to su zapravo veli¢ine efekta

svake diskriminacijske funkcije.

Tablica 3.22: Matrica korelacija prediktora i diskriminacijskih funkcija (SAS ispis)

Pooled Within Canonical Structure

Variable

Area

Perimeter
Compactness
KernelLength
KernelWidth
AsymmetryCoefficient

KernelGroovelLength

Can1
0.912110
0.909132
0.259645
0.705358
0.768607

-0.080785
0.728380

Can2
-0.192289
-0.163354
-0.327407
-0.058322
-0.287605

0.397454
0.296229
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Tablica zapravo je matrica strukture u kojoj su sadrzane korelacije prediktora i
diskriminacijskih funkcija. Vidimo da su varijable Area, Perimeter, KernelLength, Ker-
nelWidth i KernelGrooveLength u jacoj korelaciji s prvom diskriminacijskom funkcijom,
dok varijable Compactness i AsymmetryCoefficient jace koreliraju s drugom diskrimina-
cijskom funkcijom. Bududi da smo u poglavlju [I.7 naveli kako u obzir za interpretaciju
uzimamo korelacije vece od 0.33, zakljuCujemo da sve varijable prediktora znacajno dopri-
nose diskriminaciji grupa. Pritom, varijablama koje su jace korelirane s prvom funkcijom,
zajedniCka osobina je $to su to mjere povezane s veli¢inom zrna, dok varijable koje jace
koreliraju s drugom funkcijom nisu.

Pomocu rezultata kanonicke diskriminantne analize, lako moZemo ucrtati nase opser-
vacije po grupama duZ diskiminacijskih osi.
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Slika 3.6: Prikaz diskriminacijskih funkcija za razdvajanje sorti pSenice (SAS ispis)
Na slici [3.6| prikazano je razdvajanje sorti pSenica pomoc€u dviju dobivenih diskrimina-

cijskih funkcija. Funkcije su prikazane kao osi grafa, ozna¢ene LD/ (prva diskriminacijska
funkcija) 1 LD2 (druga diskriminacijska funkcija).
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Primjecujemo da prva diskriminacijska funkcija potpuno razdvaja sorte Rosa i Cana-
dian, dobro razdvaja sorte Kama i Rosa, dok sorte Kama i Canadian ne razdvaja bas$ naj-
bolje.

S druge strane, druga diskriminacijska funkcija dobro razdvaja sorte Kama i Canadian,
no manje upsjes$no razdvaja sortu Rosa od preostalih dviju.

ZakljuCujemo da se sorta Rosa od preostalih razlikuje najviSe po svojstvima vezanim
uz veli¢inu zrna, dok se sorte Kama i Canadian medusobno viSe razlikuju po kompaktnosti
zrna i koeficijentu asimetrije.

Za kraj ove analize, prikaZimo joS$ i konturirani graf diskriminacijskih funkcija i sorti
pSenice. Obojana podrucja prikazuju predvidene klasifikacije za svaku od sorti, a stvarni
klasifikacijski rezultati podataka ispisani su za svaku sortu.

Can2

Slika 3.7: Prikaz klasifikacijskih rezultata za sorte pSenice duZz diskriminacijskih funkcija
(SAS ispis)

Na slici [3.7] diskriminacijske osi (funkcije) oznaene su Canl i Can2. Vidimo da dvije
diskriminacijske funkcije dobro razdvajaju sorte pSenice; veina stvarnih klasifikacija sorti
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Rosa i Kama spada unutar granica podudarne predvidene klasifikacije sorti. Takoder, pri-
mjecujemo 1 da je sorta Canadian teZe odvojiva od sorte Kama.

3.8 Zakljucak

U ovom primjeru i primjeru iz poglavlja [2] promatrani skup podataka krsi uvjete pod ko-
jima se izvodi optimalna linearna diskriminantna analiza, no klasifikacija podataka u dru-
gom primjeru dala je puno bolje rezultate od one u prvom.

U stvarnoj primjeni diskriminantne analize, rijetko ¢emo se susresti s podacima koji
idealno zadovoljavaju sve uvjete, kao Sto je bio slucaj i u nasim primjerima. U praksi, uko-
liko su barem rezultati klasifikacije zadovoljavajuci, krSenje pretpostavki i uvjeta ostavit
¢emo po strani. No, u tom slucaju valja uzeti u obzir da dobiveni rezultati i doneseni za-
kljucci nisu najto€niji, ali nam mogu posluZziti kao vodilja za daljnje analize 1 istraZivanja,
tj. daju nam barem neku, djelomi¢no to¢nu, informaciju o podacima.



Dodatak A
Koristeni SAS kod

SAS kod za primjer iz poglavlja 2

title ’Diskriminantna analiza podataka daljinskih istrazivanja usjeva’;
title2 ’Deskriptiva za prediktore’;
proc means data=crops n mean var std min median max fw=8;
var x1 x2 x3 x4;
run;

title2 ’Pearsonov koeficijent korelacije prediktora’;
proc corr data=crops pearson vardef=df;
var x1 x2 x3 x4;
run;

title2 ’Provjera normalnosti prediktora’;
proc univariate data=crops Normal plot;
var x1 x2 x3 x4;
run;

title2 ’Testiranje homogenosti matrice kovarijance’;
proc discrim data=crops pool=test;
class Crop;
var x1 x2 x3 x4;
run;

title2 ’Linearna diskriminantna analiza’;
proc discrim data=crops distance anova manova pool=yes

68
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list crossvalidate;
class Crop;

priors prop;

id xvalues;

var x1 x2 x3 x4;
run;

title2 ’Klasifikacija testnih podataka’;
data test;
input Crop $ 1-10 x1-x4 xvalues § 11-21;
datalines;
Corn 16 27 31 33
Soybeans 21 25 23 24
Cotton 29 24 26 28
Sugarbeets54 23 21 54
Clover 32 32 62 16

proc discrim data=cropstat testdata=test testout=tout testlist;
class Crop;
testid xvalues;
var x1-x4;
run;

proc print data=tout;
title ’Diskriminantna analiza daljinskih istraZivanja usjeva’;
title2 ’Output Classification Results of Test Data’;
run;

title2 ’Kanonicka diskriminantna analiza’;
proc candisc data=crops out=outcan distance anova;
class crop;
var x1 x2 x3 x4;
run;

title2 ’Graficki prikaz kanonickih varijabli’;
proc template;
define statgraph scatter;
begingraph / attrpriority=none;
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entrytitle ’Crops’;

layout overlayequated / equatetype=fit
xaxisopts=(label="Canonical Variable 1’)
yaxisopts=(label="Canonical Variable 2’);
scatterplot x=Canl y=Can2 / group=crop name=’crop’
markerattrs=(size=7px);

layout gridded / autoalign=(topright topleft);
discretelegend ’crop’ / border=false opaque=false;
endlayout;

endlayout;

endgraph;

end;

run;

proc sgrender data=outcan template=scatter;
run;

title2 ’Diskriminantna analiza s korjenovanim prediktorima’;
data crops; set crops;
sxl=sqrt(x1l);
sx2=sqrt(x2);
sx3=sqrt(x3);
sx4=sqrt(x4);
run;

proc discrim data=crops distance anova manova pool=yes
list crossvalidate;
class Crop;
priors prop;
id xvalues;
var sxl sx2 sx3 sx4;
run;

title2 ’Diskriminantna analiza s logaritmiranim prediktorima’;
data crops; set crops;
sxl=log(x1);
sx2=1og(x2);
sx3=1og(x3);
sx4=1og(x4);
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run;
proc discrim data=crops distance anova manova pool=yes
list crossvalidate;

class Crop;

priors prop;

id xvalues;

var sx1 sx2 sx3 sx4;

run;

title2 ’Kvadratna diskriminantna analiza’;
proc discrim data=crops method=normal pool=no crossvalidate;
class Crop;
priors prop;
id xvalues;
var x1-x4;
run;

SAS kod za primjer iz poglavlja 3

title2 ’Deskriptiva za prediktore’;
proc means data=crops n mean var std min median max fw=8;
var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient
KernelGrooveLength;
run;

title2 ’Pearsonov koeficijent korelacije prediktora’;
proc corr data=wheatseeds pearson vardef=df plots=matrix;
var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient
KernelGrooveLength;
run;

title2 ’Provjera normalnosti prediktora’;
proc univariate data=wheatseeds Normal;
var Area Perimeter Compactness KernellLength KernelWidth AsymmetryCoefficient
KernelGroovelLength;
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run;

title2 ’'Provjera homogenosti matrice kovarijance’;
proc discrim data=wheatseeds pool=test;
class Seed;
priors prop;
var Area Perimeter Compactness KernellLength KernelWidth AsymmetryCoefficient
KernelGroovelLength ;
run;

title2 ’Testni podaci’;
data test;
input Seed $ Area Perimeter Compactness KernellLength KernelWidth
AsymmetryCoefficient KernelGroovelLength;
datalines;
Kama 15.26 14.84 0.871 5.763 3.312 2.221 5.22
Kama 16.14 14.99 0.9034 5.658 3.562 1.355 5.175
Kama 14.28 14.17 0.8944 5.397 3.298 6.685 5.001
Kama 14.11 14.1 0.8911 5.42 3.302 2.7 5
Kama 13.84 13.94 0.8955 5.324 3.379 2.259 4.805
Kama 12.11 13.47 0.8392 5.159 3.032 1.502 4.519
Rosa 16.41 15.25 0.8866 5.718 3.525 4.217 5.618
Rosa 17.99 15.86 0.8992 5.89 3.694 2.068 5.837
Rosa 19.46 16.5 0.8985 6.113 3.892 4.308 6.009
Rosa 16.17 15.38 0.8588 5.762 3.387 4.286 5.703
Rosa 18.76 16.2 0.8984 6.172 3.796 3.12 6.053
Rosa 20.24 16.91 0.8897 6.315 3.962 5.901 6.188
Canadian 11.35 13.12 0.8291 5.176 2.668 4.337 5.132
Canadian 12.1 13.15 0.8793 5.105 2.941 2.201 5.056
Canadian 10.79 12.93 0.8107 5.317 2.648 5.462 5.194
Canadian 13.32 13.94 0.8613 5.541 3.073 7.035 5.44
Canadian 13.34 13.95 0.862 5.389 3.074 5.995 5.307
Canadian 12.22 13.32 0.8652 5.224 2.967 5.469 5.221

title2 ’Linearna diskriminantna analiza’;
proc discrim data=wheatseeds distance anova manova pool=yes listerr
crossvalidate testdata=test testlist;
class Seed;
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priors prop;

var Area Perimeter Compactness KernellLength KernelWidth
AsymmetryCoefficient KernelGroovelLength ;

run;

title2 ’Plot of Estimated Densities’;
data plotdata;
do AsymmetryCoefficient=-2 to 11 by 0.5;
output;
end;
run;

%macro plotden;
title3 ’Plot of Estimated Densities’;
data plotd2;

set plotd;

g = 'Kama’; Density = kama; output;

g = 'Rosa’; Density = rosa; output;

g = ’Canadian’; Density = canadian; output;

label AsymmetryCoefficient=’AsymmetryCoefficient’;
run;

proc sgplot data=plotd2;

series y=Density x=AsymmetryCoefficient / group=g;
discretelegend;

run;

%mend ;

%macro plotprob;
title3 ’Plot of Posterior Probabilities’;
data plotp2;
set plotp; g = ’Kama’; Probability = kama; output;
g = 'Rosa’; Probability = rosa; output;
g = 'Canadian ’; Probability = canadian; output;
label AsymmetryCoefficient=’"AsymmetryCoefficient’;
run;
proc sgplot data=plotp2;
series y=Probability x=AsymmetryCoefficient / group=g;
discretelegend;
run;
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%mend ;

proc discrim data=wheatseeds method=normal pool=yes
testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd
short noclassify crosslisterr;
class Seed;
var AsymmetryCoefficient;
run;
%plotden;
%plotprob;

title2 ’Zajednicke uzoracke distribucije’;
proc template;
define statgraph scatter;
begingraph;
entrytitle ’WheatSeeds’;
layout overlayequated / equatetype=fit;
scatterplot x=Perimeter y=Area /
group=Seed name='seed’;
layout gridded / autoalign=(topleft);
discretelegend ’'seed’ / border=false opaque=false;
endlayout;
endlayout;
endgraph;
end;
run;
proc sgrender data=wheatseeds template=scatter;
run;

title2 ’Kanonicka diskriminantna analiza’;
proc candisc data=wheatseeds out=outcan distance anova;
class Seed;
var Area Perimeter Compactness KernellLength KernelWidth AsymmetryCoefficient
KernelGroovelLength ;
run;

title2 ’Graficki prikaz kanonickih varijabli’;
proc template;
define statgraph scatter;
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begingraph / attrpriority=none;

entrytitle 'Wheat seeds’;

layout overlayequated / equatetype=fit
xaxisopts=(label="LD1")

yaxisopts=(label="1LD2");

scatterplot x=Canl y=Can2 / group=Seed name=’seed’
markerattrs=(size=7px);

layout gridded / autoalign=(topright topleft);
discretelegend ’'seed’ / border=false opaque=false;
endlayout;

endlayout;

endgraph;

end;

run;

proc sgrender data=outcan template=scatter;
run;

proc stepdisc data=wheatseeds;
class Seed;
var Area Perimeter Compactness KernelLength KernelWidth AsymmetryCoefficient
KernelGrooveLength;
run;

title2 ’Konturirani prikaz kanonickih varijabli’;

data fakedata;
do Area = 10 to 25 by 0.5;
do Perimeter = 10 to 20 by 0.5;
do Compactness= 0 to 1 by 0.1;
do KernelLength = 0 to 10 by 0.5;
do KernelWWidth = ® to 5 by 0.5;
do AsymmetryCoefficient = ® to 10 by 0.5;
do KernelGrooveLength = 10 to 25 by 0.5;
output;
end;
end;
end;
end;
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end;
end;
end;
run;

proc discrim data=wheatseeds testdata=fakedata testout=fake_out
out=outcan canonical;
class seed;
var Area Perimeter Compactness KernellLength KernelWidth AsymmetryCoefficient
KernelGroovelLength;
run;

data plotclass;
merge fake_out outcan;
run;

proc template;
define statgraph classify;
begingraph;
layout overlay; contourplotparm x=Canl y=Can2 z=_into_ / contourtype=fill
nhint = 30 gridded = false;
scatterplot x=Canl y=Can2 / group=seed includemissinggroup=false
markercharactergroup = seed;
endlayout;
endgraph;
end;
run;

proc sgrender data = plotclass template = classify;
run;
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Sazetak

U ovom radu promatramo diskriminantnu analizu kao metodu kojom moZemo klasificirati
objekte u odgovarajuce grupe te objasniti stupanj odnosa izmedu grupa i odredenih osobina
objekata, tzv. prediktora. Koncentrirali smo se na linearnu diskriminantnu analizu (LDA),
kojoj je cilj procijeniti linearnu kombinaciju varijabli prediktora koja najbolje diskriminira
pripadnost individualnih objekata grupi. Prednost LDA u odnosu na ostale klasifikacijske
metode jest Sto LDA dopusta kategorijsku zavisnu varijablu, a nezavisna varijabla ne mora
biti dihotomna.

U prvom poglavlju, analizirali smo glavne uvjete koji moraju biti zadovoljeni za do-
bivanje optimalnih rezultata analize; multivarijatna normalnost prediktora, homogenost
matrice varijance i kovarijance te linearni odnosi varijabli prediktora unutar svake grupe.
Prikazali smo izvod i testiranje diskriminacijskih funkcija za separaciju grupa, te klasifika-
cijskih jednadZzbi za klasificiranje objekata u grupe. Opisali smo i tri glavne vrste linearne
diskriminantne analize; direktnu, sekvencijalnu i stepwise analizu, te kriterije za procjenu
znaCajnosti. Kanonickim varijablama objasnili smo znacaj diskriminacijskih funkcija 1
graficki prikazali dobivene separacije grupa.

U drugom poglavlju, primijenili smo opisanu analizu na bazu podataka o daljinskim
istrazivanjima pet razli¢itih usjeva. Baza se sastoji od 36 opservacija koje predstavljaju
usjeve i 4 varijable koje predstavljaju mjerenja dobivena daljinskim istrazivanjem. Ana-
liza je pokazala da samo jedna varijabla znacajno utjeCe na klasifikaciju, ali sveukupna
dobivena klasifikacija nije znacajna. Transformacijom varijabli prediktora, pokusali smo
poboljsati rezultate klasifikacije, no bezuspjesno. izvodenjem kvadratne diskriminantne
analize ustanovili smo da koriSteni skup podataka nije pogodan za ilustraciju diskrimi-
nantne analize.

U treCem poglavlju, analizirali smo podatke o svojstvima zrna triju razli¢itih sorti
pSenice. Baza se sastoji od 210 opservacija koje predstavljaju sorte pSenice, te 7 varijabli
koje predstavljaju geometrijska svojstva zrna pSenice. Izvodenjem linearne diskriminantne
analize na ovom skupu podataka, zakljucili smo da sve varijable prediktora znacajno dopri-
nose separaciji grupa i klasifikaciji opservacija u grupe. Za kraj, grafovima smo prikazali
separacije sorti pSenice, te smo zakljucili da na razdvajanje grupa najviSe utjeCe veliCina
zrna pSenice.



Summary

In this paper, we considered discriminant analysis as a method by which we can classify
objects into groups and explain the degree of relationship between groups and certain pro-
perties of objects, the so-called, predictors. We concentrated on the linear discriminant
analysis (LDA), which aims to estimate the linear combination of predictors that best dis-
criminates the affiliation of individual objects to a group. The advantage of LDA over
other classification methods is that LDA allows a categoric dependent variable, and the
independent variable does not have to be dichotomous.

In the first chapter, we analyzed the main conditions that must be met to obtain op-
timal analysis results: multivariate normality of predictors, homogeneity of the matrix of
variance and covariance, and linear relationships of predictors within each group. We
presented a derivation and testing of discriminant functions for group separation, and cla-
ssification equations for classifying objects in groups. We also described three main types
of linear discriminant analysis: direct, sequential, and stepwise analysis, and the criteria
for assessing the significance. We explained the importance of discriminant functions with
canonical variables and graphically presented the obtained separation of groups.

In the second chapter, we applied the described analysis to a database of remote sensing
data of five different crops. The database consists of 36 observations representing crops and
4 variables representing measurements obtained by remote sensing. The analysis showed
that only one variable significantly affects the classification, but the overall obtained classi-
fication did not turn out to be significant. By transforming the predictor variables, we tried
to improve the results of the classification, but without success. By performing a quadra-
tic discriminant analysis , we found that the data set used, is not suitable for illustrating
discriminant analysis.

In the third chapter, we analyzed data on kernel properties of three different wheat
varieties. The database consists of 210 observations representing wheat varieties, and seven
variables representing the geometric properties of wheat kernel. By performing a linear
discriminant analysis on this data set, we concluded that all predictor variables significantly
contribute to the separation of groups and to classifying observations into the correct group.
Finally, we plotted the separations of wheat cultivars and concluded that the separation of
groups is mostly influenced by the kernel size.
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