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SAZETAK

U ovoj disertaciji razmatramo model jednodimenzionalnog toka viskoznog toplinski provodlji-
vog realnog mikropolarnog plina kojeg karakterizira generalizirana jednadzba stanja. Iz konsti-
tutivnih jednadzbi mehanike fluida i zakona o€uvanja izvodimo pripadni pocetno-rubni problem
s homogenim rubnim uvjetima, prvo u Eulerovim, a zatim u masenim Lagrangeovim koordina-
tama. Izvedeni model zatim primjenjujemo u slucaju toka i termalne eksplozije reaktivnog flu-
ida. Za oba modela konstruiramo niz aproksimativnih rjeSenja koristenjem Faedo-Galerkinove
metode, opisujemo algoritam za numeric¢ko rjeSavanje i diskutiramo rezultate numerickih tes-
tova. Kako bismo potvrdili znacaj novih modela, ispitujemo utjecaj mikropolarnosti i genera-
lizirane jednadZbe stanja na ponaSanje fluida. Naposljetku, za svaki od modela pokazujemo da
ima jedinstveno rjeSenje lokalno po vremenu, a zatim i na proizvoljnom vremenskom intervalu.

Klju¢éne rijeéi: mikropolarni fluid; realni plin; reaktivan fluid; egzistencija i jedinstvenost

generaliziranog rjeSenja; numericko rjeSenje
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EXTENDED SUMMARY

In this dissertation, we consider a model of the one-dimensional flow of a viscous and ther-
mally conductive real micropolar fluid characterized by a generalized equation of state. From
the constitutive equations of fluid mechanics and the conservation laws, we derive the corres-
ponding initial-boundary value problem with homogeneous boundary conditions, first in Euler
and then in Lagrangian mass coordinates. The derived model is then applied to the case of flow
and thermal explosion of a reactive fluid.

For each model, we first show that it has a solution locally in time. We prove this result using
a constructive technique based on the Faedo-Galerkin projection. In particular, we show that
the constructed sequence of approximate solutions is bounded, and then we obtain convergence
(on a subsequence) using classical compactness theorems. Next, we show that the governing
initial-boundary problem has at most one solution. Based on the theorems on local existence and
uniqueness just proved, we then prove that the problem under consideration has a solution in any
finite time interval by applying the principle of expansion. In proving this result, we bound the
solutions independently of the finite time interval chosen, using the generalized energy method
and the Kazhikov representation of the mass density.

Finally, using the semi-discretized approximate systems constucted in the proof of the local
existence theorem, we develop a fully discretized numerical scheme for the initial-boundary
value problems considered. We perform several numerical tests to confirm the validity of the
numerical method and the model itself. We do this by discussing the stabilization properties of
the solution. To confirm the significance of the new models, we also investigate the influence
of micropolarity and the generalized equation of state on the fluid behavior.

Keywords: micropolar fluid; real gas; reactive fluid; existence and uniqueness of generali-

zed solution; numerical solution
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UvoD

Primjena matematickih modela, odnosno pojednostavljeni kvantitativni prikaz stvarnih feno-
mena kljucni je alat vecine znanosti. Zadatak matematicke analize modela je ustanoviti rjesi-
vost 1 ispitati svojstva modela. Teoretski rezultati ovog tipa imaju za cilj opravdanje fizikalnosti
te uvidanje svojstava i predvidanje ponaSanja modelirane pojave. Pri modeliranju je potrebno
posti¢i kompromis izmedu teZnje za Sto vjernijim prikazom stvarnosti i jednostavnosti koja
omogucuje provodenje matemati¢ke analize i efikasnu rac¢unalnu implementaciju.

Jedan od najpoznatijih matematickih modela je klasicni model toka fluida reprezentiran
Navier-Stokesovim jednadzbama koji se koristi u mehanici fluida za proucavanje statickih 1
dinamickih svojstava fluida. Zbog zanemarivanja pojedinih karakteristika materijala, taj mo-
del, iako robustan, nije dostatan za opisivanje nekih specifi¢nih fenomena, primjerice utjecaja
eritrocita na tok krvi u kapilarama, odnosno opéenitije, efekta lokalnih pokreta ¢vrstih Cestica
rasprSenih u fluidu na tok s malom karakteristicnom dimenzijom ([44, 48]). Nedostatci kla-
si¢nog modela u takvim situacijama mogu se umanjiti dodavanjem novih varijabli koje opisuju
mikroefekte u kontinuumu. Pri tome se osobito istice model mikropolarnog fluida kojeg je uveo
Ahmed Cemal Eringen 1964. u radu [35]. Taj ne-newtonovski fluid sacinjava viskozan medij u
kojemu su nasumicno rasprSene Cestice Cije se deformacije zanemaruju ([48]).

Ideja da se uvazi mikrostruktura u modeliranju materijala postojala je i prije nego S$to je
Eringen uveo mikropolarni kontinuum. Prvi model mikrokontinuuma opisala su braca Cosserat
([21,78]). U njemu se pojavljuje devet dodatnih stupnjeva slobode u odnosu na klasi¢ni model
fluida, Sto matematicku analizu €ini vrlo kompliciranom i gotovo nemoguéom. Upravo zato
su takvi modeli dugo bili zanemareni u matematici, kao i u primjeni. Eringenov model u obzir
uzima samo rotacije Cestica $to rezultira dodavanjem jednog dodatnog polja s tri stupnja slobode
koje predstavlja brzinu mikrorotacije. Ta redukcija novouvedenih parametara ucinila je ovaj
model najznacajnijim i najkoriStenijim poopéenjem klasi¢nog modela za opisivanje toka fluida

s Cesticnom strukturom jer dozvoljava svu uobicajenu matematicku analizu uz razumnu koli¢inu
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dodatnog racuna. Napori uloZeni u sloZeniju analizu su opravdani jer je pokazano da taj model
znatno bolje opisuje ponasanje fluida na mikrorazini ([67, 84]).

U mikropolarnom kontinuumu prisutna je mikroinercija pa je za razliku od klasi¢nog fluida,
uz normalni tenzor naprezanja, za modeliranje naprezanja zbog meduodnosa Cestica potrebno
uvesti i drugi tenzor koji se naziva tenzor kontaktnog para. Normalni tenzor naprezanja ov-
dje nije simetrican Sto zajedno s prisutnos¢u unutarnjeg angularnog momenta koji dolazi od
kontaktnog naprezanja za posljedicu ima netrivijalnost zakona o€uvanja ukupnog angularnog
momenta. S obzirom na to, mikropolarni model ima jednu dodatnu jednadZbu u odnosu na
klasi¢ni. Zakoni ocuvanja mase i momenta imaju istu tenzorsku formu kao i u klasi¢cnom mo-
delu, dok se zakon oCuvanja energije mijenja zbog prisutnosti kineticke energije uzrokovane
mikrorotacijom, odnosno rada koji dolazi od intrinzicnog naprezanja i torzije ([48]). Osim u
matematickoj teoriji mehanike fluida, model je od velikog interesa i u drugim disciplinama
¢emu je osobito pridonio ubrzani razvoj nanotehnologije posljednjih godina. Model je uspjesno
primijenjen u strojarstvu kod istrazivanja lubrikanata ([11, 15]), u biomedicinskom inZenjerstvu
za modeliranje bioloskih tekucina ([43,51]) te u modeliranju geofizikalnih procesa ([1]).

Osim uvodenja mikrostrukture, klasiéne modele mehanike fluida moguce je generalizirati i
u termodinamickom smislu preispitivanjem koncepata jednadzbe stanja kojom je opisana medu-
ovisnost temperature, volumena i tlaka. Naime, pri modeliranju kompresibilnih fluida najcesce
se pretpostavlja Clapeyronov idealizirani model karakteriziran jednadzbom stanja u kojoj je
tlak proporcionalan umnosku temperature i gusto¢e mase. Taj se model smatra prihvatljivom
aproksimacijom za opisivanje ponaSanja plinova osobito pri nizoj gustoci ([20, 34]). Medutim,
u mnogim sluc¢ajevima, primjerice u blizini kriti¢nih tocaka ili ekstremnih vrijednosti varijabli
sustava (niske temperature, velika gusto¢a, odnosno visoki tlak), ponasanje plinova znacajno
odstupa od onog predvidenog idealiziranim modelom. Stoga se nastoji prona¢i nove modele
koji bi bolje opisivali plinove u Sirem opsegu stanja sustava, ali mnogi su se prijedlozi pokazali
neprakticnima zbog kompleksnosti izraza i mnoStva parametara ([17]). Jedna od poznatijih ge-
neralizacija je klasa kubi¢nih jednadzbi stanja za koje se pokazalo da vjernije modeliraju realne
plinove ([17,69]).

U [37] je predloZena generalizirana jednadzba stanja u kojoj je tlak proporcionalan umno-
Sku apsolutne temperature i neke potencije gustoée mase, a koja bi po autorima trebala bolje
opisivati ponaSanje realnih plinova ¢im temperatura nije blizu apsolutnoj nuli. U sluc¢aju klasic-

nog fluida, pokazalo se da ovaj model, iako sloZeniji, dopusta analizu prilagodbom postojecih i
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uvodenjem nekih novih tehnika ([24,46,73,80]).

Kao $to je ranije re¢eno, odmak od idealiziranog modela osobito dobiva na vaZnosti u ek-
stremnim uvjetima, pa ga ima smisla primijeniti prilikom proucavanja modela toka i termalne
eksplozije reaktivnog fluida koji opisuje ponaSanje mjeSavine plinova tijekom kemijske reakcije
([12,46,70]). Pripadni sustav nastaje prosirenjem klasi¢nog na nac¢in da se uvede nova varijabla
koja predstavlja maseni udio goriva i nove jednadzbe koja opisuje dinamiku kemijske reakcije, a
potrebno je prilagoditi zakon oCuvanja energije tako da se u obzir uzme i promjena temperature
prilikom izgaranja ([12,70,74]).

Analiza mikropolarnog fluida isprva je uglavnom bila usmjerena na stacionarni i inkompre-
sibilni slucaj ([48]), a tek krajem dvadesetog stoljeca Nermina Mujakovi¢ zapocinje s mate-
matickom analizom nestacionarnog kompresibilnog mikropolarnog fluida. U svom prvom radu
[54] je pokazala da model jednodimenzionalnog toka idealnog mikropolarnog plina ima genera-
lizirano rjeSenje lokalno po vremenu te da je ono jedinstveno. Kasnije je dokazala i globalnu eg-
zistenciju ([53]) te neka dodatna svojstva poput regularnosti i stabilizacije ([55,60]). Numericka
metoda za rjeSavanje problema predstavljena je u [61], a u [56,64—66] je analiziran Cauchyjev
problem. Trodimenzionalni model analiziran je uz pretpostavke sferne ([27-29, 33, 57, 59])
1 cilindri¢ne simetrije ([30-32, 40, 63]). Numeric¢ka analiza bazirana na Faedo-Galerkinovoj
metodi obradena je u [23,26,31,61], a na metodi konac¢nih razlika u [23, 58, 59, 62]. Aktu-
alna su i istraZzivanja o nekim specijalnim klasama mikropolarnih fluida, primjerice magneto-
mikropolarnim fluidima ([85]), te poopéenjima kao Sto su fluidi s nekonstantnim koeficijentima
(mikro)viskoznosti ([19, 85]).

Generalizirana jednadZba stanja plina primijenjena je na modelu klasi¢nog ([24, 50, 72,73,
79-81,83]) i reaktivnog plina ([46,71,73]). U tim istraZivanjima proucavana je globalna egzis-
tencija 1 asimptotsko ponaSanje rjeSenja dok su nimalo trivijalni teoremi o egzistenciji rjeSenja
lokalno u vremenu, na kojima se temelje dokazi tih rezultata, tek nasluéeni i navedeni bez do-
kaza, pozivajuéi se pritom na odgovarajuce rezultate za sli¢ne, ali znatno jednostavnije modele.
Takoder, problem klasi¢nog i mikropolarnog realnog reaktivnog fluida jos uvijek nije analiziran
numericki.

Osnovni predmet interesa ove disertacije je jednodimenzionalan tok kompresibilnog viskoz-
nog mikropolarnog realnog plina, pri ¢emu dodatno pretpostavljamo da je plin u termodina-
mickom smislu politropan. Ranije je tok kompresibilnog mikropolarnog fluida s uklju¢enom

temperaturom promatran iskljucivo za idealni plin. Glavni cilj ove disertacije je izvesti mo-
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del jednodimenzionalnog toka viskoznog toplinski provodljivog realnog mikropolarnog plina
i model jednodimenzionalnog toka i termalne eksplozije viskoznog toplinski provodljivog re-
aktivnog realnog mikropolarnog plina u cijevi s Cvrstim 1 toplinski izoliranim stijenkama te
definirati generalizirano rjeSenje i dokazati da ono postoji i jedinstveno je. Sekundarni cilj je
formiranje i testiranje numericke metode za opisani problem te ispitivanje utjecaja mikropolar-
nosti i generalizirane jednadzbe stanja na ponasSanje fluida. Dijelovi disertacije ve¢ su objavljeni
kao znanstveni Clanci ([7-10]).

Disertacija je strukturirana na sljedeci nacin. U prvom poglavlju dan je pregled matema-
tickih alata koji se koriste u dokazima. U drugom poglavlju je izveden model jednodimenzi-
onalnog toka viskoznog realnog mikropolarnog plina koji provodi toplinu kroz cijev s ¢vrstim
1 termicki izoliranim stijenkama u masenim Lagrangeovim koordinatama iz opéeg trodimen-
zionalnog modela u Eulerovim koordinatama. Zatim je izvedeni model primijenjen u slucaju
reaktivnog fluida ¢ime je formiran model jednodimenzionalnog toka i termalne eksplozije vi-
skoznog reaktivnog realnog mikropolarnog plina koji provodi toplinu kroz cijev s Cvrstim i
termicki izoliranim stijenkama. U treCem poglavlju razmatra se problematika egzistencije i je-
dinstvenosti rjeSenja pocetno-rubnog problema za model jednodimenzionalnog toka viskoznog
realnog mikropolarnog plina. Definira se pojam generaliziranog rjeSenja, konstruira niz aprok-
simativnih rjeSenja za dobiveni pocetno-rubni problem pomocu kojih se onda dokazuje teorem
o egzistenciji lokalno u vremenu. Zatim je dokazano da je generalizirano rjeSenje jedinstveno te
da se moZe prosiriti na proizvoljan vremenski interval, odnosno da postoji globalno po vremenu.
U cCetvrtom poglavlju, tehnike razradene u treCem poglavlju, uz prilagodbu gdje je to potrebno,
se primjenjuju za dokazivanje rezultata o lokalnoj i globalnoj egzistenciji te jedinstvenosti gene-
raliziranog rjeSenja pocetno-rubnog problema za model jednodimenzionalnog toka i termalne
eksplozije viskoznog reaktivnog realnog mikropolarnog plina. U petom poglavlju opisan je
algoritam za numericko rjeSavanje pocetno-rubnog problema temeljen na aproksimativnim rje-
Senjima definiranim u treCem poglavlju te su prezentirani rezultati numerickih testova.

U ovoj disertaciji koriste se neke ideje, strategije i tehnike za matemati¢ku analizu sustava
kvazilinearnih parabolic¢kih parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi s pridruzenim odgovaraju¢im
pocetnim i homogenim rubnim uvjetima koji modelira jednodimenzionalni tok fluida iz opce
matematicke literature (parcijalne i obi¢ne diferencijalne jednadzbe, funkcionalna analiza, ma-
tematiCka teorija mehanike fluida), kao i radova iz uzeg podrucja disertacije (modeli mikropo-

larnog i reaktivnog fluida te realnog plina). Za racunalnu implementaciju numerickog algoritma
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koristi se programski jezik Python. Glavni rezultati bit ¢e iskazani u teoremima, a njihovi do-

kazi podijeljeni u niz koraka iskazanih i dokazanih u obliku lema i propozicija.



1. POMOCNI REZULTATI

U ovom poglavlju dan je pregled matematickih alata koriStenih u ovom radu. Najprije je dan
pregled prostora funkcija u kojima se traZi rjeSenje, a najvazniji za istaknuti su L? prostori,
prostori Soboljeva i evolucijski prostori. Navodimo i neka njihova svojstva, primjerice nejed-
nakosti i ulaganja. Poseban odjeljak je posvecen definiranju razli¢itih vrsta konvergencija te
teorema o kompaktnosti koji su kljucni alat u dokazu egzistencije rjeSenja. Buduci da se vecina
dokaza u ovom radu svodi na ocjenjivanje odgovarajucih funkcija, dan je i detaljan pregled svih
koristenih nejednakosti. Naposljetku, navedeno je nekoliko teorema o obi¢nim diferencijalnim
jednadZbama te opisana Faedo-Galerkinova metoda. Naime, koriStenjem te metode, konstru-
ira se aproksimativni problem za promatrani po¢etno-rubni problem u obliku sustava obi¢nih

diferencijalnih jednadZbi kojega je potrebno analizirati.

1.1. PROSTORI FUNKCIJA

U prvom dijelu navodimo vazne koncepte i rezultate o prostorima funkcija koriStenima u ovom
radu ([2, 36, 38]).
Neka je Q dovoljno regularan, otvoren i ograni¢en podskup od R?. KaZemo da izmjeriva

funkcija f : Q — R pripada prostoru L”(Q), za p > 1 ako vrijedi

1l = ([ 170Pas)” <o (1.1

odnosno prostoru L= (Q) ako vrijedi

[1f1l1=(0) = esssup | (x)] < ee. (1.2)

xeQ
Zal < p <o, L(Q) je Banachov prostor s normom || ||1»(q). Zarazliku od ostalih L? prostora,

prostor L?(Q) je Hilbertov, pri ¢emu je skalarni produkt koji inducira normu || - || 12(q) dan's

(8@ = [ FWsodx. (1.3



Pomo¢ni rezultati Prostori funkcija

Zal < p <o, LP(Q) je separabilan, aza 1 < p < eo, LP(Q) je refleksivan. Dual prostora L” (),
za 1 < p < oo (oznaka (L? (Q))/), je izometricki izomorfan prostoru L (), gdje je %4—% =1.

Za L? prostore vrijedi Holderova nejednakost.

Propozicija 1.1.1 (Holder, [38]). Neka su p, p’ € [1,00] takvi da vrijedi }Nﬁ =1. Akosu f

i g izmjerive na [a,b], onda vrijedi

el ap) < N leriap) - 11811t (4 ) (1.4)

KaZemo da izmjeriva funkcija f : Q — R pripada prostoru H*(Q), za k € N ako vrijedi

1 llakiey = ( y HD“f(x)Hiz(Q)> <o, (1.5)

la|<k
gdje je o = (ay,...,0q) € N&, Ng = NU{0}, multiindeks i || = Y | o, a

olelf

Daf:afﬂl...afd

(1.6)

parcijalna derivacija od f u slabom smislu. Prostori H*(Q), k € N, su separabilni Hilbertovi (pa
stoga i refleksivni) prostori s normom || - ||y« koju inducira skalarni produkt
(f:&)mva) = Y (Df,D%)12(q); (1.7)
la|<k
te pripadaju klasi funkcijskih prostora koje nazivamo Soboljevljevima.
Radi kratkoce zapisa uvodimo sljedece pojednostavljene oznake koje ¢emo koristiti u os-

tatku ovog rada
L"(Ja,bl) = L7 (a,b), H"(a,b]) = Ha.b), |IfIl = IIfllr2(ap)- (1.8)

S C*(Q) oznacavamo skup svih beskonacno puta diferencijabilnih funkcija s kompaktnim
nosacem u Q koji je gust u L2(Q). S HX(Q) oznatavamo zatvara¢ od C°(Q) u H*(Q), a &ine
ga sve funkcije iz H*(Q) &iji je trag nula. Tragom nazivamo operator kojim se prosiruje pojam
vrijednosti funkcije na rubu domene u slucaju funkcija koje nisu neprekidne.

U sljedecoj propoziciji iskazan je poseban slucaj dviju poznatih nejednakosti, Poincaréove

1 Gagliardo-Ladyzhenskayine nejednakosti, te nejednakost koja je njihova direktna posljedica.

Propozicija 1.1.2 (Poincaré, [36]; Gagliardo-Ladyzhenskaya, [45]). Neka je f :Ja,b[— R i

neka vrijedi barem jedan od sljedecih uvjeta



Pomo¢ni rezultati Prostori funkcija

1. fe€H(a,b),

2. feHYa,b)i [P f(x)dx=0.

Tada vrijedi
1A < Cllf (1.9)
1AW=y < CIAL- 1A (1.10)
1= (ap) < CIIFI, (1.11)

gdje je C konstanta koja ne ovisi o f.

S Q oznaCavamo zatvara¢ skupa Q. Prostor C(Q) ¢ine sve neprekidne funkcije, a C'(Q)
sve neprekidno diferencijabilne funkcije na Q. Prostor C(Q) opskrbljen normom
[1f1]eo = sup |f (x)] (1.12)
x€Q

je Banachov, kao i C!(Q) opskrbljen normom

[1fller = max {[|£]le; [101 f]leos - - |9 f]eo }- (1.13)

1.1.1. Evolucijski prostori

U ovom radu obradujemo nestacionaran problem cija rjeSenja su elementi prostora koje nazi-
vamo evolucijskim. Ti su prostori poseban sluc¢aj Bochnerovih prostora koji generaliziraju L?
prostore na funkcije koje poprimaju vrijednosti u opéem Banachovom prostoru. Domena evo-
lucijskog prostora je podskup skupa realnih brojeva i vrijednosti u njoj interpretiraju se kao
vremenski trenutci. Definicije 1 rezultati iz ovog odjeljka preuzeti su iz [25,36].

Neka je X realan Banachov prostor s normom || - ||x. Evolucijske prostore L”(0,7;X),

1 < p < oo &ine izmjerive funkcije f :]0, T[— X za koje vrijedi

T 1
Fllora = ([ 1FOIar)" < (1.14)
odnosno
[l z=(0,7:x) = esssup || f(#)[[x < oo. (L.15)
IG}O,T()[

Ti prostori opskrbljeni normama || f|[1»(0,r.x) su Banachovi.

C([0,T];X) je skup svih neprekidnih funkcija f : [0,7] — X koji zajedno s normom

[ fllcqo,mx) := sup [[f()]lx (1.16)
1€[0,T]



Pomo¢ni rezultati Prostori funkcija

¢ini Banachov prostor.
Ako je X Hilbertov prostor, onda je Lz(O,T;X ) takoder Hilbertov. Za 1 < p < oo, dual
/ /
prostora LP(0,T;X), (LP(O, T;X)> je izometri¢ki izomorfan prostoru L? (0,7;X’), gdje je %4—

}% =1,aX dualod X. Za 1 < p <, LP(0,T;X) je separabilan ako je X separabilan, a za

1 < p<oo, LP(0,T;X) je refleksivan ako je X refleksivan.
Skup svih funkcija f € LZ(O, T;X) takvih da derivacija f’ postoji u slabom smislu i da vrijedi
f' € L*(0,T;X) oznaéavamo s H'(0,T;X). Prostor H'(0,T;X) opskrbljen normom

T 3
e 0,700 = (/O IF )%+ ||f/(f)||;2() (1.17)

je Banachov.

1.1.2. Ulaganja prostora

Vazno svojstvo prostora Soboljeva su njihova ulaganja (oznaka —) u druge prostore funkcija.

Nekoliko rezultata koji e se koristiti u ovom radu su navedeni u nastavku.
Propozicija 1.1.3 ([2]). Vrijedi:
1. H'(a,b) = C([a,b]),
2. H*(a,b) < C'([a,b]),
3. H(Q) — L*(Q), gdje je @ C R? otvoren ograni¢en skup s dovoljno glatkim rubom,
pri ¢emu su sva navedena ulaganja kompaktna.
Koristimo i sljede¢a ulaganja evolucijskih prostora.
Propozicija 1.1.4 ([36]). Nekaje u € H'(0,T;X). Tada je u € C([0,T]; X).

Propozicija 1.1.5 ([36]). Neka je k nenegativan cijeli broj, £ otvoren, ograni¢en s glatkim

rubom i neka je u € L?>(0, T; H**2(Q)) te u’ € L*(0,T; H*(Q)). Tada je u € C([0, T]; H*1(Q)).



Pomo¢ni rezultati Konvergencije u prostorima funkcija

1.2. KONVERGENCIJE U PROSTORIMA FUNKCIJA

Definicije i rezultati u ovom odjeljku preuzeti su iz [2, 38, 75], a koriSteni su u dokazu lokalne
egzistencije za konstrukciju rjeSenja problema kao limesa niza aproksimacija.
Neka je X Banachov prostor s normom || - ||x te neka je X’ njegov dual. KaZzemo da niz (/)

u X konvergira
1. jako (unormi) k f € X (oznaka f" — f) ako ||f" — f||x — 0, kad n — oo,
2. slabok f € X (oznaka f" — f) ako za svaki F € X', F(f") — F(f), kad n — oo.

Svaki jako konvergentan niz je i slabo konvergentan.

KaZemo da niz (f") konvergira uniformno k f € X (oznaka f" = f) ako za svaki € > 0
folx) = f(x)| <e.

KaZemo da niz (F") u X’ konvergira slabo* k F € X' (F" = F) ako za svaki f € X, F*(f) —
F(f),kad n — oo.

postoji N € N takav da za sve x € X i svakin > N,

Problem koji se obraduje u ovom radu je nelinearan pa ¢e biti potrebno Koristiti rezultate o

umnosku konvergentnih nizova funkcija.
Lema 1.2.1. Neka je Q C RY omeden.
1. Ako f" — fuC(Q)ig" — guL*(Q), tada f"g" — fgu L*(Q).
2. Ako f" = fuC(Q), g" — guL*(Q)ih" — hu L*(Q) tada f"g"h" — fghu L*(Q).

Dokaz. 1. Neka je ¢ € C°(Q). Koristenjem Holderove nejednakosti i Cinjenice da je svaki

slabo konvergentan niz ogranic¢en, dobivamo

(/8" = f&, Pral < (" = f.8"@)al +1{&" — & fP)al
<= Slleo- NIl - Nl + (8" = &, f@)al = 0.

(1.18)

2. Neka je ¢ € CZ(Q). KoriStenjem Holderove nejednakosti, Cinjenice da je svaki slabo

konvergentan niz ogranicen i tvrdnje 1 ove leme, dobivamo

[(f"g"n" — fgh,@)al < (K" —h,f"g"@)a| + (" — f&, ho)al
< |@|[oo- || = h|| - || f"&" || + |(f"8" — f&,h@)a| — O.

(1.19)
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Pomo¢ni rezultati Konvergencije u prostorima funkcija

Propozicija 1.2.2 (Banach-Alaoglu, [75]). Neka je X normiran vektorski prostor. Svaki ogra-

ni¢en niz (F,) u X’ ima slabo* konvergentan podniz.

Sljedeca propozicija je direktna posljedica Banach—Alaogluovog teorema primijenjenog na
dual X’ refleksivnog Banachovog prostora X, bududi da je u tom slucaju X = (X') = X" te se

slabo-* topologija na X" podudara sa slabom topologijom na X.

Propozicija 1.2.3 ([36]). Neka je X refleksivan Banachov prostor. Svaki ogranicen niz (f,) u

X ima slabo konvergentan podniz.

KaZemo da je niz funkcija ("), gdje je f" : Q@ — R, Q C R? ekvineprekidan u x € Q ako

za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svakin € Niy € Q vrijedi
r=yl| <6 = |/"(x)=f"(v)| <e. (1.20)

Propozicija 1.2.4 (Arzela-Ascoli, [75]). Neka je S C R? kompaktan. Ako je niz (f"), f" :
S — R, ekvineprekidan u x, za svaki x € S, i ako postoji M > 0 takav da zasve x € Sin € N,

vrijedi | f"(x)| < M, onda (f") ima uniformno konvergentan podniz.

Bududi da se u dokazu egzistencije pocetne funkcije aproksimiraju Fourierovim polinomom,

potreban nam je i sljedeci rezultat.

Propozicija 1.2.5 ([38]). Neka je f € L>([—1,1]9), gdje je [~1,1] kocka u R“. Tada Fouri-

erov red od f konvergira jako (u normi L?) k f.

11



Pomo¢ni rezultati Nejednakosti

1.3. NEJEDNAKOSTI

U ovom dijelu navodimo nekoliko opc¢ih nejednakosti koje ¢e Cesto biti koriStene u ovom radu.

U sljedecoj propoziciji iskazana je poznata Youngova nejednakost.

Propozicija 1.3.1 (Young, [38]). Nekajea,b >0i é —1—% = 1. Tada vrijedi

a pd
ab< =+ (1.21)
q q
U sljedecoj lemi dana je jedna posljedica Youngove nejednakosti koja ¢e biti koriStena u

ovom radu.

Lema 1.3.2. Nekajem > 1, y=max{4,m} i > 0. Tada vrijedi
Br<C(1+p7), B*<CO+p*), B™<C(1+p7). (1.22)

Dokaz. Ako je m = 4, nejednakosti trivijalno vrijede.

Ako je m < 4, onda Youngova nejednakost (1.21) s parametrima g = %, q = ﬁ daje
B2" < C(1+ B?Y) dok preostale nejednakosti trivijalno vrijede.

Ako je m > 4, onda Youngova nejednakost (1.21) s parametrima ¢ = %, ¢’ = - daje

B* < C(1+BY)iB% < C(1+ B?Y) dok preostala nejednakost trivijalno vrijedi. |
U sljedecoj propoziciji iskazana je integralna Jensenova nejednakost.

Propozicija 1.3.3 (Jensen, [52]). Ako je ¢ konveksna funkcija na [a,b], a f : [a,b] — R inte-

grabilna, onda vrijedi

<P<bia/abf(x)dx> < bl /ab(p(f(x))dx. (1.23)

—d
U nastavku navodimo poznatu Gronwallovu nejednakost i nekoliko njezinih varijanti i ge-

neralizacija koje se koriste u ovom radu.

Propozicija 1.3.4 (Gronwall, [4]). Neka su u, f, g, h nenegativne neprekidne funkcije defini-
rane na [a,b] i neka vrijedi

X

u(x) < f(x)+gx) [ h@)u(t)dt, x¢€a,b). (1.24)

Tada je
ulx) < f(x)+gx) [ f()h(t)exp (/fg(s)h(s)ds) dt, x¢€la,b]. (1.25)

12
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Diferencijalna forma Gronwallove nejednakosti dana je u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.3.5 (Gronwall, [36]). Neka je u nenegativna apsolutno neprekidna funkcija na

[a,b], a f i g nenegativne sumabilne' na [a,b]. Ako vrijedi

u'(x) < f(x) +g(x)u(x), (1.26)

za skoro sve x € [a,b] onda je

X X
ulx) < (u(a) +/ f(t)dt) exp ( / g(t)dt) . xelab. (127)
a a
Sljedeca propozicija je verzija Gronwallove nejednakosti za izmjerive funkcije.

Propozicija 1.3.6 (Gronwall, [13]). Neka su u, f, g, h realne izmjerive funkcije definirane na
[a, D], takve da su fh, gh i uh integrabilne. Ako su f, g i h nenegativne te vrijedi
X

u(x) < f(x)+gx) [ h@)u(t)dt, x¢€la,b] (1.28)

onda vrijedi
o) < F0)+) [ FOnOexp ([ glsInts)ds) (1.29)

skoro svuda na [a, b].

U ovom radu koristimo i jednu nelinearnu generalizaciju Gronwallove nejednakosti koja
spada u klasu nejednakosti poznatih pod imenom Bihari-LaSalle. U ovom slucaju nelinearna

ovisnost se javlja u obliku potencije.

Propozicija 1.3.7 (Bihari-LaSalle, [77]). Neka je ng > 2 cijeli broj, x, a, b 1 k neprekidne i

nenegativne funkcije na J = [a, B] takve da je § neopadajuca. Ako je
t

x(1) < a(t) +b(t) / k(s)x (s)ds, 1€ J,
(04

tada vrijedi

1
1—n,

x(t) <a(t) |1—(np—1) /O:k(s)b(s)a"o_l(s)ds} ’ , a<t<B,,

gdje je
t
By, = sup {t eJ:(ng— 1)/ kba™ ds < 1} ) (1.30)
o

'Sumabilna funkcija je integrabilna funkcija &iji je integral konacan.

13
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U sljedecoj propoziciji iskazane su Cauchy-Schwarzova i Besselova nejednakost za Hilber-
tove prostore. U nastavku s (-,-)y oznaavamo skalarni produkt na Hilbertovom prostoru H, a

s ||+ ||z normu koja je njime generirana tj. ||x||gz = \/{x,x)n, za sve x € H.
Lema 1.3.8 (Cauchy-Schwarz, [38]). Neka je H Hilbertov prostor. Tada za svaki x,y € H
vrijedi

ey | < [xllally]]a- (1.31)

Lema 1.3.9 (Bessel, [38]). Neka je (u,) ortonormiran skup u Hilbertovom prostoru H. Tada

za svaki x € H vrijedi

Z xun) |t < ||x|[%. (1.32)

U nastavku su dane dvije algebarske nejednakosti koje se koriste u dokazu globalne egzis-

tencije rjeSenja. Prva od dviju nejednakosti preuzeta je iz [28].
Lema 1.3.10 ([28]). Nejednakost

(A1 —Az)(al +ay +a3)2 + (A3 —Al)a3(a1 +ar +a3) > (A3 — 3A2)a%
_ 2 2 _ 2 (1.33)
(A} —2A; +A3) ) 4 <(A1 PRCH (A} —2A; +A3) )

—a}( 24
“ ( 2T, 24, 2

Vrijedi zaAj, Ay, Az, ay, ap, a3 € R, takve daje A > A, > 0.
Lema 1.3.11. Nejednakost

(Al —Az)(al +ar+aj +a4)2 + (A3 —Al)a3(a1 +ar +aj +a4)
+(A4—Ar)as(ar +ar+az+ay)
2

> —
o 4A2
2

4A2

[4(A1 Az)z + (A1 —2A; +A3)2 + (Al —2A; +A4)2} (1.34)

[4Az + (A] —2A2+A3)> + (A] — 24, +A4)2} + a3 [A3 — 4A,)

(A3 — 245 +Ay)?
44,

+a3 [A4 - <3A2 +

vrijedi za A1, Ao, A3, A4, a1, ap, az, as € R, takve daje Ay > Ay > 0.

14



Pomoc¢ni rezultati

Nejednakosti

Dokaz. Direktnim raCunom dobiva se

(A1 —Ay) (a1 +ay +az+ag)?* + (A3 —Ay)az(a) +ar + a3+ ag)

+(Ag —Ay)as(a) +ar+az+ay)

5 (A—A2)? (A—2Ar+A3)2 (A—24A,+A4)?]
=at |A] —Ar— — -
Ay 4A, 4A, |
) (A—242+A3)%  (A—245+A4)?]
Al —2A, — -
ta [ 1T 44, 44, |

Az —2A5+A4)? |
+a%(A3 —4A2) —I—ai [A4—3A2— ( 3 4A2 4)
Al — 2 /A =24+ As 2
+ ( a1 + VA az) (—al +\/Araj
VA, 2/A,
Al —2A,+ Ay )2 <A1 245 +As )2
+(—_ ++/A + | —a+ /A
A al 204 2VA, a 243
Al — 24+ Ay )2 <A3 —2A, + Ay )2
Lt A At /A
—|—( A ar»++/Arayg | + A, as++\/Azaz

2

> —
- 4A2
2

44,

[4(141 Az)z + (A —24A; +A3)2 +(A] —2A; —|—A4)2}

2 (443 + (A1 — 245+ A3)” + (A1 — 242+ Ag)?| + a3 [A5 — 4A)]

Az — 245 +Ay)?
+d} |As— 3A2+( s =240 A7) |
4A,

(1.35)

15



Pomo¢ni rezultati Obicne diferencijalne jednadzbe

1.4. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

U ovom dijelu navodimo nekoliko rezultata iz podrucja obicnih diferencijalnih jednadzbi. Naj-
prije je iskazan Picardov teorem o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja poCetnog problema za
sustav obicnih diferencijalnih jednadZzbi.
Propozicija 1.4.1 (Picard, [68]). Neka su f; = fi(t,y1,y2,---,Yu), i = 1,2,...,n, neprekidne
funkcije na [0,7] x R, gdje je R = [a1,b1] X ...[an,bn] i Y° € R. Ako su f; Lipschitzove po
obzirom na varijable y1,ys,...,y,, odnosno ako postoji konstanta L > 0 takva da za sve
(£,315 3 Vi 15 D0 Vit ds - -5 Vn)s (EsV1see ey Vie1,9isYit1s-->Yn) € [0,T] X R vrijedi

|FEY1s Vi1, 90 Vit 155 ¥n) = FEY15 5 Yie 1,90 Yik 15 - oY) | S LY =31 (1.36)

Tada postoji 0 < Tp < T takav da pocetni problem

Vi(t) = fi(t,y1(t),y2(t),...,ya(t)), i=1,2,...,n,
yi(0)=yY, i=1,2,....n,

(1.37)

ima jedinstveno rjeSenje na [0, Tp].

Sljedeca propozicija daje uvjete pod kojima je rjeSenje pocetnog problema maksimalno pro-
Sirivo.
Propozicija 1.4.2 (O apriornim ocjenama, [68]). Ako je rjeSenje pocetnog problema (1.37) pri
Cemu su f;, i = 1,...,d, neprekidne na cilindru [0, T] x R, ograniceno na svom maksimalnom
intervalu egzistencije, onda je maksimalan interval egzistencije [0, T].

U nastavku je iskazan jedan rezultat o diferencijalnim nejednakostima.

Neka je f = f(t,x) neprekidna funkcija na [0,7] x [a,b] i yo € [a,b] i neka je r rjeSenje
pocetnog problema

Y =f(ty)

¥(0) = yo.

(1.38)
na intervalu [0,7]. KaZemo da je r maksimalno rjeSenje od (1.38) ako za svako rjeSenje z od
(1.38) na [0, T] vrijedi nejednakost r(t) > z(t), Vt € [0,T].

Propozicija 1.4.3 (O diferencijalnim nejednakostima, [68]). Neka je r maksimalno rjesSenje

pocetnog problema (1.38) i neka y zadovoljava diferencijalnu nejednakost

Y (1) < ft,9(r)), Ve €[0,T], y(0) < yo. (1.39)

Tada vrijedi r(r) > y(¢), Vr € [0,T].
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Pomoc¢ni rezultati Faedo-Galerkinova metoda

1.5. FAEDO-GALERKINOVA METODA

U ovom dijelu opisujemo ideju Faedo-Galerkinove metode za konstrukciju aproksimativnih
rjeSenja paraboli¢nog pocetno-rubnog problema koja se koristi u dokazu lokalne egzistencije

([36D.
Neka je zadan op¢i parabolicki problem na [a,b] x [0, T]

ou+Au=f
u=0, x=aili x=»> (1.40)
u=ugy, t=0,

gdje je A uniformno elipti¢ni diferencijalni operator po prostornoj varijabli za svaki fiksni 0 <
t <T.Nekaje {wy}7_, ortogonalna baza za L*(a,b) i Hj (a,b). Za svaki n € N, aproksimativno

rjeSenje u”" definira se izrazom

W (et) = Y L Owil), (1.41)
i=1

gdje su 7! nepoznate funkcije rjeSenja sustava dobivenog projekcijom problema (1.40) na ko-

nacnodimenzionalan prostor razapet funkcijama {w;}?_,, odnosno,

(u" +Au" wi) = (f,wi), i=1,...,n,
(1.42)
" (0),w;) = (ug,w;), i=1,...,n.

(o)

U ovom radu koristimo ortogonalne baze {sin(7ix)}> , i {cos(mix)}:*,, pritom, bazu kosi-

=)
=

nusa koristimo u slu¢aju kada umjesto Dirichletovog rubnog uvjeta, zadani problem zadovoljava

Neumannov rubni uvjet dyu = 0, za x = a, b.
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2. IZzvOoD MODELA

U ovom poglavlju izvodimo model jednodimenzionalnog toka kompresibilnog realnog mikro-
polarnog fluida koji provodi toplinu i koji je u termodinami¢kom smislu politropan. Izvedeni
model zatim primjenjujemo na modelu reaktivnog fluida u kojem osim toka razmatramo i pro-
mjene u kvalitativnom sastavu fluida koje se dogadaju uslijed kemijske reakcije, specijalno,
promjene varijable koja predstavlja udio neizgorene tvari u ukupnoj masi fluida.

Modelom mikropolarnog fluida opisano je ponasanje fluida s mikrostrukturom na nacin da
se uz klasi¢ne hidrodinamicke i termodinamicke varijable: gusto¢u mase, brzinu i apsolutnu
temperaturu, razmatra 1 brzina mikrorotacije Cestica. OpSiran pregled matematickog modela
dan je u [48] te je zapis opéeg modela, kao i veCina oznaka koriStenih u ovom radu preuzeta
otud. U literaturi na hrvatskom jeziku model se spominje jako rijetko. Kratak opis je dan u [3],
odakle je preuzeta i nomenklatura u ovom radu.

Tok mikropolarnog fluida na domeni Q7 = Qx]0,T[, gdje je T > 01 Q C R3, opisan je

zakonima ocCuvanja, i to

* zakonom ocCuvanja mase

p=—pV-v, 2.1)

* zakonom ocuvanja momenta

pv=V_-T+ pf (2.2)
» zakonom ocCuvanja angularnog momenta

pi=V.C+T,+pg, (2.3)

» zakonom ocuvanja energije

E=-V.q+T:Vv+C: Vo -T, o, 2.4)
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gdje su p i E skalarna polja koja predstavljaju gustoCu mase i unutarnju energiju, a vi @
vektorska polja brzine, odnosno mikrorotacijske brzine. T = [T;;] i C = [C;;] su oznake za
tenzor naprezanja, odnosno tenzor kontaktnog para. Funkcija f je gusto¢a volumne sile, a g
gustoéa volumnog para. S 1 oznacavamo specifi¢ni spin, a s q toplinski fluks.

Tockasti diferencijalni operator na lijevoj strani jednadzbi (2.1)-(2.4) oznacava materijalnu
derivaciju i na vektorsko polje b = b(x,) = [b;(x,1)]; djeluje kao

b=0db+ (Vb)‘jl—’t‘, (2.5)

gdje je x = x(t) pozicija Cestice u vremenskom trenutku ¢, d;b = [d;b;];, Vb = [0;b;];j1 0} = 8xj,

a % je brzina toka. U slu¢aju skalarnog polja b = b(x,t) materijalna derivacija je dana s

. dx
b=0b+ (V) — 2.6
gdje je Vb = [9;b];. Vektor T, predstavlja aksijalni vektor i po komponentama je dan s
T, = [& i T jui» (2.7)

gdje je & jx Levi-Civita simbol. Ovdje i u nastavku podrazumijevamo Einsteinovu notaciju za

sumaciju. S : je oznacen skalarni produkt tenzora, specijalno imamo
T:Vv=T;dvi. (2.8)
Specifi¢ni spin mikropolarnog fluida dan je s
1=Jo, (2.9)

gdje je J tenzor mikroinercije. U ovom radu razmatrat ¢emo slucaj homogenog izotropnog

mikropolarnog fluida $to znaci da tenzor mikroinercije ima sljede¢u formu
J =, (2.10)

gdje je jr [mz] pozitivna konstanta koju nazivamo gusto¢om mikroinercije, a I jedini¢ni tenzor.
Pretpostavljamo da je fluid politropan u termodinami¢kom smislu, odnosno da je unutarnja
energija dana s

E=c¢,0, (2.11)

gdje je O skalarno polje i predstavlja apsolutnu temperaturu fluida, a pozitivna konstanta c,

[mzs_zK_l] je specifi¢na toplina pri konstantnom volumenu.
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Izvod modela Mikropolarni realni plin

Nadalje, pretpostavljamo da fluid provodi toplinu, odnosno da vrijedi Fourierov zakon za
toplinski fluks
q=—kVo, (2.12)

gdje je pozitivna konstanta K [kg m s’3K’1] koeficijent toplinske provodljivosti.

Konstitutivne jednadZbe mikropolarnog fluida dane su po komponentama s

T,'j = (—P—|— A&kvk)&j +u (8,'1/]' + 8jv,-) + Uy (8,'1/]' — 8]'\/,‘) — 2,ur8m,‘j(1)m, (2.13)
Cj= Coaka)k5,'j +cy (8,-a)j +8ja),-) +c, (8,-coj — aj(l),') , (2.14)

gdje je P = P(p,0) tlak, &;; Kroneckerov simbol, A [kg m_ls_l] iu kg m_ls_l} koeficijenti
viskoznosti, a U, [kg m’ls’l} , CO [kg m sfl} , Cd [kg m sfl} 1¢g [kg m sfl] ([22]) koeficijenti

mikroviskoznosti za koje vrijede Clausius-Duhamelove nejednakosti

p=>0, 3A+2u>0,  u >0,
(2.15)

ca >0, 3co+2c4>0, |cg—cql <cq+ca
Primijetimo da se jednadZbe (2.1)-(2.4) svode na zakone oCuvanja za klasi¢an model fluida
ako stavimo @ = 01 u, = 0. Istaknimo i da za razliku od klasi¢nog fluida, tenzor naprezanja T
mikropolarnog fluida nije simetrican, Sto omoguéava modeliranje pojava koje su izvan dosega
klasi¢nog modela. VaZzno je istaknuti da je upravo simetrinost tenzora naprezanja razlog $to
u klasi¢nim Navier-Stokesovim jednadZbama zakon ocuvanja angularnog momenta proizlazi iz
zakona oCuvanja mase i momenta. U mikropolarnom modelu to nije sluca;.

Radi jednostavnosti, u ovom radu pretpostavljamo i da vrijedi
f=g=0. (2.16)

Do sada je razmatran model kompresibilnog idealnog mikropolarnog fluida u jednoj i tri di-
menzije, pri ¢emu se u potonjem slucaju dodatno pretpostavljala sferna ili cilindri¢na simetrija.
Dokazani su rezultati o lokalnoj i globalnoj egzistenciji, jedinstvenosti, regularnosti i stabiliza-

ciji generaliziranog rjesenja, a razradena je i metoda za numericko rjesavanje.

2.1. MIKROPOLARNI REALNI PLIN

Model kompresibilnog mikropolarnog fluida dosad je razmatran iskljuc¢ivo uz Clapeyronovu

jednadzbu stanja idealnog plina koja je dana s
P(p.8) = Rp®, (2.17)
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Izvod modela Mikropolarni realni plin

gdjeje R [mZK‘ls‘z} specifi¢na plinska konstanta. U ovom radu se odmi¢emo od pretpostavke

idealnosti i razmatramo jednadZbu stanja realnog plina Ciji je op¢i oblik

P(pae):f(p)+9g(p>7 (2.18)

gdje funkcija f predstavlja vanjski, a g unutarnji tlak. Generalizirana jednadzba stanja ovog
oblika uvedena je prvi put u [37] i ocekuje se da vjernije opisuje ponasanje plinova. U modelu
realnog plina koji promatramo, zanemarujemo vanjski tlak i pretpostavljamo da je unutarnji tlak

proporcionalan nekoj potenciji gustoe mase, odnosno

g(p) =Rp?, (2.19)

gdje je p > 1 bezdimenzionalna konstanta koju nazivamo eksponent tlaka, a R [m3p—1 K~ !s72

kg!' P } neka pozitivna konstanta. Drugim rijeima, razmatramo sljedeéu jednadzbu stanja
P =Rp?’o. (2.20)

Primijetimo da se za p = 1 (2.20) svodi na jednadZbu stanja idealnog plina. Naglasimo da ¢im p
nije jednak 1, R viSe nije specificna plinska konstanta te da njezina dimenzija (mjerna jedinica)
oVvisi 0 p.

Generalizirana jednadZzba stanja (2.20) dosad je razmatrana samo u kontekstu klasi¢nog
fluida (ne-mikropolarnog).

Uzimajudi u obzir sve ranije spomenute pretpostavke, dobivamo

T =(—Rp"0 + AV -1+ (Vv)" +Vv) +u, (Vv)" —Vv)

0 o —o (2.21)
—2 -3 0 o |,
o —o 0
V-T=—RV(p?0)+ (A +u—p)V(V-v)+ (UL + W)AV) + 21,V X @, (2.22)
T:Vv=—Rp”OV -v+A(V-V)2+u((VV)" +Vv): Vv 4 pu,(V x v)? 023
—2u,0-(Vxv),
T, =21,V X v —41,, (2.24)
C=(coV-@)+cq ((VO)" +V®)+c, (Vo) - Vo), (2.25)
V-C=(co+ca—ca)V(V- @)+ (ca+ca)A®, (2.26)
C:Vo =cy(V-0)> +cs(Vo) + Vo) : Vo +c,(Vo)" —Ve): Vo, (2.27)
V.q=—KAB, (2.28)
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pa op¢i trodimenzionalni model realnog mikropolarnog plina glasi:

dp=—(Vp) v=pV-v, (2.29)

PV =—p(VV)-v—RV(pP0) + (A +p—p)V(V-V)+ (L -+ )AV+ 21,V x @, (2.30)
Jipd®=—jip(V@)- v+ (co+cg—ca)V(V- @)+ (cqg+ci)A@+2u,.(V X v—-2®) (2.31)
(V-v)-(V-v)

1 - 1 1
—i—E,LL(VV—l—VV ): (Vv+ Vv )+4/.L,< VXxv— co) (EVXV—O)> (2.32)

cpd 0 =—c,p(VO) v+ KkAO —RpPOV - v+ A

+co(V-@)- (V-@)+ (cg—ca) VO : VO + (cg+c,) (Vo) : V.

Modelu pridruzujemo odgovarajuce pocetne
p(x,0) = po(x), Vv(x,0)=vp(x), @(x,0)=@9(x), 6(x,0)=6p(x), (2.33)
1 homogene rubne uvjete
Vg =0, @]yo=0, VO|yq=0. (2.34)

S obzirom na odabrane rubne uvjete za v 1 6, pocetno-rubni problem (2.29)—(2.34) modelira
tok mikropolarnog realnog plina kroz cijev s ¢vrstim i termicki izoliranim stijenkama. S druge
strane, joS uvijek nije sasvim usuglaSeno koji je ispravan odabir rubnog uvjeta za @. Homogeni
Dirichletov rubni uvjet koriSten ovdje je najceScCi u literaturi ([14,28,48,49]). Primjer drugacijeg
rubnog uvjeta za @ dan je u [16].

Da bi model bio fizikalno smislen, poCetna gusto¢a mase i apsolutna temperatura bi trebale
biti nenegativne, odnosno

po(x) >0, 6p(x)>0, xeQ. (2.35)

Dakle, u najopéenitijem sluc¢aju dopusta se vakuum i apsolutna nula, odnosno py(x) = 0, za
neke x € Q i 6y(x) = 0, za neke x € Q, medutim u ovom radu dodatno ¢emo pretpostaviti
da je u pocetnom trenutku cijev u potpunosti ispunjena fluidom odnosno da nema vakuuma te
da je apsolutna temperatura strogo pozitivna. Sli¢ni problemi u kojima je dopuSten vakuum

razmatrani su primjerice u [18,47].

2.1.1. Jednodimenzionalni model

U ovom radu prou¢avamo jednodimenzionalan tok mikropolarnog realnog fluida. Pripadni

pocetno-rubni problem dobivamo iz opéeg modela (2.29)—(2.34) uvodenjem dodatnih pretpos-
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Izvod modela Mikropolarni realni plin

tavki
p(x,t) = p(x,1), (2.36)
v(x,2) = (v(x,1),0,0), (2.37)
o (x,1) = (0(x,1), 0 (x,1),03(x,1)), (2.38)
0(x,t) = 0(x,1), (2.39)

za (x,t) €]a,b[x]0, T, pri Cemu je a < b.

Na slici 2.1 prikazana je geometrija jednodimenzionalnog toka i smjer brzine.

(v(,1),0,0)

(Q
7

a X b

Slika 2.1: Model jednodimenzionalnog toka: geometrija i smjer brzine

UvrStavanjem (2.36)-(2.39) u (2.29)—(2.29) i raspisom po komponentama vektorskih polja,

dobivamo
0P = —Vvop — POy, (2.40)
POy =—pvdyw —RI(pPO) + (A +21) 0, (2.41)
0=—2u,0.ms, (2.42)
0 =200, 243)
JIPO® = — j1pvo @+ (co+2¢y) Oy @ — 41,0, (2.44)
Jip Oy =— jIpvor@ + (ca + Ca) Ox @ — 411r 002, (2.45)
Jip 003 = — jipvor@3 + (cq + Ca) O 3 — 41403, (2.46)

P00 =—,pvdi0 + K0y 0 — RpP 00,y + (A +211) (9rv)* + (co +2¢4) (0:0)? (2.47)

+ (ca+ca) ((9x@)? + (9:3)%) +4pr(0* + @3 + 03).
Uvodimo dodatnu pretpostavku na koeficijent mikroviskoznosti t, koji je opcenito nenegativan

(vidjeti 2.15). Odsad i nadalje smatramo da je
w-> 0. (2.48)

Modelski je ova pretpostavka opravdana budu¢i da u slucaju u, = 0 tenzor naprezanja (2.13)
postaje simetri¢an i neovisan o mikrorotaciji, a cilj nam je u ovom radu istraZiti puni efekt

mikropolarnosti.
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1z (2.42)—(2.43) 1 (2.48) slijedi
o (x,1) = (1), @3(x,1) = @3(1), (2.49)
odakle, uzimanjem u obzir jednadzbi (2.45)—(2.46) dobivamo
wi(t) =0, i=273. (2.50)
Stoga, umjesto (2.38) mozemo pisati
o(x,t) = (o(x,1),0,0). (2.51)

Uvrstavanjem (2.50) u (2.40)—(2.47), dobivamo sustav diferencijalnih jednadzbi koji opisuje

jednodimenzionalan tok realnog mikropolarnog fluida u Eulerovim koordinatama

Oip = —Vvorp — POV, (2.52)
PO =—pvdyv —RI(PP0) + (A +2) 0w, (2.53)
JIPO® =— jipvdi®+ (co+2cy) @ — 41,0, (2.54)
0,0 = —c,pvdy0 + K8 — RpP OO v + (A +211)(dev)? 055
+ (co+2¢q)(0:0)° +4u,00°,

za (x,t) €]a,b[x]0,T|. Pripadni poCetni uvjeti postaju

p(x,0) =po(x), v(x,0)=wo(x), @(x,0)=an(x), 6(x,0)=6(x), (2.56)
za x €|a, b[, a homogeni rubni uvjeti

v(a,t) =v(b,t) =0, (a,t)=w(b,t)=0, 0O (a,t)=230(b,t)=0, (2.57)

zat €]0,T].

Dobiveni sustav Cine Cetiri kvazilinearne parcijalne jednadzbe i mjeSovitog je parabolicko-
hiperbolickog tipa. Kako bismo pojednostavnili analizu modela prevodimo jednadZbe iz Eule-
rove na Lagrangeovu deskripciju. Naime, na taj nacin postiZemo paraboli¢nost sustava $to

omogucava koriStenje mnoStva ve¢ poznatih pristupa za analizu takvih sustava.

Jednodimenzionalni model u Lagrangeovoj deskripciji

Promatramo Cesticu fluida s pocetnim poloZajem u tocki &, koja se u trenutku ¢ > 0 giba kroz
to¢ku x. To¢ku & nazivamo Lagrangeovom ili materijalnom koordinatom, a x Eulerovom koor-

dinatom ili pozicijom promatrane Cestice ([5,48]). Vrijedi

Cx(En =GN = v, x(E,0)=E @.58)
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pri Cemu je & parametar, odnosno

t
X&) =&+ [ v(g s (2.59)
gdje je
7(8,1) = v(x(&,1),1). (2.60)
U nastavku, za proizvoljnu diferencijabilnu funkciju ¢ = ¢(x,7) s ¢(&,1) = ¢ (x(E,1),1)

oznacavamo pripadnu funkciju u Lagrangeovoj deskripciji. Kako bismo problem (2.52)-(2.57)

preveli na Lagrangeovu deskripciju, definiramo invertibilno preslikavanje

My =x(-1) 1 & = x, (2.61)
Ciji je Jakobijan dan s
dx
J(G,t) = —. 2.62

Parcijalna derivacija Jakobijana (2.62) po vremenu, nakon uvrStavanja (2.58), moZe se zapisati
kao

o J = Jov. (2.63)
Za gustoéu mase p(&,1) = p(x(&,t),t), primjenom (2.58) na (2.52) dobivamo
atﬁ = axp - Ox + 3zP = Vaxp + 8tp = _paxv = _ﬁaxv- (2.64)

Iz (2.63) i (2.64) slijedi
I, 1

odnosno

o, In(pJ) = 0. (2.66)

Integriranjem (2.66) po [0,7], te bududi da za t = 0 vrijedi & =xiJ = 1, dobivamo

pJ = po. (2.67)

Primjenom relacije (2.67) na diferencijabilnu funkciju ¢ dobivamo

P -
3.0 =10:6, 2.68
¢ o Y (2.68)
P (P, -
axx :_a _a 9 2.69
(] o é(po gfl)) (2.69)
9,0 = 0,0 +vi9. (2.70)
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UvrStavanjem gornjih relacija u (2.52)—(2.57), dobivamo zapis istog sustava u Lagrangeovoj

deskripciji
ﬁZ

P =— "0, 2.71
tP 2 ev (2.71)
. R oAy A+2U <ﬁ ~>

o =——0d (pPO) + Og | —0gv |, 2.72
" Po 5(p ) Po ¢ Po s (72)

A~ Cot2cq (ﬁ N) @

o@D = Os | —0e® | —4U,—, 2.73
Ji0 AV /% 5 (2.73)
0,0 == (ﬂaée R 5rGasr 1 25 (9.0

Po Po Po Py
Y i ~2 (2.74)
€ p2 45 (856)) +4u,—,
0

p(E.0)=po(£), #(&,0)=v0(§), @(&.0)=wm(£), 6(&.0)=60(&), (2.75)

v(a,t) =v(b,t) =0, @(a,t)=ad(b,t)=0, 0(a,t)=00(b,t)=0, (2.76)

zat €[0,T].

Dobiveni sustav sastoji se od Cetiri kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe i pa-
raboli¢kog je tipa. Primijetimo da prva jednadzba (2.71) ima jednostavniju formu od odgo-
varajuce jednadZzbe u Eulerovoj deskripciji (2.52), gdje se osim vremenske, javlja i prostorna
derivacija funkcije p. Upravo ¢e ovo pojednostavljenje, odnosno paraboli¢nost omoguditi kas-

niju analizu sustava odabranim metodama.

Jednodimenzionalni model u masenim Lagrangeovim koordinatama

Sustav dodatno pojednostavljujemo prelaskom na masene Lagrangeove koordinate ([5]). Defi-

niramo funkciju 1 izrazom
nE) = [ polslds. @77)
Zbog (2.67), vrijedi
ne)= | (s 0)ds. (2.78)

Kao $to je ve¢ najavljeno, sada uvodimo jo$ jednu dodatnu pretpostavku. Naime, odsad i na-

dalje pretpostavljamo da je u poCetnom trenutku cijela domena ispunjena fluidom, odnosno ne
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dopustamo vakuum u pocetnom trenutku. Drugim rijeima, vrijedi

inf po(x) > 0. (2.79)

x€la,b]
Iz (2.79) slijedi da je n invertibilna, §to omogucava sljedecu definiciju nove prostorne bezdi-

menzionalne koordinate

g=7n(5). (2.80)

gdje je
b
L= / po(s)ds >0 (2.81)
karakteristicna duljina (L [kg m_z} ). Tocke (g,t) nazivamo masenim Lagrangeovim koordina-
tama koje poprimaju vrijednosti na skupu
Or =|0,1[x]0,T|. (2.82)
Za diferencijabilnu funkciju ¢, iz (2.77) 1 (2.80), dobivamo

- 1 ~
956 = P03y, (2.83)

gdje je §(q,1) = (&.1).
Pocetno-rubni problem (2.71)-(2.76) zapisujemo u novim koordinatama (g,1), pri ¢emu radi

jednostavnosti zapisa umjesto (g, ) piSemo (x,¢) i izostavljamo oznake * i~ u oznakama funkcija

ohp =— % 20, (2.84)
Ay = — %ax( y+ ;22“ 3(pah), (2.85)
jiao =725, (pa,w) 4, (2.86)
00 = a (pds 9)——ppea Jt Ho (o) Cotzcd (9, 0)> +4u,%2, (2.87)
za (x,1) ]0,1[ 10,7

p(x,0) =po(x), v(x,0)=wo(x), ©(x,0)=amp(x), 6(x,0)=6(x), (2.88)

zax € [0,1],
v(0,7) =v(1,t) =0, (0,1)=w(l,t)=0, ,0(0,t)=230(1,r)=0, (2.89)

zat € [0,T].

U kasnijim poglavljima analizirat ¢emo izvedeni model i pri tome koristiti zapis u masenim
Lagrangeovim koordinatama dan s (2.84)—(2.89). Napomenimo da je izvod ovog modela vec

objavljen u [10].
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2.2. MODEL TOKA I TERMALNE EKSPLOZIJE
REAKTIVNOG REALNOG MIKROPOLARNOG

PLINA

Jedan od glavnih razloga za uvodenje generalizirane jednadzbe stanja (2.20) jest oCekivanje
da model fluida vjernije opisuje ponasanje plinova u nekim ekstremnim uvjetima, primjerice
za vrijeme kemijske reakcije. U ovom odjeljku primjenjujemo model mikropolarnog realnog
plina na modelu reaktivnog fluida koji opisuje fluid prilikom procesa dinamickog izgaranja.
Razmatramo jednostavan model u kojem mjesSavina plinova ima jedinstvenu molekularnu masu
1 jedan koeficijent difuzije. Ovakav model opisan je u kontekstu klasicnog modela fluida u
[46, 70,73, 74], odakle su preuzete oznake, nomenklatura i osnovni oblik modela koriSten u
ovom radu. Reaktivan fluid nije dosad razmatran u kontekstu mikropolarnog kontinuuma.
Promatramo jednokoracnu ireverzibilnu reakciju u kojoj reaktanti, gorivo uz prisutnost ok-

sidansa, prelaze u produkte

gorivo + oksidans — produkti. (2.90)
Dinamika kemijske reakcije opisana je sljedeCom jednadzbom

pz=0oV-(pVz)—pr(p,0,z), (2.91)

gdje je z udio neizgorenog goriva u mjesavini plinova, a pozitivna konstanta o [mzs_l] koefi-
cijent difuzije. Funkcija r [s_]] opisuje intenzitet reakcije i naj¢esce dolazi u obliku Arrheni-

usovog zakona
0—1
€0’

gdje je m > 1 cijeli broj jednak sumi reakcijskih redova reaktanata, a pozitivna konstanta € je

m—1_m

r(p,0,z) =€ep™ " exp

(2.92)

aktivacijska energija.

Uvodenje novog procesa u model utjeCe na ostale aspekte modela. U slu€aju reaktivhog
realnog mikropolarnog fluida dolazi do promjene u iskazu zakona oCuvanja energije u odnosu
na model bez kemijske reakcije. Naime, zakon oCuvanja energije za reaktivan mikropolaran
plin glasi

PE=-V-q+T:Vv+C: Vo —-T,-@+5pr(p,0,z2), (2.93)
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pri ¢emu je dodatni ¢lan u odnosu na (2.4) posljedica promjene unutarnje energije uzrokovane

izgaranjem. Ovdje je pozitivna konstanta § [m?s™2] koja opisuje brzinu reakcije.
UvaZavanjem pretpostavki (2.5)—(2.16), (2.20) u jednadzbama (2.1)—(2.3), (2.91) 1 (2.93),

dobivamo trodimenzionalni model reaktivnog realnog mikropolarnog plina s homogenim rub-

nim uvjetima za brzinu, mikrorotacijsku brzinu i toplinski fluks na Qx]0,T[,zaQ C R*i T >0,

op=—(Vp)-v—pV-v, (2.94)
pov=—p(Vv)-v—RV(pPO)+ A+ —w)V(V-V)+ (U + u)Av+2u,V x @, (2.95)
j1p0i@ =— jip(V®) - v+ (co+cg—ca)V(V- @) + (cqg+ca) A® +2u,(V x v—2@) (2.96)

P00 =—c,p(VO)-V+KAO —RpPOV -v+A(V-v)> +¢o(V-@)- (V- 0)
+ %/.L(VV—FVVT) (Vv4 VD) +4u, (%V XV — a)> . (%V XV — a)> (2.97)

1 (ca—ca) VO : VO + (cg o) (VO) : Vo + 5pf(p,6,2)

pdz=—p(Vz)-v+0V-(pVz)—pf(p,0,z2), (2.98)
Vigo =0, ®|p0=0, VO|yo=0, Vz|yjo=0, (2.99)

pri cemu su odgovarajuci pocetni uvjeti dani s

p(x,0) =po(x), v(x,0) =vp(x), @(x,0)=@0(x),
9<X70) = QO(X)7 Z(X,O) = ZO(X)'

(2.100)

Izbor rubnih uvjeta za p, v, @ i 0 u skladu je s osnovnim modelom iz prethodnog odjeljka,
dok je izbor homogenog Neumannovog rubnog uvjeta za z usuglasen s vecinom literature u
ovom podrucju ([46,70,74]). Rubni uvjeti sugeriraju da promatramo reaktivan fluid u cijevi s
¢vrstim, termicki izoliranim i nepropusnim stijenkama. Da bi model bio u skladu sa svojom
fizikalnom interpretacijom, sljedece pretpostavke trebale vrijediti za pocetnu gustocu mase,

apsolutnu temperaturu i udio goriva u mjesavini
po(x) >0, 6y(x)>0, 0<z(x)<1, xeQ. (2.101)

Analogno kao i u osnovnom modelu, u ovom radu razmatrat cemo samo slucaj kada su pocetna
gustoa mase Pg 1 poCetna apsolutna temperatura 6y strogo pozitivne. Pocetno-rubni problem
(2.94)—(2.100) za z0 =0, 6 =0, 0 = 0, f = 0 svodi na pocetno-rubni problem (2.29)—(2.34)

koji modelira ponaSanje nereaktivnog mikropolarnog realnog plina.
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2.2.1. Jednodimenzionalni model

U ovom radu detaljno ¢emo proucavati jednodimenzionalan model reaktivhog mikropolarnog

realnog plina koji dobivamo iz (2.94)—(2.100) nakon uvrsStavanja pretpostavki

p(x,1) = p(x,1), (2.102)
v(x,1) = (v(x,1),0,0), (2.103)
o(x,t) = (o(x,1),mm(x,1), w3(x,1)), (2.104)
0(x,t) = 0(x,1), (2.105)
z2(x,1) = z(x,1), (2.106)

za (x,t) €]a,b[x]0,T][, pri Cemu je a < b. Na sli¢an nacin kao u odjeljku 2.1.1, uzimanjem u

obzir da vrijedi (2.48), dobivamo
o(x,1) = ((x,1),0,0), (2.107)

te pripadni pocetno-rubni problem ima sljedeci oblik u Eulerovoj deskripciji

Oip = —Vvorp — POV, (2.108)
POy =—pvdyv —RI(pP0) + (A +2) 0wy, (2.109)
JIPO® =— jipvoy®+ (co+2cy) O @ — 41,0, (2.110)
0,0 = —c,pvdy0 + K — RpP OOy + (A +21)(dcv)? o
+ (co 4 2¢4)(0:0)* + 4w, 0* + Spr(p, 6,z),
poiz=—pvoyz+ 6di(pdiz) — pr(p,0,z), (2.112)

za (x,t) €]a,b[x]0,T],

p(x,0) = po(x), v(x,0) = vo(x), ®(x,0) = wy(x), O(x,0) = Op(x), z(x,0) = z0(x), (2.113)
zax €la,b[, te

v(a,t) =v(b,t) =0, ®(a,t)=w(b,t)=0, o114
h0(a,t) =0 (b,t) =0, z(a,t)=dz(b,t)=0,

zat €]0,T[. Dobiveni sustav pet kvazilinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi je mjeSo-

vitog parabolicko-hiperboli¢kog tipa.
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Koristenjem veze izmedu Eulerovih i Lagrangeovih koordinata

8,x:v(x,t), x(§70)2€7

i tehnika iz odjeljka 2.1.1 izvodimo pripadni model u Lagrangeovoj deskr

~ p -
op =——0s7,
tP 00 ev
. R Ay A+2u (ﬁ ~>
oV =—— rg O | —0:v ),
" Poé(p ) 0 : Po &Y
. co+2cy <ﬁ ~> 0]
0@ = Os | —0s® | —4u,—,
e Po ¢ Po ¢ : P
K p - R, ~. _ A+2u._ N2 cot2cy
0,0 =—0 <—8 0 ) — —pPoodsv+ dgV)” +
0 o7 TP T T (9%7) P
@’ ~
+4Nr?+5r(l57975)
<2
. O p - ~ R~
Of=—0s | —0:Z | —r(p,0,
a Po 5<P0 5z> (#.9.9

p(E.0) = po(&), #(&,0) =vo(&), @(&,0) = (&),
0(8,0) = 60(&), 2(£,0) =z0(&),
za & € la,b),
(a,t) = ¥(b,t) =0, @(a,t) = d(b,t) =0,
0:6(a,1) = d,0(b,1) =0, dZ(at) = dZ(b,1) =0,

zat € [0,T]. Dobiveni sustav je parabolickog tipa.

ipciji

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

Konac¢no, zapis modela dodatno pojednostavljujemo prelaskom na masene Lagrangeove ko-

ordinate

3
(g,t) = (L_I/a po(s)ds,t>,

(2.123)

gdjeje L= | ab po(s)ds > 0, bududi da tada domena naSeg problema postaje skup |0, 1[x]0,T[.

Ovdje smo koristili pretpostavku da je

inf po(x) > 0.

x€la,b]

(2.124)
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Postupak je analogan postupku iz odjeljka 2.1.1, a dobiveni poetno-rubni problem glasi'

ohp =— %pz&cv, (2.125)
aw=—Rapre)+ 2 2 (pa). (2.126)
L L
. co+2cy 0]
.]Ial‘w = 12 aX(ana)) _4““}’57 (2127)
A —|— u co+2cy

0,0 = 8 (p0:0) — —p”G O+ =5 ()’ + =5 p(d)?
o’ (2.128)
+4“”F+6r(pa9az)
(e}
0z =120 (p?0:z) —r(p,6.2) (2.129)

za (x,1) €]0,1[x]0,T],
p(x,0) = po(x), v(x,0) =vp(x), ®(x,0) = ap(x), O(x,0) = 6p(x), z(x,0) = z0(x), (2.130)

zax € [0,1],

v(0,1) =v(1,1) =0, (0,t)=w(l,7r)=0,
2,0(0,¢) = 0(1,1) =0, z(0,¢) = dz(1,t) =0,

(2.131)

zat €[0,T].

"Umjesto (g,t), koristimo zapis u varijablama (x,1).
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3. EGZISTENCIJA I JEDINSTVENOST
GENERALIZIRANOG RJESENJA ZA
JEDNODIMENZIONALNI MODEL

MIKROPOLARNOG REALNOG PLINA

U ovom poglavlju istrazujemo pocetno-rubnu zadacu (2.84)—(2.89). Specijalno, bavimo se pro-
blematikom egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja. Prije svega potrebno je definirati Sto podrazu-
mijevamo pod pojmom rjeSenja problema vodeci pri tome racuna da ono mora biti matematicki
smisleno i fizikalno opravdano. Kako je uobicajeno u teoriji parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi, trazimo da rjeSenje zadovoljava pocetno-rubni problem u slabom smislu. Medutim, ve¢
iz definicije moc¢i éemo zakljuciti da takvo rjeSenje ima odredenu glatkocu pa se stoga moze
smatrati 1 jakim rjeSenjem. Pokazuje se da promatrani pocetno-rubni problem moZe imati naj-
viSe jedno rjeSenje, a da problem zaista ima rjeSenje moZe se pokazati uz dodatne pretpostavke
o glatkodi i pozitivnosti pocetnih funkcija. Neke od pretpostavki na pocetne funkcije uveli smo
vec prilikom izvoda modela, te ¢emo im u ovom poglavlju pridruZiti neke nove vodeci pritom
racuna o fizikalnoj interpretaciji.

Konacni cilj ovog poglavlja je pokazati da promatrani problem ima jedinstveno rjeSenje
globalno po vremenu, odnosno na svakom proizvoljno velikom, ali kona¢nom vremenskom in-
tervalu. Pritom prvo konstruiramo takozvano lokalno rjeSenje - rjeSenje na nekom dovoljno ma-
lom vremenskom intervalu dobiveno kao limes niza rjeSenja aproksimativnih sustava nastalih
Faedo-Galerkinovom semidiskretizacijom sustava. Vremenski neovisne ocjene rjeSenja omo-
gucuju proSirenje lokalnog rjeSenja na proizvoljan vremenski interval. U nastavku formalno

definiramo opisane pojmove i iskazujemo najavljene rezultate u obliku teorema.
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Mikropolarni realni plin Definicija generaliziranog rjeSenja

3.1. DEFINICIJA GENERALIZIRANOG RJESENJA

Za pocetak definiramo pojam generaliziranog rjeSenja. RijeC generalizirano ovdje koristimo
kako bismo istaknuli da se ne radi o klasicnom glatkom rjeSenju pocetno-rubnog problema, ve¢
o rjeSenju u slabom smislu koje ima odredenu glatkocu (nedovoljnu da bi se smatralo rjeSenjem

u klasi¢nom smislu, vidjeti Propoziciju 3.1.2).

Definicija 3.1.1. Generalizirano rjeSenje pocetno-rubne zadace (2.84)—(2.89) na Qr =|0, 1[x]0, T,

zaneki T > 0, je funkcija oblika

(x,8) = (p,v,0,0)(x,t), (x,1) €Qr
takva da
pGL”(O,T;HI(O,I))HHl(QT), esginfp>0 (3.1)
v,0,0 € L”(0,T;H'(0,1)) NH' (Qr)NL*(0,T; H*(0,1)), (3.2)

P, v, @i 6 zadovoljavaju jednadzbe (2.84)—(2.87) s.s. u Qr, pocetne uvjete (2.88) s.s. u |0, 1[ i

rubne uvjete (2.89) u smislu traga.

Koristeci teoreme o ulaganjima Soboljevih prostora (Propozicije 1.1.3—1.1.5) moZe se po-

kazati da generalizirano rjeSenje ima svojstvo iskazano u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 3.1.2. Neka je (p,v, ®, 0) generalizirano rjeSenje iz Definicije 3.1.1. Tada vrijedi

p € C([0,T];L%(0,1)) NL™(0,T;C([0,1])), (3.3)
v, 0,0 € L*(0,7;C'([0,1))) nC([0,T];H'(0,1)) NC(Or). (3.4)

Dokaz. Buduci da je po (3.1) p € L™ (0, T:H'(0, 1)), iz Propozicije 1.1.3 slijedi p € L™ (O,T;
C([0,1])). Zbog p € L=(0,T;H'(0,1)) NH'(Qr), vrijedi p € H' (0,T:L*(0,1)) NH'(Qr). pa
iz Propozicije 1.1.4 slijedi p € C([0,T];L*(0,1)).

Iz v,0,6 € L*(0,T;H"'(0,1)), po Propoziciji 1.1.3 slijedi v,®,6 € L*(0,T;C'([0,1])). Iz
v,0,0 € H'(Qr)) slijedi da je o, 0, 0,6 € L*(Qr), $to zajedno s v,®,6 € L*(0,T; H*(0,1))
po Propoziciji 1.1.5 daje v,,6 € C([0,T];H'(0,1)). Iz v, 0,6 € C([0,T};H'(0,1)) i Propozi-
cije 1.1.3 slijediiv,®,0 € C(Qr). [ ]
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Naglasimo da su spomenuti rezultati ve¢ pokazani za idealan mikropolarni fluid (vidjeti
[53,54]) koji je poseban slucaj razmatranog modela, a dobije se za vrijednost eksponenta tlaka
p = 1. Ideje dokaza bazirane su na tehnikama iz [5,53,54], ali tehnike su prilagodene i proSirene

u skladu sa specificnostima novog modela.

Napomena 3.1.3. U analizi egzistencije i jedinstvenosti generaliziranog rjeSenja pretpostav-

ljamo da pocetne funkcije zadovoljavaju sljedece uvjete:
po,60 € H'(0,1), vy, @y € Hy(0,1). (3.5)

Primijetimo da je ovakav odabir pocetnih uvjeta u skladu s odabranim rubnim uvjetima (2.89).
Buduéi da je prema Propoziciji 1.1.3 prostor H'(0, 1) uloZen u C([0, 1]), sve su pocetne funkcije
neprekidne na zatvorenom intervalu [0, 1], pa su i ograni¢ene, odnosno, postoji konstanta My > 0
takva da vrijedi

po(x) <My, 6p(x) < My, zax € [0,1]. 3.6)

U izvodu osnovnog modela uvedena je pretpostavka (2.79) na pozitivnost pocetne gustoce
mase po. U nastavku isti uvjet postavljamo i na pocetnu temperaturu koja je odredena funkcijom
6o, odnosno traZimo da vrijedi

inf 6 0. 3.7
oy o= D

Drugim rije¢ima, smatramo da je temperatura fluida u pocetnom trenutku odmaknuta od apso-

lutne nule. Stoga postoji konstanta mgy > 0 takva da vrijedi
Po(x) >mg, 6p(x) > my, zax € [0,1]. (3.8)

Pretpostavka o strogoj pozitivnosti pocetne gustoce pg bila nam je nuZna vec pri izvodu mo-
dela u masenim Lagrangeovim koordinatama, a nuznom ¢e se pokazati i u dokazima lokalne
1 globalne egzistencije generaliziranog rjeSenja. Koristimo je i u dokazu jedinstvenosti jer po-
jednostavljuje racun. S druge strane, pretpostavka o strogoj pozitivnosti pocetne temperature
6y potrebna je kako bismo mogli zakljuciti da je apsolutna temperatura strogo pozitivna na ci-
jelom intervalu lokalne egzistencije Sto je pak jedan od klju¢nih elemenata u dokazu globalne

egzistencije.

Uz uvjete kao u Napomeni 3.1.3, moZe se pokazati da je funkcija p iz generaliziranog

rjeSenja neprekidna.
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Propozicija 3.1.4. Neka je (p,v, ®,0) generalizirano rjeSenje iz Definicije 3.1.1 i neka je pg €

H'(0,1). Tada vrijedi

p €C(0r). (3.9)

Dokaz. 1z jednadzbe (2.84) i pocetnih uvjeta (2.88) slijedi da p zadovoljava sljedeci pocetni

problem
1 1
(9, (E) == zaxv, (310)
p(x,0) = po(x) (3.11)
Cije je rjeSenje
plx,t) = Loo(2) (3.12)

- :

L+ po(x) / dev(x,7)dT
0

Iz Propozicije 3.1.2 imamo v € L*(0,T;C'([0,1])), a iz pretpostavke py € H'(0,1) po Propo-

ziciji 1.1.3 slijedi 1 da je pg neprekidna, Sto zajedno s (3.12) daje tvrdnju. |

Primijetimo da uz pretpostavke iz prethodne propozicije essinf u Definiciji 3.1.1 moZemo

zamijeniti infimumom, odnosno za generalizirano rjeSenje vrijedi

infp > 0. (3.13)
Or
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3.2. LOKALNA EGZISTENCIJA

U ovom odjeljku iskazujemo i dokazujemo teorem o lokalnoj egzistenciji generaliziranog rje-
Senja iz Definicije 3.1.1. Pod pojmom lokalna egzistencija podrazumijevamo postojanje rjese-
nja na nekom dovoljno malom vremenskom intervalu. Do rjeSenja dolazimo konstruktivnim
pristupom. Naime, projekcijom pocetno-rubnog problema (2.84)—(2.89) na odabrane konacno-
dimenzionalne prostore konstruiramo niz aproksimativnih problema cija rjeSivost proizlazi iz
elementarne teorije obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi. Apriornom analizom mogude je najprije
ustanoviti postojanje traZzenog vremenskog intervala, a zatim i rjeSenja na tom intervalu kao
limesa konvergentnog (pod)niza aproksimativnih rjeSenja.

U sljede¢em teoremu iskazan je rezultat o lokalnoj egzistenciji koji dokazujemo u nastavku

ovog odjeljka.

Teorem 3.2.1. Neka funkcije pg, vo, @y i 6y zadovoljavaju uvjete (3.5) i (3.8). Tada pos-
toji Tp > 0 takav da pocetno-rubni problem (2.84)—(2.89) ima generalizirano rjesSenje u smislu

Definicije 3.1.1 na Qy =0, 1[x]0, Tp| sa svojstvom
6>0 na Q,. (3.14)

Teorem 3.2.1 dokazujemo konstruktivnim pristupom baziranim na tehnikama iz [5,54]. Do-
kaz zapocinjemo konstrukcijom niza aproksimativnih problema za promatrani pocetno-rubni
problem koriStenjem Faedo-Galerkinove metode opisane u odjeljku 1.5, Cija rjeSenja predstav-
ljaju aproksimacije generaliziranog rjeSenja. Metodu je moguce primijeniti jer je promatrani
sustav parabolic¢ki. U drugom koraku izvodimo apriorne ocjene za niz aproksimativnih rjesenja
koje nam omoguéuju odabir dovoljno malog vremenskog intervala na kojem ¢e konstruirani
niz biti ograni¢en u odgovarajuéim prostorima funkcija. Dobivena ograni¢enost garantira da
vrijede pretpostavke teorema o (slaboj) kompaktnosti (Propozicije 1.2.3—1.2.4) koji impliciraju
postojanje konvergentnog podniza. U posljednjem dijelu dokaza pokazujemo da je limes tog
podniza generalizirano rjeSenje pocetno-rubne zadace (2.84)—(2.89) koje ima trazeno svojstvo

(3.14).
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3.2.1. Faedo-Galerkinove aproksimacije

U nastavku konstruiramo niz pomo¢nih problema za pocetno-rubni problem (2.84)—(2.89) ko-

risStenjem Faedo-Galerkinove projekcije. Skupovi
{sin(mix) : i =1,2,...} i {cos(mix) : i=0,1,2,...} (3.15)
ortogonalne su baze prostora H& (0,1) i H'(0,1), respektivno. Uvodimo niz funkcija v*, @", i

0" sljedecim relacijama

Vi(x,t) = Z Vi (¢) sin(mix), (3.16)
i=1
i ) sin(7mix), 3.17)
Ze” cos(7ix), (3.18)

pri Cemu su v, @ 1 6" nepoznate glatke funkcije. Ovako definirane funkcije (3.16)—(3.18)

zadovoljavaju rubne uvjete

v'(0,¢) =V"(1,1) =0, (3.19)
@"(0,1) = 0"(1,1) =0, (3.20)
9:6"(0,1) = 0x6™(1,1) =0, (3.21)

te su oni u skladu s rubnim uvjetima promatranog problema (2.89). Ovime je opravdan izbor
baza (3.15).
Prema Faedo-Galerkinovoj metodi, nepoznate funkcije v, ®", i 8" zadovoljavaju sljedece

pocetne uvjete koji su dobiveni projekcijom pocetnih uvjeta (2.88):

n
V'(x,0) = Y voisin(ix), (3.22)
i=1
n
" (x,0) = Y wy;sin(mix), (3.23)
i=1
n
6"(x,0) = Y 6y cos(ix), (3.24)
i=0
gdje su
1
Vo = 2 / vo(x) sin(mix)dx, (3.25)
0
1
oy =2 / o (x) sin(7wix)dx, (3.26)
0
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1
6i = 2 / 8 (x) cos (ix)dx,
0

zai=1,...,ni

(3.27)
1
600 = / 0o (x)dx, (3.28)
0
Fourierovi koeficijenti poCetnih funkcija vo(x), wp(x) i Op(x), respektivno.
Aproksimaciju p” za p definiramo kao rjeSenje sljedece pocetne zadace
1
ahp" + Z(p")28xv” =0, (3.29)

p" (x,0) = po(x), (3.30)
pri ¢emu jednadzba dolazi iz (2.84), a pocetni uvjet iz (2.88). JednadZzba (3.29) moze se zapisati

u ekvivalentnoj formi
1 1
o (o) = 1o
p"/ L

(3.31)
pa rjeSenje pocetne zadace (3.29)—(3.30) mozemo zapisati eksplicitno izrazom
L
p"(x,1) = Po(x) . (3.32)
L-|—p0(x)/ V" (x,7)dT
0

Oznacimo sa ¢ () funkciju

N (3.33)
Tada relaciju p” moZemo zapisati na sljedeci nacin:
L
p"(x,1) = f‘)(") . (3.34)
L+7po(x) Y il (1) cos(mix)
i=1

Prema Faedo-Galerkinovoj metodi, trazimo da funkcije (3.16)—(3.18) zadovoljavaju 1 slje-
dece jednadzbe:

1 R A+2u
L mpgny __ n n
/o [8,\/ +L8x((p )¥0") 2 or(p" V")

sin(7ix)dx = 0, (3.35)
! co+2¢q H " .
0" — — 0 (p" 0, @0") +4—— | sin(mix)dx = 0, 3.36
[ a0 = 220 o0, 45 sin(mie) (336
! K R A+2u )
n_ __ n n (AP pn n__ n n
/ {ate 0n(p"2.0") + 1 (p"Pe"a — L2 g 2 -
M (wn)Z _ co+2¢cq ny\2 ; _ .
4Cv o e, p"(dr@")" | cos(mjx)dx =0,

39



Mikropolarni realni plin Lokalna egzistencija

zai=1,...,n1j=0,1,...,n. UvrStavanjem definicijskih izraza (3.16)—(3.18) u relacije (3.35)—
(3.37) 1 koristenjem (3.33), dobivamo sljedeci sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi za ne-

poznate funkcije v, @/, 67 i '

A+2 .
—2 / [——a mpgn) LZM L (p" xv")} sin(7ix)dx, (3.38)
co+2cy n ny &w_n] . .
) / [ T P ) —4LE T sin(mi)d (3.39)
R A+2u 5
n n n\pan ' n n
A/ 02,0 — (e + 2 g »
&(0)”)2 c0+2¢d _pin a2 . '
+4Cv o e, p"(dy@")" | cos(m jx)dx,
(1) =vi0), (3.41)
gdje je
1, j=0
A= , (3.42)
27 j: 17 7n

a pripadne pocetne uvjete
vi(0) =voi, @'(0) =y, 67(0)=6p;, &'(0)=0, (3.43)

dobivamo iz (3.22)—(3.24).

Sustav (3.38)—(3.43) zadovoljava uvjete Picardovog teorema iskazanog u Propoziciji 1.4.1.
Naime, desna strana sustava ne ovisi eksplicitno o #, a Lipschitz je neprekidna u okolini pocet-
nog uvjeta s obzirom na varijable v, o7, 67 i ¢ pa za svaki n € N postoji 7" > 0 takav da na

[0, T, postoji glatko rjeSenje tog sustava. Ovime je dokazana tvrdnja sljedeée propozicije.

Propozicija 3.2.2. Za svaki n € N, postoji 7, > 0 i jedinstvene funkcije v/, @', i =1,...,n,
9J’-’, j=0,1,...,n definirane na [0, 7] takve da funkcije definirane relacijama (3.16)—(3.18),
(3.32) zadovoljavaju jednadzbe (3.35)—(3.37), (3.29) i poCetne uvjete (3.22)—(3.24), (3.30), te

imaju sljedeca svojstva

V", 0" e CH(0,), (3.44)
p"€C(Q,), (3.45)

pri cemu je
0, =]0,1[x]0,T", (3.46)
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Sljedeci korolar direktna je posljedica Propozicije 3.2.2, odnosno neprekidnosti funkcija p”,

pocetnog uvjeta (3.30) kojeg one zadovoljavaju te pretpostavki (3.8) i (3.6).

Korolar 3.2.3. Za svaki n € N postoji 7" > 0, takav da za funkciju p” danu izrazom (3.32)
vrijedi

S < p" (1) < 2, (3.47)

za sve (x,t) € Q" pri Cemu su mg i My definirani u (3.8) i (3.6), respektivno.

3.2.2. Pomoc¢ne tvrdnje

U nastavku dokazujemo nekolicinu pomoc¢nih ocjena za niz aproksimativnih funkcija v"*, ",
0", p" koje smo definirali u prethodnom odjeljku. Kroz cijeli dokaz C, Cy, C,, ... oznake su
za pozitivne konstante, koje na razli¢itim mjestima mogu poprimati razli¢ite vrijednosti, ali ne
ovise n, nego eventualno o pocetnim podacima promatranog problema.

U prvoj lemi dane su ocjene na aproksimativne pocetne uvjete (3.22)—(3.24). Tvrdnja ne-
posredno slijedi iz ¢injenice da su skupovi {sin(mix) : i =1,2,...} i {cos(mix) : i =0,1,...}

ortogonalni u Hilbertovom prostoru (0, 1).

Lema 3.2.4. Za svaki n € N vrijedi

V"GO < [volls 1O C,0)) 1T < [[voll,
(0" (-,0))'[| < [legll,  [l@"(-,0)[| < [lewo]l, (3.48)
[1(8"(-,0)) 11 < 160ll, 116"(-,0)I| < 1l60ll,

gdje je v'(-,0), @"(-,0) i 6™(-,0) dano u (3.22)—(3.24), a vy, @y i By su poletni uvjeti pocetno-

rubnog problema definirani u (2.88).

Dokaz. Skupovi {v/2sin(mix) : i . }i{1}u{Vv2cos(mix):i=1,...}' suortonormirani

u Hilbertovom prostoru L?(0,1). 1z (3.22) i (3.25) moZemo zakljuéiti da vrijedi

-

v"(x,0) = ¥ (v2sin(7ix), vo) 12 (g1 V2 sin(7wix), (3.49)

1

dok iz ortonormiranosti odmabh slijedi i

[V (- ||2 Z| 2sin(ix) v0>L2(0’1)|2. (3.50)

'Ovdje koristimo 1 kao oznaku za konstantnu funkciju.
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Besselova nejednakost (Propozicija 1.3.9) tada daje |v*(-,0)||> < [|vol|*.

Nadalje, primjenom parcijalne integracije i pretpostavke (3.5) dobivamo da vrijedi

V2

2l ; .
Voi = E/o v cos(Tix)dx = EM)’ \/Ecos(mx)hz(oJ). (3.51)

Deriviranjem izraza (3.22) nakon uvrStavanja (3.51) dobivamo

(V'(x,0)) vaol cos(mix) Z (vh,V/2cos( (7ix)) 12 (0,1) V2 cos(mix), (3.52)

i=1

a odatle zbog ortonormiranosti dobivamo da vrijedi i
(" (-,0))|> = Z| V2 cos(mix) vg)L2(071)|2. (3.53)

Besselova nejednakost tada daje [|(v'(-,0))’|| < [|vg -

Preostale nejednakosti dobiju se na slican nacin. |

U sljedecoj lemi iz jednadZbe (3.36) izvodimo ocjenu za @". Dokaz je preuzet iz [54] jer ne

ovisi o eksponentu tlaka p.

Lema 3.2.5. Zasvet € [0,T"] vrijedi

t
IIw"(t)||2+/0 (llo"(D)[]* +[|9:@" (7)|*)dT < C. (3.54)
Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (3.36) s @;' i sumiranjem po i = 1,...,n dobivamo
1 2 4 n
/ [0~ 20, (pra0n) + D=0, (3.55)
0 L7 jr jr p"

pri cemu smo koristili definiciju funkcije @" danu u relaciji (3.17). Parcijalnom integracijom u
drugom clanu i uvrétavanjem rubnih uvjeta za ®" iz (3.55) dobivamo

Co+2Cd o 4, (0")?
2dt (Ile"(1)]I?) +/ (9, 0")* + o ]d =0. (3.56)

Integriranjem (3.56) po [0,7], za 0 <t < T”, te primjenom ocjena (3.47) 1 (3.48) slijedi
t

l0" @I+ [ [l (I +]|0"(2)|2|de < Cllo” (0| < CllanlP<C. (35T
[ |
Osnovni alati koji ¢e nam omoguciti dobivanje trazenih ocjena su nejednakosti navedene u
odjeljku 1.3. Posebno, iz relacija (3.16)—(3.18) lako se vidi da funkcije V", @", V", d,@0" i
00" zadovoljavaju pretpostavke Propozicije 1.1.2, to¢nije, za njih vrijede nejednakosti (1.9)—
(1.11). S druge strane, spomenute nejednakosti ne vrijede za funkcije 6”. Buduci da su takve

relacije kljune u dokazu teorema lokalne egzistencije, u nastavku izvodimo rezultat sli¢nog

tipa za funkcije 8", za Sto je prvo potrebno dokazati sljedeéu lemu.
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Lema 3.2.6. Zasvet € [0,T"], vrijedi

1
'/ 0"dx| < C(1+ |30 (1)][?). (3.58)
0
Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (3.35) s v i sumiranjem po i = 1,...,n dobivamo
/0 v+ Z0u((p")70") — SRy (pra) | viax =0, (3.59)

Nakon primjene parcijalne integracije 1 uvrStavanja pocetnog uvjeta (3.22) u (3.59), dobivamo

1d 5 YTR p A+2u 5
5 (W — [ |7 (P")r 8" " — "(9v")? | dx = 0. 3.60
S (@) = [ [Lenreray — = pr@wn e =0, (360

Nadalje, parcijalnom integracijom u jednadzbi (3.37) za j = 0 i uvrStavanjem pocetnog uvjeta

(3.24), dobivamo

L2

n\2
(0[))”) -2 —;QZCdpn@an)z] dx=0.

1
/ {Cvaten_f_%(pn)penaxvn_k+2“pn(axvn)2
" (3.61)

—4‘LLr
Zbrajanjem relacija (3.60) i (3.61) i integriranjem po [0,z], za 0 < t < T" dobivamo da vrijedi

1 1 1 1
o [ 8%dx == I+ 51 (0P e, | 67(x.0)dx
0 2 2 0

3.62)
C [ (@6 1)? | cot2eq ) (
AL, ’ "(x,7) (00" (x, dxdr.
-I-/O/O [ U 7 (x.7) + B p"(x ‘L’)( " (x T)) xdT
Holderova nejednakost i relacija (3.54) impliciraju sljedecu ocjenu
1
[ oo < ool < fa. (3.63)

Primjena te ocjene zajedno s relacijama (3.54) 1 (3.47) na (3.62) daje

1
/ 0" dx
0

Primjenom tvrdnje Leme 3.2.5 na (3.64) dobivamo

1
‘ / 0"dx
0

iz Cega, pomocu Poincaréove nejednakosti (1.9), slijedi tvrdnja leme. [ |

Cy

< %an(tm%c(u/;/ol (@0 + (20" (v, )] dxdz). (.64

<c(1+|p"@)) (3.65)

Sada moZemo dokazati relaciju analognu (1.11) koja vrijedi za 6”. Budu¢i da ne ovisi o p,

dokaz se podudara s dokazom odgovarajuée tvrdnje u [54], a ovdje ga navodimo radi potpunosti.
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Lema 3.2.7. Zasve (x,t) € Q,,, vrijedi

0" (x,t)| < C(1+]|00"(1)|* +1|0:0™(1)]]).

(3.66)

Dokaz. Prema Propoziciji 3.2.2, 8" je neprekidna funkcija na kompaktnom skupu Q,, pa za sve

t € [0,T"] postoje brojevi xJ;,(¢), x,(¢) € [0, 1] takvi da vrijedi

my,(t) = min 0" (x,1) = 0(x),(),1),
x€[0,1]

M, (t) = max 0"(x,t) = 0(x}y,(¢),1).
x€[0,1]
1z (3.67) primjenom Holderove nejednakosti dobivamo

X

6" (x,1) —mn(t) = ) 9:0"(G,1)d§ < /01 10:6"(§,1)|dE < [[0:6"(1)]],

X

a odatle i
1
0" (x,1) < 110:6"(1) |-+ m(1) < 110,670 | +| [ "(E.1)ag].
Primjenom tvrdnje Leme 3.2.6 na (3.70) slijedi
0" (x,1) < C(1+1[00" (1)[]* + |06 (1)]]).-
Na sli¢an nacin se dobije i ocjena odozdo za 6" (x,t):
My (1) — 0" (x,1) < [|0:0"(2)]],

1
0"(x.0) = —[12:8" )| - | | 6"(£.1)aE].

0" (x,t) > —C(1+ |9 (t)]|* +|0:0" (1))

Tvrdnja leme slijedi iz (3.71) i (3.74).

Ocjene za derivacije

U nastavku izvodimo ocjene za derivacije aproksimativnih funkcija p”, v", " i 8".

Lema 3.2.8. Zasvet € [0,7"]ia € R vrijedi

) ax((p"(t))“)

<c(+ [ awr @),

pri ¢emu C ovisi 0 a.

(3.67)
(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)
(3.73)

(3.74)

(3.75)
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Dokaz. Deriviranjem jednadzbe (3.32) po varijabli x dobivamo

20" (x,1) = (p"(x,1))? [ggg)) —% /0 L, T)df] . (3.76)

Primjenom pretpostavke (3.8), ocjene (3.47) te Youngove i1 Holderove nejednakosti na (3.76)

dobivamo
0" ) < (1o + [ 1900 ). a7
Nakon integriranja (3.77) po [0, 1] dobivamo
100" (1)]? < c(/o1 |p6(x)]2dx—|—/ol/ot |8xxv”(x,’c)|2drdx>. (3.78)
Buduéi da je po (3.5) po € H'(0,1), vrijedi
[ 16400 = 101 < ool <

pa stoga iz (3.78) imamo

120" 0P < €1+ [ 12w (D)), (3.79)
Iz

2:((p"(e)*) =a(p" (1) p" (1),
koriStenjem ocjene (3.47) i relacije (3.79), dobivamo (3.75). [ |

Lema 3.2.9. Zasvet € [0,T"] vrijedi

d ' '
2 (100" (OIFF) + [ ()|

; A (3.80)
<C (14120 O +11:6" )| + ( [ N300 (7)]2an)").
Dokaz. MnoZzenjem jednadzbe (3.35) s (7i)?V?(t) i sumiranjem po i = 1,...,n, dobivamo
1 R A+2
/ [8;\/” + Z8x((p”)p9”) - —iL—2 £ 8x(p”8xv")} OuV'dx = 0. (3.81)
0
Primjenom parcijalne integracije na (3.81) te uvazavanjem definicije (3.16), dobivamo
S (100 @R + 2552 [ o7 (ar) = Y (3.82)
pri ¢emu smo koristili sljedeée oznake
2u 1 R [!
L= _)L-i_ ‘u/ 3xP" V'V dx, I = _/ ax((pn)p> 0" 0" dx,
L2 Jo Lo (3.83)

1
L= Ig/() (p”)paxenaxxvndx.
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U nastavku dokaza ocjenjujemo integrale I, I i I3.

Za I} imamo
1
1] < C; max |90 / 10,p" D" dx. (3.84)
x€[0,1] 0
Primjenom relacije (1.10) 1 Holderove nejednakosti na (3.84) slijedi

(1] < Cllawy (1)] 2] ()12 100" (1) (3.85)

Youngova nejednakost (1.21) s parametrima g = % iqg =4, zaneki 0 < a < 1 koji éemo spe-
cificirati kasnije u dokazu, te Youngova nejednakost s parametrima ¢ = ¢’ = 2, primijenjene na

(3.85) daju
n C n n
11| < af |0y (I)HZ+$H<9xP OIF190" ()]

C
< |3 (012 +— (110" (1) + 10" (1) 1).

KoriStenjem ocjene (3.75) za a = 1 i Youngove nejednakosti iz (3.86) dobivamo sljedecu ocjenu

(3.86)

Za I]

C t
1 < oo )|+ o5 (110 O1F + ([ 1w (2 Par)'). 387

KoriStenjem Leme 3.2.7, Holderove i Youngove nejednakosti za I, dobivamo

|| < C max |6" V| dx
x€[0,1]
SC(l+||8xvn(t)|!2+Haxe”(t)ll)‘ 8x((p”(t))”)H [ (3.88)

C
< a9 ()| + (14100 (1) + 196" (1)]1)*

3x((p"(t))p)H2-

Ponovnom primjenom Youngove nejednakosti i ocjene (3.75) za a = p, iz (3.88) slijedi

C ! 4
] < @l O+ < 11100 @)1 + 100701+ ([ 1w/ @)IPa)' | @89)
Za ocjenjivanje integrala I3 koristimo (3.47), Holderovu i Youngovu nejednakost i dobivamo

! C
153 SC/O 006" 00" dix < || (1) |2 + —[10:6" (1)

c (3.90)
< a2 (0] 2+ < (1+11:0"()]1).
Primjenom ocjena (3.87), (3.89) 1(3.90) na (3.82) dobivamo
7L +2u
2dt<Hav< F) (9”)
(3.91)

7 C 1 n ! n !
< 30[Jgv <r>||2+$(1+||8xv OII* +1]9:6 (r)!|8+(/0 19y (r)||2df> )
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Primjenom ocjene (3.47) na integral na lijevoj strani relacije (3.91) dobivamo

1d "
5= (1007 (1)) + il ]2 ()]
C p 4 (3.92)
< 3a|u () + (1 2O +120° 01+ ( [ 17 @] Par) ) .
Ako odaberemo o tako da vrijedi 0 < o <4 ,1z (3.92) dobivamo (3.80). [ |

Lema 3.2.10. Zasver € [0,7"], vrijedi

(a0 @) +12wer @ < (14 o)+ ([ ||axxv"<r>||2dr)4). (3.93)

Dokaz. MnoZzenjem jednadzbe (3.36) s (i)?@!"(¢) i sumiranjem po i = 1,...,n, dobivamo

co+2¢q ur @ }
o0" — —0,(p" 0, 0" +4—— O @"dx = 0. 3.94
/0 [ " = S o p ) 4L x (3.94)

Primjenom parcijalne integracije na (3.94) i uvrS§tavanjem pocetnog uvjeta (3.23) dobivamo

+2
Gl o))+ 2 | 7 (20") dx—zz,, (3.95)

2 dt
pri ¢emu smo Kkoristili sljedece oznake

co+2¢cy
JiL?

4u,
I =— /8 "0, 0" @"dx, Db = ,u / — 0, 0" dx.

Integral /1 ocjenjujemo na isti nacin kao integral /; u dokazu Leme 3.2.9, i dobivamo
2, C 8 ! 2 *
] = a0 0P+ (1+ 180+ ([ 1w @IFaz) ), @96)

gdje je 0 < o < 1, a ¢iju ¢emo vrijednost dodatno specificirati kasnije u dokazu.

Kako bismo ocijenili /; koristimo (3.47), Holderovu i Youngovu nejednakost te Lemu 3.2.5
n n n 2 c n 2 n 2 c
2| < Clldw " (1) [|0"(1)]| < a|du @™ (O)[]7 + ~ |0 (1)]]” < al|dwo" (D)7 + . (3.97)

1z (3.95) uz pomoc¢ ocjena (3.96) 1 (3.97) zakljuCujemo da vrijedi

1d co+2¢cy 1 2
o ® ) 4 = / "(dn@") dx
3 (190" OP) + 5 [t (9ca) o
n C n ! n 4 .
< 20000 ()| 2+ 5 (1+ 120" (1) B+ [ 10w () ) ).
Ocjena (3.47) primijenjena na lijevoj strani relacije (3.98) daje
1d
— (190" (1)) +C1[ Qs 0" (1)
2dr
C ‘ 4 (3.99)
2adwa ()P + o (1 0@+ ( [ N9 (5)|Par) ) ,
Nekaje 0 < o < % Tada iz (3.99) slijedi (3.93). [ |
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Lema 3.2.11. Zasvet € [0,T"] vrijedi
d n 2 n 2 n 2
(110w 12+ [13:e0" (1)1 + 106" (1) )
+ 1[0 (1)|* + || 9ux @ (1) |7 + || 06" (1) || (3.100)

<+ O+ 12070+ 12001 + [ 19w (7)1 Par) ).

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (3.37) s (1 j)zej’-’(t) i sumiranjem po j = 1,...,n, dobivamo
[ a0 apraen + Kerreanr 2@y
0 ! L2c, x o Lc, x L2c, *
(@2 co+2¢ (3.101)
r 0 d 2 —
_4C_v o "I, p"(d@") ] 0 0"dx = 0.
Primjenom parcijalne derivacije u (3.101) i uvrStavanjem relacije (3.18) dobivamo
1d K I 2 5
~ L (110,6" (1) / "(90") dx = Y I 3.102
2dl‘(‘|x ()H)"’chzop(xx)x i:zil ( )
gdje smo koristili sljedece oznake
JR /1 3" 3,0" 3 0"dx, I = i/l (p")70" 31" 0, 0" dx
CVL2 0 X X XX ) CVL 0 X XX )
2
A+2u ! 2 au, [ (")
=208 [t 0wy anerax. 1= -"E JA SOt (3.103)
co+2cy 1 2
Is = CVLZ /0 p”(&xw”) BxxO”dx.
Integral /1 ocjenjujemo sli¢no kao /1 u dokazu Leme 3.2.9 1 dobijemo
< )|0u0" (1)) 2+ < 30" )+ ([ 110w (v)]Pdr)* 3.104
(] < e|9 " (D)7 + 5 (14 110:0" (D] + ( | 12" (D] dr)” ), (3.104)

gdje je 0 < o < 1 parametar ¢iju cemo vrijednost specificirati kasnije u dokazu.

Integral /> ocjenjujemo koristeci (3.47), Holderovu 1 Youngovu nejednakost te Lemu 3.2.7
|2 < C max |6"]- 0" (¢)]][[ 6" (1)]]
x€[0,1]

C
< 30" ()1 + ¢, ma 071130 (2) (3.105)

C
< a[[0:6"(1)[|* + S+ 10:6"(1)[° + 190" (1)[°).

Integral I3 ocjenjujemo koriStenjem ocjene (3.47), Holderove nejednakosti, relacije (1.10) i
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Youngove nejednakosti (1.21), prvo s parametrima g = ¢’ = 2, a zatim g = %, q =

| oo

, te dobijemo

5] < € max || -[[ 0" (1) - [| 068" (1)

1 3
< Cl[dev™ (0)]]2 - [[ 9" (1) |7 - [| 050" (1)] ]
C
< atf| 90" ()2 + (19 ()] [0 (1) (3.106)
C
< af| 90" (1) + el 0" ()I1* + 511" (O] |°

n n C n
< af[0u0" ()]1* + &l |9 (|7 + 5 (14 9" (D).

Integral /5 ocjenjujemo slicno kao /3 1 dobijemo

C
15| < ]| 98" (1) | + ot | Qe 0" (1) |* + peiUhg 10:0" (1)][%). (3.107)

Za ocjenjivanje 14 koristimo (3.47), Holderovu nejednakost, relaciju (1.10), Lemu 3.2.5, te Yo-
ungovu nejednakost (1.21), prvo s parametrima g = ¢’ =2, azatimg =8, ¢’ = %, i dobivamo

4| <€ max [0"[-[[0"(2)]]-|[0x6" ()|

x€[0,1]
3 1
< Cllo"(1)]]2 - [[:0" (2)]]2 - [| 06" (1) ]

c (3.108)

< f| 98" (1)]|* + [[0:0" (1)1

C

<l 0" (O] + (141 00" (O)]).

Primjenom ocjena (3.104)—(3.108) na (3.102) dobivamo

1d n K 1 " 2
55 (1198 (””2“@7/0 P (9:6") dx

< 50000 (1) P+ |00 (1) [P+ | 95s0" 1) (3,109
C ! 4
o (11120 I + 1207 I + 30" @+ ( [ 10w I )
Primjenom ocjene (3.47) na lijevoj strani relacije (3.109) slijedi

d n n
2 ([10:0"(O17) + 106" )]

< Cot(||0x0" (1) + 10" (1)[* + |9 (1) ||?) (3.110)

C t 4
t 4 (1+|\9x9”(t)!\8+I\f?xV”(t)HS+H<9xw”(t)H8+ (/0 HaxxV"(f)sz’v) )
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Zbrajanjem nejednakosti (3.80), (3.93) 1 (3.110) dobivamo

1027 OIP + 12" OIP +112:6"0)] )

+{[ Qe ()1 + |9 0™ (1) + [ 00" (1)

) ) ) (3.111)
<Cra (113000 + 1360 O + 12 (1)] )
C n n n ! n !
+$<1+||axe OIF + 180" O+ 120" O+ [ 1w @] )
Nekaje 0 < o < C% Tada iz (3.111) slijedi (3.100). |

3.2.3. Apriorne ocjene

U ovom odjeljku cilj nam je izvesti apriorne ocjene za aproksimativna rjeSenja v"*, @", 0" i p”" te
pokazati da je moguce izabrati dovoljno mali vremenski interval [0, Tp], za neki Ty > 0 na kojem
su aproksimativna rjeSenja dobro definirana i ograni¢ena u odgovaraju¢im prostorima funkcija.

U sljedecoj lemi, koriStenjem pomo¢nih rezultata iz prethodnog odjeljka, izvodimo ocjene

neovisne o n za aproksimativna rjeSenja.

Lema 3.2.12. Postoji Ty > 0 takav da za funkcije v", @", 68", p” vrijede sljedece ocjene:

8}6 & 2 8)( " 2 8)(9” 2
,é?o?iz}(” V(O + [10:" (1) + 10:6" (1))

T (3.112)
0 n 2 n 2 n 2
7 (1007 1) P+ 19000 (1) 2+ 125507 )| 2) e < C,
ap"(t)|| <C, 3.113
tén[(fy’%]” p ()l < (3.113)
TSP S2My, (x1) € Q. (3.114)
Dokaz. Definirajmo
t
ya(t) = 119" (1)[* + [ 030" (1) + \laxe”(t)\!2+/0 190" ()| [Pd. (3.115)
Iz Leme 3.2.11 slijedi da vrijedi
Ia(t) SA(L+y,(0)), (3.116)
dok iz Leme 3.2.4 slijedi
ya(0) = [[("(-,0))'| 1> +1(@" (-, 0))'[|* +[|(6"(-,0))'|
(3.117)

< |VolI* + [ exl1* + 11601 < B,
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gdje su A, B > 0 konstante neovisne o n.

Pocetni problem
(3.118)
zadovoljava pretpostavke Picardovog teorema (Propozicija 1.4.1), pa moZemo zakljuciti da pos-

toji T’ > 0 i njegovo jedinstveno glatko rjeSenje y : [0, 7'[— R. Po Propoziciji 1.4.3, iz (3.116)—

(3.118), zakljuCujemo da za sve r < T vrijedi

ya(t) < ¥(t), (3.119)
odakle slijedi
sup y,(f) < sup y(r) <C. (3.120)
1€[0,7] 1€[0,7]

Kombiniranjem nejednakosti (3.100) i (3.120) te definicije (3.115), dobivamo

d
S (1100712 + 110" (0] P + 106" (1) ) a1

[ Qe ()17 + |9 @™ (1) || + 11008 (1) > < C(1 +yis(1)) < C.

Integriranjem relacije (3.121) po [0,7], 0 <7 < T’ i uvazavanjem ocjene (3.117), slijedi

190" (1)[? 41195 " (8)]|* + || 06" (1) |?
¢ (3.122)

+ [ (1000 (3)]2+ 1100 ()] P+ 108" (0) F)dz < T'C+ B = C.
Neka je Ty €]0,T'[. Ocjena (3.112) slijedi nakon uzimanja maksimuma po 7 € [0, Tp] u (3.122)
buduci da desna strana ne ovisi o ¢.

Ocjena (3.113) slijedi iz (3.112) i Leme 3.2.8 zaa = 1.

U nastavku postavljamo dodatne restrikcije na odabir Ty €]0,7’[ tako da (3.112) vrijedi.
Prvo Zelimo osigurati da vrijedi p"(x,t) < 2My, (x,t) € Qy. 1z (3.32) i (3.6) dobivamo

LM,

L—po(x) /Ozaxvn(x,‘c)df‘

p(x,1) < ‘ . (3.123)

KoriStenjem relacija (3.6), (1.11), Holderove nejednakosti i (3.112), zakljucujemo da vrijedi

t Tt
pox) [ 9w (x.m) x| < MoC [ (10w (%) lde
0 0 1 (3.124)

To 1
< MoC(Ty /0 0" (D) Pdz)* < DTy,
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pri ¢emu konstanta D > 0 ne ovisi 0 7o ni o n. Za

0 < Ty < min {T %} (3.125)
vrijedi
L> ‘po(x) /(: o' (x,7)d7|, (3.126)
i
Mo oy, (x,1) € Op. (3.127)

n <—
p (x’t)_L—D\/T()

Nadalje, trebamo osigurati da vrijedi i p”(x,) > 2. Koristenjem pretpostavke (3.6) i relacije

(3.124) za Ty kao u (3.125) dobivamo da vrijedi

t
L+mu)/@wuﬂynzL_DJ%>o. (3.128)
0
Odatle, pomo¢u (3.32), (3.8), (3.124) i (3.125) slijedi
Lmo my
"(x,t > — 3.129
zat € [0,Tp], ¢ime je dokaz leme zavrSen. |

U nastavku izvodimo ocjene za vremenske derivacije aproksimativnih rjesenja.

Lema 3.2.13. Neka je Ty kao u Lemi 3.2.12. Tada vrijedi

Ty
/‘H@wam%hgc. (3.130)
0
Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (3.35) s (V})/(¢) i sumiranjem po i = 1,2,...,n, dobivamo
|9 (2)| > = le, 3.131)
gdje smo koristili sljedece oznake
R [! R [!
I = _Z/ ax((Pn)p) 0"ov"dx, b= —Z/ (Pn)paxenatvndx»
7L—|—20 ! 7L—|—20 1 (3.132)
L= _ZN/ op oV IVtdx, Iy = H / PV IV dx.
0 0

Primjenom Holderove nejednakosti, Lema 3.2.7-3.2.8 te relacija (1.11) 1 (3.112) na (3.131)

dobivamo

0] < € max 1671 119:((p™)) ()] - |V (1)

< max [07]- (14 [ 9" (e )|Paz) o o)

x€[0,1] (3.133)

< (1+1100" @)1+ 11:6" )] ) 10" (o)

< Cllav" ()],
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1] < C110:0"(1)]| - 18" ()| < Cllan (1)1, (3.134)
] <€ max 97 12:0" @) 190" 0)]
<l (1+ [ e (@) Pae) 12070 (.13
< 1[I 10" (1)
14| < Cllaee (O] [|0" (1) - (3.136)
Primjenom ocjena (3.133)—(3.136) na (3.131) dobivamo
a0 (1)| < 1oy )l (1+ 1aw )] )- (3.137)
Neka je 0 < o < 1. Youngova nejednakost primijenjena na (3.137) daje
130 @)1 < allap@)1P + < (141001 P), (3.138)

odnosno,

a0 ()| < € (1+ 1" (1)) (3.139)
Integriranjem relacije (3.139) po [0, 7p], i primjenom ocjene (3.112), dobivamo (3.130). [
Lema 3.2.14. Neka je Ty kao u Lemi 3.2.12. Tada vrijedi
Ty
/ |19, 0"(¢)||>dt < C. (3.140)
0

Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (3.36) s (®!")'(¢) i sumiranjem po i = 1,2,...,n dobivamo

100" (1)||* = ZL, (3.141)

pri ¢emu koristimo sljedece oznake

co+2cy
Jjil?

== 4“’" / — a[ ndx

Sli¢no kao u Lemi 3.2.13, pri ¢emu dodatno koristimo relacije (3.114) i (1.9), ocjenjujemo

co+2cy

I = -
JiL?

1 1
/axp"axa)”c?ta)”dn b= /p" 0" 0, 0" dx,
0

(3.142)

¢lanove na desnoj strani jednadzbe (3.141) i dobivamo
| < € max, |0:0"[ -[|9xp" (1)] - |0, " (2)]]
sCllaxanu(1+/0t||axxv"(r)||zdr)5||at9"<r>|y (3.143)
< C|dn”|] - |[dr " (2)]
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|| < Cf|dw @™ (1)]] - ]| @"(1)]] (3.144)

|5 < Cll@"(@)]] - [0, 0" (1) || < Cl|0, 6" (1)]]- (3.143)

Uvazavanjem ocjena (3.143)—(3.145) u jednakosti (3.141) i primjenom Youngove nejednakosti

slijedi da je

100" (1)]? < Cl10,0" (1)]| (1 + [ 9xc0" (1)])

, C ) (3.146)
< allaa"O)P + - (1+]da0"0)F),
pri ¢emu je 0 < & < 1, odnosno imamo
a0 (o) < (14 [[2w0" (), (3.147)
odakle integriranjem po [0, 7Tp] uz primjenu (3.112) dobivamo (3.140). [
Lema 3.2.15. Neka je 7p kao u Lemi 3.2.12. Tada vrijedi
Ty
/ 118,67 (1)|[2dt < C. (3.148)
0
Dokaz. Mnozenjem relacije (3.37) s (6}1)’ (t) i sumiranjem po j =0, 1,...,n dobivamo
10:6" (1)|* = ZL, (3.149)
gdje smo koristili sljedece oznake
h= 0 / 0" 00"30"dx. = / 19,073, 0" dx,
R ! p A+ 21
L= e )y (p")70"0:v"0,0"dx, Iy = e p”(&xv”) 0,0"dx, (3.150)

4p, (a)”) co+2cq [! 2
= PN 5 onae = / " (9,00")20,0" dx.
: cv/o pn T 1%, op(w)t *

Sli¢no kao u Lemama 3.2.13 1 3.2.14, ocjenjujemo integrale na desnoj strani (3.149) i dobivamo

1| < C max [0:6"-|[dp" (¢)]] -[|0,6" (1)
x€[0,1]

t 1
< Cl[0x0"|| (1 +/0 H&xxv”(r)sz’c) *110,6"(1)]] (3.151)
< Cl[0:x6"[| -[|2,6" (1)

|2 < Cl|0x8" (1) -[|0:6" (1)]] (3.152)
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|53] < C max |6"]-|d0"(1)]| -]|2,6" (2)]]
x€[0,1]

< C (1411040 (1)[| + 190" (0)]?) l18,6" (1) (3.153)
< Cl|a,6"(1)||
L] < C max 90" ||90" (1)]] - 118:6™ (1|
x€[0,1] (3.154)
< C||9(1)]]-110:6" (1)
15| < C max |@"|-[|@" (¢)]| - |6, 6" (1)]]
x€[0,1] (3.155)
< C||8:0"(1)]]-119:6"(1)|| < C||8,6™ (1)
lIs| < C max [9,@"|-[|0,@"(1)]| - |8,6"(1)||
x€[0,1] (3.156)

< Cl|0u @™ (1)]| -[|0,6" (1)]]-

Uvazavanjem ocjena (3.151)—(3.156) u jednakosti (3.149) 1 primjenom Youngove nejednakosti

slijedi da je
18:6"(1)[1* < €106 (1) || (1 + ||y ()] + [ 00x 0™ (1) || + || 06" (1))
C (3.157)
< alla6"()|* + &(1 +[|9™ (1) + [0 00™ (1) ||* + H3xx9"(t)H2)7
pri ¢emu je 0 < & < 1, odnosno imamo
100" 012 < € (1411w O] +11060" (1) [P+ 100" ()]2). (3.158)
odakle integriranjem po [0, Tp] uz primjenu (3.112) dobivamo (3.148). [
Lema 3.2.16. Neka je 7p kao u Lemi 3.2.12. Tada vrijedi
max ||o,p"(t)|| < C. (3.159)

[E[O,To]

Dokaz. 1z jednadzbe (3.29), koriStenjem ocjena (3.112) i (3.114), za sve ¢ € [0, Tp] vrijedi
1 1
190" (1)[* = Z/ 0" [Pdx < Cl|on (1)]|* < C, (3.160)
0
odakle slijedi (3.159). |

U sljedecoj lemi izvodimo ocjene za koeficijente v}, @/ i 6/ aproksimativnih funkcija v",

010"

Lema 3.2.17. Neka je Tp kao u Lemi 3.2.12. Tada za sve ¢ € [0, Tp|, vrijedi

n n

y V0)+ Y (@80))*+ Y (67(1) <cC. (3.161)
=1

i=1 i=0

1
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Dokaz. 1z definicije funkcije v" (3.16) i ortogonalnosti skupa {cos(mix) : i =0, 1,... } u Hilber-

tovom prostoru L?(0, 1) dobivamo

n 2:2 n
o @I = Y 5 () = Y (40)’, (3.162)
i=1 i=1
1 sli¢no
105" (1) 2 > Z M) 100" @) > Y (87())*. (3.163)
i=1

Nadalje, iz (3.18) i Leme 3.2.6 dobivamo

1
650 =| [ oras
0

Ako uzmemo u obzir ocjenu (3.112), iz (3.162)—(3.164) slijedi tvrdnja leme. [ |

< C(L+[2v™(0)])?). (3.164)

Tvrdnja sljedece leme slijedi direktno iz Propozicije 1.4.2 i apriorne ocjene iz Leme 3.2.17.

Lema 3.2.18. Neka je 7p kao u Lemi 3.2.12. Za svaki n € N aproksimativni problem (3.22)-
(3.24), (3.32), (3.35)—(3.37) ima jedinstveno glatko rjeSenje (p",v", @", ") definirano na [0, Tp|.

Kako bismo mogli dokazati da su aproksimativna rjeSenja ograni¢ena u odgovaraju¢im pros-

torima funkcija, trebamo jos§ dokazati sljede¢u pomoénu tvrdnju.

Lema 3.2.19. Neka je 7p kao u Lemi 3.2.12. Za funkcije v*, ®", 8" vrijedi
max (|[v"(0)| P +|]@"(0)][2+ ||6" ()] *) <. (3.165)
IE[O.,T()]

Dokaz. Koriste¢i ortogonalnost skupova {sin(zix) : i = 1,2,...} i {cos(mix) : i =0,1,...} u

Hilbertovom prostoru L>(0,1) i (3.161), za sve ¢ € [0, Ty}, dobivamo

1 12
IV (2)]|> = Z V! /0 sin(7ix) sin(7 jx)d 52 (3.166)
i,j=1 i=1
i slicno
n 2 1 ¢ n 2
||" (1)) :52(@ 1) <c, (3.167)
i=1
2 _ 1 ¢
16"(1)[|" = +§Z (3.168)
i=1
Ovime je tvrdnja leme dokazana. [

Konacno, koriste¢i Leme 3.2.12-3.2.16 1 3.2.19 moZemo dokazati da su nizovi aproksima-

tivnih funkcija p”, v"*, ®", 6" ograniceni u odgovarajuc¢im prostorima funkcija.
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Propozicija 3.2.20. Neka je Ty kao u Lemi 3.2.12. Za nizove funkcija p”, V", @", 8" definira-

nih s (3.32), (3.16)—(3.18) vrijedi

1. (p") je ograni¢en u L(Qp), L=(0,To; H' (0,1)) i H'(Qo).

2. (W), (@), (6™) su ogranieni u L=(0,Ty; H'(0,1)), L*(0,Ty; H>(0,1)) i H'(Qy).
Dokaz. 1. Iz (3.114) dobivamo ogranienost u prostoru L(Qyp):

10" 1= (0,) = esssup|p”(¢)] < 2M. (3.169)

(X-,I)EQO

Iz (3.113)—(3.114) dobivamo ograni¢enost u L*(0, To; H' (0,1)):

p"| ’L”"(O,TO;Hl(O,l)) = esssup| |Pn(t)HH1(0,1)

0l (3.170)
= "I + 19" ()P ) <C
esssup <Hp (O] +1]dp <C.
IE}O7TQ[
Iz (3.113)—(3.114) i (3.159) dobivamo ograni¢enost u H'(Qp):
10" 17100y = 1P" 117209 +1195P" 1 2(0) + 192" 1720
(3.171)

- /OTO (”P"<t>||2+ |10k (1)]|* + Hazp”(t)HZ)dt <c.

2. 1z(3.165) i (3.112) dobivamo ogranienost u L*(0, Tp; H'(0,1)) i L*(0, Ty; H>(0,1)). Pri-

mjerice, za V" imamo:

[Vl = 0,791 0,1)) = €sssup [V (1) [ 10,1y

1€]0,To[
(3.172)
= esssup (|V'(0)|*+ 1" ()]?) < .
1€]0,Tp[
1
Ty )
WVl meron = [ VO eond
0 (3.173)

B /()TO <an(t)“2 + Haxvn(t)Hz + Haxxv"(t)Hz)dt <C.

Iz (3.112), (3.130), (3.140), (3.148) i (3.165) dobivamo ograni¢enost u H! (Qo). Primje-

rice, za V" imamo:
IIV"II?p(QO) = IIV"(I)IIiz(QO) + |I9xV”(t)|Iiz(Qo) + ||9zV”(t)|Iiz(Qo)

T (3.174)
= [ (I @1+ 10w @)1+ 11w @) dr < .

Ogranicenost ostalih funkcija dokazuje se analogno.
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3.2.4. Dokaz teorema o lokalnoj egzistenciji

U ovom odjeljku dokazujemo Teorem 3.2.1 koriStenjem svojstava koje smo pokazali u pret-
hodna dva odjeljka. U prvom koraku dokaza pokazujemo da nizovi aproksimativnih rjesenja
V', @", 0", p" definirani u odjeljku 3.2.1 konvergiraju na podnizu, a zatim prelaskom na limes
u aproksimativnim jednadZbama pokazujemo da je tim limesima dano generalizirano rjeSenje
pocetno-rubnog problema (2.84)—(2.89).

U naredne dvije leme pokazujemo da ogranicenost nizova aproksimativnih funkcija usta-
novljena u Propoziciji 3.2.20 implicira egzistenciju konvergentnog podniza u odgovarajuéim
prostorima funkcija. U tu svrhu koristimo klasi¢ne teoreme o kompaktnosti poput Alaouglu-
ovog i Arzela-Ascolijevog teorema te ulaganja prostora funkcija.

Radi konciznosti zapisa, u nastavku ovog odjeljka sve oznake za konvergenciju nizova funk-
cija pretpostavljat ¢e da se radi o konvergenciji kada n teZi ka beskonacno. Dokazi sljedece dvije
leme preuzeti su iz [54] jer zakljucci ovdje proizlaze iz analognih rezultata dobivenih za model

koji je tamo promatran.

Lema 3.2.21. Neka je Ty kao u Lemi 3.2.12. Tada postoji funkcija
p € L7(0,To;H' (0,1)) N H'(Qo) NC(Qy) (3.175)

i podniz” niza (p") takav da

p" = p u L*(0,Tp:;H'(0,1)), (3.176)
p"—p u H'(Qp), (3.177)
p"—=p u C(Qy). (3.178)

Funkcija p ima sljedeca svojstva

? < p(x,1) <2Mo, (x,1) € Oy, (3.179)

p(x,0) =po(x), x€][0,1], (3.180)
pri cemu su mq i My pozitivne konstante iz (3.8) i (3.6), a pg je iz (2.88).

Dokaz. Po Propoziciji 3.2.20, niz (p") je ograni¢en u L= (0, Ty; H' (0, 1)). Prostor L=(0, Ty; H' (0, 1))
je izometricki izomorfan dualu separabilnog Banachovog prostora L' (0, Ty; H'(0,1)), pa Pro-
pozicija 1.2.2 implicira postojanje funkcije p € L=(0,Ty; H'(0,1)) i podniza za kojeg vrijedi

p" = puL=(0,Ty; H'(0,1)).

2radi jednostavnosti podniz oznadavamo istom oznakom
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Kako je H'(Qy) refleksivan Banachov prostor, a po Propoziciji 3.2.20 (p") je ograni¢en u
H'(Qy), Propozicija 1.2.3 implicira postojanje podniza koji konvergira slabo k p u H'(Qy).
Skup Q, je kompaktan podskup od R? i po (3.114) niz (p") je uniformno ograni¢en. Neka

je (x,1), (',t') € Qy i n € N. Holderova nejednakost i relacija (3.112) impliciraju

p"(x0) = p"(¢.n) = | [ 9" (Er)a]

< (/xf\agpn(i,t)|2dé~/;d€>% <C-lr—xJ2,

dok iz jednadZbe (3.29), relacija (3.114) i (1.11), Propozicije 3.2.20 i Holderove nejednakosti

(3.181)

slijedi
t t
P ) =p ()| = | [ 0o m)ae| < [ 1p"(¢, 7)o (¥, e

<c [ 2w @Il <€ [ IV(@llgzona (3.182)
< CIV'N2 .m0yt =1 Z<Cle 1)z

1z (3.181)—(3.182) dobivamo

|pn(x>t) _pn(xlat/)| < |pn(x7t) _pn(xlat)‘ + |pn(x/7t) _pn(xlat/)| (3 183)
§C(\x—x/]%—|—|t—t'\%),

iz Cega zakljuCujemo da je niz (p") ekvineprekidan. Tada Propozicija 1.2.4 implicira postojanje
podniza (p") koji jako konvergira k p u C(Qy).
Ocjene (3.179) dobivamo iz (3.114), a (3.180) slijedi iz (3.30), (3.178) i

0)] =1 0 ,0)| = 0. 3.184
xgl[gﬁ]!po() p(x,0)| nglgerg[gﬁ}lp (x,0) = p(x,0)| (3.184)
|

Lema 3.2.22. Neka je 7Tp kao u Lemi 3.2.12. Postoje funkcije
v, @, 0 € H'(Q0) NL*(0, Ty; H*(0,1)) N L=(0, Ty; H' (0, 1)) (3.185)

i podniz? niza (', ", 8") takav da

(v, 0",0")—(v,0,0) u (H'(Q ), (3.186)
(", 0", 0" —(v,0,0) u (L*(0,Ty:H(0,1))), (3.187)
(', 0",0") = (n®,0) u (L*(Q0))’, (3.188)
(V0,0 = (v,w,0) u (L=(0,To;H'(0,1)))’. (3.189)

3radi jednostavnosti podniz oznadavamo istom oznakom
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Dokaz. Po Propoziciji 3.2.20 niz (v, ", 8") je ograni¢en u H' (Qy), koji je Hilbertov, pa stoga
i refleksivan Banachov prostor. Propozicija 1.2.3 implicira postojanje funkcija v, @ i 6 i podniza
(V*, ®", 8") koji konvergira slabo k (v,®,0) u H'(Qy).

Sli¢no, L2(0,Ty; H'(0,1)) je Hilbertov prostor, a po Propoziciji 3.2.20 je (v, ®",0") u
njemu ograni¢en. Propozicija 1.2.3 tada implicira postojanje podniza (v*, ®", 8") koji konver-
girak (v,@,0) u L?(0,Ty; H'(0,1)).

Po Propoziciji 1.1.3, prostor H'(Qp) je kompaktno uloZen u L?(Qy). Buduéi da je (v, @, 6")
ograni¢en u H' (Qy), postoji podniz (v, @", 6") takav da (v*, ®", 0") konvergira jako k (v, @, )
u L*(Qo).

Buduci da je po Propoziciji 3.2.20 niz (v, ®", 6") ogranicen u (L™ (0, To; H' (0, 1)))3, sli¢no
kao u Lemi 3.2.21 koriStenjem Propozicije 1.2.2 moZzemo zakljuciti da postoji konvergentan

podniz (v, ®", 6") koji konvergira slabo-* k (v, ®,8) u (L*(0,Ty; H' (0, l)))S. |

Tvrdnja sljedeceg korolara direktna je posljedica prethodne dvije leme, a ovdje je navodimo

iz prakti¢nih razloga, buduéi da éemo se u nastavku cesto pozivati na njih.

Korolar 3.2.23. Neka je Tp kao u Lemi 3.2.12. Za funkcije iz Lema 3.2.21-3.2.22, vrijedi

(p" V", 0", 0") — (p,v,®,0) u (L*(Qo))", (3.190)

(90", 0,0",0.0") — (3,0, ®,0:0) u (L*(Qo))’, (3.191)
(O, B 0", 0:0") — (B, 0, 9:0) u (L2(Q0))’, (3.192)
(0", 000",0,0") — (9, 0r0,0,0) u (L*(Qp))’. (3.193)

U sljede¢im lemama, prelaskom na limes, pokazujemo da su grani¢ne funkcije iz Lema

3.2.21-3.2.22 generalizirano rjeSenje pocetno-rubnog problema kojeg promatramo.
Lema 3.2.24. Funkcije v, i 6 iz Leme 3.2.22 zadovoljavaju pocetne uvjete (2.88).

Dokaz. Pokazat ¢emo da tvrdnja leme vrijedi za v, a odgovarajuce tvrdnje za @ i 0 slijede

analogno. Za ¢ € C°(0,1) dobivamo

1 1
/O(v(-,O)—vo)q»dx:/O (v(-,0) — (pdx+/ ) — vo) @dx
1
:FO//QO(V—vn)(PdXdZ‘—i-E/Qo(atv_atvn)(t_TO)(dedt (3.194)

+/ —V() (pa’x
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1z (3.190) dobivamo
// (v—v")odxdi — 0, Vo € L2(Qp), (3.195)
Qo

aiz (3.193)
/ /Q (O — 3)pdxdt — 0, Vo € L2(Qp). (3.196)

Koristeéi (3.22) i &injenicu da Fourierov red za vy € L*(0, 1) konvergira jako, a onda i slabo, k

vo u L2(0,1), zakljuujemo da vrijedi

1
/ (v(-,0) = vo) @dx — 0. (3.197)
0
Iz (3.194)—(3.197) zakljuujemo da vrijedi v(0,x) = vo(x), ¥x € [0,1]. |

Lema 3.2.25. Neka je 7y kao u Lemi 3.2.12. Funkcije v, @ i 6 iz Leme 3.2.22 zadovoljavaju

rubne uvjete (2.89) u smislu traga na [0, Tp).

Dokaz. Za ¢ € CZ(0,Tp) koriStenjem relacije (3.19) dobivamo

/OTOV(O,%Pdt://Q (8xv—8xv")(x—1)(pdxdt—l—//Q (v — ") @duxdr. (3.198)

1z (3.190)—(3.191) slijedi da desna strana u (3.198) konvergira u nulu, pa dobivamo da vrijedi
v(-,0) =0 na [0, Tp). Sli¢no, iz

T
/Ov(l,-)q)dz:// (axv—axv")x(pdxdt+// (v— ") pdxdt. (3.199)
0 Qo Qo

dobivamo da je v(1,-) = 0na [0, Tp]. Analognim postupkom dobivamo i da @ zadovoljava rubne
uvjete (2.89).
Za ¢ € C(0,Ty) koriStenjem relacije (3.21) dobivamo

T
/ " 9:0(0,1)¢(r)dr = // (9ueB — 900" (x — 1) pdxdi + // (0.6 — 3.0") @dxdt, (3.200)
0 Qo Qo

Tt
" 9:0(1,0)0(t)di = // (908 — Dex 0" )xdxdt + // (9,6 — 9,6") pdxdr. (3.201)
0 Qo Qo

Pomocu (3.191)—(3.192) zakljucujemo da desne strane u (3.200) i (3.201) konvergiraju u nulu,
pa stoga vrijedi d,0(¢,0) = d,0(r,1) = 0na |0, Tp|. [

Lema 3.2.26. Neka je 7p kao u Lemi 3.2.12. Funkcije p i v iz Lema 3.2.21-3.2.22 zadovolja-
vaju jednadzbu (2.84) s.s. na Q.

61



Mikropolarni realni plin Lokalna egzistencija

Dokaz. Neka je ¢ € C°(Qp). MnoZenjem jednadzbe (3.29) s ¢, integriranjem po Qp, te pri-

mjenom parcijalne integracije dobivamo
// p" 0 pdxdt + — // 200" @dxdt = 0. (3.202)
Koristenjem relacije (3.190) dobivamo

// p"a,q)dxdt—>// PO, pdxdt. (3.203)
Qo Qo

Relacija (3.178) implicira da (p")? — (p)? u C(Qp). Odatle koristenjem Leme 1.2.1 (1) i

relacije (3.191) dobivamo

/ / (p™)? 9" pdxdt — / / p2ovodxdt. (3.204)
Qo Qo
Pustanjem n u beskonacno u (3.202), primjenom relacija (3.203)—(3.204) i parcijalne integracije
dobivamo
1
/ / <8tp + —pzaxv> @dxdt =0, (3.205)
Qo L
¢ime je tvrdnja leme dokazana. |

Lema 3.2.27. Neka je 7j kao u Lemi 3.2.12. Funkcije p, vi 0 iz Lema 3.2.21-3.2.22 zadovo-
ljavaju jednadzbu (2.85) s.s. na Qp.

Dokaz. Neka je ¢ € C(0,Tp). MnoZenjem (3.35) s ¢, integriranjem po [0, 7p]| i primjenom

parcijalne integracije dobivamo

—// Vsin(mix) @ dxdt——// "PO" cos(mix) pdxdt
Qo

(3.206)
2
+;L il 'um'// p"d" cos(mix)pdxdt = 0.
Qo
Primjenom (3.190) za prvi ¢lan u (3.206) dobivamo
// V' sin(7ix) @ dxdt — // vsin(mix) ¢ dxdt. (3.207)
Qo Qo
Za drugi i treci ¢lan, koriStenjem relacija (3.178), (3.190) odnosno (3.191), te Leme 1.2.1 (1)
dobivamo
// (p")P 0" cos(mix)pdxdt — // p? 0 cos(mix)pdxdt. (3.208)
Qo Qo
/ p"d" cos(mix)pdxdt — / / poyvcos(mix)pdxdr. (3.209)
Qo Qo

Nakon pustanja n u beskonacno u (3.206), uzimanjem u obzir relacija (3.207)—(3.209) te pri-

mjenom parcijalne integracije dobivamo tvrdnju leme. |
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Lema 3.2.28. Neka je Ty kao u Lemi 3.2.12. Funkcije p 1 @ iz Lema 3.2.21-3.2.22 zadovo-

ljavaju jednadzbu (2.86) s.s. na Qy.

Dokaz. Neka je ¢ € C°(0,Tp). MnozZenjem jednadzbe (3.36) s @, integriranjem po [0, Tp] te

primjenom parcijalne integracije dobivamo

— // o" sin(7ix) @' dxdt + €
Qo

-Z € ni/Q p" 0 @" cos(mix) pdxdt
0

(3.210)
4, o" .
+ ‘u / — sin(wix) pdxdt = 0.
JI 0o P"
Koristenjem relacije (3.190) za prvi ¢lan u (3.210) dobivamo
/ / o" sin(7ix) @' dxdt — / / o sin(7ix) @' dxdt. (3.211)
Qo Qo

Za drugi ¢lan u (3.210), pomocu relacija (3.178), (3.190), te tvrdnje (1) iz Leme 1.2.1 dobivamo
/ p" " cos(mwix) pdxdt — / P 0y cos(Tix)pdxdt. (3.212)
Qo Qo

Iz (3.178) i (3.114) slijedi da (p™)~' — (p)~' u C(Qp), §to zajedno s relacijom (3.190), i

tvrdnjom (1) iz Leme 1.2.1 daje

/ O sin(mix) pdxdt — / / © sin(mix) pdxd. (3.213)
0 P" Qo P

Pustanjem n u beskonacno u (3.210), primjenom relacija (3.211)—(3.213) i parcijalne integra-
cije, tvrdnja leme slijedi.

Lema 3.2.29. Neka je 7p kao u Lemi 3.2.12. Funkcije p, v, @ i 0 iz Lema 3.2.21-3.2.22

zadovoljavaju jednadzbu (2.87) s.s. na Qy.

Dokaz. Neka je ¢ € C°(0,Tp). MnoZenjem jednadzbe (3.37) s ¢, integriranjem po [0, Tp],

primjenom parcijalne integracije 1 rubnih uvjeta (3.21) dobivamo

—/ 0" cos(7 jx) @' dxdt — "8x9” sin(7 jx) @dxdt
2
// "PO" I V" cos(ir]x)(pdxdt + a // "2 cos(mjx)pdxdt  (3.214)
ch Qo
Co + 20d

cos(7 jx)pdxdt —

// "(9e™)? cos(7 jx) dxdt = 0.

Ay //QO

Za prvi ¢lan u (3.214) pomocu (3.190) dobivamo

/ 0" cos(7 jx) ¢ dxdt — // 6 cos (7 jx) @' dxd. (3.215)
Qo Qo
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Na drugi ¢lan primjenjujemo (3.178), (3.191), i relaciju (1) Leme 1.2.1 i dobivamo
/ p"0x0" sin(7m jx) pdxdt — // P 0,0 sin(7 jx) pdxdt. (3.216)
Qo Qo

Na treci i peti ¢lan primjenjujemo (3.178), (3.188), (3.191), odnosno (3.190) te Lemu 1.2.1 i

dobivamo

// (p")P 6" " cos (1t jx) pdxds — // P03,y cos( jx) pdxd. (3.217)
Qo

I

Preostaje prouciti Cetvrti i Sesti ¢lan. Neka je

cos(7 jx)pdxdt — / —cos(n]x) Qdxdt. (3.218)

/ /Q )2 p(9v)?) cos( jx) pdxdr = I + I, (3.219)
0
gdje je
I — / / (p" — ) (Aw")? cos( jx)pdxd,
% (3.220)
L= // V") — () )cos(njx) Qdxdt.
Qo

Uz pomo¢ (3.178) i &injenice da je (dxv") ogranicen u L? (vidjeti Propoziciju 3.2.20) dobivamo

L] < 1P = pllee - [ @ cos(mjx) oo - 190|729,y — O- (3.221)

Nadalje, primjenom parcijalne integracije 1 uvrStavanjem rubnih uvjeta iz (3.19), Leme 3.2.25 1

(3.179) dobivamo
| = ‘ / /Q P (A" — 9v) (I + Auv) cos (1 jx) pdxdt| < Is + I, (3.222)
0
gdje je
L= / (" = 1) (et + Deev) cos (7 jx) @] dixdt,
% (3.223)

L= / (" = ) (9" + )9 (cos (T jx) ) @ | dixdr.
Qo

Primjenom Hélderove nejednakosti, ocjene (3.112) 1 relacije (3.188) dobivamo

Ty
I < H‘PCOS(ﬂiX)HooHV”—VHLz(QO)/O (19| > + 1@y (2)[1?)dt
(3.224)

To )
gcuvn_vHLz(Qo)(H/o 10eev(0)] Pt ) 0.
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Integral I ocjenjujemo koriStenjem nejednakosti (1.11), Holderove nejednakosti, ocjene (3.112)

te relacije (3.188) i dobivamo
< M1 I [ - lod(cos(min)
< C/OTO (A" O+ 1O () [ (" =) ()] - [|@x (cos(mjx) ) (¢)]|dt
< C|@dx(cos(jx)) | =(0,7:22(0,1) V" = VlI2(0y) (3.225)
[ (1 1P + a0l P
Ty

<OV = vl2(00) (1 +/O H&xxv(t)Hz) dt — 0.

Sada iz (3.219)—(3.225) slijedi
/ ) p" (A% cos(m jx) pdxdt — / /Q p(0xv)? cos (7 jx)Qdxdt. (3.226)
! !

Na slican nacin dobije se i

/ p"(dr@") cos(7r1x)<pdxdt—>// ®)? cos(7 jx) pdxdt. (3.227)
Qo

Pustanjem n u beskonacno u (4.135), primjenom relacija (3.215)—(3.218), (3.226)—(3.227) i

parcijalne integracije dobivamo tvrdnju leme. |

Preostaje pokazati da je 6 strogo pozitivna na intervalu egzistencije, odnosno da vrijedi

(3.14). Dokaz je preuzet iz [54] jer ne ovisi 0 p nego samo o svojstvima funkcije 6.

Lema 3.2.30. Postoji Ty €]0, T takav da funkcija 0 iz Leme 3.2.22 zadovoljava uvjet (3.14)
na @0.

Dokaz. Zbog (3.4) znamo da vrijedi 8 € C(Qy), pri ¢emu je Ty iz Leme 3.2.12. Bududi da je
0O, kompaktan, 6 je uniformno neprekidna na Qy, pa stoga za =2 > 0 postoji 0 < T < Ty takav

dazasvex e [0,1]ir € [0,Tp] vrijedi
0<t<T" = |0(x,t) — 6(x,0)] <?, (3.228)

gdje je my iz (3.8). Koriste¢i pretpostavku (3.8) i Lemu (3.2.24), iz (3.228) za (x,1) € [0, 1] X
[0,T"] dobivamo

0(x,1) > 6o(x) — ’% > ? > 0. (3.229)
Ako je potrebno, smanjimo vrijednost Tp tako da bude jednako T". |

Tvrdnja Teorema 3.2.1 slijedi iz Lema 3.2.24-3.2.30.

65



Mikropolarni realni plin Jedinstvenost

3.3. JEDINSTVENOST

U ovom odjeljku dokazujemo da moze postojati najviSe jedno generalizirano rjeSenje pocetno-
rubnog problema (2.84)—(2.89) definirano u Definiciji 3.1.1. Tvrdnja je iskazana u sljedeéem

teoremu, a dokaz je ve¢ objavljen u [8].

Teorem 3.3.1. Za svaki T > 0 postoji najvisSe jedno generalizirano rjeSenje pocetno-rubnog

problema (2.84)—(2.89) u smislu Definicije 3.1.1 na Qr =0, 1[x]0, T|.

Teorem se dokazuje klasicnom tehnikom svodenja na kontradikciju, pri ¢emu je pocetna
pretpostavka da za proizvoljno odabran i fiksiran vremenski interval sustav ima barem dva raz-
licita generalizirana rjeSenja. Primjenom tehnika iz [S] gdje je razmatran slucaj klasi¢nog fluida,
te [76] gdje je razmatran idealan mikropolaran fluid, izvodi se niz ocjena pomocu kojih se dolazi

do kontradikcije ¢ime opovrgavamo istinitost pocetne pretpostavke.

3.3.1. Pomoc¢ni sustav

U prvom dijelu dokaza formira se pomo¢ni sustav diferencijalnih jednadZbi na temelju kojeg u
nastavku izvodimo traZene ocjene. Radi jednostavnosti umjesto gustoce mase p u ovom dokazu
koristimo specifi¢ni volumen u

u=—. (3.230)
P

Uvodenje specificnog volumena opravdano je zbog svojstva (3.1) generaliziranog rjeSenja.

Neka je T > 0 proizvoljan i fiksan te neka su
(pivvi7wi79i>7 i= 1727 (3231)

dva razli¢ita generalizirana rjeSenja od (2.84)—(2.89), pri ¢emu koristimo i sljedece oznake u; =

p; Li=1,2. Napomenimo da je u; dobro definiran zbog uvjeta stroge pozitivnosti esg inf p; po

T

(3.1). Nadalje, relacije (3.1) 1 (3.3) impliciraju da vrijedi
u; € L (0r), esgséinf w; >0, i=1,2. (3.232)
T

1z (2.84)—(2.87), uvrstavanjem (3.230), dobivamo da su (u;, v;, @;, 6;), i = 1,2, rjeSenja pocetno-

rubnog problema
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o :%8)5\/, (3.233)
R 7] A+2u <8xv>
atv = — Zax (u—p> + L2 8x 7 y (3234)
o =02 5 (8 w) _ 4y, 0u, (3.235)
L? u
0,0 ROy A+2u(dwv)? co+2cy (d0)? ’
_ = 2
90 Lza < u > L u? + L? u + L? u AT, (3:236)

za (x,t) €]0,1[x]0,T],

u(x,0) = , v(x,0)=vo(x), ©(x,0)=ap(x), O(x,0)=6(x), (3.237)
Po(x)
zax € [0,1],
v(0,6) =v(1,6) =0, @(0,1)=0(1,1)=0, 36(0,1)=6(1,1)=0, (3.238)
zat €[0,T].

Napomenimo da relacije (1.9)—(1.11) iz Propozicije 1.1.2 vrijede za v;, dyvi, @, 9, @; i 9,6;,
alineiza 6.
Uvodimo sljedece oznake za razlike dvaju rjeSenja

1 1
U=u—up=——— V=Vi—V2, @O=0;— W, 9291—92. (3.239)
p1 P2

1z (3.233)—(3.236) slijedi da funkcije definirane u (3.239) zadovoljavaju sljedeci sustav diferen-

cijalnih jednadZzbi
1
o :Z8xv, (3.240)
R 2 Oy Oy
a,vz——ax<% >+’l+ ’“‘a Qv _ U Vz), (3.241)
L uy u? u2 up Uiy
2 O O
jiohw =02 5 ( d ”M ua’2> A (ug +uw), (3.242)
1U2
p__ P 2] ax
Cvate— ax<(99 I/ta 92 (918\/ anVQ (ul ulzj)pz V2>
12 uj u1u2 uy iy
n A+2u [ (v + dyv2) Oy B (Dvv2)u
L u ity (3.243)
co+2¢cy ((axwl + 0, ) 0, @ (8xa)2)2u)
+ =2 -
L Ui uius

+4u, (o + ) w0+ wfu),

67



Mikropolarni realni plin Jedinstvenost

za (x,1) € Qr, dok iz (3.237)—(3.238) dobivamo da vrijede i sljede¢i homogeni pocetni i rubni

uvjeti
u(x,0)=0, v(x,0)=0, ®(x,0)=0, 6(x,0)=0, (3.244)

zax € [0,1],
v(0,1) =v(l,1) =0, ®(0,1)=w(1,1)=0, 0(0,7)=203,0(1,1)=0, (3.245)

zat € 0,T].

3.3.2. Pomoc¢ne ocjene

U nastavku izvodimo ocjene za funkcije u, v, @ i 8. Osnovna ideja dokaza narednih lema je
primjena integralne Gronwallove nejednakosti koja je iskazana u Propoziciji 1.3.6. Kroz dokaz
s C, Cq, Cy,... oznatavamo pozitivnu konstantu koja na razli¢itim mjestima poprima razlicite
vrijednosti.

U prvoj lemi ocjenjujemo funkciju u.
Lema 3.3.2. Postoji C > 0 tako da za sve ¢ €]0, 7| vrijedi
t
)P <€ [ l1aw(w)|Pds. (3.246)
0

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (3.240) s u i integriranjem po |0, 1] dobivamo

2dt(|| u(t)|? L/ udvdx. (3.247)

Koristenjem Holderove i Youngove nejednakosti u (3.247) dobivamo
(||u< )IIZ) < Cllu)|]- [18ev()]] < € (Jlu(0)]* + 1 dev(0)]2) - (3.248)

Nakon integriranja (3.248) po |0,¢[, za bilo koji ¢ €]0, T[, i uvrStavanja poCetnih uvjeta (3.244)
dobivamo

t t
lu()|? <C /0 [u(t)|[dT+C /0 10w ()| d. (3.249)
Primjenom Gronwallove nejednakosti na (3.249) slijedi (3.246). |

U jednadzbama (3.241) 1 (3.243) javljaju se 1 izrazi (ufi7 — ”2) koje je takoder potrebno

ocijeniti budu¢i da je opéenito p > 1.
Lema 3.3.3. Postoji C > 0 tako da za sve ¢ €]0, 7| vrijedi
t
Wl (1) — (1) < C /0 [dyv()|2d. (3.250)
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Dokaz. Za p =1, tvrdnja je dokazana u Lemi 3.3.2.

Neka je p > 1. MnoZenjem jednadzbe (3.233), koja je zadovoljena za u;iv;, i = 1,2, s uffl,

redom, dobivamo

(ul) = %axv,- Wl i=1.2. (3.251)
Oduzimanjem relacija (3.251) zai =1 1 i = 2 dobivamo
—1
dop_ p_P p=1 uj —uj uy u
o (”1 — ”2) =7 <8xvu1 + V2 P OV ” i (3.252)

MnoZenjem relacije (3.252) s (u} — ub), te nakon integriranja po ]0, 1{ dobivamo

1d
5 g ) =5 @)I)
_ 253)
1 - Ul — uP)? L 3
— I—Z/O (8xvuf l(u[f—ug)—I—axvz—( 1 m 2) — d» 2u1 (ufl —ub) ) dx.

KoriStenjem svojstava generaliziranog rjeSenja (3.232), relacije (3.230), primjenom Holderove
i Youngove nejednakosti te Propozicije 1.1.2, dobivamo sljedece ocjene za integrale na desnoj

strani nejednakosti (3.253)

1
| o™ — x| < Cllaw o] [ () b o)
0 (3.254)
< C (119w + ||} (1) — b ()| 7),
1 P .P\2
[ a0 4] < gl ) o)1
0 Ui (3.255)
< C(1+[[ueva(0)|2) 1] (1) — b (1) 2,
1 ug_lu
/ devr—2——(ul) — ub) dx| < C|Feva(1)]] - ||ue)]| - || () — ub ()|
0 up (3.256)

< C(1+110uvaOIP) ([u(@)| P+ luf (1) = I -
Integriranjem (3.253) po |0,¢[, za bilo koji ¢ €]0,T[, uvaZavanjem relacija (3.254)—(3.256), i

uvrStavanjem pocetnih uvjeta (3.244) dobivamo

)~ <€ [ (1+]12u2()IP) I (2) ~ ()] P

: ; (3.257)
+C [ (14 11302(3)|12) lu(e) Pz +C [ [jo(z)|Pdz.
Ocjene (3.246) i (3.257) zajedno sa svojstvom (3.2) generaliziranog rjeSenja daju
[} (1) = ub (1)
, , ) ‘ ) (3.258)
< c/0 (14 Qecv2(R)| ) [l (2) — b (7)) dr+C/0 ||0xv(7)||?d.
Konacno, Gronwallova nejednakost i (3.2) daju tvrdnju leme. |
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U naredne dvije leme izvedene su ocjene za v i @.
Lema 3.3.4. Postoji C > 0 tako da za sve ¢ €]0, 7| vrijedi
t t
bOIE+ [ llaw@)|Par<c [ 16)|Pde. (3.259)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (3.241) s v, integriranjem po ]0, 1|, nakon primjene parcijalne

integracije i uvrStavanja rubnih uvjeta (3.245) dobivamo

A+2u (1 (dw)? 198xv l(up—up)928xv
2
3o (IR + 272 [ gy [P0 g 3 [RAZ T 20,

uyuy

(3.260)

N 7L+2u/ uaxv 8xv2 .

ujuz
Uvazavanjem svojstva (3.232) i relacije (3.230) dobivamo ocjenu odozdo za integral na lijevoj

strani relacije (3.260)

1 2
’HZZ“/ (9:) dx > Cy |9 (t)|[*. (3.261)
L 0 uj

KoriStenjem svojstava generaliziranog rjesenja (3.232), (3.4), relacije (3.230), te primjenom
Holderove i Youngove nejednakosti, Propozicije 1.1.2 ocjenjujemo integrale na desnoj strani

relacije (3.260) i dobivamo

190,y C
/0 v dX' <Cl[6(1)]] - ||0xv(2)]| S06||9xv(t>|!2+5||9(t)||2, (3.262)
1
U (ul —ub)6,0,v
/(1 pz)pz dX'SCHu’f()—uz()H |9 (8)][?
0 Uyt c (3.263)
§a|!3xV(t)H2+a||u’f()—uz()H2
L yow o
[} 22 0] < Yol ) a0
0 i (3.264)

C
< 06||3xV(f)||2+al|u(l)||2 [19v2 (1),
pri cemu je o > 0 te ¢e njegova vrijednost biti specificirana kasnije. Integriranjem relacije
(3.260) po ]0,1[ za bilo koji ¢t €]0, T[, uvaZzavanjem ocjena (3.261)—(3.264), i uvrStavanjem po-

Cetnih uvjeta (3.244) dobivamo

1 t t
SIOIE+C1 [ lowE)|Pde <3a [ |law(z)|Pde

o (3.265)
5 [ (IR +11 (2) = b (@) [lu(e) | v ()|
Ocjene (3.246), (3.250) 1 (3.265) daju
1 t t C 1
SIOIP+Cr [ lowE)Pdr <30 [ owE) P+ [ lloG)|Pde
0 0 0 (3.266)

! T
+g/0 (1+||axxvz(f)||2)/0 19wv(s) | Pdsd.
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Neka je o < % 1z (3.266) dobivamo
t t
I+ [ llow(e)|Pdz <C [ |j6(z)|Pde

t T
+c/ <1+||(9xxv2(r)||2>/ 10wv(s)|2dsdr.
0 0

Konacno, koriStenjem Gronwallove nejednakosti 1 svojstva (3.2) iz (3.267) dobivamo tvrdnju

(3.267)

leme. n
Lema 3.3.5. Postoji C > 0 tako da za sve ¢ €]0, 7| vrijedi
t t

o0+ [ I0@)|Pdz <c [ |l6()|ds. (3268)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (3.242) s o, integriranjem po ]0, 1[, nakon primjene parcijalne

integracije i uvrStavanja rubnih uvjeta (3.245) dobivamo

dx
Uz (3.269)

i
—4ur/0 <u1w2+ua)2a)) dx.

L2 -

ji d co+2cq [1(dw)? co+2cq ! udw e
e O R A s
0 uj L 0

Uvazavanjem svojstva (3.232) dobivamo ocjenu odozdo za integral na lijevoj strani relacije

(3.269)

co+2¢q /1 (d:0)*
L2 Jo wm

Koristeci svojstva (3.232), (3.4), te primjenom Holderove 1 Youngove nejednakosti i Propozicije

dx > G| |0c0(1)]|*. (3.270)

1.1.2 za neki o > 0 Ciju ¢emo vrijednost specificirati naknadno, dobivamo sljedece ocjene za

integrale na desnoj strani relacije (3.269)

/1 U W I
0

dx‘ < Cl|den(t)]] - [u(0)]]- | Qe )]

Uz c (3.271)
< a|do(t)|]* + a|lu(t)|!2 |0 (1) ]2,
1
‘/0 w0 dx| < Cl|lo(r)|)?, (3.272)
1
‘/ uwrodx| < Cllu(t)||-|o(t)|| < Cllu(t)|] - || o (1)]|
0 (3.273)

C
< all2.o(n) >+ lu(o) -

Integriranjem relacije (3.269) po ]0,¢[ za bilo koji t €]0, T'[, uvaZzavanjem ocjena (3.270)—(3.273),

nakon uvrstavanja pocetnih uvjeta (3.244) dobivamo

- t t t

2o +6 [ law@)|Pdr <2a [ ge@|Pde+C [ flo@)]Pdr
0 0 0 (3.274)

C t

+5 [ (1 1@ (2) 1) llu(e) | Pdz.
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Neka je o < % Primjenom ocjene (3.246) u (3.274) dobivamo

lowIP+ [ a0 <C [ o) Pds

; : (3.275)
+cA(1+Wuwﬁwm)AH@w@W¢da
Primjenom ocjene (3.259) i svojstva (3.2) u (3.275) dobivamo
2 ! 2 ! 2 ! 2
Hme-+AH&w@de§CAkuﬂMM+CA\W@mcn. (3.276)
Primjenom Gronwallove nejednakosti iz (3.276) dobivamo (3.268). |
U sljedecem korolaru objedinjene su ocjene (3.246), (3.250), (3.259) i (3.268).
Korolar 3.3.6. Postoji C > 0 tako da za sve t €]0, T [ vrijedi
t
)|+l () = 5 0)2+ O] P+ ()| + [ ([0 ()| + [ 00(2)] ) =
(3.277)

t
<c [ lle)|Pdr.
0

3.3.3. Dokaz teorema o jedinstvenosti

MnoZenjem jednadzbe (3.243) s 6, integriranjem po |0, 1], nakon primjene parcijalne integracije

i uvrStavanja rubnih uvjeta (3.245) dobivamo

(0:0)? 100 0,0
2dt<|| ()H) /0 uy dx = L2/ ujuy *dx

B I_?/l (918xv N 00,v> B (ufl —u§)628xv2> 0 dx
0

L uf uf uf ug
A+2 O O
Ea ( O (Qevi + dva) — (V””>9m: (3.278)
L 0 \ Ui uju

co+2cy (1 d.w
+—°2d/< (9,001 + By0r) — )
L 0 up ujup

1
+4,ur/0 (((Dl +a>2)cou19+a)22u9) dx.

KoriStenjem svojstava (3.232) ocjenjujemo odozdo integral na lijevoj strani od (3.278)

1(0:6)*
L2 u

dx > C3]|0,0(1)||*. (3.279)

Uvazavanjem svojstava (3.2), (3.4), (3.9), (3.232), nakon primjene Holderove i Youngove ne-

jednakosti te Propozicije 1.1.2, za neki o > 0, dobivamo sljedeée ocjene za integrale na desnoj
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strani relacije (3.278)
110,60 0,6
[} 2222 ] < ol -6
0 uju (3.280)

P
uy

[
0 1

u

/1 (u’f — u§)6298xvz
0

PP
uyuy

dx

1
/ @(&vl + dyv2) 0 dx
0 U

< (|

/1 (9xv2)?u0 I
0

upuz

1
/ O (01 + Or )0 dx
0 u

< €11, 0(1)| 1>+ C (1] uxn (1) |2 + || a0 |*) [|6.2) %,

/1 (3xa>z)2_ue dx
0

uyus

1
‘/ (@) + ) 0u; 6 dx
0

1
/ w22u9 dx
0

C
< af|9:6(1)|]* + a“axer(t)Hz' [u(r)] 1%,

19,00,
[ 282 ] < cligato)l- 0} < clRww]F+Clow

< Cl|auva (1)]]-110(1)| 2

< C (149 (0)|?) 110,

< CllQuva (1)]]- [} (1) = u5 ()] - 1O 0]

< Cllawva ()] [l (1) = 5 ()2 +-Cll0 ()],

< C([|uevi ()[4 [ Gexv2 (1)1]) [ 9xv(2) ] - 1[0 (1)

[0 (0)]7 + € (119wcv1 (1) + [ 9cv2 (1) [2) 16 )1,

< Cl[Qeva (1) [lu(@)]] - [|61)]]

< 1|2 0] (|1u(o)] >+ 10 |).

< C(|[dxcr (1)]] + [[dxxr (1)]]) || 0x ()] - [[0(1)]|

< Cl|ducan(1)[* - [lu(r)]] - |61

< € 1)| P (1) +1100)1)

< Cllo@)]] - [lu(n)]] < Clloxeo(@)[|* +Cllu()]]?,

< Cl6@)]| - ||u(r)]| < CI[6(0)] >+ Cllu(2)[*

(3.281)

(3.282)

(3.283)

(3.284)

(3.285)

(3.286)

(3.287)

(3.288)

(3.289)

Integriranjem relacije (3.278) po |0,¢[ za bilo koji ¢ €]0, T, nakon uvaZavanja ocjena (3.279)—

(3.289) i uvrstavanja pocetnog uvjeta (3.244) dobivamo

Cy ! ! C
5\\9(f)\|2+03/) \|3x9(T)H2dT§/O [OﬂHax@(T)Her5H3xx92(f)|!2'HM(T)HZ

+C (/10017 + 120 (2)[12) +C (110 () + [[u(2) |2 + ||} (2) — b (7)) -

(14118 (9] 41802 (2) P+ 1w (D] + [ ucn(0) ) |z

(3.290)
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Neka je a < C3. 1z (3.290) dobivamo
1001+ [ 1301z <c [ [laa @I+
W (D) (1) + ()] + 1 (7) £ ()] |
gdje je
W (r) = 1+ (|9t (1) + [|9xev2 (I +[| w1 ()7 + [ Qux 02 (1) [P + || 0B (1)
zat €)0,T[. Primjenom ocjene (3.277) u (3.291) dobivamo
101+ [ a0 Pz <c [ llo(e) Pas
e [we (le@ii+ [ low)Pas) ds,
Svojstvo (3.2) daje
/OtW(T)dT <C,
paiz (3.293) dobivamo
I+ [ Iae@lPar <c [ w(@llo()|Pas,
Gronwallova nejednakost zajedno s (3.294) daje

t
lowIP+ [ 106 ()|dz <o,

odnosno

6=0 na OQr.

Konac¢no, zbog (3.297) iz (3.277) dobivamo i
u=0, v=0, o=0 na OQr,

¢ime je dokaz Teorema 3.3.1 zavrSen.

(3.291)

(3.292)

(3.293)

(3.294)

(3.295)

(3.296)

(3.297)

(3.298)
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3.4. GLOBALNA EGZISTENCIJA

Dosad smo pokazali da poCetno-rubni problem (2.84)—(2.89) ima generalizirano rjeSenje na ne-
kom dovoljno malom vremenskom intervalu [0, 7p] te da je ono nuzno jedinstveno. U ovom
odjeljku dokazujemo da jedinstveno generalizirano rjesenje postoji i na svakom kona¢nom vre-
menskom intervalu [0, 7], T > 0, odnosno globalno po vremenu. U sljedeem teoremu dan je
formalan iskaz ove tvrdnje. Istaknimo da se pretpostavka o kona¢noj duljini intervala egzisten-

cije pokazuje nuZnom u njegovom dokazu.

Teorem 3.4.1. Neka funkcije pg, vo, @y 1 6y zadovoljavaju uvjete (3.5) i (3.8). Tada za
svaki T > 0 postoji generalizirano rjeSenje (p,v, ®, 6) pocetno-rubnog problema (2.84)—(2.89)

u smislu Definicije 3.1.1 na Qr =|0, 1[x]0, T sa svojstvom
6>0 na Q. (3.299)

Napomenimo da Teorem 3.4.1 vrijedi za sve p > 1, ali u ovom radu dokazujemo samo slucaj
p > 1. Taj je dokaz ve¢ objavljen u [7], a tvrdnju teorema za p = 1 ranije je pokazala Mujakovic¢
u [53].

Ideja i osnovne tehnike dokaza Teorema 3.4.1 potjecu iz [5], dok su neke tehnike svojstvene
za mikropolaran fluid preuzete iz [28, 32, 53], ali se pokazuje da ih je potrebno znacajno pri-
lagoditi novom problemu. Dokaz se bazira na primjeni principa prosirenja (vidjeti [5, 28, 39])
te Teorema o lokalnoj egzistenciji i jedinstvenosti generaliziranog rjeSenja, odnosno Teorema
3.2.1 i Teorema 3.3.1. Naime, pokazuje se da je generalizirano rjeSenje moguce na jedins-
tven nacin prosirivati u vremenskoj domeni dok god vrijedi (3.5) i (3.8). U nastavku detaljnije
opisujemo ovaj postupak.

Neka je T > 0 proizvoljan, ali fiksan. Po Teoremima 3.2.1 1 3.3.1 slijedi da postoji 7o > 0
i jedinstveno generalizirano rjeSenje na vremenskom intervalu [0, 7p]. Ako je Ty > T, dokaz je
zavrSen. Neka je stoga Tp < T. Bududi da funkcije p(-,Tp), v(-,Tp), @(-,Tp) i 6(-,Tp) zadovo-
ljavaju uvjete za pocetne funkcije iz Teorema 3.2.1 1 3.3.1, postoji 77 > 0 1 jedinstveno gene-
ralizirano rjeSenje problema (2.84)—(2.89) na [0, 1] x [Ty, Tp + T1] pri ¢emu su pocetne funkcije

dane s

po(x) =p(x,Tp), wvo(x)=v(x,Tp), @o(x)=ao(x,Ty), 6p(x)=0(x,Tp), (3.300)

za x € [0,1]. Drugim rije¢ima, generalizirano rjeSenje moZemo na jedinstven nacin prosiriti s

intervala [0, Tp] na [0, Ty + T1]-
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Ako je Ty + Ty > T, dokaz je zavrSen, a u suprotnom postupak ponavljamo. Naime, na po-
Cetku k-tog koraka znamo da postoji jedinstveno generalizirano rjeSenje na [O,Zi.:ol T;]. Primi-

jenimo teoreme o lokalnoj egzistenciji 1 jedinstvenosti za pocetno-rubni problem (2.84)—(2.89)
k k—1

(+X7). ww=r(xE7),
i i=0

po(x) =p i )
kil k—1
wy(x) = o <x Z T> , Bx)=16 <x, Ti> :
i=0 i

1
0
te dobijemo 7} > 0 i jedinstveno generalizirano rjeSenje problema na [0, 1] x [Zf;ol T, Y5 T

s pocetnim funkcijama

T;
(3.301)

Generalizirano rjeSenje tada mozemo prosiriti s intervala [0,Y*") 7;] na interval [0,Y%_, T}).
Proces zaustavljamo ako se ispuni uvjet Zi'(:oTi > T za neki k € N i tada je dokaz teorema
zavrsen.
Preostaje razmotriti slucaj kada je
To=) T<T. (3.302)
i=0
U tom slucaju princip proSirenja moZemo primijeniti uz pretpostavku da vrijedi sljedeca propo-

zicija.

Propozicija 3.4.2. Neka je T > 0. Ako je (p,v, ®,0) generalizirano rjeSenje pocetno-rubnog
problema (2.84)—~(2.89) na Q7+ =0, 1[x]0,T’[, za sve T’ €]0, T, takvo da vrijedi 8 > 0 na Qy,

onda je (p, v, ®, ) generalizirano rjeSenje od (2.84)—(2.89) na Qr za koje vrijedi 8 > 0 na Q.

Naime, pretpostavka Propozicije 3.4.2 je ispunjena za T’ = T definiran u (3.302), te stoga
tvrdnja propozicije osigurava postojanje jedinstvenog generaliziranog rjeSenja na zatvorenom
intervalu [0,7y). To zna&i da, sli¢no kao i ranije, funkcije p(-, 7o), v(-, 7o), @(-,To) i 0(-,Tp)
zadovoljavaju uvjete za pocetne funkcije iz Teorema 3.2.11 3.3.1, pa postoji 7; > 01 jedinstveno
generalizirano rjeSenje problema (2.84)—(2.89) na Q, . 7, . Proces prosirivanja se nastavlja dok
se ne dosegne vremenski interval [0, T].

Kako bi dokaz Teorema 3.4.1 bio potpun, moramo jo§ dokazati Propoziciju 3.4.2. Propo-
ziciju dokazujemo u nastavku ovog poglavlja kroz niz lema. Dokaz je podijeljen na nekoliko
dijelova, pri ¢emu je klju¢no dobivanje globalnih apriornih ocjena za generalizirano rjesenje
koje ovise samo o pocetnim podacima i fiksiranoj duljini vremenskog intervala 7 > 0, ali ne i

T
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U nastavku pretpostavljamo da vrijede pretpostavke Propozicije 3.4.2 te s C, Cy, Cy, ... 0z-
naavamo pozitivne konstante koje na razli¢itim mjestima mogu poprimiti razli¢ite vrijednosti

1 koje ovise samo o pocetnim podacima i 7.

3.4.1. Ocjene odozdo za 0 1 p

Kako bismo mogli dobiti globalne apriorne ocjene za generalizirano rjeSenje, najprije moramo
dokazati nekolicinu svojstava funkcija p 1 8, od kojih su najvaznije, ali i najkompleksnije za
dokazati, uniformne ocjene odozdo. Kljuc¢ni koncepti koriSteni u dokazu su generalizirana ener-
getska ocjena i generalizirana Kazhikova reprezentacija gusto¢e mase. Spomenuti koncepti su

bazirani na idejama iz [5, 53], ali su posebno prilagodeni novom modelu.
Generalizirana energetska ocjena

Zapocinjemo s izvodenjem generalizirane energetske ocjene.

Lema 3.4.3 (Generalizirana energetska ocjena). Neka je p > 11 U generalizirana energetska

funkcija dana s

v 0 1
Ux,t)=—=+ji—+RS| = | +cy(0), (3.303)
2 2 p
gdje su
x!=P—p
19(x)—x+ﬁ,x>0 (3.304)
i
y(x)=x—Inx—1 (3.305)

nenegativne konveksne funkcije.

Tada postoji konstanta C > 0 takva da za sve t €0, T vrijedi

A+2up(dw)?  co+2cip(d®)? Kk p(0:H)?
/de+//( L T S PREL | SRS Javar< ¢ (3.306)

Dokaz. MnoZenjem jednadzbi (2.84)-(2.87) s R (—p 2+ pP~2?), v, wi (1—67"), redom, na-
kon integriranja po [0, 1], zbrajanja, primjene parcijalne integracije i uvrStavanja rubnih uvjeta

(2.89) dobivamo

A+2up( xv)
dt / Udx +/ ( 0

2
+ Coizzcdp(ggw) a2 4 X P(O) )dx:O.

(3.307)
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Nakon integriranja jednadzbe (3.307) po [0,z], za neki ¢ €]0, T'[, primjene svojstava (3.5), (3.8),

definicije (3.303), te ¢injenice da su ¥ i ¥ nenegativne, slijedi

2 2
/ de+// </1+2up dv)? +c0+2cdp(8xa)) N K p(3.0) )dxdt
(3.308)

L? 0 L? 06?

2 2 1 1 1
2 0 Po 0

Primijetimo da je generalizirana energetska funkcija (3.303) dobro definirana za p > 1, dok
za p = 1 nije definirana. U tom slucaju se umjesto gornje definicije funkcije ¥, uzima 9 := y.
Kao Sto je ranije spomenuto, dokaz teorema globalne egzistencije te generalizirane energetske

ocjene za p = 1 nalazi se u [53].

Pomoc¢ni rezultati

U ovom odjeljku navodimo nekoliko svojstava funkcija p i 0 koje ¢e se koristiti u dokazu.

Dokaz sljedece leme slican je dokazu odgovarajueg rezultata u [28].

Lema 3.4.4. Neka su o i o, dva pozitivna rjeSenja jednadzbe

w(x) = — (3.309)

¢y
gdje je C konstanta iz relacije (3.300), a y definirana s (3.305). Tada za sve ¢ €]0, T'[ vrijedi
o < /01 0(x,t)dx < o (3.310)
i postoji funkcija a : [0,7] — [0, 1] takva da
o < 0(a(t),r) < . (3.311)

Dokaz. Bududi da je funkcija y definirana s (3.305) neprekidna, konveksna, te je lim,_,o4 Y(x) =
limy—ye0 Y(x) = 4001 y(1) =0, odmah slijedi da jednadzba (3.309) ima to¢no dva pozitivna rje-
Senja. Iz (3.306) zakljuCujemo da za svaki ¢ €]0, T| vrijedi

/1// (x,1) dx<— (3.312)

pa nakon primjene Jensenove nejednakosti dobivamo

ll/(/ol 9(x,t)dx> < CE (3.313)
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Kako je y konveksna funkcija, a o 1 0 rjeSenja jednadzbe (3.309), slijedi (3.310). S druge
strane, buduci da je po Propoziciji 3.1.2 funkcija 6 neprekidna, koriStenjem teorema srednje
vrijednosti moZemo zakljuciti da za svaki ¢t €]0, T [ postoji a(t) € [0, 1] takav da je fol 0(x,t)dx =
0 (a(z),t). [

Dokaz sljedece leme slican je dokazu odgovarajuceg rezultata u [5].

Lema 3.4.5. Zasvet €)0,T| vrijedi

|
/ dx=A, (3.314)
0 p(x,1)
gdje je A konstanta definirana s
|
A :/ dx. (3.315)
0 po(x)

Nadalje, postoji funkcija g : [0,7] — [0, 1] takva da

1
p(g(t)at):Z= IG[O,T]. (3316)

Dokaz. Istaknimo najprije da je po Definiciji 3.1.1 p strogo pozitivna, a po Propoziciji 3.1.4 i

neprekidna. 1z (2.84) slijedi

1 1
A1) ta, a1
t p(x’t) L Xv ( )
Nakon integriranja jednadzbe (3.317) po [0, 1] i uvrStavanja rubnih uvjeta (2.89) dobivamo
I d
at/ Y (3.318)
0 p(x,1)

odakle slijedi (3.314). Primjenom teorema srednje vrijednosti slijedi da je moguce odabrati

funkciju g koja poprima vrijednosti iz segmenta [0, 1] takvu da za svaki ¢ vrijedi

1 L dx
= =A. 3.319
p((0.0) I (1) G319

Buduci da je preslikavanje x — x” konveksno za p > 1, iz Leme 3.4.5 i Jensenove nejedna-

kosti odmabh slijedi tvrdnja sljedeceg korolara.

Korolar 3.4.6. Za funkciju p vrijedi

|
/ dx > AP >0, (3.320)
0 pP(x1)
gdje je A definirano s (3.315).
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Generalizirana Kazhikova reprezentacija

Najvazniji korak u procesu dobivanja traZzenih ocjena za p 1 0 je izvodenje generalizirane Ka-
zhikove reprezentacije koja povezuje te dvije funkcije. Tehnika ovog tipa prvi puta je koriStena
u [5] na modelu klasi¢nog fluida, dok je u [28] primijenjena i u slucaju idealnog mikropolarnog
fluida. Kako bi slican princip dokaza funkcionirao i na modelu realnog mikropolarnog plina,

znacajnije promjene su bile nuzne pa stoga dobivenu reprezentaciju nazivamo generaliziranom.

Lema 3.4.7. Za funkciju p na Qr vrijedi

Py (X)Y () B(x,1)

pr(xn) = ——x : , (3.321)
p
bW /0 Y(7)B(x,7)0(x, 7)dT
gdje su
Y(t) ! exp( PR / 0P (e(1), )0 (1) r)dr) (3.322)
= T D N h AL g ) g ) 7 *
Arpl(g(1)) A+2u Jo
S, )
B = — d 3.323
) =exp (25 [ (o() —v(&az). (3.323)
a konstanta A 1 funkcija g kao u Lemi 3.4.5.
Dokaz. MnoZenjem jednadZbe (2.84) s p~! dobivamo
poyw = —Lo,(Inp). (3.324)
UvrStavanjem izraza (3.324) u jednadzbu (2.85) dobivamo
R A+2
a=—70(p0) - I (np). (3.325)
Integriranjem jednadzbe (3.325) po [0,¢], za bilo koji ¢ €]0, T'[, slijedi
R [ A+2
P} (Z/ pP(x,7) 0(x,7)dT + “LL s lnp(x,t))
0 (3.326)

IVO<)C)—V(X,I)+}L .ua (ln 0( ))

Nadalje, integriranjem dobivene jednadzbe (3.326) po [g(7),x], za bilo koji x € [0, 1], i primje-
nom relacije (3.316) dobivamo

X

* [ortnot ars 2 () = /g | 0E) (&)
(3.327)

A+2u  po(x) / A+2u
+ 1 + = P(g ,T)dT — InA.
L polg®) P (8(0),7) L
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MnoZenjem s 1 primjenom eksponencijalne funkcije, relaciju (3.327) moZemo zapisati na

pL
A+2u
ekvivalentan nacin kao

/ "o (e, 10, r)dr) — P2 ()Y (1)B(x,1). (3.328)

p
prienexs (20 |

MnoZenjem (3.328) s 0 (x,t) dobivamo

/1+2

R ! R
o [exp(lizu/o p”(x,’c)e(x,’c)d‘cﬂ = )Lf_zupg(x)Y(t)B(x,t)G(x,t), (3.329)

odakle integriranjem po [0,¢] slijedi

ke )
Xp()t+2u A p?(x,7)0(x,7)dT

(3.330)
PEpb) [ Y(©B( D)0 Dt
X X .
)L 4 2‘Ll p() ) )
Konacno, relaciju (3.321) dobivamo uvrStavanjem izraza (3.330) u (3.328). [ |

U nastavku dokazujemo nekoliko svojstava funkcija B 1Y iz prethodne leme.

Lema 3.4.8. Neka je B funkcija definirana relacijom (3.323). Tada postoji konstanta C > 0

takva da vrijedi

é < B(x,t) <C. (3.331)
Nadalje, za d,B vrijedi
2B(x,1) = =X (vo(x) — v(x.1))B(x.1) (3332)
\B(x, A2 vo(x) —v(x, X,1). .

Dokaz. Generalizirana energetska ocjena (3.306) i Holderova nejednakost daju da vrijedi

| v(&r)di' <|vl<c. (3.333)
g(t)

Iz (3.323), (3.333), (3.5) i (3.8) dobivamo (3.331), dok relacija (3.332) slijedi direktno iz
(3.323).

|
Radi jednostavnosti zapisa uvodimo sljedecu notaciju
mp(t) = min p(x,t), My(t) = max p(x,t),
x€[0,1] x€[0,1]
(3.334)

t) = O(x,t Mpg(t) = O(x,t).
mg (1) xrerfénl] (x,1), Mpy(t) xren[gﬁ] (x,1)
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Lema 3.4.9. Neka je funkcija Y definirana s (3.322). Tada postoji konstanta C > 0 takva da

vrijedi

<Y()<C. (3.335)

Dokaz. Relaciju (3.321) moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku kao

Y(f) o 1 PR t B(x, T) .
pr(x1) pd (x)B(x,1) i A —|—2;,L/0 Y(7) B(x,1) 6 (x,7)d7. (3.336)

Zbog (3.8)—(3.6) 1 (3.331) postoji C > 0 takav da vrijedi

1! 1
— < —dx <C(C. .
< /O T (x,t)dx <C (3.337)

Nakon integriranja relacije (3.336) po [0, 1] i primjene (3.337), (3.320), (3.331) i (3.310) dobi-

vamo
t 1 t
ApY(t)§C+C/ Y(r)/ 9(x,r)dxdr§C+C/ Y (t)dx. (3.338)
0 0 0

Gronwallova nejednakost primijenjena na (3.338) daje Y (r) < C.
Integriranjem relacije (3.336) po [0, 1] te primjenom (3.337), (3.320), (3.331) i (3.310) do-

Y(t) > c</01 pp(lx’odx)l <1—|—/(:Y(T)/01 o(x, T)dxdf)
-1

ZC(/olpP(lx,t)dx) <1+C/0tY(r)d7:>.

Iz definicije funkcije Y (3.322) odmah slijedi da je Y (¢) > 0, V¢ €]0, T, pa stoga koristenjem

bivamo

(3.339)

(3.339) moZemo zakljuciti da vrijedi

1 1 -1
Y(r zc( / —dx) . (3.340)
() 0 Pp(x»t)
1z (3.334) 1 (3.314) dobivamo
S | 1 | A
/ dx < —— / dx<—2 (3.341)
0 pP(x,r) mb (1) Jo p(x,1) mbh (1)
Konacno, ocjena odozdo u (3.335) slijedi iz (3.340) 1 (3.341). |

Uniformne ocjene odozdo za 6 i p

Koriste¢i Kazhikovu reprezentaciju izvedenu u prethodnom odjeljku, sada dokazujemo da su 6
i p odozdo uniformno ograni¢ene nekom pozitivnom konstantom.

Prvo izvodimo pomo¢nu ocjenu odozdo za m, i uniformnu ocjenu odozgo za M,.
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Lema 3.4.10. Postoji pozitivna konstanta C takva da vrijedi

C
mp(t) > - : (3.342)
| +/ Mg (T)dT
0
pri Cemu su mp i Mg definirani u (3.334).
Dokaz. 1z (3.321), (3.331), (3.335), (3.6) i (3.8) slijedi
cmi (¢
pP(x,1) > £ ®) : (3.343)
1+ | Mp(t)dt
0
za svaki t. 1z (3.343), po definiciji m, danoj u (3.334) dobivamo da vrijedi
cmb (¢
mp(1) > z ©_ (3.344)
1 +/ My(t)dt
0
Budu¢i da je p pozitivna po (3.1), odnosno vrijedi my (t) > 0, za sve t, iz (3.344) slijedi (3.342).
|
Lema 3.4.11. Postoji pozitivna konstanta C takva da vrijedi
Mpy(1) <C, (3.345)
gdje je My definirano u (3.334).
Dokaz. 1z (3.321), (3.331), (3.335), (3.6) 1 (3.8) te pozitivnosti funkcija p i O dobivamo
C
PP (x,t) < - <C. (3.346)
1+C / b~ (t)mo (T)d7
0
|
U sljedecoj lemi iskazano je vazno svojstvo funkcije Mg, a dokaz je preuzet iz [5].
Lema 3.4.12. Za svaki o > 0 vrijedi
Mg (1) < ai(t) +Ca(1+2(1)), (3.347)
gdje je My definirano u (3.334),
1 t
) = / p(6,1)(2:0(x,1))2dx, (1) = / (1), (3.348)
0 0

a Cy je konstanta koja ovisi samo o ¢, T i poCetnim podacima.
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Dokaz. Neka je @ definirana formulom
1
®(x,1) = 6/(x,1) — / 0(E,1)dE, (x,1) € Or. (3.349)
0
Navedimo nekoliko svojstava funkcije . 1z (3.349) je odmabh slijedi

0P (x,t) = 0 0(x,t), YVt QOr (3.350)

/01 ®(x,1)dx =0, Vi€lo,T], (3.351)
pa teorem srednje vrijednosti implicira postojanje funkcije x; : [0,7] — [0, 1] takve da vrijedi
®(x1(t),1) =0, Vrel0,T]. (3.352)

Nadalje, primjenom ocjene (3.306) dobivamo
/ B(E,1)|dE < / 6(& |+’/ dg' dg_z/ E<C,  (3353)

16(x,1)|> < |<1>xt |+‘/ ) < (|@(x,1)|+C)* < |®(x,0)]>+C.  (3.354)

Koristeci svojstva (3.350), (3.352)—(3.353), Cauchy-Schwarzovu nejednakost i (3.334) dobi-

vamo sljedec¢u ocjenu za ¢

wenfi= [ o (1@(En)ae =3 [ 0(E.0)] (. 0sien(@(E.0)dE
|<I> | 1(0) | (3.355)
—z( 5/ 1) (9 ®(&.1) dg) <1(r)>’
odnosno nakon potenciranja obje strane s % 1 primjene ocjene (3.342)
@) < C<J1 (1+/ Mo(t dr>>3. (3.356)

Iz (3.354) i (3.356), nakon primjene Holderove, Youngove (s parametrima g = % ig =3)i
Jensenove nejednakosti, za proizvoljan o > 0, slijedi

62 (x, t)<C+C<J1 <1+/M9 dr))

gc(ljuoeJl(z)JrE (1+/0 M%}(r)dr)).

Uzimanjem maksimuma po x € [0,1] u (3.357) te uvrStavanjem oznaka definiranih u (3.334),

(3.357)

dobivamo

C c [
2 2
Mg(t)<C (1 + oy (t) + _oc2) +oa /0 Mg(t)dr, (3.358)
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odakle primjenom Gronwallove nejednakosti slijedi

C c [ C e

2 Jz —=ds

Mj(t) §C<1+ocjl(t)+—a2> +—a2/0 (1+a]1(t)+—a2>e a2dT (3.359)
iz Cega, nakon sredivanja 1 uvazavanja definicije za J,, slijedi tvrdnja leme. |

Koristeci prethodne leme sada mozemo dokazati da su 6 i p uniformno ogranic¢ene odozdo.
Lema 3.4.13. Postoji konstanta C > 0 takva da za sve t €]|0, T'[ vrijedi
mg > C, (3.360)
gdje je mg definirana u (3.334).

Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (2.87) s (—8~2) dobivamo

p 2
O (%) K8x (pax (%)) +§p_a)¢\/_2_1(p(ax9)

- 2 L 6 12 93
1 }L +2 C —’—20 wz
92 [ I o0+ (o) +4urF] (3.361)

K 1 R pPowv
<= _ = .
<% (pax<e>) t1L o

Primijetimo da vrijedi

R pPoyv 3Rp? p ( V3RO pP~'9wy\/3A —|—2[J>2

L 6  432+2n) 62\23%+2u V3L 3362
_p (PP owy/3A +2u 2 - 3R*p .
02 V3L ~ 4831 +2u)’
Nakon uvaZavanja ocjene (3.362) iz (3.361) slijedi
1 K 1 3R%p
— <= — —_— 3.363
a(g) < 759 (p2:(5)) + aaramm 3363

MnoZenjem relacije (3.363) s (s6'~*), za neki s > 2, te integriranjem po [0, 1] dobivamo

sl <£/la< ? <1)> i [ B Gas
cvdf 6 L5(0,1) L2 )y pox 0 os—1 4341 +2u) Jo 651" .

Nakon primjene parcijalne integracije u prvom ¢lanu na desnoj strani relacije (3.364) i uvrsta-

vanja rubnih uvjeta (2.89) dobivamo da vrijedi

£ ()= o) o
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Raspis derivacije na lijevoj te primjena Holderove nejednakosti i (3.365) na desnoj strani od
(3.364) daju

s—1

L[t a1 3R? 1
S || = —I|= < ——— 1P llsc0.1 ‘— . (3.366)
1101 0.0y dt 1101101y ~ 4834 +2u) Ol 1le L5(0,1)
Nakon sredivanja i integriranja relacije (3.366) po [0,¢], za neki ¢t €]0, T [ dobivamo
Hl ' Ll [ p(@)uonds (3:367)
9 LS(O,I) - 9() LS(O,I) 4CV(3A4 +2,LL) 0 LS(O’I) ’ ’
Pustanjem limesa kad s — oo slijedi da je
1 1 3 i
1 || L +—/ |10 d7. 3.368
| [ ey LTS (3.368
Uvazavanjem definicije za mg (3.334) te ocjene (3.345) u (3.368) dobivamo da vrijedi
! <C (3.369)
me(t) ~ '
Sto daje tvrdnju leme. [ |
Lema 3.4.14. Postoji konstanta C > 0 takva da za sve r €]0, T vrijedi
mp > C, (3.370)
gdje je mp definirana u (3.334).
Dokaz. Neka je a funkcija iz Leme 3.4.4. Holderova nejednakost daje sljedecu ocjenu
x 0 9(5 t)
Vo0 — /(a1 = / ¢ d&‘
)24/6
! (3.371)

Lp(E,0)(0:0(&,1))? 1 2
1L /P(é )(25 (§,1)) d&-/ 9(€,t)d§ '
2\ /o 6%(G,1) 0 P(S,1)
KoriStenjem notacije uvedene u (3.334) te primjenom svojstava (3.310) i (3.311), iz (3.371)

dobivamo

Voten) < va+ Y= (/ pEs ‘9*59 )i dé)z. (3372)

Nakon kvadriranja i primjene Youngove nejednakosti u (3.372) slijedi

2
0(x,1) < ( /p ezgt 5:1)) d&). (3.373)
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Primjenom ocjene (3.373) u nejednakosti (3.342) dobivamo
i 1 1p(§,7)(9:6(,7))

<C H—/ 1+ / déc |d
0( @ b e )"

f1 1p(E,1)(9:0(E,7))
=C 1+/0 mp(r)/o 62(&,7) dédr].

Konacno, Gronwallova nejednakost primijenjena na (3.374), zajedno s generaliziranom ener-

1
mp (1)

(3.374)

getskom ocjenom (3.306) daje tvrdnju leme. [ |

3.4.2. Globalne apriorne ocjene za derivacije i dokaz Propozicije 3.4.2

U ovom odjeljku koriStenjem energetske metode izvodimo niz globalnih apriornih ocjena za

derivacije funkcija p, v, ® i 6. Neka je funkcija ¥ definirana s

2 2
W= %+j1%+cv9. (3.375)

U sljedecoj lemi izvodimo ocjenu za W koja je klju¢ za dobivanje ocjena za 0 i njezine deriva-

cije. Dokaz je inspiriran dokazom sli¢ne tvrdnje u [28].

Lema 3.4.15. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T [ vrijedi
1
/ Pdx+J, <C, (3.376)
0
gdje je J definiran u (3.348), a funkcija W je dana s (3.375).

Dokaz. Zbrajanjem jednadzbi (2.85)—(2.87) pomnoZenih s v, @¥ i ¥, redom, integriranjem

po [0, 1], primjenom parcijalne integracije i uvr§tavanjem rubnih uvjeta (2.89) dobivamo

R A2 co+2¢
2dt/w2 /{—prev— L2“pvaxv_%pwaxw

1[7L+2u

- ﬁpaxe} O Wdx = — / PO+ Eppev (3.377)

0

K A42u
J’)pwaw+(L2 12

<C0+2Cd A-I-ZI.L

e & cv> PO 9} 0, Wdx.

Youngova nejednakost zatim daje da vrijedi

o \Pd+ / (0.9)2dx+ ( 75 - PO Wdx

(3.378)
<Ca / p(ax‘P)zdx—kEl / [pzp—lezv%pwz(axw)z} dx
0 0
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odnosno
55/0 ¥ dx+< 2 —COC>/O p(o:¥) dX+<§ —a )/ 0,00, ¥dx
< g ! 2]7—192 2 2 2
= p v+ p ()" | dx,
@ Jo
(3.379)
gdje je a > 0 bilo koji. Ako odaberemo parametar o tako da vrijedi
. [A+2u K }
< 3.380
* mm{ CiI2 '3Cic 2 (3.380)

Algebarska nejednakost (1.33) vrijedi za A} = 222“, A, =Cia, A3 = ﬁ, ay = voy, ay =

J10d,® i az = ¢,0:0. Uz oznake
D) =A3—-3A,>0,
(A1 —2A, +A3)2

Dy =24, + A, >0, (3.381)
1 (A] — 242+ A3)?
D Al —A))?
3724, (( 1—A2)"+ 2 >0,

primjenom (1.33) na lijevoj strani od (3.379) i (3.345) na desnoj dobivamo

M / Wt / [D12(0.6)2 — D (3y)? — D3 02 (9,0)?] dx

(3.382)
<c / [szz—ka)z(&xa))z}dx.
0
Sada iz (3.382) i ocjene (3.345) slijedi
d Il 1 1
o / Wl / p(9:6)%dx < C» / (672 +12(00)2 + 0*(9,)?] dx. (3.383)
0 0 0

MnoZenjem jednadzbe (2.85) s v3, integriranjem po [0, 1], primjenom parcijalne integracije
1 rubnih uvjeta (2.89) dobivamo

1d
4dt Jo

7L+u

1 1
vidx+3 / PV (d) dx = / p? 6V vdx. (3.384)

Nadalje, primjenom Youngove nejednakosti na desnoj strani nejednakosti (3.384) slijedi

3R

T ppevzaxvdx— —/ p2v8xv) (pp 26v> dx

<c /O B0+ %p

gdje je B > 0 proizvoljan. Uvazavanjem ocjene (3.385) u (3.384) dobivamo

(3.385)
2p-1g2,2

dx,

1d [! A+2
—— v4dx+(3 i “—03[3)/ PV (0pv)2dx < = /pzl’ 1922 dx. (3.386)
4 dt Jo 12
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Ako uzmemo

7L +2u
3.387
B <35 (3.387)
nakon primjena ocjena (3.345) i (3.370) na (3.386) slijedi da je
s / Vdx + / 9o 2dx < C / 622 dx (3.388)

MnoZenjem jednadzbe (2.86) s @, integriranjem po [0, 1], primjenom parcijalne integracije

te uvrStavanjem rubnih uvjeta (2.89) dobivamo

d (! co+2cy (1 1 p*
i’ G | otdx 3t /0 p @ (9.0)2dx < 4y, /0 @ (3.389)

iz Cega, nakon uvazavanja ocjena (3.345) i (3.370), slijedi

gy / 4dx—l—/ (Do 2dx<C/ w'd (3.390)
Nakon mnoZenja relacija (3.388) 1 (3.390) s C, te zbrajanja dobivenih nejednakosti s (3.383)
dobivamo
d Y2 4 4 b oo 4
—/ (‘P +V' 4w )dx+J1(t) SC/ (0°v" + @")dx, (3.391)
dt Jo 0

gdje je Jj definiran u (3.348). Nejednakosti (3.347) 1 (3.306) primijenjene na desnoj strani od
(3.391) daju

d [} 1
5/0 (2 +v* + 0")dx+ 1 (1) §C4n11(t)+Cn(1+Jz(t)+/0 co4dx>, (3.392)

gdje je 1 > 0 proizvoljan, a Cy ovisi 0 . Ako uzmemo 71 < C%l’ koristenjem definicije (3.348)
iz (3.392) slijedi

d ! 1
EV (‘I’2+v4—|—(o4)dx+J2} §C<1+J2+/ a)4dx). (3.393)
0 0

Konacno, diferencijalna verzija Gronwallove nejednakosti (Propozicija 1.3.5) primijenjena na

(3.393) daje (3.376). |
Iz prethodne leme lako slijedi sljedeci rezultat.
Korolar 3.4.16. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €]0, T[ vrijedi
1Mo||12(0,r) < C, (3.394)
gdje je My definirano u (3.334).
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Dokaz. Integriranjem nejednakosti (3.347) za oo = 1 po |0, T i primjenom ocjene (3.376) do-

bivamo

T T T
/Mg(z)dtg/ (Jl(t)+C1(1+J2(t)))dt§J2(T)+C/ Cidt <C. (3.395)
0 0 0

[ |

U nastavku izvodimo ocjene za derivacije funkcija p, v, @ i 8. Zapocinjemo s ocjenom za 6

bududi da ona lako slijedi iz prethodnih lema, a koristi se u izvodima preostalih traZenih ocjena.
Lema 3.4.17. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €|0, 7| vrijedi
t
l6@IP+ [ ()P <c. (3396)

Dokaz. 1z (3.375) i (3.376) slijedi
1

/ 0%dx < Cy. (3.397)
0

Koristenjem oznaka uvedenih u (3.348) i (3.334), te ocjena (3.376) i (3.370) dobivamo
t t 1 t 1
/ 110,:6(7)|2dT < Cmy (1) / / (0:6)%dxdt < C / / p(2.0)%dxdt <C.  (3.398)
0 0 Jo 0 Jo

1z (3.397) 1 (3.398) slijedi (3.396). |

Ocjene za prostornu derivaciju od p
Lema 3.4.18. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, 7| vrijedi
ldp(1)|] < C. (3.399)

Dokaz. Parcijalna derivacija po prostornoj varijabli x generalizirane Kazhikove reprezentacije

za p koja je dana s (3.321) glasi

ppplaxp:pP(P_p_M[ax(pp)Jr PR /t(g09+8 0)YBdrt (3.400)
YB 0 A+2u Jo * ’

pri cemu smo koristili 1 relaciju (3.332) te oznaku

pL

(vo(x) —v(x,1)). (3.401)

Kvadriranjem definicijskog izraza (3.401) za funkciju ¢, primjenom Youngove nejednakosti na
dobiveni izraz, integriranjem po [0, 1], primjenom pretpostavke (3.5) i generalizirane energetske

ocjene (3.306) dobivamo da za ¢ vrijedi
le@)II> <C+|v@)]*) <C. (3.402)
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Uzimanjem u obzir oznaka definiranih u (3.334), ocjene (3.345), (3.370), (3.331) i (3.335)
primijenjene na (3.400) daju

t
20l < gl +1anlp; M)+ [ (lol0+ 12:6] ds). (3.403)

Kvadriranjem relacije (3.403), te nakon primjene Youngove i Jensenove nejednakosti, integri-

ranja po [0, 1] i koristenja oznaka (3.334) dobivamo
axpO
2ol (ool + [ o e [ oeiimieis
0

+ [ 120(e)]Par).

Konacno, nakon primjene ocjena (3.6), (3.402), (3.394) i (3.396) na desnoj strani nejednakosti
(3.404) slijedi (3.399). [ |

(3.404)

Ocjene za prostorne derivacije od v

Lema 3.4.19. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T vrijedi
t
WO+ [ 11wl Pae < c. (3.405)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (2.85) s v, integriranjem dobivenog izraza po [0, 1], te nakon

primjene parcijalne integracije 1 uvrStavanja rubnih uvjeta (2.89) dobivamo

2 7L+2/,L

1
5 dt(H( / p(dv)?dx = — / PP 00, vdx. (3.406)

Ako uzmemo u obzir oznake (3.334), koriStenjem ocjena (3.370) i (3.345), te Youngove nejed-

nakosti, za bilo koji a > 0, iz (3.406) slijedi
L(IM0IR) + [ @urar<c (alidolP+ Liol?) (3.407)
Neka je o < (%1 Tada iz (3.407) dobivamo
a Z(IMOIP) + llaw o> < cllel. (3.408)

Integriranjem relacije (3.408) po [0,¢], za bilo koji ¢ €]0,T[, te uvazavanjem oznaka (3.334),

dobivamo
t
O+ [ 10w |Pds < [vol P+ ClIMo(7) 2 0 (3.409)

Tvrdnja leme slijedi nakon primjene ocjene (3.394) 1 pretpostavke (3.5) u (3.409). |
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Lema 3.4.20. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €|0, 7| vrijedi
1
||8xv(t)||2+/0 ||duv(T)||2dT < C. (3.410)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (2.85) s d,,v, integriranjem dobivenog izraza po [0, 1] te primje-

nom parcijalne integracije i uvrStavanjem rubnih uvjeta (2.89) dobivamo
1d A+2u 1 Rp [V
(o)) + 255 [ p(@wdx ==L [ pr~1oup 03,

2dt L2
R [! A+2 1
+—/ p?0,0 - Iy vdx — +2 H / OxP - Oyv - Oxyvdx.
L Jo L 0

Integral na lijevoj strani jednakosti (3.411) ocjenjujemo odozgo koristeéi ocjenu (3.370), pri

(3.411)

¢emu uzimamo u obzir oznaku (3.334), i dobivamo
A+2u 1
L /0 p(Buev)2dx > C||Buev(t)| 2. (3.412)

KoriStenjem oznaka (3.334), ocjena (3.345) 1 (3.399), Holderove 1 Youngove nejednakosti te
nejednakosti (1.10), zaneki 0 < o < 1, ocjenjujemo integrale na desnoj strani jednakosti (3.411)
na sljedeci nacin

Rp [V
Tp/o PP~ 10up - 00uvdx| < CMg(1)[|0:p (1)]| - ||y ()|

c (3.413)
< O‘Haxxv(t)|’2+aM§(t)a
1
‘5/ PP 0 - dyvdx| < C|0xO(1)|| - || dexv(2)]]
L Jo : (3.414)
< Ot\|9xxV(f)||2+a||3x9(t)H2,
A+2u 1 1 3
2 Oxp - v - Ivdx| < Cl|dp (2)]] - [| 0w (t)]]2 - [|duav (1) ]
0 c (3.415)
< al[deev(1)|]* + gHaxV(t)Hz-
Primjenom dobivenih ocjena (3.412)—(3.415) na (3.411) dobivamo
d
2 (19 0)I?) +1wev(1)
(3.416)

C
<Cratl|9uv(t)| P+ 3 (M5 (1) +[10:0(0)[ P+ [|9v(0)I)
Neka je a < Cil Tada integriranjem relacije (3.416) po [0,z], za bilo koji 7 €]0, T'|, dobivamo
2, [ 2 2
[9xv (1) +/0 |10xv(7)[[7dT < ||dvol|
t
¢ (1Mol + [ 100+ 1202 ) )

Tvrdnja leme slijedi nakon primjene pretpostavke (3.5) i ocjena (3.394), (3.396), (3.405) na
(3.417). [ |

(3.417)
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Ocjene za prostorne derivacije od @

Dokazi sljedece dvije leme preuzeti su iz [53] buduci da jednadZba (2.86) ne ovisi o eksponentu

tlaka p.
Lema 3.4.21. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T vrijedi
t
o0+ [ a0(@)|Pdr <c. (3.418)

Dokaz. MnozZenjem jednadzbe (2.86) s @ te integriranjem dobivenog izraza po [0, 1], primjene

parcijalne integracije i uvazavanja rubnih uvjeta (2.89) dobivamo

d +2 1 2
ledt(\l R COLZCd/ p(9,0) dx — 4ur/ e (3.419)

Uzimajuci u obzir oznake (3.334), koristeci ocjenu (3.370) dobivamo
t
lo@IF+ [ 10| <0. (3.420)
0

Integriranjem relacije (3.420) po [0,z], za bilo koji  €]0, T, i uvazavanjem pretpostavke (3.5)

slijedi tvrdnja leme. [

Lema 3.4.22. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T vrijedi
t
|yaxw(z)|yz+/o 1900(7)| 2T < C. (3.421)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (2.86) s dym, te nakon integriranja po [0, 1], primjene parcijalne

integracije i primjene rubnih uvjeta (2.89) dobivamo

d
54 (a0l?) + 5 [ p(aue)’

1
—M/ 8xp8xw8xxwdx+4u,/ @ ) X
L> Jo 0 p

(3.422)

Integral na lijevoj strani relacije (3.422) ocjenjujemo odozdo koriStenjem ocjene (3.370) pri
¢emu uzimamo u obzir oznake uvedene u (3.334) i dobivamo

C()—l-cd

/ P(9u)’dx > Cllou 0| (3.423)

Integrale na desnoj strani relacije (3.422) ocjenjujemo primjenom Hg"lderove i Youngove ne-
jednakosti, relacije (1.10), ocjena (3.370) 1 (3.399) te oznaka uvedenih u 3.334, zaneki 0 < o <
1, kako bismo dobili

1 C
0

1
‘/ @ ) OdX
0o p

C
< Cllo||l[dw0l| §a||axxw||2+a||w||2~ (3.425)
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Primjenom ocjena (3.423)—(3.425) na (3.422) dobivamo
d 2 2 2 G 2 2 3.426
= ([1:0I1*) + l|owo|? < Cral|duol* + 5 (/o] +|la.|P). (3.426)
Zaa< Cll, nakon integriranja nejednakosti (3.426) po [0,7], za t €]0, T, dobivamo
t t
]|8xw||2+/0 |0 0])?dT < |yaxw0|12+c/0 (o] +|0xw|?) dx. (3.427)

Konacno, iz (3.418) i pretpostavke (3.5) slijedi tvrdnja leme. [

Ocjene za prostorne derivacije od 0
Lema 3.4.23. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T vrijedi
t
126012+ [ 126(x)|Pdz <C. (3.428)

Dokaz. Mnozenjem jednadZzbe (2.87) s dy 0, nakon integriranja po [0, 1], primjene parcijalne

integracije i rubnih uvjeta (2.89) dobivamo

Cy d 2 K 1 2 _ K 1
EE <||ax9(l)|| >+E/O p(&xxe) dx = _ﬁ/o axp.axgaxxgdx
R [! u /1
+—/ PP 00 - 0y Odx — 7L+2 I«l/ p(axv)zgxxedx (3.429)
L Jo L 0
1 1 2
B / P (3:0)200dx + 441, / & 9.0dx.
L 0 0o p

Integral na lijevoj strani u (3.429) ocjenjujemo koriStenjem (3.370) pri ¢emu u obzir uzimamo

oznake (3.334) i dobivamo

 rl

N /O p(9u0)2dx > C||9u0(1)] | (3.430)
Uzimajuéi u obzir oznake (3.334), ocjene (3.345), (3.399), (3.410), (3.418), (3.421), (3.370),
Holderovu i Youngovu nejednakost te (1.10), za neki O < o < 1, dobivamo sljedeée ocjene za

integrale na desnoj strani relacije (3.429)

1
/0 0P - 3:09y,0dlx| < C||9p (1)]| - |10:8(1)]|21|0::01(1)]|2

. (3.431)
< at|[0::0(1)||* + $H8x9(t)l\2,

C
< CMp (1)|[0wv(1)]|- |00 (1)]| < |06 (2) ][> + «

1
/ PPOO, - I Odx M2(1),  (3.432)
0

1
/O P(0:v)* 9 0dx| < C|| v (1) |0 (1)]] - 1020 (1)

) (3.433)
< @)l 0(1)|P+ | eer(r)
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1
/ P (0:0)* 00 0dx| < C||9(1)||-[|8x(1)]| - || 0B (1)
0 . (3.434)
< af| 96 (1)]]* + aHaxxw(t)Hz,
lw—239d<C(9 : 1100()]| < al|0u8(1)][2+ £ 3.435
) p Oubdx = 19k ()] [[o(@)]]- |08 (1)]] < ot [ O (1)[["+ (3.435)
Primjenom dobivenih ocjena na (3.429) slijedi
d
= (119:0()17) + 1106 ()]> < Cred]|98(1)|
at (3.436)
G4 020) 11100 () |2+ 19y (1) 2+ |90 (1)
5 (14 M5(0) +110:0 (1) + 100 (0)| P+ [|dser()] ).
Zao < Cil, nakon integriranja relacije (3.436) po [0,7], za r €]0,T|, dobivamo
t
|I3x9(t)||2+/ 19::6/(7)|*d < ||9:60|* +C||Ma||72(0.1)
0 (3.437)

t
+€ [ (141126 (0)]P +1103(0)| P+ |0w02(x) ) d.

Tvrdnja leme slijedi iz (3.437) nakon uvazavanja pretpostavke (3.5), (3.394), (3.396), (3.410) i
(3.421). [ |

Ocjene za vremenske derivacije

Lema 3.4.24. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T vrijedi
t
[ lap@Rar<c. (3.438)
0
Dokaz. Kvadriranjem jednadzbe (2.84) i integriranjem dobivenog izraza po [0, 1] dobivamo
21ty 2
P =73 [ p*(aw) . (3.439)

Ocjene (3.345) 1 (3.410), pri ¢emu uzimamo u obzir (3.334), primijenjene na (3.439) daju
(3.438). |

Lema 3.4.25. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T [ vrijedi
t
/ 19v(2)[|*dT < C. (3.440)
0

Dokaz. Kvadriranjem jednadZbe (2.85), integriranjem dobivenog izraza po [0, 1] te nakon pri-

mjene Youngove nejednakosti dobivamo
1
1avIP <C [ (PP 2(0ip)0% + 9 (0:6) + (0P () 4 p*(9av)?) . (B44D)
0
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Uzimajuci u obzir oznake (3.334), ocjena (3.345), (3.399) i (3.428) te nejednakosti (1.11) na
(3.441) dobivamo

18 (1) < C(||3xp(t)\|2M3(t) +110:0(1)17 + [19xp (1) 17| Qe (1) [|* + |!3xxV(t)H2>

< C(14+M3(1) +19v ()] ).

(3.442)
Nakon integriranja relacije (3.442) po [0,¢], za t €]0,T| te primjene ocjena (3.394) i (3.410)
dobivamo (3.440). [ |

Dokaz sljedece leme preuzet je iz [53] bududéi da jednadzba (2.86) ne ovisi o eksponentu

tlaka p.
Lema 3.4.26. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T vrijedi

/ 0w (7)||*dT < C. (3.443)

Dokaz. Kvadriranjem jednadzbe (2.86), integriranjem dobivenog izraza po [0, 1] te nakon pri-

mjene Youngove nejednakosti dobivamo
2
o ()| < C / < 20,0 + p2(due)? + %) dx. (3.444)

Uzimajuéi u obzir oznake (3.334), ocjena (3.345), (3.370), (3.399) i (3.418) te nejednakosti
(1.11) na (3.444) dobivamo

o) < C(110ep Pl wol? +[wal P+ [[0]?) < C(1+[[duol?).  (445)

Nakon integriranja relacije (3.445) po [0,2], za ¢t €]0,T[ te primjene ocjene (3.421) dobivamo
(3.443). |

Lema 3.4.27. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T vrijedi
/ 10,6(7)|[*dT < C. (3.446)

Dokaz. Kvadriranjem jednadZzbe (2.87), integriranjem dobivenog izraza po [0, 1] i primjenom

Youngove nejednakosti dobivamo

l9:6(1)I]> <C / ( + (@) + p?P 62(d,v)?
(3.447)

4
+p2(00)* + p2 (%) + %)dx.
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Uzimanjem u obzir oznaka uvedenih u (3.334), primjenom ocjena (3.345), (3.370), (3.399),
(3.410), (3.418) 1 (3.421) te nejednakosti (1.9)—(1.10) ocjenjujemo desnu stranu od (3.447)
odozgo 1 dobivamo
10:0(1)112 <C(110w0(1) |10 (1)|> +110:8(1)|[>+ M3 ()] |22 1)
+ 19 () [[P]190v(D) | + |90 (1) [P 3:0(1) | + [| @ (1) [P ||0(1)||?) - (3:448)
<C (1 M3(0) + 1106v(1) P+ [|00@(1) |+ 1120 ()] ).
Nakon integriranja (3.448) po [0,t], za t €]0, T, te primjene ocjena (3.394), (3.410), (3.421) i
(3.428) slijedi tvrdnja leme. |

Konacno, na temelju prethodnih ocjena moZemo dokazati tvrdnju Propozicije 3.4.2.

Dokaz Propozicije 3.4.2. Neka vrijede pretpostavke propozicije. Tada zaklju¢ujemo sljedece:

1z (3.334), (3.345) i Lema 3.4.18 1 3.4.24 slijedi

p €L”(0,T;H'(0,1))NH(0r). (3.449)

Leme 3.4.19, 3.4.20 1 3.4.25 daju

ve L=(0,T;H'(0,1))nH' (Qr)NL*(0,T;H?*(0,1)) (3.450)

Tvrdnje Lema 3.4.21, 3.4.22 1 3.4.26 impliciraju da vrijedi

e L=(0,T;H'(0,1)) NH' (Qr) NL*(0,T;H?(0,1)). (3.451)

Iz Lema 3.4.17, 3.4.23 1 3.4.27 sljjedi

6 c L=(0,T;H'(0,1))NH(Qr)NL*(0,T;H*(0,1)). (3.452)

Koristeci (3.334), iz Lema 3.4.13 1 3.4.14 dobiva se da vrijedi
infp >0 (3.453)
Or

i(3.299).

Ovime je pokazano da je (p, v, ®, 0) iz pretpostavke propozicije generalizirano rjeSenje pocetno-

problema (2.84)—(2.89) na Q7 Cime je dokaz zavrSen. |
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4. EGZISTENCIJA 1 JEDINSTVENOST

GENERALIZIRANOG RJESENJA ZA
JEDNODIMENZIONALNI MODEL
REAKTIVNOG MIKROPOLARNOG

REALNOG PLINA

U ovom poglavlju istraZzujemo egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja za jednodimenzionalni mo-
del toka i termalne eksplozije reaktivnog mikropolarnog realnog plina koji u odnosu na osnovni
model toka mikropolarnog fluida obradenog u Poglavlju 3 ima dodatnu zavisnu varijablu z
koja predstavlja udio neizgorenog goriva. Buduci da se prve tri jednadZbe modela (2.125)-
(2.127) podudaraju s prve tri jednadzbe (2.84)—(2.86) osnovnog modela, a Cetvrte jednadZbe
(2.128) 1 (2.87) se razlikuju u jednom ¢lanu, dijelovi dokaza teorema se takoder podudaraju pa
ih neemo ispisivati, nego ¢emo se pozvati na odgovarajuce rezultate koji su ranije dokazani.
Dakle, osnovne tehnike koriStene u dokazima su kao i u prethodnom poglavlju bazirane na ra-
dovima [5, 53, 54], ali znatne prilagodbe su bile neizbjeZne kako bi se one mogle primijeniti na
ovom modelu. Osobite poteskole izazvala je nelinearnost koja dolazi od ¢lanova koji sadrze
intenzitet kemijske reakcije r. Kako bismo dosli do Zeljenih rezultata koristili smo neke ideje
iz [46], te neke sasvim nove pristupe koji dosad nisu koriSteni u podruc¢ju analize kompresibilnih

mikropolarnih fluida.

4.1. DEFINICIJA GENERALIZIRANOG RJESENJA
U sljedecoj definiciji uvodimo pojam generaliziranog rjeSenja modela.
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Definicija 4.1.1. Generalizirano rjeSenje pocetno-rubnog problema (2.125)—(2.131) na Q7 =

10,1[x]0,T[, zaneki T > 0, je funkcija oblika
(x,t) — (p,v,@,0,2)(x,1), (x,¢) € Or
takva da vrijedi
p eL=(0,T;H'(0,1))NH' (Or), esginfp >0 (4.1)
v,0,0,z€ L*(0,T;H'(0,1)) NH' (Qr) NL*(0,T; H*(0,1)), (4.2)

P, v, ®, 0 1z zadovoljavaju jednadzbe (2.125)—(2.129) s.s. na Qr, pocetne uvjete (2.130) s.s.

na |0, 1] i rubne uvjete (2.131) u smislu traga.

Sli¢no kao i u Propozicijama 3.1.2 i 3.1.4, ulaganja Soboljevih prostora navedenih u Defi-

niciji 4.1.1 impliciraju sljedec¢a dodatna svojstva generaliziranog rjeSenja.

Propozicija4.1.2. Nekaje (p,v, 0, 0,z) je generalizirano rjeSenje definirano u Definiciji 4.1.1.

Tada vrijedi
p € C([0,T};L*(0,1)) NL™(0,T;C([0,1])), (4.3)
v,0,0,z € L*(0,T;C"([0,1])) NC([0,T];H'(0,1)) NC(Q7). (4.4)

Ako je dodatno i pg € H'(0,1), tada vrijedi i

p €C(0r). (4.5)

Kako bismo dokazali da generalizirano rjeSenje postoji, koristimo neke ve¢ uvedene pret-
postavke na zadane podatke te uvodimo neke nove. U ovom poglavlju pretpostavljamo da
vrijedi

Po. 60,20 € H'(0,1), v, p € Hy(0,1). (4.6)
Kao i u modelu mikropolarnog realnog plina za pg i 6y trazimo da vrijedi

Po(x) > mo, 0o (x) > my, zax € [0,1], 4.7)

gdje je mg neka pozitivna konstanta. Pretpostavka na strogu pozitivnost od pg ve¢ je uvedena
pri izvodu modela u (2.79). Nadalje, zbog (4.6) i Propozicije 1.1.3 postoji pozitivna konstanta

M takva da vrijedi

Po(x) < My, 0o (x) < My, zax € [0,1]. 4.8)
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Za pocetni udio goriva u plinu zqg pretpostavljamo da vrijedi
0<zp(x) <1, zax €]0,1]. 4.9)
Pretpostavljamo da intenzitet kemijske reakcije ima sljedeci opéi oblik
r(p,0,z) =7"#p,0,z2), (4.10)

pri ¢emu je m > 1, a 7 je funkcija definirana na |0, +oo[ X |0, 4oo| X [0, +oo[. Dodatne pretpos-
tavke na oblik funkcije r su potrebne kako bismo mogli pokazati egzistenciju i jedinstvenost

rjeSenja promatranog pocetno-rubnog problema:

e m je ili pozitivan neparan cijeli broj ili jednak 2, 4.11)
e i je nenegativna neprekidna funkcija, (4.12)
e 7 je ograni¢ena na skupovima oblika [a, D] x]0, 4-o0[X [0, 4o0[, za 0 < a < b, (4.13)
e 7 je Lipschitz neprekidna na ograni¢enim skupovima s obzirom na p i globalno L14

Lipschitz neprekidna obzirom na 0 i z, I
opli>rg+}’(p,9,z)20i elir{)hf(p,e,z)zo. (4.15)

Ideja za ovakav oblik funkcije r preuzeta je iz [46]. Primijetimo da je Arrheniusov zakon (2.92)
poseban slucaj gore opisanog intenziteta kemijske reakcije r te stoga uvedene pretpostavke nisu
odviSe restriktivne.

U nastavku éemo r poistovjeéivati s pripadnim prosirenjem nulom na R, pri ¢emu pretpos-
tavljamo da je 7 proSirena na R tako da za prosirenje vrijedi (4.12)—(4.15), na primjer

(

7(p,0,z), za p>0,0>0,z>0,

7(p,0,2) = #p,0,0), za p>0,0>0,z<0, (4.16)

0, inace,
\

pri ¢emu smo koristili svojstvo (4.15) funkcije 7.
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4.2. LOKALNA EGZISTENCIJA

U ovom odjeljku iskazujemo i dokazujemo teorem o lokalnoj egzistenciji generaliziranog rje-
Senja za model toka i termalne eksplozije reaktivnog mikropolarnog realnog plina. Teorem i
njegov dokaz vec su objavljeni u [9]. Naglasimo da ranije nije razmatrana lokalna egzistencija
za reaktivni fluid ni u klasi¢nom slucaju, pa buduci da je mikropolarni model samo proSirenje
klasi¢nog, dokaz sljedeCeg teorema potvrda je lokalne egzistencije i za klasi¢an reaktivni fluid.
Vaznost ove primjedbe proizlazi iz ¢injenice da se ve¢ dokazani teoremi globalne egzistencije

temelje na pretpostavci da rjeSenje postoji lokalno po vremenu (vidjeti primjerice [46]).

Teorem 4.2.1. Neka za funkcije pg, vo, 0y, 6p 1 zo vrijedi (4.6)—(4.7) 1 (4.9) te neka funkcija
r zadovoljava pretpostavke (4.10)—(4.15). Tada postoji Ty > 0 takav da pocetno-rubni problem
(2.125)—(2.131) ima generalizirano rjeSenje u smislu Definicije 4.1.1 na Qy =0, 1[x]0, Ty takvo
da vrijedi

6>0 i 0<z< maxzp(x)<1 na Q,. 4.17)
x€[0,1]

4.2.1. Faedo-Galerkinove aproksimacije

Prvi korak u dokazu teorema je konstrukcija niza aproksimativnih rjeSenja Faedo-Galerkinovom
metodom. Funkcije v, ®", 8" i p” definirane su relacijama (3.16)—(3.18), (3.32). U reaktivnom

modelu definiramo nove aproksimativne funkcije
Z 2/ (1) cos(mix), (4.18)

zan=1,2,3,..., gdje su 7/ nepoznate glatke funkcije. Funkcije V", @" i 8" zadovoljavaju

rubne uvjete (3.19)—(3.21) i pocetne uvjete (3.22)—(3.24). Za 7" vrijedi
27" (0,t) = d7"(1,¢) = 0. (4.19)
U skladu s Faedo-Galerkinovom metodom 7" zadovoljava sljedeci pocetni uvjet

Z'(x,0) = sz cos(Tix), (4.20)
i=0

gdje su zg; Fourierovi koeficijenti od zg, odnosno vrijedi
20122/ zo(x)cos(mix)dx, i=1,2,3,..., 4.21)

200 = / (x 4.22)
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Po Faedo-Galerkinovoj metodi, funkcije v', @", 8", 7" zadovoljavaju sljedece uvjete

A+2u
L2

1
/0 [a,v" + §8x((p")p9”) - 2:(p" xv”)} sin(7ix)dx = 0, (4.23)

1 n CO‘I’zcd n n “r a)i’l . .
/0 [8,(0 — Lz—]lax(p ax(l) ) +4;E SIH(TCUC)CZX = O, (424)
! K R A+2u 2y (0)?
n____ = n n o n\ppn n__ n n\2 _ &
/0 {ate chva"(p %0 )+ch (p")" 6"y 2, ? (9 *o PY (425
S c0t2¢ p0 a0 6, n:| NI .
e, p" (") Cvr(p ,0".7") | cos(mjx)dx =0,
1
/0 {QZZ" — %3x<(p”)23xzn> +r(p”, 9”,z")} cos(mjx)dx =0, (4.26)

zai=1,2,3,...,1j=0,1,2,...
KoriStenjem oznake (3.33), definicija (3.16)—(3.18), (4.18), jednadzbi (4.23)—(4.26) i uvjeta
(3.22)—(3.24), (4.20) Faedo-Galerkinov aproksimativni problem moZe se zapisati na sljedeci

ekvivalentan nacin:

1
Vi (1) :2/ [—gax((p")lm"wl;z“ o (p" xv”)] sin(7ix)dx, (4.27)
0
. Leo+2¢cq w "l
W (1) =2 / [—_ax n9.0m) — 45 L | sin(rix)dx, 4.8
=2 [ |t aupraen) —aH 2 sin i @29)
. ' x R A+2u 5
N —7. o n ny __ "N m\pph) i n n
010) <2 [ | i 0u(p"000") — L (o0 + 22 g 2
o (@ ot 2eq 5 “2)
mr n n\2_, Y n n _n :
4 o T, P (ox@") +Cvr(p ,0",2") | cos(m jix)dx,
1
Zj(t) =4; A L%ax<(p")28xz”) — r(p",@”,z”)} cos(7m jx)dx, (4.30)
7 (1) =V} (1), (4.31)
zai=1,...,nij=0,1,...,n, gdje je A; dan s (3.42), s pripadnim uvjetima
Vvi(0) =voi,  o'(0) =y, 0](0)=60;, 2;(0)=z, &'(0)=0. (4.32)

Kao i u osnovnom modelu mikropolarnog realnog plina, tvrdnja sljedece propozicije slijedi

neposredno iz Picardovog teorema (Propozicija 1.4.1) 1 (4.7)—(4.8).

Propozicija 4.2.2. Za sve n € N, postoji 7,, €]0, 7] i jedinstvene funkcije (v}, @/, 07,27, {') :

i=1,...,n,j=0,1,...,n na [0,T,] takve da funkcije v*, ®", 6", p", 7" definirane s (3.16)—
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(3.18), (3.32), (4.18) imaju sljedeca svojstva

Vv, 0", 6", € C'(0,), (4.33)
p" €C(Qn), (4.34)
TSP ) <My, (x1) €Oy, (4.35)

gdje je O, =]0,1[x]0,T,], i zadovoljavaju jednadzbe (4.23)—(4.26) te pocCetne uvjete (3.22)—
(3.24), (4.20).

4.2.2. Pomoc¢ne tvrdnje

Sljedeéa lema je posljedica ortogonalnosti skupova {sin(zix) : i = 1,2,...} i {cos(mix) : i =
0,1,...} u Hilbertovom prostoru L?(0,1). Dokaz se podudara s dokazom Leme 3.2.4 pa ga

izostavljamo.

Lema 4.2.3. Neka su vy, @y, 6y, i zo poCetne funkcije iz (2.130), i neka su v"(-,0), @"(-,0),
0"(-,0)iz"(-,0) dane s (3.22)—(3.24), (4.20). Tada za svaki n vrijedi

V'O < [voll, - HO7CL0)) I < [[voll,
10" (-,0)[| < llenl], [[(@"(,0))']] < [|ell,
16" (-0 < l6oll,  [1(6"(-,0))'[ < lI6p]l;
1250 < lzoll, 11(z"(0))'1] < llzo]l.

Sljedeca lema ima isti dokaz kao i Lema 3.2.5 buduci da se jednadzbe (3.36) i (4.24) podu-

(4.36)

daraju.

Lema 4.2.4. Zasver € [0,T"] vrijedi
t
\|0’"(f)||2+/0 (Ilo"(D)I]* +[|0x0" ()||*)dT < C. (4.37)

Funkcije V", 0", d,V", dy@" i 9,0" zadovoljavaju pretpostavke Propozicije 1.1.2, to¢nije, za
njih vrijede nejednakosti (1.9)—(1.11). Isto ne vrijedi za 6" i 7", pa u nastavku za te funkcije
izvodimo alternativne ocjene buduci da su ocjene tog tipa kljucne u dokazu Teorema 4.2.1.

U sljedecoj lemi izvodimo ocjenu za z".
Lema 4.2.5. Za sve (x,t) € Q, vrijedi

[ ()| < (12 ¢ 0+ 02" ()] - (4.38)
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Dokaz. Primjenom istog postupka kao u dokazu Leme 3.2.7 na z" umjesto 0" za sve (x,t) €

10, 1[x]0,T"[ dobivamo
1
] <100l + | | 20 @39)
Primjenom Holderove nejednakosti na desnu stranu od (4.39) dobivamo tvrdnju leme. |

U sljedecoj lemi koristimo pretpostavku (4.11) da je cjelobrojni parametar m neparan pozi-

tivan broj ili 2.

Lema 4.2.6. Neka je m iz (4.10) takav da vrijedi (4.11). Tada za sve t € [0,T"] vrijedi

12"l < C. (4.40)
Dokaz. MnoZenjem jednadZbe (4.26) s 2, sumiranjem po j = 1,...,n i uvrStavanjem pretpos-
tavke (4.10) dobivamo
1 n|2 I'ro ny2 n\2 n\m+1l~/n qn _n
S (1R)+ [ [ M@+ @) 7 (pr 02 | dx =0.  (441)
2 o LL

Neka je sada m pozitivan neparan cijeli broj. Integriranjem relacije (4.41) po [0,¢] i primje-

nom ocjena (4.36) dobivamo
1 2 ‘[lro 2 2 +1
B+ [ [ [ emP @z @y e on ) | dxar<c. 442)

posebno, bududi da su svi ¢lanovi na lijevoj strani od (4.42) nenegativni, dobivamo tvrdnju
leme.

Neka je sada m = 2. 1z (4.41), primjenom (4.35) dobivamo

3 (I17112) +l1:2"|> < ClI2"| P ma |27 (4.43)
x€[0,1]

Primjenom ocjene (4.38) u (4.43) dobivamo
A (II="117) + 119”1 < I (l19s" 1| + 12" (4.44)
Za bilo koji o €]0, 1] Youngova nejednakost daje

C
o (112°117) +119:2"1* < exllaaz"| > + = |I2"]1* +ClI2"| P + €l I1*
o (4.45)
< a|ox"|P +C L+,

odakle dobivamo

O (112"117) + 102" [* < C(1+|"]1*). (4.46)
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Integriranjem relacije (4.46) po ]0,7[, 0 < ¢ < T", dobivamo
1 t
121+ [ NaiPar<c i+ [ ll2)ax). @47)

Primjenom Propozicije 1.3.7 na (4.47) za vrijednosti parametara no =2, a=b=Ci k=1,
dobivamo

121> <C,

za sve t €]0,7"], gdje je T" = min{T",C~'} > 0. Ovime je tvrdnja leme pokazana nakon

smanjivanja intervala |0, 7" [ ako je potrebno. [
Tvrdnja sljedeceg korolara slijedi direktno iz Lema 4.2.5-4.2.6.
Korolar 4.2.7. Neka je m iz (4.10) takav da vrijedi (4.11). Za sve (x,t) € Q,, vrijedi
" ()] S C(1+|02" (- 1)]])- (4.48)
Lema4.2.8. Zasvet € [0,T"] vrijedi

1
/0 0" (x,t)dx| < C(1+|d" (- 1)[|?). (4.49)

Dokaz. MnoZenjem jednadZzbe (4.23) s V! i sumiranjem po i = 1,...,n, primjenom parcijalne
integracije i rubnih uvjeta (3.19) dobivamo

1d
2dt

n ! R n n n )“+2 n n
(Ilv ||2)—/0 [Z(p )70" 00" — = E (a2 |dx = 0. (4.50)

Dodavanjem jednadzbe (4.25) za j = 0 jednadzbi (4.26) pomnoZenoj s & za j = 0, primjenom
parcijalne integracije i rubnih uvjeta (3.21) i (4.19) slijedi

A+2u

1 R
/ (,0,0" + 87"+ —(p")P 8" 9" — p"(9v")?
’ L o (4.51)
0")?  co+2c )
—4Nr< pn) - 12 dpn(aan)2] dx = 0.
Zbrajanjem relacija (4.50) i (4.51) te integriranjem dobivene sume po [0,¢] slijedi
1 1 1 1 1 1
—||v"||2+cv/ 9”dx+5/ z”dx:—||v”(-,0)||2—|—cv/ 6"(x,0)dx+5/ Z"(x,0)dx
2 0 0 2 0 0 4.52)
£l (@0"(x,7))*  co+2cy 2 '
4u, ’ "(x,T) (0" (x,T dxdr.
+/0 /0 [ nu p"(x,f) + L2 p (X )( X (X )) X
Holderova nejednakost, i ocjene (4.36)—(4.37) primijenjene na (4.52) daju
1 1 1
’5”vn“2+“/ 0"dx+6/ Z'dx| < C, (4.53)
0 0
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odakle primjenom nejednakosti trokuta i Holderove nejednakosti dobivamo

1
/ 0"dx
0

Konac¢no, primjenom relacija (4.40) 1 (1.9) u (4.54) dobivamo tvrdnju leme. [ |

1
<CHoMIP+8. @5

Cy

1 1
§C+—||v”\|2+5’/ Zdx
2 0

Pomocu Leme 4.2.8 dobivamo ocjenu iskazanu u sljedecoj lemi. Dokaz izostavljamo bududi

da se u potpunosti podudara s dokazom Leme 3.2.7.
Lema 4.2.9. Zasve (x,7) € Q, vrijedi

0" (x,1)| < C(1+]|00v"(,1)|[* +1|:0" (-,1)|]). (4.55)

Ocjene za derivacije

U ovom nastavku izvodimo pomoc¢ne ocjene za derivacije aproksimativnih funkcija. Buduéi da
aproksimativna funkcija p” dana s (3.32) ima isti oblik u modelu reaktivnog i nereaktivnog mi-
kropolarnog realnog plina, te buduci da se jednadzbe (4.23)—(4.24) podudaraju s jednadzbama
(3.35)—(3.36) dokaz sljedece leme u potpunosti se podudara s dokazima odgovarajucih lema u

poglavlju 3.2, preciznije Lema 3.2.8-3.2.10.
Lema 4.2.10. Zasvet € [0,7"]ia # 0 vrijedi

o (0" (1))")

d
S (100" (O)]7) + 19 (D) < € 1+ 1100 ()54 119:6" (1) *

([ Nowepar) |,

t 4
1+||axa)n(t)||8+ (/0 ||8xxv”(r)||2dr> ] . (4.58)

2 t
C<c+ /0 9 (1) 2d ), (4.56)

(4.57)

d
L (120" O]7) + ][00 O] < C

U sljedecoj lemi ocjenjujemo prostorne derivacije od z".
Lema 4.2.11. Zasvet € [0,T"] vrijedi

d
(1102 @)1) +[lonz" ()] < C[l +102" (0)[[* + |92 (1) | 1>

([ 1w par)'|

(4.59)

gdje je m definiran u (4.10) takav da vrijedi (4.11).
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Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (4.26) s (1 j)zz;? i sumiranjem po j = 1,...,n dobivamo
1 c
| (8= Zoc((0720.2) + r(p”, 8. 2)] dusdx 0. (4.60)
Primjenom parcijalne integracije na (4.60) slijedi
1d o ! 2
57 (121P) + 5 /0 (p")* Q") dx = 21,-, (4.61)
1=
gdje smo koristili sljedece oznake
1 1
I = _% / 2070”0 I dx, I = / du'r(p", 6", 2" dx. (4.62)
0 0
Drugi ¢lan na lijevoj strani jednadzbe (4.61) ocjenjujemo odozdo koriStenjem (4.35) i dobivamo
o /! 1
5 /0 (p™)?(dud")?dx > C /0 (Ou?")?dx = C||0x:2" || (4.63)

U nastavku integrale na desnoj strani jednadzbe (4.61) ocjenjujemo odozgo. KoriStenjem ocjena

(4.35), (1.10) 1 Holderove nejednakosti dobivamo
1 1 1 3 1
] < C||9xe"||2||9xZ"||2/0 0" 02" [dx < Cl|du2"|[2[0x2"]|2 ]| P |- (4.64)

Uzimanjem vrijednosti parametara g = % iq =4, azatim g = ¢’ = 2 u Youngovoj nejednakosti

(1.21), te za proizvoljan a €]0, 1], iz (4.64) dobivamo
< an2 £8”28n4< an228n4 an8 4.65
1] < o[9[+ —5l10x2"[|7]|xp"[|” < ]|z +a3(|| 1+ 10" [F) . (4.65)
Primjenom ocjene (4.56) za a = 1 i Youngove nejednakosti na (4.65) dobivamo
ny2 c n||8 ! n 2 !
1| < af|du"] +$ 14|02 ° + /0 |0V (-, 7)||7dT . (4.66)

UvrStavanjem pretpostavke (4.10) za funkciju r, koriStenjem pretpostavke (4.13) o ograni-

Cenosti funkcije 7, relacije (4.48), te Holderove i Jensenove nejednakosti dobivamo

=] [ @ e e, 00, 2)ax| < 1+ 821130 (4.67)

Za o €]0, 1], primjenom Youngove nejednakosti iz (4.67) slijedi
C
761 S06H<9xe”H2+a(1+H<9xZ"Hzm)- (4.68)
Uzimanjem u obzir ocjena (4.63), (4.66) i (4.68) iz (4.61) slijedi
d n|2 n|2
7 (1P + 19w
p 4 (4.69)
n2 c n||8 n||2m n 2
< 40|02+ o5 (141021 + 0212+ [ 1w ¢ 0lPar) |

Tvrdnju leme dobivamo ako u (4.69) uzmemo bilo koji o < %. |
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Bududi da se jednadzbe (3.37) i (4.25) razlikuju se u jednom ¢lanu, dokaz sljedeée leme u

nekim dijelovima se podudara s dokazom Leme 3.2.11, pa neke detalje dokaza izostavljamo.
Lema 4.2.12. Zasvet € [0,T"] vrijedi
d n n n n
(1100701 + 100" (1) 12+ 112:6" ()] P+ 102" ()] )

H[ Qe (I + 110" (1) || + | 008" (1)1 + | 9" (1)

< C 14100 ()] +19:0" (1) 7 + [10:6" (1) 7 + [|9:2" ()| ¥

([ 1w npar) |

gdje je y=max{4,m}, am iz (4.10) takav da vrijedi (4.11).

(4.70)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (4.25) s (0 j)ZGJ’-’(t) i sumiranjem po j = 1,...,n dobivamo

! K n R n )‘+2uu n
/0 (016" ——5—0u(p",0") + ——(p")" 0" A" — =5 ==p" (9")’*
uv(w")2 20 ' ' (4.71)
r 0 d 2 —
_4C_v o L2, p"(d:@") —5r(p”,9",z”)] 0 0"dx = 0.
Primjenom parcijalne integracije u (4.71) 1 uvrStavanjem rubnog uvjeta (3.21) dobivamo
1d K 1 2 6
~—(||0:6™(1)|* / "(00") dx =Y I 4.72
2dt(|| xe()||)+ch2 Op(xxe)dx ;t ( )
gdje smo koristili sljedece oznake
L= [ opraemanerar, b= [ (o) erauanema
1= _CVLZ 0 P 0x0 0 b dx, I = CV_L 0 (P ) xV Oxx X,
2
1 I ("
I = _“Lzz“ P (00" 00" dx, Iy = — J (pn) 20" dx, (4.73)
Cy 0 Cy JO
o) 1 1
Is = Co+ ch/ p" (axw”)zaxxendx, Ig = —6/ r(p",0",7")00"dx.
cyL 0 0

Drugi ¢lan na lijevoj strani jednadzbe (4.72) ocjenjujemo odozdo koriStenjem (4.35) 1 dobi-

vamo

K
c,L?

1
/ P (9:8") 2 dx > €[00 (4.74)
0

Integrale I1—-I5 ocjenjujemo odozgo koriStenjem Holderove i Youngove nejednakosti, (4.35),

(4.37), (1.10), (4.55) 1 (4.56) na isti nacin kao 1 integrale /;—/5 u dokazu Leme 3.2.11 i dobivamo
n 2 C n 8 ! n 2 4
11 < a0u0"()|P+ o5 (1 120" + ([ llaw(2)|Par)'), @)
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Ih| < a!\axxe"(t)\|2+g(1 +110:08"(1)]18 + |00 (1) [B), (4.76)
] < a||0:0" (1)||* + et]| 0V (1) | |* + %(1 +]100" ()] [*), (4.77)
14 < 0|08 ()| + < (14 120" (0)]") “78)
15| < |00 (1)[|* + 1] | 00 @” (1) | > + %(1 + |2 (1)), (4.79)

gdje je o €]0,1].
Integral Is ocjenjujemo na slic¢an nacin kao integral /> u Lemi 4.2.11 koriStenjem relacija

(4.10), (4.13), (4.48), te Holderove, Jensenove i Youngove nejednakosti

1
| = 5/ (2")"7(p",0",2")0u8"dx| < C(1 4 [[0:2"||")|]0xx 0" |
0 c (4.80)
< allaxx9”||2+a(1 +[19:2"[[*").
Primjenom ocjena (4.74)—(4.80) u jednadZzbi (4.72) dobivamo
1d
EE(H%G"U)HQ) +C1[0:0"[|* < af|0u” (1) + ot | 9@ (1) |* + 60¢]| 016" (1) |
C
+t 3 L [0 ()| + [18x0™ (1) [[* +119<0" (1) | + || a2 || 4.81)

([ ||axxv"<r>||2dr)4]

Zbrajanjem relacija (4.57)—(4.59) 1 (4.81) dobivamo
4 |!(9)cV"(t)H2+\|8x60”(1)|lzl\lf%c@”(t)\lz+iH%cZ"(t)H2
dt 2 dt
+[9e" ()]? + (|0 @” (1) > + Ci || 000" [* + |9z (1) [P

< a|9u ()| + &l |due" ()]]* + 60l [00" I (4 g9)

L[]0 (I +[10x0" (1)1 + 110x6" (1) 1° + [1952" (1) || +[| 92" "

+ </0’ ||8xxv”(r)||2d*c>4] .

Neka je v = max{4,m}. Tada za bilo koji @ < min {1, % }, primjenom nejednakosti (1.22) iz
(4.82) slijedi tvrdnja leme. |

C
%

4.2.3. Apriorne ocjene

U ovom odjeljku za niz aproksimativnih rjesenja izvodimo apriorne ocjene neovisne o n na

temelju kojih konstruiramo dovoljno mali vremenski interval [0, 7] na kojem Ce sve aproksi-
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mativne funkcije biti dobro definirane i ograni¢ene u odgovarajuc¢im funkcijskim prostorima.
Dijelovi dokaza sljedece leme podudaraju se s dokazom Leme 3.2.12 pa ih ovdje ne navo-

dimo.

Lema4.2.13. Postoji dovoljno mali vremenski interval |0, Tp|, Ty > 0, takav da vrijede sljedece

ocjene

max (!Iax\f"(t)H2 +[0v@" (1) +110:0" (1)I* + HaxZ"(t)H2>

’G[O’T;O (4.83)
+ [ (10" O + 110" (0] + 108" (0)] P+ 100" (0)] ) e <,
max_[|3:p"(1)|| < C, (4.84)
t€[0,Ty

% <p"(x,t) <2M, (x,1) € Op, (4.85)

gdje je Qo =|0, 1[x]0, Tp|.
Dokaz. Definiramo pomoénu funkciju
l0) = 1807 I + 10,07 (1)|P + 126" ()P + 102 (1)|P + [ 19wy (2) Pz, @50
Koristeci ocjenu (4.36) moZemo vidjeti da za y, vrijedi sljedeéi poCetni uvjet
Ya(0) = ([ (-,0))' 1> +[1(@" (-, 0))'[|* + [|(6" (-, 0))'| > + | (" (-, 0))II* < B, (4.87)

gdje je B > 01 ne ovisi o n. Nadalje, iz ocjene (4.70) slijedi da y, zadovoljava sljedecu diferen-

cijalnu nejednakost

Yu(t) SA(1+y1(1)), (4.88)

gdjeje A >01neovision,ayjeiz Leme 4.2.12.
Picardov teorem (Propozicija 1.4.1) garantira da pocetni problem
V() =A1+y(1))
¥(0) =B,

ima jedinstveno glatko rjeSenje y, na [0, T'[, za neki T’ > 0. Propozicija 1.4.3 zatim daje da za

(4.89)

sve t € [0,T’] vrijedi
ya(t) < y(1). (4.90)

Neka je Ty < T'. Pomodu relacije (4.90) zakljuujemo da vrijedi

sup yu(t) < sup y(t) <C, (4.91)
1€[0,Tp) 1€[0,Tp)
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pri ¢emu desna strana od (4.91) ne ovisi o n. Sada koriste¢i definiciju funkcije y,, ocjenu (4.70)
1(4.91) dobivamo

d
7 (I [0 () +[[0x0" (1) + |0x6" (1) |* + ||f9xZ”(t)|I2>
(4.92)

[0 ()| + 11000 (1)|* + [ 08" (1) 1* + |9 ()|* < C(1 +¥](r)) < C.

Integriranjem (4.92) po [0,z], za t €]0, Tp], i uvrStavanjem pocetnog uvjeta (4.87) dobivamo

100" (D)1 + (195" (1)|* + 10:68™ (1) || + | 9" (1)
y (4.93)
+/0 (11960 (D)2 + 11000 (2) P+ [|96c8” (2) | +] 9" (7)| ) dT < T'C+ B < C.
Primijetimo da desna strana u (4.93) ne ovisi o ¢ ni o izboru Ty < T’. Stoga, ocjena (4.83) slijedi
nakon §to u (4.93) uzmemo maksimum po ¢ € [0, Tp], zatim ocjena (4.84) slijedi lako iz relacije
(4.56) zaa =11 (4.83).
Preostaje pokazati je moguce odabrati dovoljno mali 0 < Ty < T’ tako da vrijedi (4.85).
Medutim, budu¢i da je definicija aproksimativne funkcije p” (3.32) ista kao i u modelu nereak-
tivnog mikropolarnog realnog plina, taj dio dokaza se u potpunosti podudara s odgovaraju¢im

dijelom dokaza Leme 3.2.12 ((3.123)—(3.129)) pa ga izostavljamo.

|
Neposredna posljedica ocjena (4.48) 1 (4.83) je iskazana u sljede¢em korolaru.
Korolar 4.2.14. Neka je Tp kao u Lemi 4.2.13. Za " vrijedi
2"(x,1)| <C,  (x,1) € Qo. (4.94)

U nastavku izvodimo ocjene neovisne o n za vremenske derivacije aproksimativnih funkcija.
Ocjene za vremenske derivacije funkcija V", " i p" izvode se iz jednadzbi (4.23)—(4.24) 1 (3.32)
na isti nacin kao i za model nereaktivnog mikropolarnog realnog plina obradenog u prethodnom
poglavlju bududi da se te jednadZbe iste u oba modela. Stoga, dokaz sljedece leme izostavljamo

i upucujemo na dokaze Lema 3.130, 3.1401 3.159.

Lema 4.2.15. Neka je Tp kao u Lemi 4.2.13. Vrijedi

Tt

[ o @ipar<c. ®.95)
0

Ty
| oo @)Par < c, 4.96)
0

max [|3,p"(7)]| < C. 4.97)
I‘G[O,To]
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Jednadzbe (4.25) i (3.37) razlikuju se u jednom clanu, pa se dokaz sljedece leme u nekim
dijelovima podudara s dokazom Leme 3.148. Stoga detalje o dijelovima koji se podudaraju

izostavljamo.

Lema 4.2.16. Neka je Tp kao u Lemi 4.2.13. Vrijedi

Ty
/O |10,0"(¢)||>dt < C. (4.98)
Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (4.25) s (9”)’ 1 sumiranjem po j =0, 1,...,n dobivamo
10:6"(1)||* = ZL, (4.99)

gdje smo koristili sljedece oznake

h= / O / P"0,:6"9,6"dx,
R [, . A+2u
L= _E/ (pn) 0"0,"9,0"dx, I = 2, p”(axv") 0;0"dx,
\ (@) e (4.100)
Uy €0 Cd 2
=M 1) 5 6nan 1:—/ " (90")20,0"d
5 o /0 " t 6 ¢, Jo p ( x (0 ) +0ax,

1
L = 5/ r(p",0",7")0,0"dx.
0
Prvih Sest ¢lanova na desnoj strani relacije (4.99) ocjenjujemo na slican nacin kao u Lemi 3.148
(vidjeti relaciju (3.157)) koriStenjem ocjena (4.35), (4.56), (4.83), Lema 4.2.4 1 4.2.9, Propozi-

cije 1.1.2, te Holderove nejednakosti i dobivamo

1] < Cl12u6"||- 113,6" (1), (4.101)
1] < Cl12w6" ()| 118,6" (1), (4.102)
5] < C||a,6"(1)|l, (4.103)
4] < Cllaw(0)]]-113,6" (1), (4.104)
15| < C||a,6" (1), (4.105)
o < Cll3we" ()] 110,6" (1) (4.106)

Za ocjenjivanje zadnjeg ¢lana na desnoj strani od (4.99) koristimo relacije (4.10), (4.48), (4.83),
te Holderovu nejednakost i dobivamo

1
| = /0 (2Y"F(p", 0", 273,07 dx

1
<C max [< " [ aerlax < ci+ 2.2 126" (4.107)

< Cl|9,6"(1)]]-
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Uzimaju¢i u obzir relacije (4.101)—(4.107), te primjenom Youngove nejednakosti, za proizvo-

ljan a €]0, 1], iz (4.99) slijedi

186" (1)]1* < C(1+ 0w (1)]] + || @™ (1) || + 106" (1)) |10; 6" (1)

, C ) ) ) (4.108)
< (3,0 (1)| P+ = (14110 ()] P 41100 (1) P 41108 ()] )
odnosno
106" (1)||* < C<1 {19 (1)]]7 4[| Q0™ (1) | + |I3xx9"(f)||2)- (4.109)
Integriranjem relacije (4.109) po [0, 7] i primjenom ocjene (4.83) slijedi tvrdnja propozicije.
[
Lema 4.2.17. Neka je 7p kao u Lemi 4.2.13. Vrijedi
Ty )
/ 18,2 (1)| 2 < C. 4.110)
0
Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (4.26) s (z;?)’ 1 sumiranjem po j =0,1,...,n dobivamo
3
102" |1> =Y I, @.111)
i=1
gdje koristimo sljedece oznake
o [! o [!
L= ﬁ/ 2pn xpn "0 dx, b= ﬁ/ (pn)zaxxznatzndxy
0 0 (4.112)

1
L= —/ r(p", 0", 7") 07" dx.
0

Clanove na desnoj strani jednakosti (4.111) ocjenjujemo koriStenjem relacija (4.10), (4.35),

(4.48), (4.56), (4.83), Propozicije 1.1.2 te Holderove i Jensenove nejednakosti i dobivamo

t
4] < € max (3.2 [10"11- 13711 < Cllal| (1+ [ 1) 32"
*€[0.1] 0 (4.113)

< Cldu"|| - |2
|| < Cl|9u"]] - [|92"] (4.114)

1
L) = _/ (Z)"#(p",0",7")0Z"dx < C max |7"|"||9,7"||
0 xel0.1] (4.115)

< C(1+[[:2"]))"[|di"(1)[| < Cl[d"(1)]]-

Primjenom ocjena (4.113)—(4.115) 1 Youngove nejednakosti iz (4.111) dobivamo

C
10 (O)]2 < C(1+[19u")102" ()] < @l a2+ — (1 +[[0u"@)[[F),  (“-116)
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pri ¢emu je & €]0, 1], odnosno
102" (0)]1* < C(1+ |9z (1)])- (4.117)
Integriranjem relacije (4.117) po [0, Tp] i primjenom ocjene (4.83) (4.110). |

U sljedecoj lemi izvodimo uniformne ocjene na funkcijske koeficijente iz raspisa aproksi-

mativnih funkcija (3.16)—(3.18), (4.18) po sinusima, odnosno kosinusima.

Lema 4.2.18. Neka je 7y kao u Lemi 4.2.13. Za aproksimativne funkcije v", ®", 6", 7" defini-

rane s (3.16)—(3.18), (4.18) vrijedi

n n
y [(v;l(z))2 + (w{t(r))z} +Y [(e,."(z))2 + (z;l(o)z} < C, ¥t €]0, Ty, (4.118)
i=1 i=0
max (||V”(t)||2+ @™ ()] + 116" (1) 1> + ||Z”(t)||2) <C. (4.119)
t€[0,Tp)
Dokaz. Ortogonalnost niza {sin(7ix)}?; u Hilbertovom prostoru L2(0, 1) i ocjena (4.83) im-

pliciraju sljede¢i niz nejednakosti
n ) n 7T2i2 2

(@0) < Y S-E0) = laz ol <c. (4.120)
= i=1

1

~

aiz (4.40) dobivamo

1
20(1)] = ‘/0 Z'dx| < C. 4.121)

Ortogonalnost niza {cos(7ix)}?, u Hilbertovom prostoru L2(0,1) i ocjene (4.120)—(4.121)

daju

12" (17 = (z5)* +

1

y (2(n)* <cC. (4.122)
=1

Y

Na slican nacin dobiju se 1 ocjene za preostale funkcije (pogledati dokaze Lema 3.2.17 1

3.2.19). -

Koriste¢i uniformnu ocjenu (4.118), pomocu Propozicije 1.4.2 dobivamo tvrdnju sljedeée

leme.

Lema 4.2.19. Neka je Tp kao u Lemi 4.2.13. Za svaki n € N postoji jedinstveno rjeSenje
(p", V", @", 0") aproksimativnog problema (4.23)—(4.26), (3.32), (3.22)—(3.24), (4.20) defini-

rano na [0, Tp|.

Tvrdnja sljedece propozicije slijedi iz ocjena izvedenih u Lemama 4.2.13-4.2.18. Dokaz

izostavljamo bududi da je potpuno analogan dokazu Propozicije 3.2.20.
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Propozicija 4.2.20. Neka je Ty kao u Lemi 4.2.13. Za nizove funkcija p”, V', 0", 0", 7"

definiranih s (3.32), (3.16)—(3.18) 1 (4.18) vrijedi

1. (p") je ograni¢en u L(Qp), L=(0,To; H' (0,1)) i H'(Qy).

2. ("), ("), (8") i (") su ograni€eni u L™(0, To; H' (0, 1)), L*(0, To; H*(0, 1)) i H'(Qo)-

4.2.4. Dokaz teorema o lokalnoj egzistenciji

U nastavku dokazujemo Teorem 4.2.1 koriStenjem pomoc¢nih rezultata iz prethodnih odjeljaka.

U prvom koraku dokaza pokazujemo da nizovi aproksimativnih funkcija konvergiraju na pod-

nizu, a zatim prelaskom na limes pokazujemo da su dobivene grani¢ne funkcije rjeSenje pocetno

rubne zadade (2.125)—(2.131) s trazenim svojstvima.

U sljedece dvije leme se koristimo ¢injenicom da su nizovi aproksimativnih rjeSenja ogra-

nic¢eni po Propoziciji 4.2.20 te Propozicijama 1.2.3—1.2.4 koje govore o kompaktnosti da bismo

dokazali egzistenciju konvergentnih podnizova. Dokaze ne navodimo budu¢i da su analogni

dokazima Lema 3.2.21-3.2.22, respektivno.
Lema 4.2.21. Neka je 7y kao u Lemi 4.2.13. Tada postoji funkcija
p € L7(0,To;H'(0,1)) N H' (Qo) NC(Qy)
i podniz' niza (p") takav da
p"=p u L7(0,Tp:;H'(0,1)),

p"—p u H'(Q),
p"—p u C(Q)

Funkcija p ima sljedeca svojstva

5 <Pen) <2Mo, (1) € Q.

p(x,0) =po(x), x€][0,1],
pri ¢emu su myq 1 My pozitivne konstante iz (4.7) 1 (4.8), a pg je iz (2.130).
Lema 4.2.22. Neka je 7p kao u Lemi 4.2.13. Postoje funkcije

v, ®, 0, z€ H' (Qo) NL*(0,Ty; H*(0,1)) N L=(0,To; H' (0, 1))

Iradi jednostavnosti podniz ozna¢avamo istom oznakom

(4.123)

(4.124)
(4.125)
(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)
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i podniz? niza (V*, ", 0", 7") takav da

(V' 0", 0", ) —(v,0,0,2) u (H'(Q0)", (4.130)
(V' 0", 0", ) —(v,0,0,2) u (L2(0,To;H?(0,1)))", (4.131)
(V" 0",6",2") = (n,0,2) u (L*(Q0)", (4.132)
(V0" 0% ) 5 (n@,0,2) u (L(0,To;H' (0,1)))". (4.133)

U sljedeéem korolaru iskazujemo dodatno svojstvo grani¢nih funkcija p, v, @, 0 i z koje

slijedi direktno iz Lema (4.2.21)—(4.2.22), a koje ¢emo Cesto koristiti u narednim dokazima.

Korolar 4.2.23. Neka je Tp kao u Lemi 4.2.13. Za funkcije iz Lema 4.2.21-4.2.22 vrijedi
p,v,m,0,z € L”(Qy). (4.134)

U sljedece dvije leme tvrdimo da grani¢ne funkcije iz Lema 4.2.21-4.2.22 zadovoljavaju
pocetne i rubne uvjete (2.130)—(2.131) te jednadzbe (2.125)—(2.127). Dokaz se temelji na pa-
Zljivom odabiru test funkcija iz prostora C°(0,1), C°(0,Tp), odnosno C°(Qp), pri Cemu se
koristimo svojstvima grani¢nih funkcija iz Lema 4.2.21-4.2.22 te svojstvima aproksimativnih
funkcija iz prethodnih odjeljaka. Dokaze izostavljamo buduci da su potpuno analogni dokazima

Lema 3.2.24-3.2.28.

Lema 4.2.24. Grani¢ne funkcije v, @, 0 i z iz Leme 4.2.22 zadovoljavaju pocetne uvjete

(2.130) s.s. na [0, 1] i rubne uvjete (2.131) na [0, Tp|, gdje je Tp iz Leme 4.2.13, u smislu traga.

Lema 4.2.25. Neka je Qg kao u Lemi 4.2.13. Funkcije p, v, ® 1 0 iz Lema 4.2.21-4.2.22
zadovoljavaju jednadzbe (2.125)—(2.127) s.s. na Qyp.

JednadZba (4.25) se od jednadZbe (3.37) razlikuje u jednom clanu, pa se dokaz sljedeée
leme djelomicno podudara s dokazom Leme 3.2.29. Stoga ovdje izostavljamo detalje za one

dijelove dokaza koji se podudaraju.

Lema 4.2.26. Neka je Qg kao u Lemi 4.2.13. Funkcije p, v, @, 0 iz iz Lema 4.2.21-4.2.22
zadovoljavaju jednadzbu (2.128) s.s. na Qy.

’radi jednostavnosti podniz oznadavamo istom oznakom
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Dokaz. Neka je ¢ € C(0,Ty). MnoZenjem jednadzbe (4.25) s ¢, integriranjem po [0, Tp], te

primjenom parcijalne integracije i uvrStavanjem rubnih uvjeta (3.21), dobivamo

/ 0" cos( n]x)(p'dxdt——// p"0,0" sin(7 jx) pdxdt
n + K
+— // )P 0" " cos(m jx) pdxdt — // p" (9% cos(m jix) pdxdt
o , (4.135)
_4;1,// a)n cos(7 jx)pdxdt — 0+2 € // p" (9, @")? cos(m jx) pdxdt
Q P Qo
—6/ r(p",0",7") cos(m jx)pdxdt = 0.
Qo
Pomocu Lema 4.2.21-4.2.22, analogno kao u Lemi 3.2.29, dobivamo da vrijedi
/ 6" cos (1t jx) @' dxdr — / / 6 cos(7 jx) @' dxd. (4.136)
Qo Qo
/ p"0,6" sin (7t jx) odxdi — / / 03,0 sin(7 jx) pdxds. (4.137)
Qo Qo
/ / (p")P 6" " cos (1t jx) pdoxds — / P03,y cos(t jx) pdxd. (4.138)
Qo Qo
n\2 2
// (wn) COS(Tij)ngxdt—)// w—cos(ﬂ:jx)(pdxdt. (4.139)
Q P Q P
/ / ™ (A" cos (7 jx) pdxdr — / / p(3u)? cos(7 jx) pdxdr. (4.140)
Qo Qo
/ (9,0 cos (7t jx) pdxdt — / / p(3.)? cos (1 jx) pdxd. (4.141)
Qo Qo
Preostaje ispitati konvergenciju zadnjeg ¢lana u (4.135). Neka je
4
// (r(p",0",2") = r(p,0,z)) cos(mjx)pdxdt = Y I, (4.142)
Qo i=1
gdje je
h= [ @)((p".6".) ~ (p.6",2")) cos( x)padr,
Qo
L= // (p,0",2") —7(p,0,7")) cos(m jx) pdxdt,
Qo (4.143)
L= [[ @)"(7(p.0.2") ~ 7(p.6.2)) cos(x)pddr,
Qo
Iy = // 7(p,0,z)cos(mjx)pdxdt.
Qo

KoriStenjem relacije (4.94), neprekidnosti funkcije 7 po prvoj varijabli, odnosno pretpostavke

(4.14), te (4.126) dobivamo

| < Cl|7(p",0",7") _F(P,9"7z")||oo//Q |cos(7 jx)@|dxdt — 0. (4.144)
0
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1z (4.94), Lipschitz neprekidnosti funkcije of 7 po drugoj i trecoj varijabli (vidjeti (4.14)), Hol-

derove nejednakosti i (4.132) dobivamo
| < C//Q 10" — |- [cos(jx) @l dxdt < C[[6" — 6] 129y — O, (4.145)
0

L) <C / /Q 2" — 2] [cos(wjx) | dxdr < C||2" 2|20,y = O- (4.146)
0

Sli¢no, bududéi da je preslikavanje y — y” Lipschitz neprekidno na [0,C], gdje je C iz (4.94),
koriStenjem ogranicenosti funkcije 7, odnosno pretpostavke (4.13), Holderove nejednakosti i

(4.132) dobivamo
|I4] < C// " — 2| -[cos(mjx) @[ dxdt < Cl|Z" —z[|;2(g,) — O (4.147)
Qo

Iz (4.142)—~(4.147) slijedi

/ / " 0", ) cos (1t jx) pdxdr — / / F(p, 0,7) cos( jx) pdxds. (4.148)
Qo

Tvrdnja leme slijedi nakon puStanja n u beskonacno u (4.135) i primjene relacija (4.136)—

(4.141), (4.148). u

U sljede¢oj lemi pokazujemo da grani¢ne funkcije iz Lema 4.2.21-4.2.22 zadovoljavaju i

posljednju, novu jednadzbu (2.129) za koju ne postoji analogon u osnovnom modelu.

Lema 4.2.27. Neka je Qg kao u Lemi 4.2.13. Funkcije p, 0 iz iz Lema 4.2.21-4.2.22 zado-
voljavaju jednadzbu (2.129) s.s. na Qy.

Dokaz. Neka je ¢ € C(0,Tp). MnoZenjem jednadzbe (4.26) s ¢, integriranjem po [0, Tp],

primjenom parcijalne integracije i uvrstavanjem rubnih uvjeta (4.19) dobivamo

// Z"cos(mjx)p dxdt—l——// ™2 0,2 sin(7 jx) pdxdt
Qo

(4.149)
// ".0",7") cos(m jx)pdxdt = 0.
Qo

Koristenjem Holderove nejednakosti i (4.132) dobivamo

‘//Q (2" —z) cos(mjx) @'dxde| <||2" —zl[12(gy) [ cOs(7jx) @'|[12(g,) — O (4.150)
0
Nadalje, neka je
// ((p”)zaxzn— (p)zﬁxz) sin(7 jx)@dxdt = ZI,, (4.151)
Qo

118



Reaktivni mikropolarni realni plin Lokalna egzistencija

gdjeje
L = pn 2 p 2 é9xz” in(7jx (pd)(dl, 4.152
! ﬁ(Qo (( ) ( ) ) S1 ( ‘] ) ( )

b= // (0)2(9:7" — B:2) sin(7 jx) pdudt. (4.153)
Qo

Holderova nejednakost, Propozicija 4.2.20 i relacija (4.126) impliciraju

1] < [1(p") = (P)?||eo 1022 2ol sin(TjX) @] 2 9) < CI(P™)* = (P[]0 — 0. (4.154)

Buduéi da po Lemi 4.2.22 vrijedi dyz"* — 9z u L?*(Qp), moZzemo zakljuiti da I, — 0. U Lemi

4.2.27 pokazali smo da za zadnji ¢lan u (4.149) vrijedi

// F(p", 0", 2") cos( jx) pdxdi — // r(p,0,2) cos( jx) pdxd. (4.155)
Qo Qo

(za detalje vidjeti (4.142)—(4.147)). Tvrdnja Leme slijedi nakon pustanja n u beskonacno u
(4.149) 1 primjene relacija (4.150)—(4.155). [ |

Ovime je pokazano da pocetno-rubni problem (2.125)—(2.131) ima rjeSenje na Q. Preostaje
pokazati da to rjeSenje ima traZena svojstva, odnosno da vrijedi (4.17). Dokaz sljedece Leme
temelji se na neprekidnosti funkcije 0 (vidjeti Propoziciju 4.1.2) i analogan je dokazu Leme

3.2.30 pa ga iz tog razloga ne piSemo.

Lema 4.2.28. Postoji 7Ty > 0 takav da funkcija 6 iz Leme 4.2.22 zadovoljava uvjet (4.17) na

Qo.
Ideja za dokaz sljedece leme preuzeta je iz [46].
Lema 4.2.29. Neka funkcija z zadovoljava jednadZbu (2.129). Tada vrijedi
0<z< M, (4.156)

pri emu je M, = max,c( 120 € [0,1]. Posebno, funkcija z iz Leme 4.2.22 zadovoljava uvjet
4.17).
Dokaz. Neka je

z— =min{z,0} <0.

MnozZenjem jednadzbe (2.129) sa z_, integriranjem po |0, 1], te primjenom relacija (4.10)—(4.13)
1(4.134) dobivamo

1d 1 1 1
= /zz_dxz—%/o p2(8xz_)2dx—/0 r(p,0,z-)z—dx

25 0

1 1

< max \z\ml/ (z)zf(p,e,z)dx§C/ (z_)%dx.
x€[0,1] 0 0

(4.157)
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Gronwallova nejednakost primijenjena na (4.157) i pretpostavka (4.9) daju

1 1
0< [ 2ar<C [ (e (x0)dr=0, (4.158)
0 0

pa stoga vrijedi z > 0.
Neka je
Z4 = max{z, M, } — M, > 0. (4.159)

MnozZenjem jednadzbe (2.129) s 7., integriranjem po |0, 1], i primjenom relacija (4.10)—(4.12)
dobivamo

ld 1, o [ 2097, )2 :
| Zar=—75 [ o0z Pdx— [ r(p.0.20)zdx

24t 1 (4.160)
< / (z)"" 7 (p, 0,2, )dx < 0.
0
Integriranjem (4.160) po ]0,7[ dobivamo
1 1
og/ zidxg/ (z4(x,0))%dx =0, (4.161)
0 0

odnosno, ||z || = 0. Stoga, uvazavajuci (4.9) i (4.159), slijedi da je z < M, < 1, ¢ime je dokaz

leme zavrSen. [}

Ovime je dokaz teorema o lokalnoj egzistenciji zavrSen.
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4.3. JEDINSTVENOST

Drugi vazan rezultat vezan za model toka i termalne eksplozije reaktivnog mikropolarnog real-
nog plina, iskazan u sljedeem teoremu, je jedinstvenost generaliziranog rjeSenja uvedenog u

Definiciji 4.1.1.

Teorem 4.3.1. Neka funkcija r zadovoljava pretpostavke (4.10)—(4.15). Za svaki T > 0 pos-
toji najviSe jedno generalizirano rjeSenje pocetno-rubnog problema (2.125)—(2.131) u smislu

Definicije 4.1.1 na Qr =|0,1[x]0,T.

Teorem se dokazuje na slican nacin kao i odgovarajuci teorem za mikropolarni realni plin u
Poglavlju 3.3, pri ¢emu gustocu mase p u zapisu sustava zamjenjujemo specificnim volumenom
u koji je dan s

P

Ova zamjena ima smisla zbog uvjeta (4.1) iz definicije generaliziranog rjeSenja. Sukladno tome,

uvodimo i sljedece oznake

1 1
ru(u,G,z):r<—,9,z>, Fu(u,G,z):f<—,9,z>, (4.163)
u u
pri ¢emu je r funkcija intenziteta reakcije, a 7 iz (4.10).

Napomena 4.3.2. Primijetimo da funkcija 7, definirana s (4.163) zadrZava svojstva (4.12)—
(4.14) funkcije 7 koja ¢e nam biti potrebna u dokazu Teorema 4.3.1. Jedini netrivijalni dio ove
tvrdnje odnosi se na Lipschitzovost funkcije po varijabli p na ograni¢enim skupovima iz (4.14)

koji se lako pokaze. Naime, neka je 0 < a < biuy,u; €|a,b|. Tada zbog (4.14) vrijedi

1 1
r<—,9,z) —r(—,@,z)
ui uj

Lp7a7b
|uyua|

|?M(M1797Z) —7,,,(142,9,Z)| =

4.164
Lyas ( )
a2

A

lup —up| < luy —us|,

gdje smo s L,, , , oznacili Lipshitzovu konstantu po varijabli p na skupu |a, b].

U prvom koraku konstruira se pomoc¢ni sustav diferencijalnih jednadZzbi za razlike dvaju
rjeSenja promatranog pocetno-rubnog problema, a zatim se koriStenjem dobivenih jednadZzbi i
svojstava generaliziranog rjeSenja izvode ocjene za razlike rjeSenja. Jedan od osnovnih alata
u dokazu je Gronwallova nejednakost (Propozicija 1.3.6). Dijelovi dokaza se podudaraju s

dokazom Teorema 3.3.1 pa ih ovdje izostavljamo i upucujemo na mjesta gdje su dokazani.
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4.3.1. Pomoc¢ni sustav

Oznacimo dva razliCita generalizirana rjesenja pocetno-rubnog problema (2.125)—(2.131) na

QOr, gdje je T > 0 proizvoljan i fiksan, s
(Piyvi, @i, 61,2i), 1=1,2, (4.165)
ineka je u; = pi_l, zai=1,2. Relacije (4.1) 1 (4.3) impliciraju da vrijedi

ui € L=(0r), esginfu,->0, i=1,2. (4.166)
T

Uvodimo sljedece oznake za razlike dvaju rjeSenja

1 1
U=Ul—Up=———, V=V—V2, O=01—0, 0=0 -0, z1=z1—2. (4.167)
pP1 P2

Oduzimanjem jednadzbi (2.125)—(2.128) koje su po pretpostavci zadovoljene za (p,v, @, 0,z) =

(pi,vi, @, 6;,zi), zai = 1,2, i nakon uvrstavanja (4.162), dobivamo

Ay zlaxv, (4.168)
6 (uf—ub)6, A+2u oV udivy
oy =— —8 12 Oy ( ol ol > 4.1
v < Ixtll7 Ltll?ug + L2 ui ujuy ’ ( 69)
2 v
jiohw =0T 5 <aw ”a@>—4ur(a)u1+uwz), (4.170)
L2 Ui Uiun
P —ub) 6,0,
cv8t9: 8 (89 u8x92>__(912xv+68;v2_(u1 uI%)pz v2>
ui Uiy L u; u; uy iy
+ A+2u (axvl + axVZ) OV . (8)6"2)2”
L u ity “.171)
co+2cq ((3xwl + 0xn) O (9x(02)2u>
+ = -
L uj uiup
+ 44, (01 + 02) m 0+ 03 u) + 8 (ru(ur, 01,21) — ru(u2,62,22))
Oy O
do= 00, (05 ML) 6y 2) . 63.22)). (4.172)
L uj uiu;

za (x,t) € Qr. Nadalje, buduci da (p;, v;, @;, 6;, z;) zadovoljavaju poCetne i rubne uvjete (2.130)—

(2.131) dobivamo da za razlike (u,v, @, 0,z) vrijede sljede¢i homogeni poCetni i rubni uvjeti
u(x,0)0=0, v(x,0)=0, ox0)=0, 6(x0) =0, z(x0) =0, (4.173)
zax € [0,1],

0, 1,¢) =0, 0,¢) = w(1,t) =0,
v(0,2) = v(1,1) ®(0,1) = o(1,1) .
00(0,1) =0:0(1,1) =0, ,z(0,7) = dz(1,¢) =0,
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zat €[0,T].

U sljedecoj lemi dane su ocjene za u, uf — u’; , vi . Dokaz izostavljamo bududi da se temelji
na jednadzbama (4.168)—(4.170) koje se podudaraju s jednadzbama (3.240)—(3.242) u osnov-
nom modelu mikropolarnog realnog plina. Za detalje pogledati Leme 3.3.2-3.3.5, odnosno

Korolar 3.3.6 i njihove dokaze.

Lema 4.3.3. Postoji C > 0 tako da za sve ¢ €]0, T| vrijedi

IR+ 11 @) =@+ YOI+ 0]+ [ (1R(@IP +d0(e) ) az

t (4.175)
<c [ llo(m)Pas.
U sljedecoj lemi izvodimo ocjenu za z.
Lema 4.3.4. Postoji C > 0 tako da za sve ¢ €]0, 7| vrijedi
||z(1)] |2 +/Ot ||0xz(7)||2dT < C/Ot 116(7)|*dz. (4.176)

Dokaz. MnozZenjem jednadzbe (4.172) sa z, integriranjem po |0, 1[, nakon primjene parcijalne
integracije i uvrStavanja rubnih uvjeta (4.174) dobivamo

2 (e 5 [ 0L g0 [t o)z 0

2 2 2.2
uj L= Jo uiu;

| 4.177)
_/0 z(ru(ur,01,21) —ru(u2, 62,22)) dx.

Uvazavanjem svojstva (4.166) dobivamo ocjenu odozdo za integral na lijevoj strani relacije

(4.177)

o [1(d2)? )
D) ez Gl @178)

Primijetimo da je preslikavanje x — x™ Lipschitzovo na ograni¢enom intervalu
[=[min min |z(x,7)|,max max |z;(x,?)|]. (4.179)

i=1,2 (x,t)€Qr =12 (x,t)eQr

Naime, teorem srednje vrijednosti i (4.4) daju

lsieyes SmrgglCl""‘ml—Cﬂ <C& - &l (4.180)

za sve (1,8 € 1. Koriste¢i Napomenu 4.3.2, svojstva (4.4), (4.10)—(4.14), (4.163), (4.166),

primjenom Holderove i Youngove nejednakosti i Propozicije 1.1.2 za neki o > 0 €iju ¢emo
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vrijednost specificirati naknadno, te (4.180), dobivamo sljedece ocjene za integrale na desnoj

strani relacije (4.177)

/ ' +“;%5§xz 52 o] < Nt )] 19:)] s
< a0zl P+ ¢ o) P 122 0]
‘/OIZO'u(Ml,Ol’ZI)_ru<u2762712))dx < AlZ(ZT_Z?)f”(ul’GI’ZI)dx
+ /Olzz’zn(fu(ul,el,m)—7u(M2,91721))dx
[ 228l 1,21) ~ ol 02,2))
+ /()]Zz?(fu(uzﬁz,zl)—fu(”2792712))dx 182
gc/o1 (|z|2+|z|%+|19|>dx

< C (12l l2l1 - lal [+ 1121 - 1611

< C (1[I + llul > +[6]]) -

Integriranjem relacije (4.177) po ]0,7[ za bilo koji ¢t € [0,T], uvaZavanjem ocjena (4.178)—

(4.182), nakon uvrStavanja pocetnih uvjeta (4.173) dobivamo

t t
EOIP+C1 [ llac(mIPde < a [ l9z(e)] Par

, c (4.183)
+C [ (@IP+ @I +18@)IP) dr+ & [ 12uza(o)] Plu(@) Pdz.
Neka je o < C;. Primjenom ocjene (4.175) u (4.183) dobivamo
t t t
EOIF+ [ l12(@)Par<C [ (o)l Paz+C [ llo()|Pds
0 0 0
t T (4.184)
+c/0 (1+1duz2(0)]) /0 116(s)||dsd.
Primjenom svojstva (4.2) u (4.184) dobivamo
t t t
Hz(t)||2+/0 ||9vz(T)||?dT < C/O Hz(r)H2dr+C/O 16(7)||*dx. (4.185)
Primjenom Gronwallove nejednakosti iz (4.185) dobivamo (4.176). |
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4.3.2. Dokaz teorema o jedinstvenosti

MnozZenjem jednadzbe (4.171) s 0, integriranjem po |0, 1], nakon primjene parcijalne integracije

i uvrStavanja rubnih uvjeta (4.174) dobivamo

(O 9) 110,60 0,0,
2 dt <|| ( )|| ) /0 up dx= L2 uiuy dx
_ B 1 (91%511 n 98);\/2 B (le M§)§2axv2> 0 dx
L Jo u u; Uy,
+AJ£22“ (av(dc o ayvg) — (P2 )Wx
0\ 142 (4.186)

co+2c; (1 ([ d,w
+20 5 d/ (x (D1 + Or ) — )
L 0 uj uiup

|
+4u,/0 (@1 + ) 0u10 + @3ub) dx
1
+5/0 0 (ry(u1,01,21) —ry(uz, 62,22)) dx.

Integrale u relaciji (4.186) ocjenjujemo koristeci tvrdnju Napomene 4.3.2, svojstva (4.4), (4.166),
(4.10)—(4.14), (4.163), Holderovu i Youngovu nejednakost i Propoziciju 1.1.2 za neki o > 0 ¢iju
¢emo vrijednost specificirati naknadno, te ¢injenicu da je preslikavanje x — x™ Lipschitzovo na
ogranic¢enom intervalu. Bududi da je postupak ocjenjivanja isti kao u relacijama (3.279)—(3.289)
u dokazu Teorema 3.2, detalje izostavljamo osim u slu¢aju posljednjeg integrala na desnoj strani

za koji, sli¢no kao u u dokazu Leme 4.3.4, vrijedi

1 1
'/0 0 (ru(ui,61,21) —ru(uz,02,22)) dx| < /0 (21 — 23 )Pu(u1, 01,21 )dx

1
+ /0 0L (Fu(ur, 61,21) — Fuluz, 01,21)) dx

1
+ /0 025 (Fu(uz,01,21) — Fu(uz,62,21)) dx (4.187)

+ /1ezg(fu(uz,ez,zl)—fu(uz,ez,zz))dx
<c [ 01+ 101+ 167 ) ax < € (Ja+ ull +1101F).
KoriStenjem ocjena (3.279)—(3.289) i (4.187) dobivamo
“ L (l00IP) +cillaow)?
< |20 P+ < 0uBa(0) P (o) P+ C (0P + a@|?) @189
C (11061 + )]+ 1)~ 0]+ ()] 12) W),
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gdje je
W () = 10wt ()2 + | 9xav2 (1) [ 4 [ 0nc 01 (1) | 4[| Qx o2 (1) + [0 B2(1) |, (4.189)

te zbog (4.2) vrijedi
t
/ W(t)dt < C. (4.190)
0

Neka je a < C. Integriranjem relacije (4.188) po 0, 7] za bilo koji 7 € [0, T], nakon uvrStavanja

pocetnog uvjeta (4.173) dobivamo

100+ [ a@@|Paz<c [ [Iau@IP + o]
0 0 (4.191)
+W () (110(2)[1*+ |lu(@)|]* + [} (2) — b ()] + HZ(T)Hz)}dT,
zat € [0,T]. Primjenom ocjena (4.175)—(4.176) u (4.191) dobivamo
I+ [ lo(s)|Ras <c [ lo(x)|Pas
+C/OtW(r) <H9(’L’)H2—|—/OTHG(s)szs) dt (4.192)
SC/OtW(‘L')HG(r)HZdT.
1z (4.190) i (4.192), primjenom Gronwallove nejednakosti slijedi da je
6=0 na Or, (4.193)
zbog Cega iz (4.175)—(4.176) dobivamo i

u=0, v=0, ®=0, z=0 na Or, (4.194)

¢ime je dokaz teorema 4.3.1 zavrSen.
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4.4. GLOBALNA EGZISTENCIJA

U ovom odjeljku dokazujemo teorem o egzistenciji generaliziranog rjeSenja pocetno-rubnog
problema (2.125)—(2.131) globalno po vremenu. U ovom kontekstu, smatramo da rjeSenje pos-
toji globalno po vremenu ako postoji na vremenskom intervalu proizvoljne, ali konac¢ne duljine.
Pokazuje se da je pretpostavka o konacnosti intervala egzistencije nuzna u dokazu. Rezultat

formalno je iskazan u sljede¢em teoremu.

Teorem 4.4.1. Neka funkcije pg, vo, @, 0 1 zo zadovoljavaju uvjete (4.6)—(4.7) 1 (4.9) te neka
funkcija r zadovoljava pretpostavke (4.10)—(4.15). Tada za svaki T > 0 postoji generalizirano
rjeSenje (p,v, ,0,z) poletno-rubnog problema (2.125)—(2.131) u smislu Definicije 4.1.1 na

QOr =]0,1[x]0, T sa svojstvom

0>0, 0<z< maxz(x)<1 na Q. (4.195)
x€[0,1]

U dokazu teorema sluzimo se tehnikama koje su sliéne onima koriStenima u dokazu Te-
orema 3.4.1, a temelje se na idejama iz [5, 28, 32, 53]. Iz tog razloga dijelove dokaza koji se
podudaraju s onima iz Odjeljka 3.4 izostavljamo.

Uz ve¢ dokazane teoreme o lokalnoj egzistenciji (Teorem 4.2.1) i jedinstvenosti (Teorem
4.3.1) generaliziranog rjeSenja, kao Sto je opisano kod prethodnog slucaja u odjeljku 3.4, slje-

deca propozicija osnova je dokaza Teorema 4.4.1.

Propozicija4.4.2. Nekaje T > 0. Akoje (p,v,®, 0,7) generalizirano rjeSenje pocetno-rubnog

problema (2.125)—~(2.131) na Q7/ =0, 1[x]0,T’[, za sve T’ €]0, T, takvo da vrijedi

0>0, 0<z< maxzo(x)<1 mna Qyp, (4.196)
x€[0,1]

onda je (p,v,®, 0,z) generalizirano rjeSenje od (2.125)—(2.131) na Qr za koje vrijedi

0>0, 0<z< maxzy(x)<1 na Q. (4.197)
x€[0,1]

U nastavku dokazujemo niz pomoc¢nih tvrdnji potrebnih za dokazivanje Propozicije 3.4.2
te pritom pretpostavljamo da vrijede sve pretpostavke dane u toj propoziciji. Napomenimo da
s C, Cy1, C,,... oznatavamo pozitivne konstante koje na razliCitim mjestima mogu poprimiti
razlicite vrijednosti 1 koje ovise samo o pocetnim podacima i 7. Primijetimo da zbog (4.10),

(4.12), (4.13) 1 (4.196) postoji C > 0 takav da vrijedi
0<r(p,0,z) <C. (4.198)
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4.4.1. Globalne apriorne ocjene 1 dokaz Propozicije 4.4.2

U ovom odjeljku pomocu nekolicine pomo¢nih rezultata dolazimo do globalnih apriornih ocjena

koje nam omogucuju dokaz Propozicije 4.4.2, a zatim i teorema o globalnoj egzistenciji.

Nova generalizirana energetska ocjena

Definiramo novu generaliziranu energetsku funkciju

v @? 1

gdje su ¥, ¥ i n nenegativne konveksne funkcije definirane s (3.304)—(3.305) i
X
nx)=x+-, x>0, (4.200)

redom. Primijetimo da je nova generalizirana energetska funkcija nastala proSirenjem Genera-
lizirane energetske funkcije definirane s (4.199) novim ¢lanom koji ukljucuje doprinos funkcije
Z.

U nastavku izvodimo generaliziranu energetsku ocjenu.

Lema 4.4.3 (Nova generalizirana energetska ocjena). Postoji konstanta C > 0 takva da za sve
t €]0, T vrijedi
A+2up( xv) co+2¢qy p<axw)2
d
/ vax +/ / ( o 17 @

2

(4.201)

L2 9 L?

Dokaz. MnoZenjem jednadzbi (2.125)-(2.129) s R(—p 2 +pP~2), v, o, (1-607") i 8(1 +
z), redom, nakon integriranja po [0, 1], zbrajanja, primjene parcijalne integracije i uvrStavanja

rubnih uvjeta (2.131) dobivamo

d 1 LA+ 21 p(axv)z co+2cq p(axw>2 o*
20 5 0 (4.202)
K p( X ) _'_G_p2<axz)2+6w+6zr(pvevz>) dx:()

2 62 12 6
Nakon integriranja jednadzbe (4.202) po [0,z], za neki ¢ €]0, T'[, primjene svojstava (4.6)—(4.8),
(4.196), (4.198), definicije (4.199), te Cinjenice da su ¥, ¥ i N nenegativne, slijedi

A+2pp( xV) C0+2Cdp(axw>2
/de+//< o 12 o
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2
LY:ICD) +6—5p2((9xz)2) dxdt (4.203)

L? 62 L?

2 . 2 1 1 1 1
< lIvoll”+ il o]l +R/ 19(—)dx+cv/ w(@o)dx+6/ 1 (z0)dx < C.
2 0 Po 0 0

Ocjeneza 0ip

U ovom odjeljku dokazujemo nekolicinu ocjena za 0 i p, od kojih je najvaznije istaknuti uni-
formne ocjene odozdo nekom pozitivnom konstantom. Kao i u dokazu globalne egzistencije u
Poglavlju 3.4, ovo je kljucan korak u dokazu, a ukljucuje i koriStenje generalizirane Kazhikove
reprezentacije za p. Buduci da generalizirana Kazhikova reprezentacija ovisi iskljucivo o prve
dvije jednadzbe sustava (2.84)—(2.85) koje se podudaraju s prve dvije jednadzbe u ovdje raz-
matranom modelu (2.125)—(2.126), pomoc¢ni rezultati i njihovi dokazi se takoder u potpunosti
podudaraju te ih stoga ovdje ne navodimo. Navodimo samo glavne zakljucke i one dijelove

dokaza koji su novi.
Lema 4.4.4 (Lema 3.4.11). Postoji pozitivna konstanta C takva da vrijedi
My (1) <C, (4.204)
pri Cemu je M, definiran u (3.334).
Lema 4.4.5 (Lema 3.4.12). Za svaki o > 0 vrijedi
M3(r) < ady (1) + Co (14 J2(2)), (4.205)
gdje je Mg definirano u (3.334), J; i J> u (3.348), a Cy, je konstanta koja ovisi samo o o, T i
pocetnim podacima.
Lema 4.4.6. Postoji konstanta C > 0 takva da za sve t €]0, T vrijedi
my > C, (4.206)
gdje je mg definirana u (3.334).

Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (2.87) s (—02) te primjenom svojstva (4.198) dobivamo
1 K 1 RpPdyv 2Kk p(0:0)?
wa(5) = (00 (5)) + 150~ 505

1 A«‘}’z‘u 2 CO+2Cd
ﬁ! 12 p(axv) + 12

K 1 R pPoyv
< — — - :
—L28x<pax(9)>+L 0

2
p(3.0)2 +4ur% +6r(p,0,2)| (4.207)
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1z (4.207), postupkom kao u dokazu Leme 3.4.13 (relacije (3.362)—(3.369)) dobivamo tvrdnju
leme. u
Lema 4.4.7 (Lema 3.4.14). Postoji konstanta C > 0 takva da za sve t €]0, T'[ vrijedi

mp > C, (4.208)

gdje je mp definirana u (3.334).

Ocjene za prostorne derivacije
U dokazu globalnih ocjena za derivacije koristimo se rezultatom sljedece leme.

Lema 4.4.8. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve ¢t €]0, 7| vrijedi

1
/ Eldx+J+Js <C, (4.209)
0
gdje je Jp definiran u (3.348),
1
J3(1) = /0 (9:2)%dx, / J(T (4.210)
a funkcija E je dana s
v o
E= 3+j17+cvﬂ+5z. (4.211)

Dokaz. Zbrajanjem jednadzbi (2.126)—(2.129) pomnozenih s vE, ®Z, E i §E, redom, integrira-

njem po [0, 1], primjenom parcijalne integracije i uvrStavanjem rubnih uvjeta (2.131) dobivamo

1d ['_, 1 [ R A+2u co+2cy
_8 R — _ 2Py — _
2dt/o E-dx /0 P Ov E PVOLY 2 P I ®

— L—K2p3x9 — i—gpzaxz} 0 Edx

_ A+2u R » <C0+20d A+2u )
= /0[ I p8..4+zp Ov+ 2 2 JjI | p@o.®

K A+2u ) <6G 7L+2u> } _
<l7 2 —F—Cy Pa 0+ sz 12 o paxz gx‘_‘dx‘

Youngova nejednakost zatim daje da vrijedi
1d ('_, 1 {l+2u <K‘ A+2u >
—-— [ Ed ——hE+ | — 0,6
2dt/o x+/0p z =\ @
oo A+2u
(ot

1 R C()—|—2Cd A,_|_2‘u ~
:_/0 {pre‘“L( 12 12 ]I)Pa)a w]ax:.dx

4.212)

5) axz} 0 Edx
(4.213)

1 1
< (x/ p(axa)deE/ [p2p—192v2+pm2(axw)2] dx
0 o Jo
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odnosno
- A+2u ) _ ( K 7L+2u>
2 =\2 il
M/ dx+/ K @) 0EP+ (g~ T ya ) h0dE
o 7L+2u> }
+ ( 2P 80,20, E | dx (4.214)

1
< g/ {p2p_192v2+pa)2(8xa))2]dx,
0

gdje je o > 0 bilo koji. Ako odaberemo parametar & tako da vrijedi

. [A+2u « }
—_— 4.215
@< mm{ 202 ac 12 (4.215)
Algebarska nejednakost (1.34) vrijedi za A| = 1222“, Ay =0, Az = Cv%’ Ay = % a; = vy,
ar = j10o@, a3 = ¢,0,0 1 ay = 89,z te vrijedi
1
Di= o [4(A1 —A42)’ + (A1 =242+ A3)% + (A1 — 242 +44)°] > 0,
2
1
Dy= 443 + (A1 — 242+ A3)2 + (A1 — 24, + A4)?] >0,
2 (4.216)
D3 =A3—4A, >0,
(A3 — 24, +Ag)?
Dy, =3A 0.
4=t 4A, ”
Primjenom (1.34) na lijevoj strani od (4.214) i (4.204) na desnoj dobivamo
=2 2 )
/ dx+/ _ DA (0w)? — D 202 (9,0)% + D3c2(8,:0)?
2 dt
- i (4.217)
+(%% - 04) 820 ax<c | {92\/2 + w2(8xa))2} dx
0
Nakon dodatnog sredivanja i primjene (4.204) 1 (4.208) u (4.217) slijedi
d 1 1
. / =2dx + / [(3:0)% + (3.2)7] dx
0 0 (4.218)

1
<G / (672 4 02(0,)2 +V2(9,)2 + (2)?] d.
0

MnoZenjem jednadZbe (2.126) s v3, integriranjem po [0, 1], primjenom parcijalne integracije
i rubnih uvjeta (2.131), a zatim i Youngove nejednakosti, pri cemu je f > 0, dobivamo
1d ! A+2 ! 3R [!
24t )y vidx+3 B a /0 PV (9yv)2dx = f/o p? 6V, vdx

<c [ [porany

| (4.219)
+ szl’_l@zvz} dx,

odnosno

1d (! A+2
- v4dx+(3 + N—CgB)/ PV (0pv)2dx < — / p?P~10%2dx. (4.220)
4 dt Jo 12
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Ako uzmemo

A+2u
3 4.221
B < 12C, ( )
nakon primjena ocjena (4.204) i (4.208) na (4.220) slijedi da je
d [t, ) 2 )
—/ y dx+/ v (dy) deC/ 0-v-dx (4.222)
dt Jo 0 0

MnoZenjem jednadzbe (2.127) s @, integriranjem po [0, 1], primjenom parcijalne integra-

cije te uvrStavanjem rubnih uvjeta (2.131) dobivamo

=—— [ w'dx+3 0 (0,0)°dx < 4u, | —dx, 4.223
4 dt Jo x+ 12 Op (X)x—.uopx ( )
iz Cega, nakon uvaZavanja ocjena (4.204) i (4.208), slijedi
d 4 by 2 by
—/ 0] dx-l—/ 0 (dyo) dxgc/ " dx. (4.224)
dt Jo 0 0

Mnozenjem jednadZbe (2.129) sa z, integriranjem po [0, 1], primjenom parcijalne integracije
te uvrStavanjem rubnih uvjeta (2.131) dobivamo

1d

1 1 1
~8 [ 2ax+ 2 [ p02(0,2)%dx = — 4225
2dt/o z dx+L2/0 p~(dvz)"dx /0 zr(p, 0,z)dx ( )

iz Cega, nakon uvazavanja ocjene (4.208) te svojstava (4.198) i (4.196), slijedi

d 1
4 / Pdx+ / (9:2)%dx < 0. (4.226)
dt Jo 0

Nakon mnoZenja relacija (4.222), (4.224) 1 (4.224) s C}, te zbrajanja dobivenih nejednakosti
s (4.218) dobivamo

d [1 1

- / (B2+v*+o*+?)dx+ i+ <C / (022 + w*)dx, (4.227)
0 0

gdje je Ji definiran u (3.348), a J3 u (4.210). Nejednakosti (4.205) 1 (4.201) primijenjene na

desnoj strani od (4.227) daju

d

1 1
E/ (32+v4+w4+z2)dx+11+13§c3n11+cn(1+12>+c/ w'dx, (4228
0 0

gdje je n > 0 proizvoljan, a Cy ovisi 0 1. Ako uzmemo 1 < C%, koristenjem definicije (3.348)
iz (4.228) slijedi

d 1 1
- {1+J2+J4+/ (Ez+v4+a)4+z2)dx} §c<1+J2+/ (o4dx>. (4.229)
0 0

Konacno, diferencijalna verzija Gronwallove nejednakosti primijenjena na (4.229) daje (4.209).
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Iz prethodne leme neposredno slijedi tvrdnja sljedeceg korolara.
Korolar 4.4.9 (Korolar 3.4.16). Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve ¢t €]0, T'[ vrijedi
1Mol 2(0,r) < C, (4.230)
gdje je My definirano u (3.334).

U sljedecoj lemi dan je niz ocjena za derivacije pri ¢emu ocjene za derivacije od p, v, @i 0
imaju iste dokaze kao odgovarajuéi rezultati u Poglavlju 3.4, dok je ocjena za z slijedi direktno

iz Leme 4.4.8.

Lema 4.4.10 (Leme 3.4.17-3.4.22). Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve ¢ €]0,T|

vrijedi
lop (1)l <C, (4.231)
2 2 ! 2 2
[Iv@OI]"+ [[2xv ()l +/0 (llo(@)|>+[[9er(7)[[*) dT < C, (4.232)
2 2 ! 2 2
00|+ 1300+ [ (10 P+ |ao@|F)dr<c, @233
t
lo@IF+ [ 26T <c, @23
t
@IP+ [lae@IPdr<c.  @239)
Preostale ocjene za derivacije od 0 1 z dokazane su u naredne dvije leme.
Lema 4.4.11. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €]0, 7| vrijedi
t
1060/ + [ 1w8(0)|Pdz <C. (4.236)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (2.128) s dy,0, nakon integriranja po [0, 1], primjene parcijalne
integracije i rubnih uvjeta (2.131) dobivamo
cy d
2 dt
R !
+ - / PP 00 - Oy Odx —
L Jo

2, kK[! 2, K[
(12.6()I) + 75 [ p(0w)dr=—75 [ aip-0.60,0dx

A+2u
12

1
/ p(3)29.0dlx (4.237)
0

co+2c¢y
-

1 1 ;2 1
/ p(3:0)2900dx + 411, / %axxedxw / F(p,0,2) 9 0dx.
0 0 0

Posljednji integral na desnoj strani relacije (4.237) ocjenjujemo koriStenjem svojstva (4.198) i

Youngove nejednakosti te dobivamo

C
< Cl|dub]| < (XH&xerz—Fa,

1
/ H(p,6,2)duB0dx (4.238)
0
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za neki 0 < a < 1. Preostale integrale na desnoj strani relacije (4.237) ocjenjujemo na isti
nacin kao u Lemi 3.4.23 (relacije (3.431)—(3.435)) koristeci (3.334), (4.204), (4.231)—(4.233),

(4.208), Holderovu 1 Youngovu nejednakost te (1.10) 1 dobivamo

[ o 00000 < allau0(0) P+ 12001 (4.239)
/O PO duBd| < alldub (1) + gMg (1), (4.240)
[ (0?30 < allu0() P+ ) (4241)
/0 ' 0(0:0)200dx| < ]| 98| + gH&xxw(t)Hz, (4.242)
/1w—zaxxedx < Oc||8xx9(t)||2+£, (4.243)

0 p o

Integral na lijevoj strani u (4.237) ocjenjujemo koriStenjem (4.208) pri ¢emu u obzir uzimamo

oznake (3.334) i dobivamo
1
/ p(9::8)2dx > C||9 01| (4.244)
0

Primjenom dobivenih ocjena na (4.237) slijedi

d
(10601 ) + 112612 < Cred |81

C (4.245)
1
+ 5 (1 M50 + 1007+ [100v(1) | + | 0u(1)] )
Zao < Cil, nakon integriranja relacije (4.245) po [0,7], za r €]0, T, dobivamo
t
Hax9(t)||2+/ 1956 (7)[[PdT < ||9x60]* +C||Mo|[72 (0 1)
0 (4.246)

t
+€ [ (14112:00)| P+ 110:v(0)| P+ |ds0o() ) d.

Tvrdnja leme slijedi iz (4.246) nakon uvazavanja pretpostavke (4.6) i ocjena (4.230), (4.232)—
(4.234). [ |

Lema 4.4.12. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, 7| vrijedi
t
19wz (t)| > + /0 ||0xez(T)|[*dT < C. (4.247)

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (2.129) s dy,z, nakon integriranja po [0, 1], primjene parcijalne

integracije i rubnih uvjeta (2.131) dobivamo
d [l 1 o) 1
d_/ (axZ)zdx‘f’%/ pZ(axe)de:_L_c;/ paxpaxzaxxzdx
£ 0 0 (4.248)
—1—/0 r(p,0,z)0wzdx.
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Integral na lijevoj strani relacije (4.248) ocjenjujemo koristeci (4.208) i dobivamo
o [ 2 2
7 /0 p?(9uz)?dx > Cl[dnz] - (4.249)

Integrale na desnoj strani relacije (4.248) ocjenjujemo koristeci (4.204), (4.198), (1.10), (4.231)

1 Holderovu 1 Youngovu nejednakost, te za bilo koji 0 < o < 1 dobivamo

1 3 1 C
\ | Papazauzdx| < Clldupll- 10wzl l10cl* < allanel P+ llolP, @250)
1 ) C
'/0 r(p,0,z)dxzdx| < C||dwz|| < | Oz o (4.251)
Primjenom ocjena (4.249)—(4.251) u (4.248) dobivamo
i/lw 2dx+1]0al < Cll el + Sk (14 10,2l (4.252)
dt 0 X XX — XX (X3 X .

Zao< c%’ nakon integracije po [0,] te uvaZavanja pretpostavke (4.6) i ocjene (4.235) dobivamo
2 ! 2 2 ! 2
10zl + [ NlauclPae < 2zolP+C [ (1+1aclP)dr e @2s3)

Ocjene za vremenske derivacije

Ocjene za vremenske derivacije od p, v i @ izvode se na isti na¢in kao i u osnovnom modelu

bududi da se jednadzbe (2.84)—(2.86) 1 (2.125)—(2.127) podudaraju.

Lema 4.4.13 (Leme 3.4.24-3.4.26). Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve ¢ €]0,7|

vrijedi
[apiac<c, (4.254)
/0 llow(D) T < C, (4.255)
/Ot |0, 0(7)||?dt < C. (4.256)

Ocjene za vremenske derivacije od 0 1 z dokazane su u sljedece dvije leme.

Lema 4.4.14. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €]0, T vrijedi

t
/ |10:0(7)||*dT < C. (4.257)
0
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Dokaz. Kvadriranjem jednadzbe (2.128), integriranjem dobivenog izraza po [0, 1] i primjenom

Youngove nejednakosti dobivamo

1
19:6(1)]* < C/O ((8xp)2(8x8)2+p2(8xxw)2+p2”62(8xv)2
o (4.258)
+p%(dw)* + p?(d@)* + o7 +r%(p, 9,Z)>dx.

Uzimanjem u obzir oznaka uvedenih u (3.334), primjenom ocjena (4.204), (4.208), (4.231)-
(4.233), (4.198) te nejednakosti (1.9)—(1.10) ocjenjujemo desnu stranu od (4.258) odozgo i

dobivamo
19:6(1)]]* < C(|I3xx9(t>||2||8xp(t)||2+ 1000 (2)] > + Mg (1) ]| 0ev(1) ||
+ 1[Gy (1) [P 0v(1) [P + |10 (1)] P95 0 (1) ||* + [|dc o (1) | [P 0(1)]|* + 1) (4.259)
< C<1 +MA(1) + || 0uv() | >+ |9 @ (1) |* + |00 (1) ).
Nakon integriranja (4.259) po [0,7], za r €]0,T], te primjene ocjena (4.230), (4.232)—(4.233) i

(4.236) slijedi tvrdnja leme. |

Lema 4.4.15. Postoji pozitivna konstanta C takva da za sve t €0, T [ vrijedi
t
/ 18,2(z)|[2dz < C. (4.260)
0
Dokaz. Kvadriranjem jednadzbe (2.129), integriranjem dobivenog izraza po [0, 1] te primjenom
Youngove nejednakosti i ocjena (4.198), (4.204) dobivamo

1 1
Hf?rZHz:/ (3rZ)2dx§C/ [(P8xp3xZ)2+(sz?xe)sz(p,G,Z)] dx
0 0 (4.261)

1
<C| [ @)@+ 12l +1).

Nakon integriranja relacije (4.261) po [0,¢] i uvazavanja ocjene (4.247) dobivamo

/O "llaz(o)|PdT < C (1 + /0 l /0 1 (8xz)2(8xp)2dxdf> | (4.262)

Primjenom nejednakosti (1.10) te Youngove nejednakosti ocjenjujemo integral na desnoj strani

od (4.262) i dobivamo

t

t rl 1
/ / (3:2)2(9up)2dxdr < | max (9:2)? / (9p)2dxd
0 Jo 0 x€[0,1] 0

) (4.263)
< [ (2P + 110wzl P) 1 2sp| .
Primjenom ocjena (4.231) 1 (4.247) na desnoj strani od (4.263) slijedi
t 1 t
/ / (0:2)?(9vp)?dxdT < C / (140nzl?)dT < C. (4.264)
0 Jo 0
Tvrdnja leme slijedi nakon primjene ocjene (4.264) u (4.262). |
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Dokaz Propozicije 4.4.2 i Teorema 4.4.1

Prethodno dobivene ocjene omogucavaju nam da dokazemo tvrdnju Propozicije 4.4.2.

Dokaz Propozicije 4.4.2. Neka vrijede pretpostavke propozicije.

Iz (3.334), (4.204) i Lema 4.4.10 i 4.4.13 slijedi

p € L=(0,T;H'(0,1))NH' (Qr), (4.265)

v,o € L(0,T;H'(0,1)) NH' (Qr)NL*(0,T;H?*(0,1)) (4.266)

Iz Lema 4.4.10,4.4.11 1 4.4.14 slijjedi

6 cL>(0,T;H'(0,1))NH'(Qr) NL*(0,T;H*(0,1)). (4.267)

Iz Lema 4.4.10, 4.4.12 1 4.4.15 slijedi

€ L(0,T;H'(0,1))NH (Q7)NL*(0,T;H?(0,1)). (4.268)

Koristeci (3.334), iz Lema 4.4.6, 4.4.7 1 4.2.29 dobivamo da vrijedi
infp >0 (4.269)
Or

1(4.195).

Ovime je pokazano daje (p,v, ®, 0,z7) iz pretpostavke propozicije generalizirano rjeSenje poCetno-

problema (2.125)—(2.131) na Q7 ¢ime je dokaz Propozicije 4.4.2 zavrSen. |

Konacno, tvrdnja Teorema 4.4.1 slijedi iz Teorema 4.2.1 i Teorema 4.3.1 te Propozicije 4.4.2

primjenom principa proSirenja analogno kao u dokazu Teorema 3.4.1.
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5. NUMERICKO RJESENIJE

U ovom poglavlju opisujemo numericku metodu za rjeSavanje pocetno-rubnih problema (2.84)—
(2.89) 1 (2.125)—(2.131) baziranu na Faedo-Galerkinovoj metodi. Naime, u Odjeljcima 3.2.1
i 4.2.1 primjenom Faedo-Galerkinove projekcije ve¢ su izvedeni semidiskretizirani pocetni
problemi (3.34), (3.38)—(3.43) 1 (4.27)—(4.32) ¢ija su rjeSenja nepoznate funkcije iz definicija
(3.16)—(3.18), (3.32), (4.18) aproksimativnih rjesenja (p", V", ®", 8"), odnosno (p", V", ®", 6",
7"") za promatrane poCetno-rubne probleme. Navedeni poCetni problemi sastoje se od sustava
4n+ 1, odnosno 5n + 2 obi¢ne diferencijalne jednadZzbe i odgovarajuéeg broja pocetnih uvijeta.
Napomenimo da je u sklopu dokaza teorema o lokalnoj egzistenciji (Teorem 3.2.1 1 Teorem
4.2.1) dokazano da tako definirani nizovi aproksimativnih rjeSenja (na podnizu) konvergiraju ka
generaliziranom rjeSenju odgovarajuceg problema. Potpuna diskretizacija problema dobiva se
primjenom neke od metoda za numericko rjeSavanje sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Opisani pristup ve€ je primijenjen za numericko rjeSavanje pocetno-rubnog problema za
osnovni model jednodimenzionalnog toka realnog mikropolarnog fluida u [10], a ranije je kori-
Sten za numericko rjeSavanje slicnih problema, primjerice u [23,26,31,61]. Osim toga, metoda
konacnih razlika (vidjeti [23,58,59,62]) i upwind shema (vidjeti [42]) su takoder primijenjene
na slicnim problemima.

Implementacija metode za numericko rjeSavanje problema u ovom radu napravljena je u
programskom jeziku Python, pri ¢emu su koriSteni objekti 1 funkcije dostupne u njegovoj stan-
dardnoj biblioteci, kao i bibliotekama NumPy, SciPy 1 Matplotlib.

Prvi korak u dobivanju potpuno diskretiziranog sustava je aproksimacija integrala na desnoj
strani jednadZbi sustava (3.38)—(3.43) 1 (4.27)—(4.32). Kao u radu [61], u tu svrhu koristimo

Gauss-Legenderovu kvadraturnu formulu reda 20 danu s

1 20
| e Yowef ), 5.1)
i=1
priemusuw;, i=1,...,20 teZine, ax;, i = 1,...,20 ¢vorovi kvadraturne formule ([6]). Nakon
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primjene odabrane kvadraturne formule, nepoznate funkcije odredujemo primjenom funkcije za
rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadZzbi implementirane u sklopu Python biblioteke SciPy.
U primjeru prezentiranom u nastavku koriStena je viSekorana implicitna metoda bazirana na
numeri¢kim formulama za aproksimaciju derivacija podijeljenim razlikama unazad (engl. Bac-

kward Differentiation Formula, skra¢eno BDF).

5.1. NUMERICKI TESTOVI

U nastavku primjenjujemo opisanu numeri¢ku metodu na jednom primjeru i pritom eksperi-
mentalno potvrdujemo njezinu valjanost te ispitujemo utjecaj pojedinih komponenti sustava,
primjerice mikropolarnosti i eksponenta tlaka, na rjeSenja. Budu¢i da je ovaj model jo§ nedo-
voljno istraZzen s prakti¢ne strane, nisu poznate vrijednosti parametara mikroinercije i mikrovi-
skoznosti koje predstavljaju stvarnu fizikalnu pojavu. U svrhu provodenja numerickih testova
odabrane su neke vrijednosti parametara sustava koje su u skladu sa zadanim ograni¢enjima
uvedenim prilikom opisivanja opéeg modela u Odjeljcima 3.2.114.2.1.

Numericki rjeSavamo pocetno-rubni problem (2.125)—(2.131) sa sljede¢im pocetnim uvje-

tima

po(x) = 1, vo(x) = sin(7x), @p(x) = sin(27x), Oy(x) = 2+ cos(mx), zo(x) =1, (5.2)

koji u preuzeti su iz [61, 70], a odabrani su zbog jednostavnosti. Naime, uz ovakav odabir

pocetnih funkcija Fourierovi koeficijenti se mogu ocitati direktno iz njihovog zapisa te oni glase

vor=1, vp;=0, i=2,...,n,

0)02:1; a)()i:(), i:1,3,...,l’l,
(5.3)

Ooo=2, 6n=1, 60;=0, i=2,...,n,
z0=1, z0;=0, i=1,...,n.

Pretpostavljamo da vrijedi Arrheniusov zakon, odnosno da funkcija intenziteta kemijske reak-

cije r ima oblik (2.92). Za parametre sustava, kao u [31] uzimamo

L= 17Cd: 1’602 17CV: 17R: 17,]I: 17A :—27“’,: 1,‘LL:37 K':O'OZZI-7 (5.4)
za eksponent tlaka uzimamo p = 4, a za parametre vezane za reaktivne karakteristike plina
c=1,6=1,e=02,m=2. (5.5)

139



Numericko rjeSenje Numericki testovi

Stabilizacija

U prvom testu Zelimo eksperimentalno potvrditi da izraCunata numericka rjeSenja imaju neka
ocekivana svojstva, specijalno, svojstvo eksponencijalne stabilizacije ka stacionarnom rjese-
nju. Pod pojmom stabilizacija ovdje se podrazumijeva dugoro¢no ponasanje rjeSenja, odnosno
grani¢no ponaSanje kad ¢ — oo.

U [46] je pokazano da stabilizacija za model klasi¢nog reaktivnog realnog fluida (slucaj
kada je mikropolarnost zanemarena, odnosno @ = 0) ne ovisi o eksponentu tlaka p, odnosno da

za svaki p > 1 rjeSenje (p, v, 0,7) uniformno konvergira ka stacionarnom rjesenju oblika

1
<a707Ef70> ’ (56)

kad t — oo, pri Cemu je

1 . 1 2 Sz
o= ——dx, Ei= ——|—9 + — | dx. 5.7
/o Po(x) 1= Jo \2e, " T e, G7)

S druge strane u [41,60] je pokazano da rjeSenje (p,v, @, 0) za model mikropolarnog idealnog

plina (p = 1) u normi prostora H'(0, 1) konvergira ka stacionarnom rjesenju oblika

1
—OOE“’) 5.8
<a7771 9 ( )

kad t — oo, pri Cemu je

1 1 1 v2 j1a)2
a= [ —dx, E“’:/ 20 I g0 ) . 5.9
/O PO(X) : 0 (ZCV 2¢y 0 .9

U oba navedena slucaja stabilizacija je eksponencijalnog karaktera.
S obzirom na prethodnu diskusiju, ocekujemo da Ce rjeSenje (p,v,®,0,z) i u sluaju re-
aktivnog mikropolarnog realnog plina za p > 1 imati svojstvo eksponencijalne stabilizacije u

normi prostora H'(0, 1) ka stacionarnom rjesenju oblika
1
(a,o,o,El“’vz,o> , (5.10)

kad t — oo, pri Cemu je

| 1 V2 ]](l) 0z
a= [ —dx, E"”Z:/ 0 4+ 270 4 gp+— ) dx. (5.11)
/O Po(x) ! 0 (20\/ 2¢, Cy

U naSem primjeru iz (5.2), (5.4)—(5.5) slijedi &« =11 E; = 3.5. Na Slikama 5.1-5.2 prikazan
je iznos norme prostora H' (0, 1) za razlike izraunatih aproksimativnih numerickih rjesenja za
n = 8 i stacionarnog rjesenja (5.10). Sa slika je vidljivo da izracunata rjeSenja u ovom primjeru

zaista imaju svojstvo eksponencijalne stabilizacije.
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Slika 5.1: Stabilizacija gustoce mase p, brzine v, brzine mikrorotacije @ i apsolutne temperature

0

Utjecaj mikropolarnosti

U nastavku ispitujemo na koji nacin i koliko znacajno uvodenje mikropolarnosti u model kla-
sicnog fluida utjeCe na rjeSenja problema. Na Slikama 5.3-5.5 je prikazana graficka usporedba
numerickih aproksimacija nekih komponenti rjeSenja za reaktivni klasi¢ni realni plin (v =0) 1
reaktivni mikropolarni realni plin za n = 8.

Na Slici 5.3 uoCavamo da su vrijednosti koje poprima 6 na prikazanom vremenskom inter-
valu opéenito manjeg iznosa u slucaju klasi¢nog nego u slucaju mikropolarnog plina. Razlika
je uocljiva i na Slici 5.4 gdje moZemo primijetiti da je za velike vrijednosti ¢ temperatura zna-
¢ajno visa u slucaju mikropolarnog plina, $to sugerira da mikropolarnost utjee na stacionarno
rjeSenje prema kojem ocekujemo da rjeSenje konvergira kad ¢ teZi u beskonac¢no. To je u skladu
s prethodnom diskusijom gdje je izracunato da bi se vrijednosti od 8 u modelu reaktivnog mi-
kropolarnog realnog plina trebale stabilizirati oko vrijednosti £ lw’z definiranoj u (5.11) i koja u
ovom primjeru iznosi 3.5 za velike 7, a poznato je da se u sluCaju reaktivnog klasi¢nog realnog
plina vrijednosti od € stabiliziraju ka vrijednosti E{ definiranoj u (5.6), a koja u ovom primjeru

iznosi 3.25.

Na Slici 5.5 moZe se uociti da je sagorijevanje goriva brze u modelu reaktivnog klasi¢nog

realnog plina nego u mikropolarnom.

141



Numericko rjeSenje Numericki testovi

== |l

Slika 5.2: Stabilizacija udjela neizgorenog goriva z

Utjecaj generalizirane jednadZbe stanja

VaZna inovacija u mikropolarnom modelu proucavanom u ovom radu je generalizirana jed-
nadzba stanja. Na Slikama 5.6-5.11 je prikazana graficka usporedba numerickih aproksimacija
rjeSenja za reaktivni mikropolarni realni plin za razliCite vrijednosti eksponenta tlaka p i n = 8.
Kao u ranijoj diskusiji ocekujemo da stabilizacija rjeSenja ne ovisi o p buduci da je to slucaj u
modelu klasi¢nog fluida ([46]). To je potvrdeno u ovom primjeru jer na Slikama 5.6-5.11 vi-
dimo da se vrijednosti rjeSenja (p, v, ®, 0, z) priblizavaju ka stacionarnom rjesenju oblika (5.10)
koje u ovom primjeru iznosi (1,0,0,3.5,0). Iz slika se takoder moZe uociti da iako razlicite
vrijednosti eksponenta tlaka p ne uzrokuju promjenu stacionarnog rjeSenja kojem ocekujemo
da rjeSenje problema konvergira, on utjeCe na brzinu konvergencije. Specijalno, konvergencija

ka stacionarnom rjesenju brZa je za vece vrijednosti parametra p.
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Slika 5.3: Apsolutna temperatura 6 za reaktivni klasi¢ni realni plin (gore) i reaktivni mikropo-

larni realni plin (dolje)

(-, t)

t=0.1 t=0.25

--- w=0 T ——- w=0
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Slika 5.4: Apsolutna temperatura 6 za reaktivni klasicni realni plin (@ = 0) i reaktivni mikro-

polarni realni plin (@ # 0) u nekoliko vremenskih trenutaka
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Slika 5.5: Udio neizgorenog goriva z za reaktivni klasicni realni plin (@ = 0) 1 reaktivni mikro-

polarni realni plin (@ # 0)) u nekoliko vremenskih trenutaka
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Slika 5.6: Gusto¢a mase p za reaktivni mikropolarni realni plin za razlicite vrijednosti ekspo-

nenta tlaka p i n = 8 u nekoliko vremenskih trenutaka

144



Numericko rjesenje

Numericki testovi

0.2 0.4

t=10

R
o
Ve wN e

0.2 0.4

(-, t)

0.2 0.4

t=30

o
Ve wN e

0.2 0.4

Slika 5.7: Apsolutna temperatura 6 za reaktivni mikropolarni realni plin za razli¢ite vrijednosti

eksponenta tlaka p i n = 8 u nekoliko vremenskih trenutaka
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Slika 5.8: Tlak P = Rp? 0 za reaktivni mikropolarni realni plin za razliite vrijednosti ekspo-

nenta tlaka p i n = 8 u nekoliko vremenskih trenutaka
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Slika 5.9: Brzina v za reaktivni mikropolarni realni plin za razli¢ite vrijednosti eksponenta tlaka

p in =8 unekoliko vremenskih trenutaka
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Slika 5.10: Brzina mikrorotacije @ za reaktivni mikropolarni realni plin za razlicite vrijednosti

eksponenta tlaka p i n = 8 u nekoliko vremenskih trenutaka
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Slika 5.11: Udio neizgorenog goriva z za reaktivni mikropolarni realni plin za razlicite vrijed-

nosti eksponenta tlaka p i n = 8 u nekoliko vremenskih trenutaka
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ZAKLJUCAK

U ovoj disertaciji je izveden model jednodimenzionalnog toka realnog viskoznog 1 toplinski
provodljivog mikropolarnog plina te je dokazano da pripadni pocetno-rubni problem ima je-
dinstveno rjeSenje lokalno i globalno po vremenu. Model je zatim primijenjen u slucaju reak-
tivnog plina te su dokazani rezultati lokalne 1 globalne egzistencije te jedinstvenosti rjeSenja
za pripadni proSireni pocetno-rubni problem. Time je dokazana egzistencija rjeSenja lokalno po
vremenu i za model toka klasi¢nog reaktivnog realnog plina Sto nije ranije nikada eksplicitno na-
pravljeno. Formirana je i testirana metoda za numericko rjeSavanje navedenih modela bazirana
na Faedo-Galerkinovoj projekciji te je dokazana konvergencija (na podnizu) semidiskretizirane
sheme. Testovi su pokazali da izraCunata rjeSenja imaju ocCekivana svojstva stabilizacije ka
stacionarnom rjeSenju. Numeri¢kim testovima je pokazano da mikropolarnost i generalizirana

jednadzba stanja primjetno utjeCu na ponasanje fluida.
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