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SAZETAK

Struktura izracunljivosti na metriCkom prostoru je skup nizova s odredenim svojstvima koji
nam omogucava da klasi¢ne koncepte teorije izracunljivosti prenesemo u proizvoljan metricki
prostor. U disertaciji ¢e poseban naglasak biti na strukturama izracunljivosti koje su maksimalne
s obzirom na inkluziju te strukturama izracunljivosti koje sadrZe gust niz, to jest separabilnim
strukturama izracunljivosti. Svaka separabilna struktura izracunljivosti je maksimalna, no obrat
opcenito ne vrijedi. U radu Ce se precizno opisati maksimalne strukture na euklidskom prostoru
R" te ¢e biti dokazano da je svaka maksimalna struktura izracunljivosti na nekom podskupu
od R" zapravo izometri¢na slika strukture izraunljivosti koja se sastoji od izracunljivih nizova
u R", to jest kanonske strukture izraCunljivosti. Iz te veze maksimalnih i kanonskih struktura
slijedit ¢e da je svaka maksimalna struktura izracunljivosti na R” separabilna.

Nadalje, u disertaciji ¢emo se fokusirati i na pronalaZenje uvjeta pod kojima je separabilna
struktura izraunljivosti na metrickom prostoru jedinstvena ili jedinstvena do na izometriju. Pri
tome ¢emo se ograniCiti na efektivno kompaktne metricke prostore. Opcenito pitanje je pov-
laci li efektivna kompaktnost metrickog prostora njegovu izraunljivu kategori¢nost. Poznato
je da je odgovor potvrdan u slucaju kada postoji samo konano mnogo izometrija tog prostora.
U disertaciji ¢emo taj rezultat proSiriti dokazom da ako dva efektivna separirajuéa niza dijele
izraCunljiv skup za koji postoji samo konacno mnogo izometrija prostora koje ga fiksiraju, tada
ta dva niza moraju biti ekvivalentna. Osim toga, dokazat ¢emo da je orbita izracunljive tocke
pri djelovanju grupe izometrija koizracunljivo prebrojiv skup te ¢emo to iskoristiti kako bismo
dokazali da su odredeni efektivno kompaktni podskupovi euklidskog prostora izraunljivo kate-
goriéni. Iz tih rezultata slijedit ée da na podskupovima od R? i R? efektivna kompaktnost zaista
povlaci izracunljivu kategori¢nost.

Na kraju ¢emo se baviti prostorima koji su efektivno kompaktni ¢im na njima postoji efekti-
van separirajuéi niz, to jest kategoricki efektivno kompaktnim prostorima. Pokazat ¢emo kako

je pitanje kategoriCke efektivne kompaktnosti povezano s pitanjem povlaci li izracunljiva pre-
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Sazetak

brojivost skupa njegovu izracunljivost te ¢emo dokazati kategori¢ku efektivnu kompaktnost ru-

bova otvorenih omedenih konveksnih skupova u R”.

Kljucne rijeci: izracunljiv metricki prostor, efektivan separirajuéi niz, struktura izracun-
ljivosti, separabilna struktura izraCunljivosti, maksimalna struktura izracunljivosti, izracunljivo

kategori¢an metricki prostor, kategoricki efektivno kompaktan metricki prostor
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SUMMARY

A computability structure on a metric space is a set of sequences with certain properties that
enables us to introduce classical concepts of computability theory into an arbitrary metric space.
In the dissertation, special emphasis will be on computability structures that are maximal with
respect to inclusion and computability structures that contain a dense sequence, i.e. separable
computability structures. Any separable computability structure is maximal, but the converse
is in general not true. In the dissertation, maximal computability structures on Euclidean space
R™ will be described precisely and it will be proved that any maximal computability structure
on a subset of R" is actually an isometric image of the computability structure which consists
of computable sequences in R", i.e. canonical computability structure. From that bond between
maximal and canonical computability structures, it will follow that any maximal computability
structure on R” is separable.

We will also focus on finding the conditions under which a separable computability structure
on a metric space is unique or unique up to an isometry. In doing so, we will limit ourselves
to effectively compact metric spaces. A general question is whether effective compactness of
a metric space implies its computable categoricity. It is known that this implication is true for
metric spaces which have only finitely many isometries. In the dissertation we will expand
that result with the fact that if two effective separating sequences share a computable set which
has the property that there are only finitely many isometries of the underlying space which fix
that set, then the sequences have to be equivalent. Moreover, we will prove that the orbit of
a computable point under the isometry group is a co-computably enumerable set and we will
use this to prove that certain effectively compact subsets of Euclidean space are computably
categorical. From these results, it will follow that in R? and R? effective compactness implies
computable categoricity.

Lastly, we will examine spaces which are effectively compact if they contain at least one

effective separating sequence, i.e. categorically effectively compact spaces. We will show how

v



Summary

the question of categorical effective compactness is connected to the question whether com-
putable enumarability of a set implies its computability and we will show categorical effective

compactness for boundaries of open bounded convex subsets of R”.

Keywords: computable metric space, effective separating sequence, computability struc-
ture, separable computability structure, maximal computability structure, computably categori-

cal metric space, categorically effectively compact metric space
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Ova disertacija spada u podrucje izracunljive analize u kojem je glavni cilj povezivanje klasi¢nih
koncepata matematicke analize s klasi¢nim konceptima teorije izraunljivosti. Fundamentalan
pojam klasi¢ne teorije izraCunljivosti je pojam izracunljive funkcije f : N — N. Intuitivho govo-
rei, takva funkcija je izraCunljiva ako postoji algoritam, to jest konacan niz vrlo jednostavnih
operacija, koji za dani prirodan broj n ratuna f(n). Koriste¢i izracunljive funkcije N — N mogu
se definirati razni izradunljivi objekti u skupu N¥. Navedene definicije jednostavno je progiriti
1 na skup racionalnih brojeva, a onda i na skup realnih brojeva. Tako primjerice realan broj x
smatramo izracunljivim ako postoji izracunljiva funkcija f : N — N takva da je za svaki priro-
dan broj n, f(n) upravo n-ta decimala broja x. U izracunljivoj analizi te izracunljive objekte,
koji su klasi¢no definirani na skupovima brojeva, prenosimo u metricke prostore. Pri tome je
prirodno teZiti da se ta veza ostvari na jedinstven nacin, stoga ¢e u disertaciji veliki naglasak
biti na svojevrsnoj jedinstvenosti raznih definiranih koncepata.

Jedan nacin za uvesti izra¢unljivost u metri¢ki prostor (X,d) je pomocu efektivnog separi-
rajuceg niza @, to jest gustog niza & sa svojstvom da je funkcija (i, j) — d (0, @;) izracunljiva.
Za trojku (X,d, o) tada kazemo da je izracunljiv metricki prostor. Pomocu niza o u izracun-
ljivom metrickom prostoru (X,d, o) mozemo definirati izraCunljive tocke, izraCunljive nizove,
izraCunljive skupove i slicno. Pritom je prirodno pitati se jesu li ti izraunljivi objekti nekako
odredeni samim metri¢kim prostorom (X,d), to jest ako je B neki drugi efektivan separira-
juéi niz, podudaraju li se izraCunljivi objekti u (X,d,) s onima u (X,d,)? Odnosno, jesu
li izraunljivi objekti jedinstveno odredeni samim metri¢kim prostorom (X,d)? Kako bismo
preformulirali prethodno pitanje u pitanje Ciji odgovor je lakSe provjeriti, definiramo relaciju
ekvivalencije na skupu svih efektivnih separirajuéih nizova. Kazemo da su nizovi & i B ek-
vivalentni ako je o izraCunljiv u odnosu na 3 i obrnuto. Buduéi da se izracunljivi nizovi u
odnosu na o podudaraju s izraCunljivim nizovima u odnosu na f ako i samo ako su a i 8 ekvi-

valentni, zapravo trazZimo odgovor na pitanje pod kojim su uvjetima proizvoljna dva efektivna
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separiraju¢a niza na metrickom prostoru ekvivalentna. Primjerice ako proizvoljan efektivan
separirajuéi niz u euklidskom prostoru translatiramo za vektor koji nije izracunljiv, dobivamo
novi efektivan separirajuci niz koji nije ekvivalentan pocetnom. S druge strane, Iljazovié je
u [9] dokazao da su na segmentu [0, 1] svaka dva efektivna separirajuca niza ekvivalentna, no
na segmentu [0, x|, gdje je x lijevo izracunljiv, a nije izra¢unljiv, postoje neekvivalentni efektivni
separirajuci nizovi (vidi [14]). Zbog jednostavnog primjera euklidskog prostora i segmenta koji
nemaju Zeljeno svojstvo, ogranicavamo se na takozvane efektivno kompaktne izraunljive me-
tricke prostore, to jest prostore koji su potpuni i efektivno totalno omedeni. Za takve prostore
je Iljazovi¢ u [9] dokazao da ako postoji samo konacno mnogo izometrija pozadinskog me-
trickog prostora, tada su svaka dva efektivna separirajuca niza ekvivalentna. Navedeni rezultat
nazalost nije moguce poopciti na metricke prostore s beskonacno izometrija jer ve¢ na primjeru
jedini¢ne kruZnice jednostavno generiramo neekvivalentne efektivne separirajuce nizove. Pri-
mjerice, za proizvoljan efektivan separirajuéi niz o na jedini¢noj kruznici te izraCunljivu tocku
x 1 neizracunljivu tocku y (s obzirom na &) moZemo pronaci rotaciju f koja preslikava x u
y. Na ovaj na¢in dobivamo efektivan separirajuci niz f o @ koji ima y kao izraunljivu tocku,
stoga on ne moze biti ekvivalentan nizu a. Opcenito, za efektivan separiraju¢i niz @ u (X,d)
i izometriju f od (X,d) vrijedi da je f o a efektivan separirajuci niz i kao $to smo vidjeli na
primjeru jedini¢ne kruZnice, & i f o & ne moraju biti ekvivalentni. Stoga definiramo novu re-
laciju ekvivalencije na skupu efektivnih separiraju¢ih nizova u (X,d). KaZzemo da su o i 8
ekvivalentni do na izometriju ako postoji izometrija f od (X,d) takva da je B ekvivalentan nizu
foa. Ako suu (X,d) svaka dva efektivna separirajuca niza ekvivalentna do na izometriju,
kazemo da je (X,d) izracunljivo kategori¢an. Primjetimo da iako u izraCunljivo kategori¢nim
prostorima izracunljivi objekti nisu jedinstveno odredeni samim prostorom, za razne efektivne
separirajuée nizove odgovarajuéi izracunljivi objekti su povezani izometrijom. Stoga, moZzemo
razmiSljati da ti objekti izgledaju jednako, neovisno o promatranom efektivnom separiraju¢em
nizu. Sada je novo, opcenitije pitanje: Koja svojstva metrickog prostora impliciraju njegovu
izraCunljivu kategori¢nost? Melnikov je u [14] dokazao da su Cantorov prostor, Urysohnov
prostor te svaki separabilan Hilbertov prostor izracunljivo kategori¢ni, no primjerice prostor
neprekidnih realnih funkcija na segmentu [0, 1] nije. Takoder, spomenuti segment [0, x| (gdje je
x lijevo izraCunljiv, a nije izraCunljiv) nije izracunljivo kategorican. Osim toga, McNicholl je

u [13] dokazao da je prostor nizova [? izraCunljivo kategoric¢an ako i samo ako je p = 2. No
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pitanje vrijedi li implikacija:
(X,d) efektivno kompaktan = (X,d) izracunljivo kategori¢an

je dosad neodgovoreno, cak i za neke vrlo jednostavne prostore. U disertaciji ¢e biti poseban
fokus na trazenje odgovora na to pitanje za potprostore euklidskog prostora.

Jedan problem s uvodenjem izraCunljivosti u metri¢ki prostor pomocu efektivnog separira-
juceg niza je Sto postoje vrlo jednostavni primjeri metrickih prostora u kojima uopée ne postoje
takvi nizovi, primjerice {0,x} s euklidskom metrikom, za neizraCunljiv realan broj x. Takoder,
oCito se proucavanjem izraCunljivih metrickih prostora ograni¢avamo na separabilne prostore.
Kako bismo na proizvoljnom metrickom prostoru imali neki koncept izracunljivosti, moZemo
promatrati takozvane strukture izracunljivosti koje su zapravo poopéenja skupova izracunljivih
nizova u izracunljivim metrickim prostorima. Preciznije, struktura izracunljivosti . na me-
trickom prostoru (X,d) je skup nizova u X koji za svaki niz o u . sadrzi i sve nizove koji su
izracunljivi u odnosu na ¢ te je za svaka dva niza o i B iz . funkcija (i, j) — d(0;, B;) izraCun-
ljiva. Za tocku x € X kazemo da je izracunljiva u strukturi izracunljivosti . ako je x ¢lan nekog
niza iz .. Primjerice, ako je (X,d, @) izraCunljiv metricki prostor i . skup svih izracunljivih
nizova u tom prostoru, tada je .y struktura izraunljivosti. Za strukture tog oblika kaZemo
da su separabilne. Stoga prije spomenuto pitanje ekvivalentnosti svaka dva efektivna separira-
juca niza je zapravo pitanje jedinstvenosti separabilne strukture izraunljivosti na promatranom
metrickom prostoru. Nije teSko vidjeti da je svaka separabilna struktura izracunljivosti maksi-
malna s obzirom na inkluziju. Obratno, maksimalne strukture izracunljivosti postoje na svakom
metri¢kom prostoru, stoga maksimalne strukture nisu nuzno separabilne. Na primjer, na {0,x},
za x neizraCunljiv, jednoClana struktura {(0,0,0,...)} je maksimalna, no ocito nije separabilna.
Stovise, pomoéu Zornove leme lako se dobije da je svaka struktura izralunljivosti sadrzana u
nekoj maksimalnoj, stoga kako bismo klasificirali strukture izraCunljivosti na zadanom metric¢-
kom prostoru, ima smisla pokusSati opisati sve maksimalne strukture izracunljivosti. Takoder,
namece se pitanje pod kojim uvjetom je maksimalna struktura izraCunljivosti separabilna. Pri-
mjerice, Burnik 1 Iljazovi¢ su u [6] dokazali su da su sve maksimalne strukture sfere, konika
i rubova simpleksa koje imaju gust skup izraunljivih to¢aka nuzno separabilne. U disertaciji
¢e 1 u ovom pitanju poseban naglasak biti na potprostorima euklidskog prostora. Kako u euk-
lidskom prostoru imamo pojam dimenzije, moZemo se pitati je li svaka maksimalna struktura
odredena s dovoljno (no kona¢no mnogo) izracunljivih to¢aka. Odnosno, pod kojim uvjetom

za tocke ag, . ..,ay postoji jedinstvena maksimalna struktura izracunljivosti u kojoj su te tocke

3
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izraCunljive. S tim pitanjem kao glavnom motivacijom, za neke fiksne tocke ay,...,a; proma-
tramo skupove nizova (x;) sa svojstvom da su funkcije i — d(x;,a;) izraCunljive, za j =0, ... k.
Kako bi takav skup nizova, oznatimo ga %y, ... 4, bio struktura izraCunljivosti, nuZno je da je
udaljenost izmedu svake dvije od tocaka ay,...,a; izraCunljiv broj, odnosno da te tocke Cine
takozvani efektivan niz. No Cak i u slucaju efektivnog niza, %, ..., ne mora biti struktura
izraCunljivosti, ali u sluCaju kada je, Z,,... 4 je nuZno maksimalna struktura izraCunljivosti.
Stoga je glavni cilj dobiti svojevrstan obrat te Cinjenice, odnosno svaku maksimalnu strukturu
izraCunljivosti na euklidskom prostoru prikazati kao %, ... 4, i to za $to manji prirodan broj k.
Disertacija je podijeljena u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju navodimo neke dobro poz-
nate definicije i teoreme iz izraCunljive analize koji ¢e nam biti najpotrebniji te uvodimo ter-
minologiju i oznake koje ¢e se pojavljivati kroz Citavu disertaciju. U drugom poglavlju su
maksimalne strukture izracunljivosti u srediStu razmatranja. Glavni cilj tog poglavlja je dati
konkretan opis maksimalnih struktura izracunljivosti na euklidskom prostoru te dokazati da se
takve strukture mogu u potpunosti odrediti s konacno toCaka. SadrZzaj ovog poglavlja objavljen
je u Clanku [12]. U treem poglavlju preusmjeravamo paznju na separabilne strukture izracun-
ljivosti i bavimo se pitanjem povlaci li efektivna kompaktnost izracunljivu kategori¢nost. lako
je opet naglasak na potprostorima euklidskog prostora, dokazujemo i neke opcenite rezultate
koji imaju veliki potencijal za daljnju upotrebu. SadrZzaj ovog poglavlja je takoder u ¢lanku koji
je trenutacno u postupku recenzije. U Cetvrtom poglavlju uvodimo pojam kategoricke efektivne
kompaktnosti 1 dokazujemo da kvazisfere imaju to svojstvo. Ovo poglavlje predstavlja tematiku

1 rezultate mojih posljednjih istrazivanja.



1. OSNOVNI POIMOVI I REZULTATI

Za pocetak, navedimo neke osnovne definicije i1 rezultate koji e biti kljuCni za razumijevanje

rezultata i tehnika koriStenih u dokazima kroz Citavu disertaciju. Za potpuno razumijevanje

navedenog, vazno je da je Citatelj upoznat s fundamentalnim konceptima klasicne teorije izra-

Cunljivosti kao $to su: pojam izracunljive (rekurzivne) funkcije f : N¥ — N™, gdje je skup
N={0,1,2,...}

skup prirodnih brojeva, pojam izracunljivog (rekurzivnog) skupa u N¥ te pojam izracunljivo

(rekurzivno) prebrojivog skupa u N¥. Definicije i najvaZnija svojstva spomenutih koncepata

mogu se pronaci u [22]. Od klasi¢nih teorema, ovdje ¢emo istaknuti dva koja ¢emo vrlo Cesto

koristiti. Prvi je takozvani teorem o projekciji:
Teorem 1.0.1. Neka je T C N¥*” rekurzivno prebrojiv i
S={xeN'|(FyeN") (xy) €T},
Tada je S rekurzivno prebrojiv.
Drugi teorem je takozvani teorem o selektoru:

Teorem 1.0.2. Nekaje T C N¥” rekurzivno prebrojiv skup takav da za svaki x € N¥ postoji y €
N takav da je (x,y) € T. Tada postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N" takva da je (x, p(x)) € T,

za svaki x € NF,

Radi lakSeg snalazenja, pojmove i oznake koji su usko vezani za pojedino poglavlje necemo

navesti ovdje, ve¢ unutar poglavlja u kojem se koriste.

1.1. IZRACUNLJIVOST U R”

U ovoj tocki navodimo neke fundamentalne pojmove i dobro poznate rezultate iz izraCunljive

analize - opSirnije o navedenom moZe se pronaci u literaturi [10, 18,21, 24].



Osnovni pojmovi i rezultati Izracunljivost u R"

Buduc¢i da je svaki racionalan broj jedinstveno odreden s tri prirodna broja, pojam izraun-
ljive funkcije N¥ — N jednostavno je poopéiti na funkcije N¥ — Q. Tako za funkciju f : Nk = Q

kaZemo da je izracunljiva ako postoje izraunljive funkcije a, b, c : N¥ — N takve da je

za sve x € NK,
Nadalje, funkcija f : N¥ — R je izracunljiva ako postoji izra¢unljiva funkcija F : N1 — Q
takva da je
f(x) = Flx,i)] <27,

za sve x € N¥, i € N. Za funkciju F kaZemo da je izrac¢unljiva aproksimacija za funkciju f.

Neka vaZna svojstva izra¢unljivih funkcija N¥ — R su sljedeéa:
Propozicija 1.1.1.
(i) Akosu f,g:NK— R izradunljive, tadasui f+g,f —g,f g : N¥ = R izratunljive.
(i) Akosu f:NF— RiF : NI R funkcije takve da je F izradunljiva i
£ (x) = F(x,i)] <27,
zasve x € N¥, i € N, tada je f izracunljiva.

(iii) Ako su f,g: N — R izratunljive funkcije, tada je skup

{xeN'| f(x) <g(0)}
izracunljivo prebrojiv.

(iv) Ako je f: N¥ — R izracunljiva funkcija i f(x) > 0 za svaki x € N¥, tada je i funkcija
NK — R, x +— /f(x) izralunljiva.

(v) Ako je f: N¥ — R izraCunljiva funkcija i f(x) # O za svaki x € N, tada je i funkcija

1

x N* — R izradunljiva.

(vi) Nekasuk,n € N\{0}iFy,...,F,: N = Rizracunljive funkcije. Nekasu Sy,...,S, C N

izradunljivi skupovi takvi da za svaki x € N¥ postoji to¢no jedan i € {1,...,n} takav da je
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x € S;. Tada je f : N* — R definirana sa

;

Fi(x), akojex€ S
fx) =

F,(x), akojexe€ S,

\

takoder izraCunljiva.

Funkcija f: N¥ = R", f = (f1,...,f), je izra¢unljiva ako su joj komponentne funkcije
fis-+ o fn : NF = R izraunljive.

Realan broj r je izracunljiv broj ako postoji izracunljiva funkcija f : N — Q takva da je
r—flk)| <27,

za svaki k € N. Toc¢ka x € R", x = (xy,...,x,), je izracunljiva tocka ako su brojevi xi,...,x,

izracunljivi.
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1.2. R.R.O. FUNKCIJE

Sada bismo htjeli definirati pojam izradunljive (rekurzivne) funkcije na N koja vrijednosti po-
prima u partitivnom skupu od N"*. Ovakve funkcije ¢e nam biti jedan od najvaznijih alata u
dokazivanju izraCunljive prebrojivosti raznih skupova. OpSirnije o tim funkcijama, kao i dokazi
ispod navedenih svojstava mogu se pronaci u poglavlju 2.5 u [10].

Ako je X skup, s Z(X) ¢emo oznaCavati partitivni skup od X. Za m € N definiramo
N =1{0,...,m}.
Zan > 1nekaje
NP ={(x1,...,x0) | X150, x0 € Npy }

KaZemo da je funkcija @ : N¥ — 2(N") rekurzivna i rekurzivno omedena ili r.r.o. ako je
skup
{(.y) EN'XN" |y € B(x)}

izradunljiv podskup od N¥" i postoji izraunljiva funkcija ¢ : N¥ — N takva da je
n
P(x) € Ny

za svaki x € NK. Ovdje treba naglasiti da se u znanstvenim radovima na engleskom jeziku
ovakve funkcije naj¢esce zovu c.f.v. (computable finitely valued). Iako pojam r.r.o. funkcije
nije direktan prijevod odgovarajueg engleskog pojma, u literaturi na hrvatskom je uobicajen,
stoga ¢emo ga i u ovom radu zadrZati.

Sljedeca svojstva r.r.o. funkcija ¢e nam biti od velike koristi.
Propozicija 1.2.1.
(a) Akosu®,¥: Nk — 2(N") rr.o. funkcije, tada su skupovi
{re N[ D(x) = W(x)}, {reN|d(x) C¥(x)}
izracunljivi.

(b) Neka su ®@: Nf — 2(N") i ¥: N* — 2 (N™) rr.o. funkcije. Tada je funkcija A : NF —
Z(N™) definirana s

Ax)= |J ¥(2), xeN-
2€P(x)

takoder r.r.o. funkcija.
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(c) Nekaje @ : Nk — 2(N") rr.o. funkcijai T C N” izradunljivo prebrojiv. Tada je i skup
S:{xENk]dD(x)QT}
izracunljivo prebrojiv.
Neka su 6 : N> = Nin : N — N neke fiksirane izra¢unljive funkcije takve da je
{(0(i,0),...,0(i,n(i)) | i € N}

skup svih nepraznih kona¢nih nizova u N. Pisat éemo (i) ; umjesto o' (i, j) i i umjesto 1(i).

Sljedeca lema Ce takoder biti korisna.

Lema 1.2.2. Postoji izradunljiva funkcija ¢ : N> — N takva da za sve m, p € N, svaki kona¢an

niz (xo,...,x,) u {0,...,m} je jednak nizu ((i)o,...,(i);) zaneki i € N takav da je i < {(m, p).
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1.3. STRUKTURE IZRACUNLIJIVOSTI

Strukture izraCunljivosti predstavljaju vrlo opcenit nacin uvodenja izraCunljivosti u metricki
prostor jer u svojoj definiciji ne pretpostavljaju nikakva dodatna svojstva promatranog metric¢-
kog prostora. Strukturama izracunljivosti su se dosada bavili primjerice Pour-El i Richards
u [18], Yasugi, Mori 1 Tsujji u [15,26] kao 1 Melnikov u [14]. JoS neki rezultati 1 istraZivanja
vezana za strukture izraCunljivosti mogu se naci i u literaturi [7,9,23].

Navedimo sada osnovne pojmove, rezultate i oznake vezane za strukture izracunljivosti koji
¢e nam biti potrebni u ostatku disertacije.

Neka je (X,d) metricki prostor i (x;) nizu X.

KaZemo da je (x;) efektivan niz u (X,d) ako je funkcija N> — R,
(i, ) = d(xi,x))
izracunljiva. Ako su (x;) i (y;) nizovi u X, kaZzemo da je ((x;),(y;)) efektivan par u (X,d) i
piSemo (x;) o (y;) ako je funkcija N> — R,
(i,J) = d(xi,y;)

izraunljiva. UoCimo da je (x;) efektivan niz u (X,d) ako i samo ako je (x;) ¢ (x;). Takoder,
(x;) © (v;) povlati (y;) o (x;).

KaZemo da je niz (y;) u X izracunljiv s obzirom na (x;) u (X,d) i piSemo (y;) < (x;) ako
postoji izradunljiva funkcija F : N> — N takva da je

d(yiaxF(iJ()) < 2_k7

za sve i,k € N. Tocka a € X je izracunljiva s obzirom na (x;) u (X,d) ako postoji izracunljiva
funkcija f : N — N takva da je
d((l,Xf(k)) < 271‘,

za svaki k € N.

Dokazimo sada tranzitivnost relacije <.
Propozicija 1.3.1. Neka je (X,d) metricki prostor i (x;), (i), (z;) nizovi u X takvi da je
(zi) = (i) i (i) =2 (xi). Tada (z;) = (x).
Dokaz. Neka su F,G : N> — N izra¢unljive funkcije takve da
d(zi,yr(ix) <271 d(yixgip) <27 (1.1)

10
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za sve i,k € N. Tada za sve i,k € N, vrijedi

d(zi,yrre) <279 0 dOrgan Xorirn ) <27 Y,
pa po nejednakosti trokuta
d(2i XG(F (i k1) +1)) < 27k,
Stoga (z;) = (xi). u

Propozicija 1.3.2. Neka je (X,d) metri¢ki prostor i (x;), (i), (@), (B;) nizovi u X takvi da
(xi) = (04) 1 (yi) 2 (Bi). Ako (a) o (), tada (x;) o (yi).

Dokaz. Neka su F,G : N?> — N izradunljive funkcije takve da
d(xi, p(igy) <27Fid(yj,Bo(jp) <27
za sve i, j,k € N. Opéenito, za proizvoljne a,d’,b,b’ € X vrijedi
|d(a,b) —d(d',b")| < d(a,a’) +d(b,b),
Sto se jednostavno dobije iz nejednakosti trokuta. Stoga za sve i, j,k € N, imamo

|d(xi,57) — d(Op (i k+1): Bo(j k1) < d(xi, Qp(iks1)) + A Bogj k1))
<2.2- kD — ok

Iz propozicije 1.1.1(i) slijedi da je funkcija N*> — R, (i, j) = d(x;,y;) izraunljiva. [

Korolar 1.3.3. Neka je (X,d) metricki prostor i (y;), (x;) nizovi u X takvi da je (y;) =< (x;).

Ako je (x;) efektivan, tada je i (y;) efektivan.

Neka je (X,d) metri¢ki prostor i .7 skup &iji elementi su neki nizovi u X, to jest . C XN

KaZemo da je .7 struktura izracunljivosti na (X, d) (vidi [26]) ako vrijedi:
(i) ako su (x;),(y;) € <, tada (x;) © (v;);
(ii) akoje (x;) € <1 (yi) < (x;), tada (y;) € .7
Uo&imo: ako je (X,d) metricki prostor i.7 C X" takav da vrijedi (ii), tada vrijedi i:

(iii) ako je (x;) € 71 f: N — NizraCunljiva funkcija, tada je (x(;))ien € 7.

11
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Stoga, ako je . struktura izraCunljivosti na (X,d), tada vrijedi (iii).
Takoder, ako je . struktura izraCunljivosti na (X,d), iz (i) slijedi da je svaki (x;) € .%¥

efektivan niz u (X,d).
Primjer 1.3.4.

(a) Neka je (X,d) metricki prostor i a € X. Neka je (x;) niz u X definiran s x; =a, i € N i
& ={(x;)}. Tada je .7 struktura izraCunljivosti na (X,d).

(b) Neka je n € N\ {0} i d euklidska metrika na R". Neka su (x;) i (y;) nizovi u R" i (x}),

o () te (y}) .-+» (}) koordinatni nizovi od (x;) i (y;).

(1) Ako su (x;) i (y;) izraCunljivi (kao funkcije N — R"), tada (x;) ¢ (y;) (u metriCkom
j J y j

prostoru (R",d)). Naime, za sve i, j € N imamo

d(xiyj) = /(e =y 0 = )2,

pa tvrdnja slijedi iz (i) i (iv) propozicije 1.1.1. Posebno, svaki izracunljiv niz u R"

je efektivan u (R"*,d).

(ii) Neka je (x;) izracunljivi (y;) < (x;). Tada je i (y;) takoder izraCunljiv. Naime, ako
je F : N? — N izracunljiva funkcija takva da je d(y;,xp(jx)) <27* zasve j,k €N,

tada za svakil € {1,..,n} i sve j,k € N imamo
/ l —k
Vi =Xl SdWjxrr) <275,
pa propozicija 1.1.1 (ii) povlaci da su (y}), .-+ (}) izracunljivi nizovi.
Dakle vidimo da je skup svih izracunljivih nizova u R” struktura izracunljivosti na (R",d).

Ako je (X,d) metricki prostor i & niz u (X,d), sa .y ozna¢imo skup svih nizova (x;) u X

takvih da je (x;) = o. UoCimo da je o € .7,.

Propozicija 1.3.5. Neka je (X,d) metricki prostor i @ niz u X. Tada je a efektivan niz u (X,d)

ako i samo ako je .7 struktura izraCunljivosti na (X, d).

Dokaz. Ako je .7y struktura izraCunljivosti na (X, d), tada je o efektivan u (X, d) zbog o € ..
S druge strane, ako je a efektivan u (X,d), tada je . struktura izraCunljivosti na (X,d) jer

svojstvo (i) slijedi iz propozicije 1.3.2, a svojstvo (ii) iz propozicije 1.3.1. [

12
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Neka su o i B efektivni nizovi u metrickom prostoru (X,d). Kazemo da su ot i B ekviva-
lentni i piSemo o ~ f3, ako je o izracunljiv s obzirom na f i B je izraCunljiv s obzirom na a.

Po propoziciji 1.3.1, za proizvoljne nizove & i  u X imamo
a=p = S CIp,
stoga za proizvoljne nizove ¢ i B u (X,d) imamo
an~f = Su=5.

Iz ovoga je ocito da je ~ relacija ekvivalencije na skupu svih efektivnih nizova u (X,d).
Ako su (X,d) i (Y,d') metriCki prostori, za f : X — Y kaZemo da je izometrija izmedu

(X,d) i (Y,d') ako je f surjekcija i vrijedi

d(f(x),f(y)) =d(x,y), zasve x,y € X.

S Iso(X,d) oznacavat éemo skup svih izometrija f : X — X.

KaZemo da su dva efektivna niza o i 8 u (X,d) ekvivalentna do na izometriju ako postoji
izometrija f : X — X takva da je B ~ foa. Nije teSko pokazati da je ovo takoder relacija
ekvivalencije na skupu svih efektivnih nizova u (X,d).

Efektivan niz (x;) u metrickom prostoru (X,d) je efektivan separirajuci niz ako je (x;) gust
u (X,d), to jest ako je skup {x; | i € N} gust u (X,d). Relacije ekvivalencije i ekvivalencije do

na izometriju ¢e nas posebno zanimati na skupu efektivnih separirajuéih nizova.
Lema 1.3.6. Neka je (X,d) metric¢ki prostor i @ = (o) niz u X.
(i) Niz «a je efektivan ako i samo ako za svaki niz (x;) u X vrijedi

(xi) R = (x))oa. (1.2)

(ii) Ako je o efektivan separirajuéi niz, tada za svaki niz (x;) u X imamo

(xi) Ra <= (xj)oa.

Dokaz.

(i) Ako vrijedi (1.2), tada je o efektivan zbog o < «.

Obrnuto, pretpostavimo da je a efektivan i (x;) =< o. Tada (x;) € Sy, §to skupa s o € F,

i propozicijom 1.3.5 povlaci (x;) ¢ a.

13
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(ii) Pretpostavimo da je o efektivan separirajuci niz i (x;) o .
Neka su i,k € N. Tada postoji j € N takav da d(x;,@;) < 27*. Budu¢i da je skup Q
svih (i,k, j) € N3 takvih da je d(x;, &t;) < 27¥ izratunljivo prebrojiv (po propoziciji 1.1.1
(iii)) i za sve i,k € N postoji j € N takav da je (i,k, j) € Q, prema teoremu 1.0.2 postoji
izradunljiva funkcja F : N?> — N takva da je (i,k, F(i,k)) € Q za sve i,k € N. Stoga

d(xi, p(igy) <275,
zasve i,k € Ni zato (x;) < a.
|

Propozicija 1.3.7. Neka je (X,d) metricki prostor, .# struktura izraCunljivosti na (X,d) i o

gust niz u (X,d) takav da je a € .. Tada je a efektivan separirajuéi nizu (X,d) i ¥ = . %.

Dokaz. OCcito je a efektivan separirajuéi niz u (X,d).

Ako je (x;) € Sy, tada (x;) 2 o i a € . povladi (x;) € 7.

Obrnuto, neka je (x;) € .. Tada (x;) o ipo lemi 1.3.6 (x;) < «, to jest (x;) € .#. Stoga
S =S |

Neka je (X,d) metricki prostor. Kazemo da je . separabilna struktura izracunljivosti
na (X,d) ako je . struktura izraCunljivosti na (X,d) i postoji & € . takav da je o gust niz u
(X,d). Uocimo da je po propoziciji 1.3.7, .# separabilna struktura izraCunljivosti na (X,d) ako

i samo ako . = % za neki efektivan separirajuéi niz o u (X,d).

Primjer 1.3.8. Neka je d euklidska metrika na R" i neka je o : N — Q" izracunljiva surjekcija.
Tada je . skup svih izracunljivih nizova u R".

Naime, ako je (x;) € S, tada je (x;) izraCunljiv niz u R” po tvrdnji (ii) iz primjera 1.3.4. S
druge strane, ako je (x;) izracunljiv niz u R”", tada po tvrdnji (i) istog primjera, imamo (x;) ¢ o i
lema 1.3.6 povladi (x;) = a, to jest (x;) € .Sy.

Dakle, skup svih izra¢unljivih nizova u R” je separabilna struktura izracunljivosti na (R",d).

Pretpostavimo da je (X, d) metricki prostor i ¢ efektivan niz u (X,d). Tada
o je gust niz <= .y, je separabilna struktura izrac¢unljivosti. (1.3)

Naime, ako je (x;) gust niz koji je izraCunljiv u odnosu na @, tada je i & takoder gust.

14
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Neka je (X,d) metricki prostor i . strukutra izraCunljvosti na (X,d). Neka je a € X.
KaZemo da je a izracunljiva tocka u strukturi izracunljivosti .7 ako postoje (x;) € .7 ii €N

takvi da je a = x;. Lako je vidjeti da su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) a je izraCunljiva tocka u .%;
(i) (a,a,a,...) €.,

(iii) postoji (x;) € . i izracunljiva funkcija f : N — N takva da je d(a,x /) < 2, za svaki
ke N.

Ako je .7 struktura izradunljivosti na (X,d), sa.#° éemo oznacavati skup svih izracunljivih

tocakau .7.
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1.4. IZRACUNLIJIVI METRICKI PROSTORI

Sada ¢emo navesti neke osnovne ¢injenice o izraCunljivim metrickim prostorima. OpSirnije o
njima moZe se pronaci u literaturi [3,4, 8, 18,21, 24].

Za uredenu trojku (X,d, o) kazemo da je izracunljiv metricki prostor ako je (X,d) me-
tricki prostor i o = () efektivan separirajuciniz u (X,d). Ako je (X,d, @) izraCunljiv metri¢ki
prostor, x € X je izracunljiva tocka u (X,d, a) ako je x izraCunljiva s obzirom na &. Niz (x;) u
X je izracunljiv niz u (X,d, o) ako je (x;) izraCunljiv s obzirom na c.

Uocimo da su izracunljivi metricki prostori usko vezani uz separabilne strukture izracunlji-
vosti. Naime, ako je (X,d, &) izraCunljiv metricki prostor, tada je prema propoziciji 1.3.5, skup
izraunljivih nizova u (X, d, @) upravo separabilna struktura izracunljivosti .. S druge strane,

za svaku separabilnu strukturu .y na (X,d), (X,d, @) je izraCunljiv metri¢ki prostor.

Primjer 1.4.1. Euklidski prostor (R”,d) obi¢no promatramo kao izracunljiv metricki pros-
tor na sljedeéi nacin. Fiksiramo proizvoljan izracunljiv niz ¢ u R” Cija slika je Q". Tada je
(R*,d,q), gdje je d euklidska metrika, izracunljiv metri¢ki prostor. Iz primjera 1.3.8 vidimo
da se pojmovi izracunljivih tocaka i izracunljivih nizova u (R"”,d,q) podudaraju s pojmovima

izracunljivih toaka u R" i izraCunljivih funkcija N — R" koje smo definirali u 1.1.

Osim izraCunljivih tocaka i izracunljivih nizova, u izracunljivom metriCkom prostoru ¢emo
promatrati i neke druge izracunljive objekte.
Prvo definirajmo neke oznake koje ¢emo koristiti. Neka je (X, d) metricki prostoriA,B C X.
Za € > 0 pisat ¢emo A <, B ako za svaki a € A postoji b € B takav da je d(a,b) < €. Ako je
A <¢ B1B <¢ A, piSemo
A ~¢ B.

Pretpostavimo da je (X,d, o) izraCunljiv metricki prostor. Od sada nadalje, neka je N —
P(N), j— [j] neka fiksirana r.r.o. funkcija ¢ija slika je skup svih nepraznih kona¢nih podsku-

pova od N. Takoder, neka su 71,7, : N — N fiksirane izracunljive funkcije takve da je
{(1(i), () | i e N} =N

i g : N — Q fiksirana izraCunljiva funkcija ¢ija slika je skup svih pozitivnih racionalnih brojeva.
Ako je K kompaktan skup u (X,d) takav da postoji izracunljiva funkcija f : N — N sa

svojstvom da za svaki k € N
K~y {og|ie[f(K)]},
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kazemo da je K izracunljiv skup u (X,d, o).

Za i € N definiramo A; = @, (), Pi = qry(i) 1 i = B(A;,p;). Tada je {I; | i € N} skup svih
racionalnih otvorenih kugli, to jest kugli koje imaju srediste u nekom ¢lanu niza o i racionalan
radijus.

Neka je S zatvoren skup u (X,d). Ako je skup
{ieN|SNI # 0}

izraunljivo prebrojiv u N, kazemo da je S izracunljivo prebrojiv u (X,d,a). Ako postoji
izracunljivo prebrojiv skup Q u N takav da
X\s=J1,
icQ
kaZemo da je S koizracunljivo prebrojiv u (X,d, o).

MozZe se pokazati (korolar 3.14 u [3]) da vrijedi:
S izraCunljiv = § izracunljivo prebrojiv i koizracunljivo prebrojiv

S druge strane, kompaktan skup koji je izracunljiv i koizraunljivo prebrojiv opéenito ne mora
biti izracunljiv, no u nekim slucajevima mora - primjerice u R” (korolar 4.14 u [3]).
Nadalje, uo¢imo da iz ¢injenice da je unija dva izratunljivo prebrojiva skupa u N¥ takoder

izraCunljivo prebrojiv skup slijedi:

Propozicija 1.4.2. Neka je (X,d,®) izraCunljiv metri¢ki prostor i A,B zatvoreni skupovi u
(X,d). Ako su A i B izracunljivo prebrojivi u (X,d, a), tada je i AU B izraunljivo prebrojiv
skupu (X,d, o). Ako su A i B koizraCunljivo prebrojiviu (X,d, &), tada je i AN B koizraCunljivo
prebrojiv skup u (X,d, o).

Za potpune skupove izracunljivu prebrojivost moZzemo okarakterizirati na sljedeci nacin:

Propozicija 1.4.3. Neka je (X,d, a) izraCunljiv metri¢ki prostor i S C X potpun skup u (X,d).
Tada je S izraCunljivo prebrojiv ako i samo ako postoji izracunljiv niz (x;) u (X,d, a) takav da
je
S={x;|ieN}.
Dokaz navedenog rezultata moze se naci u [3] (korolar 3.14). Uocimo da iz navedene pro-

pozicije slijedi da su izraunljive tocke guste u potpunom izracunljivo prebrojivom skupu.
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Iako to iz definicija nije oc¢ito, moZe se pokazati da pojmovi izracunljivog, izracunljivo pre-
brojivog i koizracunljivo prebrojivog skupa u (X,d, &) ne ovise o odabiru r.r.o. funkcije j — [J],
kao ni o funkcijama 7, 72, g. Odnosno, ako su j — [;]" i 7{, 75, ¢’ neke druge funkcije koje imaju
analogna svojstva, izracunljivi, izracunljivo prebrojivi i koizracunljivo prebrojivi skupovi s ob-
zirom na njih bit e isti kao i oni s obzirom na j — [j] i 71, T2,¢. Dakle, pojmovi izracunljivog,
izracunljivo prebrojivog i koizraCunljivo prebrojivog skupa definirani su iskljucivo preko niza
o. Stoga, umjesto izracunljivosti 1 (ko)izracunljive prebrojivosti u izracunljivom metrickom
prostoru (X ,d, ), mogli smo govoriti i o izraCunljivosti i (ko)izracunljivoj prebrojivosti s ob-
zirom na o.

Izracunljiv metri¢ki prostor (X,d, @) je efektivno (ili izracunljivo) kompaktan [26] ako
je (X,d) potpun i efektivno totalno omeden, to jest, postoji izraCunljiva funkcija ¢ : N — N

takva da za svaki k € N
(k)
X=JB(a,27).
i=0
VaZzno je naglasiti da efektivna totalna omedenost ovisi samo o pozadinskom metrickom pros-

toru (X, d). To jest, imamo sljedeci rezultat (korolar 21 u [9]):

Teorem 1.4.4. Ako su a i 3 efektivni separirajuéi nizovi u (X,d), tada je (X,d, @) efektivno

totalno omeden ako i samo ako je (X,d, ) efektivno totalno omeden.

Iz ovoga odmabh slijedi i analogna ekvivalencija za efektivnu kompaktnost. KaZzemo da je
metri¢ki prostor (X,d) efektivno kompaktan ako postoji niz « takav da je (X,d, o) efektivno
kompaktan izracunljiv metricki prostor. Uo¢imo da iz teorema 1.4.4 slijedi da je u tom slucaju
i (X,d, p) efektivno kompaktan za svaki efektivan separirajuci niz f u (X,d).

Sljedeca propozicija povezuje pojmove izracunljivog skupa i efektivno kompaktnog metric-

kog prostora:

Propozicija 1.4.5. Neka je (X,d, 0) izraCunljiv metric¢ki prostor i K kompaktan skup u (X,d).
K je izraCunljiv u (X,d, o) ako i samo ako postoji izra¢unljiv niz (x;) u (X,d, o) &ija slika je
sadrZzana u K i izracunljiva funkcija ¢ : N — N takva da za svaki k € N

(k)
KC |JBx,27h.
i=0

Dokaz. Pretpostavimo da je K izracunljiv u (X,d, o). Tada je K i izraCunljivo prebrojiv i pot-

pun, pa prema propoziciji 1.4.3, postoji izraCunljiv niz (x;) u (X,d, &) takav da je
K ={x;|ieN}.
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Nadalje, budu¢i da je K izraunljiv u (X,d, &), postoji izraCunljiva funkcija f : N — N sa svoj-
stvom da za svaki k € N

K~y {og|ie[f(k)]}-
Sada zbog prethodne relacije i gustoée niza (x;) u K, lako dobivamo da za sve k € N, i € [f(k)]
postoji j € N takav da je

d(og,xj) <2-27%,

Kako je skup

Q={(i.k,j) €N’ | d(og.xj) <2-27%i € [f(R)]}U{(i.k, j) €N | i ¢ [F(K)]}

izraCunljivo prebrojiv prema propozicijama 1.1.1 1 1.2.1, iz teorema 1.0.2 slijedi da postoji
izradunljiva funkcija g : N> — N takva da je (i,k,g(i,k)) € Q, za sve i,k € N. Sada definiramo
funkciju ¢ : N — N,

o (k) = max{g(i,k+2) |i € [f(k+2)]}, k€ N.

Lako se vidi da je ¢ izraunljiva i tvrdimo da je

@(k)
KC|JB,27h,
i=0

za svaki k € N. Neka je x € K. Tada postoji i € [f(k+2)] takav da je
d(x,04) <2~ *k+2)

a za taj i takoder vrijedi

d( i, Xg(ips2)) < 2-27 02,

Sada imamo da je
8(i,k+2) €40,...,0(k)}

1 po nejednakosti trokuta dobivamo
d(x,xg(i g 10) < 2702 4207 (F2) < 7k,

Dakle, x € B(xg(i7k+2),2_k).
Obratno, pretpostavimo da postoji izra¢unljiv niz (x;) u (X,d, a) ¢ija slika je sadrzana u K
1izracunljiva funkcija ¢ : N — N takva da za svaki k € N vrijedi

(k)
KC |JBx,27h.
i=0
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Zbog gustoce niza o, imamo da za sve i,k € N postoji j € N takav da je
d(x,',OCj) <27k

Analogno kao prije zaklju¢ujemo da moZemo pronaéi izratunljivu funkciju 4 : N> — N takvu
da je
d(xi, Qi) < 2%,

za sve i,k € N. Sada buduci da zapravo za svaki k € N vrijedi

Rop—k {X(), s 7x(p(k)}7
kao 1
{X(), cee 7x(p(k)} ~o—k {ag(o,k)v RS ag((p(k),k) }7
direktno iz nejednakosti trokuta dobivamo
K 0 {00095 Oap(i) 0 -

Funkcija ¥ : N — Z(N),
W(k) ={g(0,k+1),8(1,k+1),....8(@(k+1),k+ 1)}, k€N

je r.r.o. Pogledajmo skup

A= {(k,i) e N* | [i] = ¥(k)}.

Taj skup je prema propoziciji 1.2.1 (a) izracunljiv, te za svaki i € N postoji k € N takav da je
(k,i) € A. Slijedi da postoji izracunljiva funkcija f : N — N takva da je (k, f(k)) € A, za svaki

k € N. Nije teSko provjeriti da za tu funkciju vrijedi upravo
~y-{ai | i€ [f(K)]},
za svaki k € N, pa je K izraCunljiv u (X,d, @). |

Iz dokazane propozicije jednostavno slijedi da za kompaktan metri¢ki prostor (X,d) vrijedi

sljedeca ekvivalencija:
(X,d,a) je efektivno kompaktan <= X je izraCunljiv skup u (X,d, o)

Ako su a i B ekvivalentni efektivni separirajuci nizovi, htjeli bismo da su tada izracunljivi
metri¢ki prostori (X,d, o) i (X,d, ) na neki nacin ,,jednaki”. O tome govori sljedeca propozi-
cija.

20



Osnovni pojmovi i rezultati Izracunljivi metricki prostori

Propozicija 1.4.6. Neka su a i 8 efektivni separirajuéi nizovi u (X,d) i o« ~ 3. Tada su
izracunljivi nizovi i izracunljive tocke te izraCunljivi, izraCunljivo prebrojivi i koizracunljivo
prebrojivi skupovi u (X,d, ) jednaki kao u (X,d, ).

Dokaz. Cinjenica da se izradunljivi nizovi u navedenim prostorima podudaraju slijedi iz propo-
zicije 1.3.1. Budu¢i da su izracunljive toCke upravo ¢lanovi izraunljivih nizova, odmabh slijedi
da se i izracunljive tocke podudaraju. Nadalje, iz propozicije 1.4.5, moZemo zakljuciti da se i
izraCunljivi skupovi podudaraju.

Neka su
1§ = B(og).pi). I = B(Bryy,p). i €N

racionalne otvorene kugle u promatranim prostorima. Tvrdimo da za svaki i € N vrijedi sljedece

B
U 7, (1.4)

JjeN
(i,/))eQ
gdje je
Q= {(i,j) € N | (0t 1), Br, () +Pj < Pi}-
Uocimo da je  izracunljivo prebrojiv prema propoziciji 1.1.1 (iii). Neka je x € I*. Tada je

d(x, 0z (i) < pi,

pa postoji k € N takav da je
d(x, arl(i)) +2.27F < pi.

Zbog gustoce niza 3, postoji [ € N takav da je
d(x,B) <27k
Sada je
d( 0, ), B) +27% < d(0 ,x) +d(x, Br) +27F
<pi—2-27F+2 ko k=p,

pa vidimo da za j € N takav da je 7, (j) =, p; = 2% vrijedi (i, ])GleGIB.

Obrnuto, ako je x € If, zaneki j € N takav da je (i, j) € Q, onda vrijedi

d(x Oz, (i ) ( Brl )"‘d(ﬁrl O‘rl())

<Pj+pi—pP;j=pPi
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Osnovni pojmovi i rezultati Izracunljivi metricki prostori

pajexel?.
Pretpostavimo sada da je S izraCunljivo prebrojiv skup u (X, d, B). Iz (1.4) slijedi da za svaki

i € N vrijedi sljedeca ekvivalencija
INS#£0 <« (FjeN)((ij)eQillns+0).
Kako je {j € N| If NS # 0} izracunljivo prebrojiv, prema teoremu 1.0.1 slijedi da je i skup
{ieN|I*NS #0}

izracunljivo prebrojiv, odnosno da je S izra¢unljivo prebrojiv u (X,d, ).
Pretpostavimo da je S koizracunljivo prebrojiv u (X,d, &). Tada postoji izracunljivo prebro-

jiv skup A C N takav da je X \ S = ;4 I”. Sada imamo

x\s=Ur=y U f=yr,
icA icA jeN jeB
(i,j)eQ

pri cemu je
B={jeN|(FicA)(i,j)eQ}={jeN|FieN)(icAi(i,j) eQ)}.

B je izraCunljivo prebrojiv prema teoremu 1.0.1, pa je S koizraCunljivo prebrojiv u (X,d, ).

Dokazali smo sljedece implikacije:

S izraCunljivo prebrojiv u (X,d,) = S izraCunljivo prebrojiv u (X,d, o);

S koizracunljivo prebrojiv u (X,d,a¢) = S koizraCunljivo prebrojiv u (X,d, ).
Za obrnute smjerove samo zamijenimo uloge o i 8 u (1.4). |

Nadalje, ako su o i 8 ekvivalentni do na izometriju, sada je lako pokazati da su izraun-
ljivi, izraunljivo prebrojivi i koizraCunljivo prebrojivi objekti u (X, d, B) izometri¢ne slike istih
objekata iz (X,d, o).

KaZemo da je metricki prostor (X, d) izracunljivo kategorican [14] ako su svaka dva efek-

tivna separirajuca niza u (X,d) ekvivalentna do na izometriju.
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2. MAKSIMALNE STRUKTURE

[ZRACUNLJIVOSTI

2.1. OPCENITO O MAKSIMALNIM STRUKTURAMA

Neka je (X,d) metricki prostor i . struktura izraCunljivosti na (X, d). Kazemo da je . maksi-
malna struktura izracunljivosti na (X,d) ako ne postoji struktura izracunljivosti .7 na (X,d)
takvadaje Y C T 1. # 7.

Svaka separabilna struktura izraunljivosti je maksimalna. Naime, ako je o efektivan sepa-
rirajuéi niz na (X,d) i .7 struktura izracunljivosti na (X,d) takva da je ./, C 7, tada @ € .,
pa po propoziciji 1.3.7 imamo .7 = .%,.

Separabilne strukture izracunljivosti na metrickom prostoru (X,d) opéenito ne moraju pos-
tojati. OCito takve strukture ne postoje ako (X, d) nije separabilan metri¢ki prostor, no i kada je
(X, d) separabilan, separabilna struktura izraCunljivosti na (X,d) ne mora postojati. Primjerice,
ako je X = {0,a}, gdje je a neizraunljiv broj i d euklidska metrika na X, tada na (X,d) ne
postoji separabilna struktura izracunljivosti.

S druge strane, maksimalne strukture izra¢unljivosti uvijek postoje. Stovise, imamo sljedeéi

rezultat:

Propozicija 2.1.1. Neka je .# struktura izraCunljivosti na metrickom prostoru (X,d). Tada

postoji maksimalna struktura izracunljivosti .# na (X,d) takvadaje . C ..

Dokaz. Neka je A skup svih struktura izraunljivosti 7 na (X,d) sa svojstvom . C 7. A je
parcijalno ureden s inkluzijom i lako je provjeriti da svaki lanac u A ima gornju medu. Prema
Zornovoj lemi, postoji maksimalni element .# od A. Dakle, .# je maksimalna struktura izra-

¢unljivosti na (X,d) koja sadrzi .. |
Cak i kada postoje separabilne strukture na metrickom prostoru, maksimalne strukture ne
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moraju biti separabilne. Stovie, ni maksimalne strukture koje su guste ne moraju biti separa-
bilne (vidjeti primjer 2.1.2).

Struktura izradunljivosti .# na metri¢kom prostoru (X,d) je gusta ako je .#° gust skup u
(X,d). Ocito je svaka separabilna struktura izraunljivosti gusta. No obrat ne vrijedi - postoje
guste strukture izracunljivosti koje nisu separabilne. Primjerice, ako je d euklidska metrika
na R i . skup svih konstantnih nizova (q,q,q,...), gdje je g € Q, tada je . gusta struktura
izraCunljivosti na (R,d) koja nije separabilna. Ovdje je bitno uociti da .% nije maksimalna

struktura.

Primjer 2.1.2. Neka je d euklidska metrika na [0,1]. Tada postoji jedinstvena separabilna
struktura izraCunljivosti na ([0, 1],d) (vidi [9], primjer 10 ili teorem 31).

Neka je a : N — Q izracunljiva funkcija ¢ija je slika [0,1] N @Q (takva funkcija svakako
postoji). Tada je a efektivan separirajuéi niz u ([0, 1],d). Ako je x € [0, 1] tocka izraCunljiva s
obzirom na @, tada je x izracunljiv broj. Stoga je .7, jedina separabilna struktura izracunljivosti
na ([0,1],d) i svaki element od . je izracunljiv broj.

Neka je ¢ € [0, 1] neizraCunljiv broj. Tada je {(c,c,c,...)} struktura izraCunljivosti na
([0,1],d) i po propoziciji 2.1.1 postoji maksimalna struktura izra¢unljivosti .# na ([0, 1],d)
takva da je {(c,c,c,...)} C .. Slijedi da je c € .#°. Kako ¢ ¢ .72, mora biti .# # .7, stoga
# nije separabilna struktura izraCunljivosti na ([0, 1],d).

Nadalje, neka je .7 skup svih konstantnih nizova (x,x,x,...), gdje je x € [0,1] takav da je
x—c € Q. Tada je .7 struktura izratunljivosti na ([0,1],d) i c € .7°. Neka je .#| maksimalna
struktura izracunljivosti na ([0, 1],d) koja sadrzi 7. Imamo da je ¢ € ./}, pa mozemo zakljuciti
da .7 nije separabilna. Ako je x € [0, 1] takav da je x — ¢ € Q, tada je x izraCunljiva tocka u .#
i stoga je ./ gusta struktura izracunljivosti na ([0, 1],d) (koja je maksimalna i nije separabilna).

Uskoro ¢emo vidjeti da je .# = .# i da su obje strukture zapravo skup nizova (x;) u [0, 1]

takvih da je (x; — ¢) izraCunljiv niz.

Neka je o efektivan niz u metrickom prostoru (X,d). Za razliku od ekvivalencije (1.3),

ekvivalencija
« je gust niz <= .%y je maksimalna struktura izrac¢unljivosti

ne vrijedi opCenito (iako implikacija == vrijedi). Primjerice, ako je ¢ neizracunljiv broj,
X =1{0,c}, d euklidska metrika na X i & = (0,0,0,...), tada ., = {a} i {a} je maksimalna

struktura izraCunljivosti. Stoga je .#, maksimalna struktura, no ¢ nije gust u (X,d).
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Primjer 2.1.3. Neka je X neprazan skup i d diskretna metrika na X. Pretpostavimo da je .#
maksimalna struktura izradunljivosti na (X,d). Tada je .#° = X. Naime, kada bi postojao x € X
takav da x ¢ .#°, tada je {(x,x,x,...)} U.# struktura izra¢unljivosti na (X,d) koja je razli¢ita
od ./ i sadrzi .4 . Ovo je kontradikcija s maksimalno$éu od .#, pa .Z° = X.

Pretpostavimo dodatno da je X neprebrojiv. Imamo sljedeéi zakljucak: .#° je neprebrojiv,
pa je i .# neprebrojiv. Nadalje, .# je gusta struktura izracunljivosti na (X,d) i (X,d) nije se-
parabilan. S druge strane, ako je . separabilna struktura izracunljivosti na nekom metri¢kom
prostoru, tada je taj metricki prostor separabilan i . je prebrojiv. Naime, postoji samo prebro-
jivo mnogo izradunljivih funkcija N> — N, pa onda postoji i prebrojivo mnogo nizova koji su

izracunljivi s obzirom na neki gust niz o.

Neka je (X,d) metri¢ki prostor i . skup Ciji elementi su nizovi u X. KaZemo da je .7
efektivna struktura na (X, d) ako za sve (x;), (y;) € - vrijedi (x;) o (yi)-

Svaka struktura izracunljivosti na (X,d) je oCito efektivna struktura na (X,d). Obrnuto,
efektivne strukture ne moraju biti strukture izracunljivosti. Na primjer, ako je ¢ : N — Q izra-
Cunljiva surjekcija i d euklidska metrika na R, tada je { ¢} efektivna struktura na (R,d), no nije
struktura izraCunljivosti jer je (0,0,0,...) < a, a (0,0,0,...) ¢ {a}.

Neka je (X,d) metricki prostor. KaZzemo da je . maksimalna efektivna struktura na
(X,d) ako je .7 efektivna struktura na (X,d) i ne postoji efektivna struktura .7 na (X,d) takva
daje Y CTiS#+ 7.

Ako je .7 struktura izraCunljivosti, tada je svaki podskup od .7 efektivna struktura. Vrijedi

1 obrat, to jest svaka efektivna struktura je sadrzana u nekoj strukturi izracunljivosti.
Propozicija 2.1.4. Neka je (X,d) metri¢ki prostori . C XN, Tada

(i) .7 je efektivna struktura na (X,d) ako i samo ako postoji struktura izracunljivosti .7 na

(X,d) takva daje ¥ C 7,

(ii) .7 je maksimalna efektivna struktura na (X,d) ako i samo ako je .’ maksimalna struktura

izraunljivosti na (X, d).

Dokaz. Ako je .7 efektivna struktura na (X,d), tada je Jye o %o struktura izra¢unljivosti na
(X,d) (prema propoziciji 1.3.2). O¢ito je . C Uge.o -a» pa smo dokazali (i).

Sada imamo da ako je . maksimalna efektivna struktura na (X,d), tada mora biti . =
Uae.v “a- 1z ovoga slijedi da je . struktura izracunljivosti. Dakle, .7 je maksimalna struktura

izraCunljivosti na (X, d).
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Za obrat, pretpostavimo da je . maksimalna struktura izraCunljivosti i da je .7 efektivna
struktura sa svojstvom . C .7. Imamo
S CTC | Ha,
ocT

paslijedi .7 = Ugc 7 a- Dakle, . = .7, pa je . maksimalna efektivna struktura. [ |

Sljedeca propozicija slijedi iz propozicija 2.1.1 i 2.1.4 (ii) (ili se moZe pokazati direktno

Zornovom lemom kao propozicija 2.1.1).

Propozicija 2.1.5. Neka je .7 efektivna struktura na metrickom prostoru (X,d). Tada postoji

maksimalna efektivna struktura .# na (X,d) takva daje . C ..

Akoje f: X =Y i.7 C XN, nekaje f(.&) = {(f(x)) | (x;)) €.7}. Sljedeéa tvrdnja se

dokazuje direktno koristeéi definicije, stoga dokaz preskacemo.

Propozicija 2.1.6. Neka su (X,d) i (Y,d’) metricki prostori, neka je f : X — Y izometrija i
& C XN, Tada je . (maksimalna) struktura izradunljivosti na (X,d) ako i samo ako je f(.¥)
(maksimalna) struktura izraunljivosti na (Y,d’). Stovise, .7 je separabilna ako i samo ako je

f (%) separabilna.
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2.2. MAKSIMALNE STRUKTURE NA EUKLIDSKOM

PROSTORU

Sada nam je cilj opisati maksimalne strukture na podskupovima euklidskog prostora R”. Buducéi
da u R” imamo pojam baze koja se sastoji od konacno mnogo vektora, ima smisla pitati se
mozemo li svaku maksimalnu strukturu na podskupu od R” opisati s konacno mnogo pomno
odabranih to¢aka. Pokazat ¢e se da je odgovor potvrdan.

Ako je (X,d) metri¢ki prostor, n € N i ay,...,a, € X, kazemo da je ao,...,a, efektivan
konacan niz u (X,d) ako je d(a;,a;) izracunljiv broj za sve i, j € {0,...,n}.

Pretpostavimo da je ay, .. .,a, efektivan konacan niz u metrickom prostoru (X,d). Tada je
{(ao,a0,...),...,(an,an,...)} struktura izracunljivosti na (X,d) i po propoziciji 2.1.1, sadrzana
je u nekoj maksimalnoj strukturi izracunljivosti .# na (X,d). Dakle, postoji maksimalna struk-
tura izratunljivosti .# na (X,d) takva da ao, . ..,a, € .#°. No takva struktura .# ne mora biti
jedinstvena. U ovom poglavlju bavit emo se slucajem kada je (X,d) potprostor euklidskog
prostora i traZit éemo uvjete pod kojima je takva struktura jedinstvena.

Ako je (X,d) metricki prostor i a € X, neka je %ﬁx’d) skup svih nizova (x;) u X takvih da
je funkcija N — R, i — d(x;,a) izraCunljiva. Radi jednostavnijeg zapisa, za ay, . ..,a, € X pisat
éemo %E,fjff?an umjesto %éf’d) M- ﬂe@éf’d).

Uoc¢imo da vrijedi

(x) € Z5Y = (x)) o (a,a,a,...).

Iz navedene ekvivalencije i propozicije 1.3.2 moZzemo zakljuciti: ako je (x;) € %}f"‘” 1
(yi) < (x;), tada (y;) € 2% Dakle, imamo ekvivalenciju:

%gf d?all je efektivna struktura <= e%c(,f,’fl,?an je struktura izraCunljivosti.

Pretpostavimo da je ag, . . .,a, efektivan konacan niz u metrickom prostoru (X,d). Tada je

. o 1 . L X.d . )
svaki od kona¢nih nizova (ag,ag,...), --., (an,ay,...) sadrzan u %6(107_”?%. Stovise, ako je .

efektivna struktura na (X,d), tada

ao,...,an € S0 = 7 C ZEY, 2.1)

ap,

j‘f?an efektivna struktura, tada je t%’éf,’fi.)

Dakle, ako je %(X ‘a, maksimalna efektivna struktura.

ap,
Prema propoziciji 2.1.4, imamo implikaciju

d) d)

X, (x ‘a, J€ efektivna struktura —> 925(,3( _a, Je maksimalna struktura izraCunljivosti

ao,
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Iz ovoga i (2.1), slijedi:

Propozicija 2.2.1. Neka je ay, .. .,a, efektivan konacan niz u metrickom prostoru (X,d). Pret-
d)

)

postavimo da je 925(,?)( a, fektivna struktura. Tada je e%c(,f?’fl,?an jedinstvena maksimalna struktura

izradunljivosti .# na (X,d) sa svojstvom ay, ...,a, € ./°.

Obrat prethodne tvrdnje opcenito ne vrijedi, to jest, maksimalna struktura izracunljivosti na

(X,d) u kojoj su ay,...,a, izratunljive toc¢ke moze biti jedinstvena, ¢ak i kada %C(,f;’fl,)an nije

)

efektivna struktura. Pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 2.2.2. Neka je d euklidska metrika na R i ¢y = 0. Tada je proizvoljan nizu {—1,1}
element skupa %’C(,]f’d), no nisu svi nizovi u {—1, 1} efektivni.
Naime, ako je (x;) nizu {—1,1} koji je efektivan u (R,d) iA={i e N |x; =1}, tada je A

izraCunljivo prebrojiv. Zaista, ako je ip € A, tada
A= {i eN | d(xi,xio) < 1},

pa je A izraCunljivo prebrojiv prema propoziciji 1.1.1 (iv) (zapravo, A je rekurzivan jer je N\ A
takoder izraCunljivo prebrojiv). Stoga, ako uzmemo podskup A od N koji nije izracunljivo
prebrojiv i definiramo (x;) sax; =1zai€Aix; = —1zaie N\A, tada (x;) nije efektivan u
(R,d), a sadrzan je u %ﬁg{{’d).

Dakle, %’SE"” nije efektivna struktura. No kasnije ¢emo vidjeti (teorem 2.2.20) da ipak
postoji jedinstvena maksimalna struktura izracunljivosti na (R,d) u kojoj je ag izracunljiva

tocka.

Do kraja poglavlja se fokusiramo na potprostore (R”,d), gdje je d euklidska metrika na R”.

Od sada ¢emo za X C R” pisati kratko metricki prostor X umjesto metricki prostor (X,d ‘ xx):

2.2.1. Karakterizacija maksimalnih struktura izracunljivosti

Kako bismo pomnije proucili vezu izmedu skupova oblika ,%’ffo _ 1 maksimalnih struktura
izraCunljivosti na X, trebat ¢e nam joS$ neki pojmovi i osnovni rezultati iz linearne algebre. Za
ap, - ..,ar € R", neka je
k
P ={ao+ Zti(ai—ao) | t1,...,tx € R}
i=1
KaZemo da je < ravnina u R” razapeta tockama ay, ...,q; (za k = 0 stavimo & = {ap}).

Za niz ay,...,q;, gdje je k € N\ {0}, kazemo da je geometrijski nezavisan ako su vektori
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ay —ao, . . . ,ay — ag linearno nezavisni. Buduci da je u tom slucaju skup & — ag k-dimenzionalni
vektorski potprostor od R”, ravnina & je izometri¢na prostoru R,

Neka su V i W vektorski prostori. Afino preslikavanje izmedu V i W je funkcija f: V — W
sa svojstvom da postoje linearni operator A : V — W i vektor b € W takvi da je f(x) = A(x) + b,
za svaki x € V. Sljedeci rezultat ¢e nam biti od velike koristi (to je takozvani Mazur-Ulamov

teorem):

Teorem 2.2.3. Ako su V i W normirani prostori nad Ri f : V — W izometrija, tada je f afino

preslikavanje.
Osim toga, trebat ¢e nam i sljedeéa svojstva afinih preslikavanja:
Lema 2.2.4.

(i) Neka je V vektorski potprostor od R" i f:V — R™ afino preslikavanje. Ako je &

ravnina u V razapeta tockama ay, . ..,q, tada je f(2?) ravnina u R” razapeta tockama

f(a()), v ,f(ak).

(i) Neka je V vektorski potprostor od R”, W vektorski potprostor od R te f:V — W
injektivno afino preslikavanje. Ako je ayg,...,a; geometrijski nezavisan niz u V, tada

je f(ap),..., f(ax) takoder geometrijski nezavisan niz.

(iii) Neka je &2 ravninauR" i f: 22 — R™ izometrija. Ako je &' ravnina razapeta tockama

ap, - ..,ax € P, tada je f(Z') ravnina razapeta tockama f(ao), ..., f(ax).

(iv) Nekaje & ravninauR"i f: & — R™ izometrija. AKo je ag,...,a; geometrijski nezavi-

san niz u &, tada je f(ao), ..., f(ax) takoder geometrijski nezavisan niz.
Dokaz.

(i) Neka su A i b linearni operator i vektor pridruzeni preslikavanju f. Tada vidimo da je za

proizvoljne t1,...,t; € R,

i=1

k k k
f (ao + Y ti(a; —ao)) =A(ao)+b+ ) 1i(A(a;) —A(ag)) = f(ao)+ Y ti(f (ai) — f(a0)),
i=1 ; i=1
pa slijedi tvrdnja.
(i1) Neka su A i1 b linearni operator i vektor pridruZeni preslikavanju f. Vrijedi

fla)— flap) =A(a;) —A(ag) =A(a; —ap), i=1,... k.
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Kako je f injektivno preslikavanje, ocito A mora biti injektivan linearni operator, pa A

¢uva linearnu nezavisnost vektora.

(iii) Nekaje g: ¥ —ayg — < translacija g(x) =x+ap. Tadaje fog: & —ag — R™ izometrija
izmedu dvaju vektorskih prostora, pa je prema teoremu 2.2.3, f o g afino preslikavanje.
Otito je &' — ag ravnina razapeta totkama 0,a; — ay, ...,a; — ag, a onda je prema (i),
fog(Z' —ap) ravnina razapeta tockama fog(0), fog(a; —ag),..., fog(ar —ap). Kako
je

fog(P' —ag) = f(Z'), foglai—ao) = flai), i=0,....k

slijedi tvrdnja.

(iv) Kao u (ii1), uzmimo translaciju g koja je izometrija izmedu nekog vektorskog potprostora

V od R"i . Neka je g(x) = x+ b, za svaki x € V. Sada kao u (iii) zaklju¢imo da je

prema (ii), niz fog(ap —b),..., fog(ar — b) geometrijski nezavisan, a to je upravo niz

f(a0)7"’7f(ak)'

Dokaz sljedece leme potpuno je analogan dokazu leme 10 iz [9], stoga ga preskacemo.

Lema 2.2.5. Neka je ao,...,a; geometrijski nezavisan efektivan niz u R". Tada postoji izo-

metrija f : R” — R”" sa svojstvom da su f(ap),..., f(ax) izraCunljive tocke u R" takve da je

f(a()) = (0770)1
f(ai) S {(tl,...,t,-,O,...,O) |l1,...,li € R, l‘i#()}, i=1,... k.
Osim navedene leme, od velike koristi ¢e nam biti 1 propozicija 8 iz [9]:

Propozicija 2.2.6. Ako je ay,...,a, geometrijski nezavisan niz izracunljivih to¢aka u R”, tada

. . .. n . v ce .
Su Svi nizovi iz ,@21,% 4, 1zracunljivi u R".

Poopc¢imo sada lemu 2.2.5 sljede¢im rezultatom:

Propozicija 2.2.7. Neka je X C R” takav da je d(x,y) izraunljiv broj za sve x,y € X. Tada

postoji izometrija f : R" — R” takva da je svaki element f(X) izracunljiva tocka.

30



Maksimalne strukture izracunljivosti Maksimalne strukture na euklidskom prostoru

Dokaz. Pretpostavimo da X ima barem dvije toCke (inace je tvrdnja ocita).

Odaberimo ap € X i neka je V vektorski potprostor od R” generiran vektorima {x — ay |
x € X}. Tada postoji k > 1iay,...,a; € X takvi da je a; — ay,...,a; — ag baza za V. Vektori
a; —aop,...,ar — ap su tada linearno nezavisni, pa su tocke ao, . . . ,a; geometrijski nezavisne.

Neka je & ravnina u R” razapeta s ag, . ..,a;. Tadaje X C 2.

Neka je f: R" — R" izometrija iz leme 2.2.5. Prema lemi 2.2.4 (iii) i (iv), f(ao), ..., f(ax)

su geometrijski nezavisne izracunljive toke u R” i vrijedi f(Z?) C T, gdje je
T =A{(t1,...,1,0,..,0) e R" | 11,...,1 € R}.

Neka je x € X. Konacan niz ay, . . ., a, x je efektivan i stoga je f(ao), ..., f(ax), f(x) takoder

efektivan niz u 7. Neka je g : T — R¥ izometrija definirana s

g(tyy . 11,0,...,0) = (11, .., k).

Prema lemi 2.2.4 (iv), imamo da su g(f(ao)),...,g(f(ax)) geometrijski nezavisne tocke u R,
Bududi da su f(ag),..., f(ax) izracunljive, lako se vidi da sui g(f(ao)),--.,&(f(ax)) izratun-
ljive. Nadalje, kako je g izometrija, g(f(ao)),...,g(f(ar)),g(f(x)) je efektivan niz u R¥. Prema
propoziciji 2.2.6 konstantan niz (g(f(x)),g(f(x)),...) je izra¢unljiv u R, pa je i tocka g(f(x))
izratunljiva u R¥. Sada iz definicije funkcije g odmah slijedi da je to¢ka f(x) izralunljiva u

R". |
Korolar 2.2.8. Neka je ag,...,a; efektivan niz u R". Tada postoji izometrija f : R" — R”"
takva da su f(ap),..., f(ax) izraCunljive toCke.
Lema 2.2.9. Neka je (x;) izracunljiv niz u R”.

(i) Neka je L:R" — R™ linearni operator i ay,...,a, linearno nezavisni izraCunljivi vektori

u R” takvi da su L(ay),...,L(a,) izraCunljivi u R™. Tada je (L(x;)) izraCunljiv niz u R™.

(i) Neka je f: R" — R™ afino preslikavanje i ay, . ..,a, € R" geometrijski nezavisne izra-
cunljive tocke takve da su f(ag),..., f(a,) izraCunljive u R™. Tada je (f(x;)) izraCunljiv

niz u R™,
Dokaz.

(i) Neka je ey,...,e, standardna baza za R". Zai € {1,...,n} nekasu f!,..., B! € R takvi
da je
i = Bla +++++ Bl

31



Maksimalne strukture izracunljivosti Maksimalne strukture na euklidskom prostoru

(ii)

Tada je n-torka (B}, ..., B}) jedinstveno rjeSenje n x n sustava s izraunljivim koeficijen-
tima (jer su e;,aq,...,a, izracunljivi). Iz Cramerovog pravila, sada je lako vidjeti da su
Bi,..., B} izratunljivi. Imamo

L(ej) = B{L(a1) + -+ BiL(an),

paje L(e;) izraCunljiv. Dakle, L(ey),...,L(e,) su izraCunljivi vektori u R".
Neka je (x;) izracunljiv niz u R”. Neka su (x}),...,(x?) koordinatni nizovi od (x;). Za
svaki i € N imamo

Xi=xie|+ - +xley,
paje
L(x;)) = x]L(e1) + - +x'L(en).
Iz ovoga slijedi da je (L(x;)) izracunljiv niz u R™.

Kako je f afino preslikavanje, postoji linearni operator L : R” — R"™ i vektor ¢ € R™ takav

daje f(x) = L(x) 4+ c za sve x € R". Tada je ¢ = f(ag) — L(ao), pa je

f(x) = f(ao) + L(x—ap)

za sve x € R"™. Vektori a; — ay, . ..,a, — ap su linearno nezavisni i izraCunljivi te za i €
{1,...,n} imamo

L(ai —ag) = f(ai) = f(ao),

pasuL(a; —ap),...,L(a,—ap) izraCunljivi u R”. Neka je (x;) izracunljiv niz u R". OCito
je tada i (x; — ag) takoder izra¢unljiv niz u R”. Po tvrdnji (i), (L(x; — ao)) je izraCunljiv
niz u R”, akako je f(x;) = f(ao) +L(x;i —ap), zasve i € N, (f(x;)) je takoder izraunljiv

niz.

Sada vidimo da moZemo smanyjiti broj izraCunljivih tocaka u propoziciji 2.2.6, no pritom se

moramo ogranicCiti na nizove koji leZe u ravnini razapetoj tim toCkama.

Lema 2.2.10. Neka su ag,...,q; izraCunljive tocke u R" i neka je & ravnina razapeta s

ap, . -

.,ag. Ako je (x;) niz u &2 takav da je (x;) € %5)"

.ap> tada je (x;) izraCunljiv niz u R".

32



Maksimalne strukture izracunljivosti Maksimalne strukture na euklidskom prostoru

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da su ag,...,a; geometrijski nezavisne (u suprotnom uzmemo
io,...,i1 €{0,...,k} takve da su a;, . ..,a;, geometrijski nezavisne i razapinju 2).

Kako je & k-ravnina, izometri¢na je s R¥. Neka je g: & — R* izometrija. Prema lemi
2.2.4 (iv), g(ap), ..., g(a) je geometrijski nezavisan efektivan niz u R¥, pa po korolaru 2.2.8,
postoji izometrija i : R — R¥ takva da su h(g(ap)),. . ., h(g(ay)) izradunljive to¢ke. Definiramo
f =hog. O¢ito je f izometrija & — R takva da su f(a), ..., f(ar) izra¢unljive tocke.

Imamo (f(x;)) € %.]}CQ(ZO)W-J(“I{)’ pa po propoziciji 2.2.6, (f(x;)) je izratunljiv niz u R¥.
Funkcija f~! : RF — 2 je takoder izometrija. Uo&imo da je &2 — aq vektorski potprostor
od R". Ako komponiramo f~! s translacijom g : & — & — ay, g(x) = x — ap, dobivamo izo-
metriju go f~! : R¥ = 2 — 4y koja mora biti afino preslikavanje prema teoremu 2.2.3. Kako
je f71(x) = go f~1(x) +ap, za sve x € R¥, zaklju¢ujemo da je i f~!, kao funkcija R — R",
afina. Jasno je da su f~'(f(ag)),...,f ' (f(ax)) izratunljive tocke u R", pa je po lemi 2.2.9
(i), (x;)) = (f ' (f(x;))) izraCunljiv niz u R". u

Lema 2.2.11. Neka je ag,...,a; efektivan niz u R” i neka je & ravnina razapeta tockama

tada je (x;) € Z%

ap+1°

aop, ..., ai. Ako je (x;) nizu & takav da je (x;) € %Eﬁ)’f.

LLag?
Dokaz. Prema propoziciji 2.2.7, postoji izometrija f : R” — R” takva da su f(ag), ..., f(ar+1)
izraCunljive tocke u R”. Prema lemi 2.2.4 (iii), f(<”) je ravnina razapeta to¢kama f(ay), ..., f(ax).
Nadalje, (f(x;)) je niz u f(?) takav da je (f(x;)) € %}ﬁ&o) (e~ Sada lema 2.2.10 povlagi

da je (f(x;)) izraCunljiv niz u R”. Stoga je (f(x;)) € %’}3’1 (po tvrdnji (i) primjera 1.3.4), pa

(ars1)

mora biti (x;) € ‘%)5;1' |

Neka je X C R" i ag,...,a; geometrijski nezavisan efektivan niz u X. KaZemo da je
ap, - . . ,a; maksimalan geometrijski nezavisan efektivan niz u X ako ne postoji az,; € X

takav da je ag, . ..,ax,ar+1 geometrijski nezavisan efektivan niz.

Teorem 2.2.12. Neka je X C R”" i neka je ay, ..., a; maksimalan geometrijski nezavisan efek-
tivan niz u X. Tada je ‘%i),-..-ak maksimalna struktura izradunljivosti. Stovise, to je jedinstvena

maksimalna struktura izraCunljivosti na X u kojoj su ay, . .., a; izracunljive tocke.

Dokaz. Neka je &2 ravnina razapeta tockama ay,...,ax i f: & — R* izometrija takva da su
flag), ..., f(ay) izraunljive tocke u R¥ (postojanje takve izometrije moZe se dokazati kao u
dokazu leme 2.2.10).

Uocimo da zbog maksimalnosti ay, . . ., dg,

(xi) € %ﬁ,‘oa = x;€ X, zasvakii € N

k
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Stoga za (x;), (yi) € 9?507__7&]( nizovi (f(x;)),(f(yi)) su dobro definirani i jasno je da mora biti
(f(xi), (f(yi)) € %}}k];o)pu,f(ak)‘ Iz leme 2.2.10 slijedi da su (f(x;)), (f(y;)) izraCunljivi nizovi
u R¥. Dakle, mora biti (f(x;)) o (f(y;)) (prema primjeru 1.3.4), §to za posljedicu ima da je
(xi)o(y;j). Sadaimamo da je %’ffo «, €fektivna struktura, pa tvrdnja slijedi iz propozicije 2.2.1.

Korolar 2.2.13. Neka je X C R". Ako je ay,...,a, € X geometrijski nezavisan efektivan niz,
onda je %’foman jedinstvena maksimalna struktura izraCunljivosti na X u kojoj su ag,...,a,

izraCunljive tocke.

Sljedeci teorem precizno opisuje maksimalne struktura izraCunljivosi na potprostorima euk-

lidskog prostora.

Teorem 2.2.14. Neka je X C R". Pretpostavimo da je .# maksimalna struktura izracunljivosti
na X i k € N najveéi prirodan broj za koji postoji k + 1 geometrijski nezavisnih to¢aka u .#°.
Ako su ag,...,a; € .#° geometrijski nezavisne, tada je aj,...,a; maksimalan geometrijski

nezavisan efektivan niz u X i vrijedi # = ZX ..

Dokaz. Ocito vrijedi

X
M Ry ap (2.2)
Tvrdimo da ne postoji a1 € X takav da je ap,...,ar+; geometrijski nezavisan efektivan niz.
Pretpostavimo da takav a; | € X postoji. Ako je & ravnina razapeta toCkama ay, . .. ,a;, tada

po pretpostavci vrijedi .#° C 2, pa ayyy ¢ .#°. Takoder, ako je (x;) € .#, tada je (x;) niz u
ravnini &, pa iz (2.2) slijedi da je (x;) € Z) . Premalemi 2.2.11, imamo (x;) € gfffkﬂ, pa
je M U{(aks1,ak11,---)} struktura izraCunljivosti. Ovo je u kontradikciji s maksimalno$éu od
A i &injenicom da ay | ¢ .#°. Dakle, takav a;_ | ne postoji.

Sada je prema teoremu 2.2.12, L@jf()w_’ak struktura izraCunljivosti, stoga zZeljena tvrdnja slijedi

1z (2.2). |

2.2.2. Veza s kanonskim strukturama izraCunljivosti

Neka je X C R" i .7 skup svih nizova (x;) u X koji su izracunljivi u R”. Kako je skup svih iz-
racunljivih nizova u R” struktura izraCunljivosti na R" (i separabilna je, prema primjeru 1.3.8),
imamo da je . struktura izracunljivosti na X. Kazemo da je . kanonska struktura izracun-

ljivosti na X.

34



Maksimalne strukture izracunljivosti Maksimalne strukture na euklidskom prostoru

Kanonska struktura izracunljivosti ne mora biti maksimalna. Primjerice, ako X ne sadrZi
izraCunljive tocke, tada je . = 0, pa ocito .¥’ nije maksimalna za X # (. Drugi primjer je
segment X u R? s krajnjim to¢kama (0,0) i (1,7), gdje je y broj koji nije izracunljiv. Jedina
izraCunljiva to¢ka u X je (0,0), pa . sadrzi samo konstantan niz ((0,0),(0,0),...). S druge
strane, jasno je da u X \ {(0,0)} postoje toCke ¢ije udaljenosti od (0,0) su izracunljivi brojevi.
1z ovoga slijedi da . nije maksimalna struktura izracunljivosti na X.

Iako kanonske strukture ne moraju biti maksimalne, svaka maksimalna struktura izracunlji-

vosti je kanonska ,,do na izometriju”. O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 2.2.15. Neka je X C R" i .# maksimalna struktura izracunljivosti na X. Tada postoji

izometrija f : R" — R” takva da je {(f(x;)) | (xi) € .#} kanonska struktura izracunljivosti na

fX).

Dokaz. Prema teoremu 2.2.14 imamo da je .#Z = %’ffo za neki maksimalan geometrijski

yeeesAf?

nezavisan efektivan niz ag,...,a; u X. Prema korolaru 2.2.8, postoji izometrija f : R"” — R”

takva da su f(ap),. .., f(ax) izraCunljive tocke. Slijedi da je

{(F) | (x) € Ay =)0 i 2.3)

(X)
(a())v"'vf(ak) ) S

druge strane, svaki element od %}C((Z?) - f(a) I& Prema (2.3) jednak (f(xi)) zaneki (x;) € A,

Neka je . kanonska struktura izraCunljivosti na f(X). Jasno je da je %% C 9?;:

geeny

S dg,...,ax, paje (f(x;)) niz u ravnini razapetoj s f(ao),..., f(ax). Ovo zajedno s (f(x;)) €

%Jff&)) ' f{ay 1 lemom 2.2.10 povlai da je (f(x;)) izradunljiv niz u R”. Stoga, (f(xi)) € 7, pa
smo dokazali . = %}C((Z?) o fla)” Iz navedene jednakosti i (2.3) slijedi trazena tvrdnja. |

Vidjeli smo da maksimalna struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X,d) ne mora
biti separabilna, ¢ak i ako je (X,d) potprostor euklidskog prostora (primjer 2.1.2). No situacija

je drugacija ako je (X,d) Citav euklidski prostor.
Teorem 2.2.16. Svaka maksimalna struktura izracunljivosti na R" je separabilna.

Dokaz. Neka je .# maksimalna struktura izracunljivosti na R”. Prema teoremu 2.2.15, postoji
izometrija f : R” — R” takva da je f(.#) kanonska struktura izracunljivosti na f(R"). Stoga
je f(.#) kanonska struktura izracunljivosti na R”, a ta struktura je separabilna prema primjeru

1.3.8. Dakle, f(.#) je separabilna, pa je i .# separabilna (propozicija 2.1.6). [
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2.2.3. Jedinstvenost

Lema 2.2.17. Neka su ag,...,a,—1 geometrijski nezavisne izracunljive toCke u R” i neka je
x € R" takav da su udaljenosti d(agp,x), . ..,d(a,—1,x) izraCunljivi brojevi. Tada je x izraCunljiva
tocka u R”".

Dokaz. Neka je & ravnina razapeta tockama ay, . . .,a,—1. Ako je x € &, tvrdnja slijedi iz leme

2.2.10 i Cinjenice da je x izraunljiva tocka ako i samo ako je niz (x,x,x, ... ) izracunljiv.

Ako x ¢ &, imamo
d(x,ar)* = (x — ag,x —ay)
2.4)
= [l =2 (x, @) + flae |1,
za svaki k € {0,...,n— 1}, gdje (-,-) oznacCava euklidski skalarni produkt, a || - || euklidsku

normu. Ako oduzmemo prvu jednadZbu u (2.4) od ostalih n — 1 jednadzbi, dobivamo
(x, —2ar+2a0) = d(x,a)* — d(x,a0)” — |ax||* + l|ao]|*, (2.5)

za svaki k € {1,...,n—1}. Broj na desnoj strani u (2.5) je izra¢unljiv, pa nakon dijeljenja

jednadzbe (2.5) s —2, dobivamo da je

s = (x,ax — ap) (2.6)
izraCunljiv broj, za svaki k € {1,...,n—1}. Neka je A (n— 1) x n matrica Ciji je k-ti red n-torka
ay — ayp, to jest

al) —ao
A=
an—1—4ao

Ako je x = (x1,...,X,), iz (2.6) dobivamo

X1 51
A =
Xn Sn—1
Budu¢i da su a; —ay,. ..,a,—1 — ap linearno nezavisni, rang matrice A je n — 1. Stoga postoji

stupac u A koji je linearna kombinacija drugih stupaca. Oznac¢imo s p redni broj tog stupca.
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Neka je B matrica koju dobijemo iz A brisanjem p-tog stupca. Imamo

X1
st +11xp
Xp—1
Bl | = ,
Ap+1
. Sp—1+ In—1Xp
Xn
za neke izracunljive brojeve t1,...,t,_1. Kako je B invertibilna, imamo
X1
s1+11xp
Xp-1 —1 .
=B : . 2.7)
Xp+1
. Sp—1 T th—1Xp
Xn

Koeficijenti od B su izratunljivi, pa i inverzna matrica B~! takoder ima izra¢unljive koeficijente.

Iz (2.7) slijedi da za svaki i € {1,...,n}, i # p postoje izracunljivi brojevi ¢, B; takvi da je

xX; = 0+ Bixp. (2.8)
Vrijedi
Fell* = 2 (x,a0) + [|aol|* = d(x,a0)*,
to jest
X+ X Y+ 8 =0, 2.9)
za neke izraCunljive brojeve ¥, ..., %, 0. Iz ovoga i (2.8) dobivamo

o+ By + =0,

gdje su a, B, vizracunljivii (o, B,7) # (0,0,0). Naime, kada bi (e, B,7) = (0,0,0), tada bi za
proizvoljan x,, € R imali da n-torka (x1,...,x,) sa svojstvom (2.8) zadovoljava jednadzbu (2.9).
Ovo je nemoguce jer jednadzba (2.9) predstavlja sferu u R" (a (2.8), za x, € R, je jednadzba
pravca u R"). Dakle, x, je rjeSenje kvadratne (ili linearne) jednadZbe s izracunljivim koefici-
jentima, pa je x, izraCunljiv. Sada iz (2.8) slijedi da su xi,...,x, izracunljivi brojevi, pa je x

izracunljiva tocka u R™. |
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Prethodna lema ne vrijedi za nizove, to jest, ako je (x;) niz u R” takav da su (d(ao,X;))ien,
.o, (d(an—1,x))ien izratunljivi nizovi, tada (x;) ne mora nuzno biti izraunljiv. Naime, s ozna-
kama kao u primjeru 2.2.2, imamo da je (d(ag,x;));en izraCunljiv niz, no (x;) nije izralunljiv u
R (jer nije efektivan). Ovo isto dokazuje da lema 2.2.10 ne vrijedi ako maknemo pretpostavku
da je (x;) nizu & (imamo da je (x;) € %’g%, no (x;) nije izracunljiv).

Prema teoremu 2.2.12 i teoremu 2.2.14, .# je maksimalna struktura izracunljivosti na pot-
prostoru X od R" ako i samo ako je .Z = '%c}z(o,....,ak’ gdje je ag, . .. ,a; maksimalan geometrijski
nezavisan efektivan niz u X. Sada se namece pitanje, mozemo li strukturu .# opisati s manje
tocaka? Preciznije, ako je ao,...,a; maksimalan geometrijski nezavisan efektivan niz u X i
k> 1, vrijedi li 9?5(0 = %ffo .7 Odgovor je opcenito negativan, Sto moZemo vidjeti u

yeensd yeeesQf—

sljede¢em primjeru.

Primjer 2.2.18. Nekajeag=0,a; =11X =R. Tada je ag,a; maksimalan geometrijski neza-
visan efektivan nizu X, no ZX , # %, . Da to dokaZemo, uzmimo niz (x;) u {—1,1} koji nije
izraCunljiv kao funkcija N — R (ima neprebrojivo mnogo nizova u {—1, 1}, no samo prebrojivo
mnogo izralunljivih funkcija N — R). Tada je (x;) € Zx, no (x;) ¢ #x ,, (u suprotnom bi
zbog x; = 1 —d(x;,a;) imali da je (x;) izraCunljiv).

S druge strane, o smanjenju broja to¢aka potrebnih za opis maksimalnih struktura mozemo
razmiSljati 1 na sljede¢i nacin. Ako je ao,...,a; maksimalan geometrijski nezavisan efekti-
van niz u X, tada postoji jedinstvena maksimalna struktura izraunljivosti .# na X u kojoj su
ao, - - - ,ay izracunljive tocke (teorem 2.2.12). Stoga moZemo zakljuciti da maksimalan geome-
trijski nezavisan efektivan niz u X odreduje jedinstvenu maksimalnu strukturu izracunljivosti na
X. Pitanje je moZe li neki geometrijski nezavisan efektivan niz u X koji nije maksimalan takoder
definirati jedinstvenu maksimalnu strukturu izracunljivosti na X. Konkretno, je li moguce da je

A takoder jedinstvena maksimalna struktura izracunljivosti u kojoj su ay, . . . ,a;_ izracunljive

tocke?

Primjer 2.2.19. Neka je ap = (0,0) i a; = (1,0). Neka je b tocka na jedini¢noj kruZnici
{(x,y) € R? | x* +y?> = 1} takva da d(b,a) nije izracunljiv broj. Neka je X = {ag,a1,b}.
Tada je agp,a; maksimalan geometrijski nezavisan efektivan niz u X, pa je %é((),al maksimalna
struktura izracunljivosti na X, no to nije jedinstvena maksimalna struktura izracunljivosti na X
u kojoj je ag izraCunljiva tocka. Naime, ag,b je takoder maksimalan geometrijski nezavisan

efektivan nizu X, pa je i %flg , maksimalna struktura izraCunljivosti na X koja je oCito razliCita

od #X

ap,ar”
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S druge strane, geometrijski nezavisan efektivan niz ao,...,a;_ doista odreduje jedins-
tvenu maksimalnu strukturu izracunjivosti na X u slucaju kada je svaki geometrijski nezavisan
niz oblika ay, . ..,a;_1,a; maksimalan. To ¢emo dokazati u sljedeCem teoremu, no prije toga
trebamo jednu definiciju.

Za X CR" X # 0, neka je dimX (dimenzija od X) najveci k € N takav da postoji geome-
trijski nezavisan niz ao, . . . ,a; u X. Dakle, ako je k = dim X, tada je X sadrZan u nekoj k-ravnini

u R”, no nije sadrzan u niti jednoj (k — 1)-ravnini.

Teorem 2.2.20. Neka je X C R", k = dimX 1 pretpostavimo k > 1. Neka je ag,...,a;_1 ge-
ometrijski nezavisan efektivan niz u X. Tada postoji jedinstvena maksimalna struktura izracun-

ljivosti na X u kojoj su ay, . .. ,a;_ 1zracunljive tocke.

Dokaz. Ako je agp,...,a;_1 maksimalan geometrijski nezavisan efektivan niz u X, tada Zeljena
tvrdnja slijedi iz teorema 2.2.12.

U suprotnom, postoji a; € X takav da je ag, . .., a; geometrijski nezavisan efektivan niz u X
1 zbog k = dimX, prema teoremu 2.2.12, %31(07-~ﬂk Jje maksimalna struktura izraCunljivosti na X.
Zelimo dokazati da je to jedina maksimalna struktura izralunljivosti na X u kojoj su ag, . . ., ay_1
izraCunljive tocke.

Pretpostavimo da je .# maksimalna struktura izracunljivosti na X takva da ag,...,a;_1 €
#°. Tada oéito vrijedi

M C Ry, : (2.10)

ag;...,dg—1
Neka je 2 ravnina razapeta toCkama a, . ..,a;_1. Tvrdimo da tada postoji b € .4 0 takav
da b ¢ 2. Pretpostavimo suprotno, to jest .Z° C 2 i neka je (x;) € .#. Tada je (x;) nizu 2

i prema (2.10) imamo da je (x;) € 9?50 Sada lema 2.2.11 povlaci da (x;) € %ﬁfk Stoga,

ARE
(x;) € 2 . 4,» Pa moZemo zakljuciti da je .# C Z . Buduéi da je .#/ maksimalna, mora
biti .4 =Xy .- Dakle, a; € .4°, §to je nemoguce zbog g ¢ 2.

Stoga, postoji b € .#° takav da b ¢ 2. Neka je & ravnina razapeta tockama ay, ..., qy.
Kako je k = dim X, mora biti X C .

Neka je f : & — RK izometrija takva da su f(ag),. .., f(ax) izratunljive to¢ke u R¥. Kako
be . #°, iz (2.10) vidimo da je ag, . .., ax_, b efektivan niz u X. Stovise, taj niz je geometrijski
nezavisan jer b ¢ 2.

Slijedi da je f(ay),..., f(ax—1), f(b) geometrijski nezavisan efektivan niz u R* (geometrij-

ska nezavisnost slijedi iz ¢injenice da je f~! : R¥ — R afino preslikavanje). Prema lemi 2.2.17,

f(b) je izratunljiva to¢ka u R,

39



Maksimalne strukture izracunljivosti Maksimalne strukture na euklidskom prostoru

Neka je (x;) € A4. 1z (2.10) i b € .#° slijedi da je (x;) € 9?5‘07_”7%717# Sada imamo da je
(f(xi)) € %%20)7“_’1,(%71)71,@), pa lema 2.2.10 povlai da je (f(x;)) izradunljiv niz u R*. Kako
je f(ay) izraunljiva tocka, moZemo zakljuciti da je (f(x;)) < (f(ax), f(ax), f(ax),...). Sada
imamo dajei (x;) o (ay,ay,ay,...), tojest (x;) € Z#X

ay’
Stoga, .# C %’ffoa

Ak ®

Sto zajedno s (2.10) povladi (x;) € %gfowak.
Maksimalnost od .# povlaci da je .# = %éfomak, pa smo time

dokazali Zeljenu jedinstvenost maksimalne strukture. [ |
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2.3. SEPARABILNOST MAKSIMALNIH STRUKTURA

NA SEGMENTU

Ako je X C R” takav da je dimX > 11 k = dim X, prema teoremu 2.2.20, za svaki geometrijski
nezavisan efektivan niz ay,...,a; u X postoji jedinstvena maksimalna struktura izracunljivosti
My, ..., N2 X ukojoj su te tocke izraCunljive.

Separabilne strukture izracunljivosti su nam od posebnog interesa jer smo vidjeli da svaka
takva struktura odreduje jedan izracunljiv metricki prostor, stoga je opcenito pitanje: uz koje
_____ a;, separabilna?

Posebno, ako je X C Ria € X, tada postoji jedinstvena maksimalna struktura izraCunljivosti
M, na X u kojoj je a izraCunljiva. U slucaju kada je X segment, dat ¢emo nuzne i dovoljne
uvjete da .#, bude separabilna. Za to nam trebaju pojmovi lijevo i desno izracunljivog realnog
broja.

Realan broj x je lijevo izracunljiv ako postoji izraCunljiv niz racionalnih brojeva (g;) takav
da supImg = x.

Nije tesko vidjeti da ako je F : N¥ — Q izratunljiva funkcija i x = supIm F, tada je x lijevo
izracunljiv broj.

Propozicija 2.3.1. Ako je f : N¥ — R izraunljiva funkcija i @ = supIm £, tada je a lijevo
izracunljiv.
Dokaz. Neka je F : N¥T1 — Q izraunljiva funkcija takva da je

() = F(x,i)] <27, (2.11)
za sve x € N¥, i € Nineka je G : N — Q funkcija definirana s

G(x,i) = F(x,i)—27",
x € N¥, i € N. Nejednakost (2.11) povlagi

G(x,i) < f(x),
zasvex € N¥ i € N, paje supImG < supIm f. S druge strane, iz (2.11) dobivamo i
fx) < F(x,i)+27" = G(x,i) +2-27,

za sve x € N¥ i € N. Stoga, supIm f < supImG, pa je supIm f = supIm G. Kako je G izratun-

liiva N¥ — Q, @ = supImG je lijevo izralunljiv. |
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Analogno, kazemo da je realan broj x desno izracunljiv ako postoji izracunljiv niz raci-

onalnih brojeva (r;) takav da je infImr = x. MoZe se dokazati sli¢na propozicija:

Propozicija 2.3.2. Ako je f : N¥ — R izratunljiva funkcija i @ = infIm £, tada je a desno
izraCunljiv.
Propozicija 2.3.3. Ako je x > 0 lijevo izracunljiv, tada postoji izraCunljiv niz racionalnih bro-

jeva (r;) takav da je Imr = [0,x] i 0 € Imr.

Dokaz. Po definiciji, postoji izracunljiv niz racionalnih brojeva (g;) takav da je supImgq = x.
Skup
§={ieNJ[q; =0}

je izraCunljiv, pa je niz (s;) definiran sa

si=gqi-xs(i), ieN

izraCunljiv niz racionalnih brojeva takav da je s; > 0, za sve i € N i supIms = x. Neka je
(t;) izraCunljiv niz racionalnih brojeva takav da je Im# = QN [0,1] i neka su 01,0 : N - N

izradunljive funkcije takve da je N*> = {(07(x),02(x)) | x € N}. Definiramo

Ti = So1(i) Toy(i):
i € N. Lako je provijeriti da je (r;) traZeni niz. [

Prije karakterizacije separabilnih struktura izracunljivosti na segmentu, fokusiramo se na

karakterizaciju maksimalnih struktura na X C R.

Propozicija 2.3.4. Nekaje X CRia € X. Ozna¢imo sa .7 skup svih nizova (x;) u X takvih
da je (x; — a) izraCunljiv niz. Tada je . maksimalna struktura izraCunljivosti na X (i o¢ito

ae. 7.

Dokaz. NekajeY = {x—a|x € X}. Funkcija f : X =Y, f(x) =x—a, je izometrija. Stoga je
dovoljno dokazati da je f(.) maksimalna struktura izracunljivosti na Y.

Po definiciji skupa .7, f(-#) je skup svih izracunljivih nizova u Y. Ako je 0 jedina izra¢un-
ljiva tocka u Y, tada je f(.) = {(0,0,0,...)} i f(-) je maksimalna struktura izracunljivosti
na Y. U suprotnom, postoji b € Y \ {0} koji je izraCunljiv broj. Svaki izraCunljiv niz u Y
tada je sadrzan u % ,. Obrnuto, svaki element %, je izratunljiv niz u R po lemi 2.2.10.
Stoga je f(.) = %& »» Pa je f() maksimalna struktura izraCunljivosti na Y (prema teoremu

2.2.12). |
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Teorem 2.3.5. Neka je y > 0. Za a € [0,7] neka je .#, jedinstvena maksimalna struktura
izradunljivosti na [0,7] takva da je a € .#. Tada je .#, separabilna struktura izralunljivosti

ako 1 samo ako su a 1 Y — a lijjevo izracCunljivi brojevi.

Dokaz. Ako je .#, separabilna struktura izraunljivosti, postoji efektivan separirajuéi niz o u
0, 7] takav da je .#, = .74. Neka je ' niz u [—a,y — a] definiran s o/ = @; —a, i € N. Prema

propoziciji 2.3.4, &' je izracunljiv niz. Iz
yY—a=suplma/,

a=supIm(—a’)

i propozicije 2.3.1, slijedi da su Y — a i a lijevo izraCunljivi brojevi.
Pretpostavimo sada da su a i ¥ — a lijevo izracunljivi. Prema propoziciji 2.3.3, postoje

izraCunljivi nizovi racionalnih brojeva (r;) i (g;) takvi da
Img = [0,a], 0 € Img,

Imr=[0,7—al.

Neka je o’ niz racionalnih brojeva definiran s

(X/(Zi) =r,
(Xl(2i—{— 1) = —qi,
i € N. Tada je o izraCunljiv niz racionalnih brojeva i o¢ito vrijedi Im o/ = [—a,y—a], 0 € Ima'.
Neka je a niz definiran s
o; = o +a,

i € N. Tada je o efektivan niz i Im @ = [0, |, pa je « efektivan separirajucinizu [0,7]ia € Imc,
paac 5”(8 . Kako je .y maksimalna struktura izracunljivosti i a € yg , mora biti .Yy = .#,,

pa je .4, separabilna. [ |

Zac,d € R, ¢ < d, funkcija [c,d] — [0,d — c], x = x — ¢ je izometrija, pa iz teorema 2.3.5,

dobivamo sljedeéi rezultat.

Korolar 2.3.6. Neka su ¢,d € R, ¢ <d. Za a € [c,d] neka je .#, jedinstvena maksimalna
struktura izraunljivosti na [c,d] takva da je a € .#2. Tada je .4, separabilna ako i samo ako

su a — c1d — a lijevo izraCunljivi brojevi.

43



Maksimalne strukture izracunljivosti Separabilnost maksimalnih struktura na segmentu

Neka je a € R i neka su (x;), (y;) izraCunljivi nizovi racionalnih brojeva takvi da je a =
supImx = infImy. Tada za svaki k € N postoje i, j € N takvi da je |x; —y;| < 27%. Kako je
navedeni uvjet izraCunljiv, postoje rekurzivne funkcije @1, @, : N — N takve da za svaki k € N
imamo |x¢, (k) = Yo, (k)| < 27k %to povladi |a —Xg, (i) < 2%, Dakle, ako je realan broj lijevo i
desno izracunljiv, tada je on izracunljiv. S druge strane, nije tesko vidjeti da je svaki izracunljiv
broj nuzno lijevo i desno izracunljiv. Nadalje, oCito je suma dvaju lijevo (desno) izraCunljivih
brojeva takoder lijevo (desno) izracunljiv. Takoder, uo¢imo da vrijedi sljedece: ako je a lijevo
(desno) izraCunljiv i r nenegativan racionalan broj, tada je —a desno (lijevo) izraCunljivir-a je
lijevo (desno) izracunljiv.

Neka je (X,d) metricki prostor. Neka opcenita pitanja su:
(1) Koliko ima separabilnih struktura izraCunljivosti na (X,d)?
(2) Koliko ima neizometri¢nih separabilnih struktura izra¢unljivosti na (X,d)?

Dvije strukture izraCunljivosti . i .7 na (X, d) su izometri¢ne ako postoji izometrija f : X — X
takva da je 7 = f(¥). Uodimo da su dvije separabilne strukture izometri¢ne ako i samo ako
su odredene dvama efektivnim separiraju¢im nizovima koji su ekvivalentni do na izometriju.

Neka je y pozitivan realan broj. U [14], Melnikov postavlja pitanje (2) u sluaju metric-
kog prostora [0,7] te daje odgovor u teoremu 8.12: ako je y izracunljiv, tada su svake dvije
separabilne strukture izraunljivosti na [0,y] izometri¢ne, a ako je ¥ lijevo izracunljiv no nije
izraCunljiv, tada postoji beskonacno mnogo medusobno neizometri¢nih separabilnih struktura
na [0, 7] (vidjeti ¢injenicu 8.8. u [14]).

Sada ¢emo navedene rezultate u malo opéenitijem obliku dobiti koriStenjem teorema 2.3.5.
Prvo uo¢imo da postoje samo dvije izometrije [0,7] — [0, 7]. Stoga, postoji beskona¢no mnogo
separabilnih struktura izracunljivosti na [0, y| ako i samo ako postoji beskona¢no mnogo medu-
sobno neizometri¢nih separabilnih struktura na [0, y]. Analogna tvrdnja vrijedi ako zamijenimo

rije¢ ,,beskonacno” s ,,prebrojivo”.
Korolar 2.3.7. Neka je y pozitivan realan broj.
(i) Ako je yizraCunljiv, postoji jedinstvena separabilna struktura izracunljivosti na [0, y].

(i) Ako je ¥ lijevo izracunljiv, no nije izracunljiv, postoji beskonac¢no mnogo, ali prebrojivo,

separabilnih struktura izracunljivosti na [0, y].
(iii) Ako 7 nije lijevo izraCunljiv, tada ne postoji separabilna struktura izralunljivosti na [0, y].
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Dokaz. Za a € |0,7] neka je .#, jedinstvena maksimalna struktura izraCunljivosti na [0,7] u
kojoj je a izraCunljiva tocka. Ako su a,b € [0,7], tada je .#, = .#}, ako i samo ako je b —a
izracunljiv broj. Naime, ako je .#, = .#}, tada su a i b izracunljive tocke u istoj strukturi izra-
cunljivosti, pa je njihova euklidska udaljenost izraCunljiv broj. Obrnuto, ako je b — a izraCunljiv

broj, tada je b izraCunljiva tocka u .#, (prema propoziciji 2.3.4), pa imamo .#, = .#,.

(i) Pretpostavimo da je y izraCunljiv. Po teoremu 2.3.5 .# je separabilna struktura izracun-
ljivosti na [0, 7]. Pretpostavimo da je . neka druga separabilna struktura izra¢unljivosti
na [0, 7]. Tada je . i maksimalna struktura izraunljivosti na [0, y], pa imamo . = .Z,
za neki a € [0,7]. Po teoremu 2.3.5 brojevi a i ¥ — a su lijevo izraCunljivi. Bududi da je
—vizraCunljivi —a = (y—a) + (—7), imamo da je i —a lijevo izraCunljiv. Iz ovoga i Ci-
njenice da je a lijevo izracunljiv, zakljuCujemo da je a izraCunljiv. Slijedi da je .#, = .4,

to jest . = 4. Stoga je .4 jedinstvena separabilna struktura izracunljivosti na [0, y].

(ii) Pretpostavimo da je 7 lijevo izracunljiv i da nije izraCunljiv. Svaka separabilna struktura
izraunljivosti na [0, 7] je oblika .#,, za neki a € [0, 7] koji je lijevo izraCunljiv (teorem
2.3.5). Kako postoji samo prebrojivo mnogo lijevo izracunljivih brojeva, imamo da pos-
toji prebrojivo mnogo separabilnih struktura izracunljivosti na [0,y]. No postoji besko-
na¢no mnogo takvih struktura. Naime, za svaki racionalni broj r € [0, 1], imamo da su ry
i y—ry=(1—r)ylijevo izracunljivi, pa po teoremu 2.3.5 .#,y je separabilna struktura
izraCunljivosti na [0, y]. Preslikavanje r — .#,y je injektivno: ako su r,s € QN [0, 1] takvi
da je Ay = My, tada je broj sy — ry izracunljiv, a to je moguce ako i samo ako je r = s
(za r # s imamo y = Y%r (s — rvy), pa izraCunljivost od sy — ry povladi izraCunljivost od
V)

(iii) Pretpostavimo da postoji separabilna struktura izraCunljivosti na [0, ¥]. Ta struktura mora
biti oblika .7, gdje je a € [0,7] takav da su a i Y — a lijevo izraCunljivi brojevi. No 7 je
zbroj tih brojeva, pa je i ¥ lijevo izracunljiv. Dakle, ako ¥ nije lijevo izracunljiv, ne postoji

separabilna struktura na [0, 7].
|

Vezano za (ii) iz korolara 2.3.7, napomenimo da postoje metric¢ki prostori na kojima ima
neprebrojivo mnogo separabilnih struktura izracunljivosti. Primjerice, euklidski prostor R” (za

proizvoljan n € N'\ {0}) ima to svojstvo. Uo¢imo da je skup izracunljivih to¢aka u separabilnoj
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strukturi izracunljivosti . uvijek prebrojiv (jer je i . prebrojiv). Kako je svaka tocka iz R”
izracunljiva u nekoj maksimalnoj (a onda i separabilnoj) strukturi izraCunljivosti na R", skup

svih separabilnih struktura izracunljivosti na R” ne mozZe biti prebrojiv.
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3. SEPARABILNE STRUKTURE

[ZRACUNLJIVOSTI

U ovom poglavlju ¢emo se usredotociti na pitanje jedinstvenosti, odnosno jedinstvenosti do na
izometriju separabilnih struktura izraCunljivosti. Kao $to smo vidjeli u poglavlju 1.3, to pitanje
mozZemo pojednostaviti na nacin da promatramo dvije relacije ekvivalencije na skupu efektivnih
separiraju¢ih nizova. Nadalje, buduci da je govoriti o separabilnim strukturama prakticki jed-
nako kao govoriti o izraCunljivim metrickim prostorima, u ovom poglavlju éemo se ipak sluZiti

terminologijom iz poglavlja 1.4. Glavni cilj nam je dokazati da vrijedi implikacija
(X,d) efektivno kompaktan = (X,d) izracunljivo kategoriCan,

za neke konkretne potprostore euklidskog prostora.

3.1. IZRACUNLIJIVI PODSKUPOVI I IZOMETRIJE
Neka je (X,d) metricki prostor. Podsjetimo se da s Iso(X,d) oznacavamo skup svih izometrija
od (X,d). Nadalje, za K C X definiramo skupove

Fix(K,X,d) ={f € Iso(X,d) | (Vx € K) f(x) = x},
Sym(K,X,d) = {f € Iso(X.d) | f(K) CK}.

Ako je jasno o kojem metri¢kom prostoru se radi, pisat cemo samo Fix(K) i Sym(K).

Sljedeci rezultat je dokazan u [9] (teorem 31).

Teorem 3.1.1. Neka je (X,d,a) efektivno kompaktan izraCunljiv metricki prostor takav da
postoji samo kona¢no mnogo izometrija metrickog prostora (X,d). Neka je B efektivan separi-

rajudinizu (X,d). Tada B ~ a.
Za teorem koji slijedi treba nam sljedeca Cinjenica (vidi [20]):
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Propozicija 3.1.2. Neka je (X,d) kompaktan metric¢ki prostor i f : X — X funkcija takva da
d(f(x),f(y)) =d(x,y), za sve x,y € X. Tada je f surjektivna, to jest f je izometrija prostora
(X,d).

Sada ¢emo prosiriti teorem 3.1.1 sa sljede¢im rezultatom:

Teorem 3.1.3. Neka je (X,d, ) efektivno kompaktan izra¢unljiv metricki prostor i K izracun-
ljiv skup u (X,d, o) takav da je skup Sym(K) konacan. Ako je f efektivan separirajuéi niz u
(X,d) takav da je K izraCunljiv u (X,d, ), tada o ~ f3.

Dokaz. Ako je K = X, tada je Iso(X,d) = Sym(X) konaCan skup, pa da je o ~ B slijedi iz
teorema 3.1.1.

Pretpostavimo sada K # X. Uzmimo M € N takav da je M > diam(X) i y takav da je
XN(Kx{y})=0.

NekajeY =X U (K x {y})iD:Y xY — R funkcija definirana s

D(x,y) =d(x,y), x,y € X
D((k,y),x) =D(x,(k,y)) =M+d(k,x), ke K,.xeX
D((k1,7),(k2,7)) = d(ki,k2), k1,k2 € K.

Na slici 3.1 je vizualni opis skupa Y i funkcije D.

K x {~v}

Slika 3.1
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Tvrdimo da je D metrika na Y. Od svojstava metrike, jedino je nejednakost trokuta za D
netrivijalna za provjeriti.

Neka su x,y,z € Y. Kako bismo dokazali
D(x,y) < D(x,z) +D(z,y), (3.1)
razlikujemo tri slucaja:

e x,yeX

Ako je z € X, tada nejednakost (3.1) slijedi iz nejednakosti trokuta za metriku d. Ako je

z = (k,y) zaneki k € K, tada imamo
D(x,z) +D(z,y) = 2M +d(x,k) + d(k, ).

Kako je D(x,y) = d(x,y) < d(x,k) +d(k,y) i M > 0, zakljuCujemo da mora vrijediti
nejednakost (3.1).

e x=(k,y)zanekike K,y X

Ako je z € X, tada
D(x,y) =M +d(k,y) <M +d(k,z) +d(z,y) = D(x,2) + D(z,)-
Ako je z=(I,7) zaneki [ € K, tada
D(x,y) =M +d(k,y) <M+d(k,)+d(l,y) =M+ D(x,z) +d(l,y) = D(x,z) + D(z,y).
Stoga u oba slucaja vrijedi nejednakost (3.1).

e x=(k,y),y=(l,7) zaneke k,l € K

Ako je z € X, tada

D(x,y) =d(k,1) <d(k,z) +d(z,1) < D(x,2) +D(z,y).
Ako z = (m,7y) zaneki m € K, tada

D(x,y) = d(k,1) < d(k,m) +d(m,1) = D(x,z) + D(z,5).

Stoga nejednakost (3.1) vrijedi u svakom slucaju.
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Pretpostavimo da je f : Y — Y izometrija metrickog prostora (¥, D). Tvrdimo da

fX)CX, f(K) S K, f(Kx{r}) S Kx{r}.

Pretpostavimo da f(K x {y}) € K x {y}. Tada postoji k € K takav da f(k,y) € X. Neka je
I € K proizvoljan. Ako je f(I,y) € K x {y}, tada

d(k,1) = D((k,7),(1,y)) = D(f(k,7), f(1,7)) = M > diam(X),

Sto je kontradikcija. Stoga, ako f(K x {y}) € K x {y}, tadaje f(K x {y}) C X. Nekajek € K.
Kako

M:d(k7 (ku '}’)) :D(f(k)vf(kv Y))

i f(k,v) € X, zakljuCujemo da je f(k) € K x {y}. Stoga je f(k) = (l,y) zanekil € K i

M =D((L,y),f(k,y)) =M +d(l, f(k,7))-

Dakle vrijedi f(k,y) =1 € K, pa je u ovom sluéaju (K x {y}) CKi f(K) C K x {y}. Stovise,
tvrdimo da je f(X) C K x {y}. Naime, ako je f(x) € X, za neki x € X, tada za proizvoljan
k € K, zbog f(k) € K x {7y}, imamo

d(x,k) = D(x,k) = D(f (x), f(k)) > M,

Sto je kontradikcija.

Neka je p: K x {y} — K projekcija. UoCimo da za x,y € X,

d(x,y) = D(x,y) = D(f(x), f(y)) = d(p(f(x)),p(f()))-

Stoga je po f : X — X funkcija koja ¢uva udaljenosti i vrijedi po f(X) C K. Kako je X kompak-
tan, iz propozicije 3.1.2 slijedi da je po f surjekcija. Dakle mora biti K = X, $to je kontradikcija
s pretpostavkom.

ZakljuCujemo da je f(K x {y}) C K x {y}. Neka je k € K proizvoljan. Tada je f(k,7) =
(I,7) zanekil € K. Zbog

M = D(k, (k,7)) = D(f(k), (1,7)),

nuzno je f(k) =1. Stoga, f(K) C K i f(k,y) = (f(k),7), za svaki k € K. Analogno kao prije
dobivamo f(X) C X. Vidimo da za svaku izometriju f prostora (Y,D), funkcija g : X — X,

g(x) = f(x) za svaki x € X, je dobro definirana izometrija prostora (X,d). Stovise, g(K) =
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f(K) CK,page Sym(K). Kako je f(k,y) = (f(k),y) za svaki k € K, proizvoljna izometrija f

od (Y, D) je odredena svojom restrikcijom f

> @ postoji samo konacno mnogo moguénosti za
f ‘ - Prema tome, postoji samo konano mnogo izometrija prostora (Y,D).

Kako bismo sada iskoristili teorem 3.1.1, prvo moramo proSiriti niz & do efektivnog se-
parirajuceg niza o’ u (¥, D) takvog da je (Y,D,a’) efektivno kompaktan izracunljiv metric¢ki
prostor. Neka su ¢ i (x;) kao u propoziciji 1.4.5 i neka je &’ niz u Y definiran s
o = aw, i€2N

(XL%J ,Y), 1 € 2N+ 1.
Kako je o gust u X, a (x;) gust u K, lako je zakljuciti da je o gust u Y. Stovise, uo¢imo da

vrijedi
(

d(aL%J,(XL%J), l,]EZN

pa oy — ATy €IS E ]
M+d(x;),@))), i €2N+1,j €2N

i
2

\d(xHJ ’XL%J)’ i,j €2N+1.
Kako je (x;) izraCunljiv niz u (X,d, o), svaka od funkcija u gornjim sluc¢ajevima je izraCunljiva,
pa je prema propoziciji 1.1.1 (vi) &’ efektivan niz u (¥,D). ZakljuCujemo da je (Y,D, o)
izraCunljiv metricki prostor.

Tvrdimo da je (Y,D, ') efektivno kompaktan. Kako je (X,d, @) efektivno kompaktan,

postoji izracunljiva funkcija v : N — N takva da je za svaki k € N

(k)
X = U Bd(a,-,z’k),
i=0
gdje je By(x,r) otvorena kugla u (X, d). Takoder imamo da je za svaki k € N

¢ (k)
K C | Ba(xi,275).
i=0
Neka je ¥ : N — N definirana s % = 2(¢ + ). Uo¢imo da
{ai[0<i<yl)}U{(x,7)|0<i<o)}C{of|0<i<D(k)},

za svaki k € N. Prema tome,
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za svaki k € N. Bududi da je ¥ izratunljiva funkcija, (¥,D, o) je efektivno kompaktan. Tako-
der, postoji samo konacno mnogo izometrija prostora (¥, D), pa prema teoremu 3.1.1, proizvo-
ljan efektivan separairajuci niz u (Y, D) je ekvivalentan nizu @’. Definiramo niz B’ s
ﬁi’: BL%J’ i€ 2N
(yL%Ja’}O? i€ 2N+ 17

gdje je (y;) izratunljiv niz u (X,d, B) koji je gust u K. Analogno kao za o', moZe se dokazati
da je B’ efektivan separirajuéi niz u (Y, D), pa vrijedi o’ ~ f8’. Neka je F : N> — N izra¢unljiva
funkcija takva da

D(B, alp(i,k)) <27k

za sve i,k € N. Kako je fB; = B5,, B5; pripada X, pa i Otl’p( ) mora biti u X (u suprotnom bi

2ik
njihova udaljenost bila barem M, §to je veée od 27%). Uocimo da iz ovoga slijedi da je F(2i,k)

paran broj, za sve i,k € N. Sada iz o; = ¢};, B = B5,. slijedi da

2

d(Bi, O‘LF(%,k)J) = D(ﬁéia a;{F(%k)J) = D(ﬁzlia a;?(2i7k)) < 2_k7

2

za sve i,k € N. Funkcija (i,k) — L@J je izraCunljiva, pa vrijedi a ~ 3. [

Korolar 3.1.4. Pretpostavimo da je (X,d, @) efektivno kompaktan izra¢unljiv metricki prostor

ixo,...,%, izraCunljive tocke u (X,d, ot) takve da je Sym({xo,...,x,}) konacan skup. Ako je

efektivan separirajuci niz takav da su xo, . .., x, izraCunljive tocke u (X,d, ), tada o ~ .
Dokaz. Bududi da su xo,...,x, izraCunljive, skup {xo,...,x,} je izraCunljiv u oba spomenuta
izraCunljiva metricka prostora. Sada tvrdnja slijedi iz teorema 3.1.3. [

Lema 3.1.5. Neka je (X,d) metricki prostor i K konacan podskup od X. Skup Sym(K) je

konacan ako i samo ako je skup Fix(K) konacan.

Dokaz. Zbog Fix(K) C Sym(K), jedna implikacija je trivijalna. Pretpostavimo da je Fix(K) ko-
nacan skup i da je kardinalnost skupa K jednaka n. Za svaku permutaciju ¢ : K — K, definiramo

skup
Fo={f € Sym(K) | f| = o}.

Ocito za identitetu id : K — K vrijedi Fjq = Fix(K). Neka je sada ¢ : K — K proizvoljna

permutacija i f € F;. Buduci da je grupa Sk permutacija skupa K konacna grupa reda n!,
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postoji m € N\ {0} takav da je 6" = id. Za taj m, imamo f™| , = ¢™ =id, paje f™ € Fix(K).

I«
Nadalje, za proizvoljan g € Fg, vrijedi

(fmil Og)‘[( = (fmil Of)‘[( =1id,
paje f~!og € Fix(K). Preslikavanje g — ! o g je injekcija iz F5 u Fix(K). Kako je Fix(K)
konacan skup, Fy je takoder konacan. Vrijedi

Sym(K) = U Fs,

oESK

a unija na desnoj strani je kona¢na unija kona¢nih skupova, pa Sym(K) mora biti konacan. B
Koristeci upravo dokazanu lemu i prethodni korolar, lako je zakljuciti sljedece:

Korolar 3.1.6. Pretpostavimo da je (X,d, &) efektivno kompaktan izra¢unljiv metric¢ki prostor
ixg,...,x, izraCunljive tocke u (X,d, @) sa svojstvom da postoji samo konacno mnogo izome-
trija f : X — X takvih da je f(x;) = x;, i =0,...,n (to jest Fix({xo,...,x,}) je konaCan skup).
Ako je B efektivan separirajui niz takav da su xo,...,x, izracunljive tocke u (X,d, ), tada

o~ .

Koristeci prethodni korolar, moZemo jednostavno dokazati da je jedini¢na kruZnica izratun-

ljivo kategoricna.

Primjer 3.1.7. Neka je S jedini¢na kruZnica u R?, d euklidska metrika na S i o izracunljiv
niz u R? koji je gust u S. Buduéi da je S izraCunljiv skup u R?, iz propozicije 1.4.5 slijedi da
je (S,d,a) efektivno kompaktan izraCunljiv metricki prostor. Pretpostavimo da je f efektivan
separirajuci niz u S i b izraCunljiva tocka u (S,d, ). Tada postoji rotacija f oko ishodista takva
daje f(0,1) = b. Stoga je b izraCunljiv s obzirom na f3 i s obzirom na f o @, pa kako postoje
samo dvije izometrije koje fiksiraju b, prema korolaru 3.1.6, zakljuCujemo da 8 ~ fo c.

Prema tome, jedini¢na kruznica je izracunljivo kategoric¢na.
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3.2. ORBITE IZRACUNLIJIVIH TOCAKA

U ovoj tocki nam je glavni cilj dokazati da je orbita izraCunljive tocke pri djelovanju grupom
izometrija u efektivno kompaktnom izracunljivom metrickom prostoru nuzno koizracunljivo
prebrojiv skup. Taj rezultat nije direktno povezan s pitanjem izraunljive kategori¢nosti efek-
tivno kompaktnih metrickih prostora, no bit ¢e nam od velike koristi u daljnjim istraZivanjima

nekih potprostora euklidskog prostora.

3.2.1. Relacije na skupu konacnih nizova

Neka je X skup ineka je p € N. S.#P(X) ¢emo oznacavati skup svih funkcija sa {0,...,p} u X,
to jest, skup svih kona¢nih nizova u X oblika xo, ..., x,. Za x € #?(X) definiramo length(x) =
p. Nadalje, s 4(X) éemo oznacavati skup svih nizova (V¥)zey u Up—o#P(X) sa svojstvom da
je length(v¥) < length(vf*+1), za svaki k € N.

Ako su a,b € FP(X), pisat Cemo a ~jg, b ako je
d(aj,aj) = d(bi,bj),
.o . 2 <e .
zasve i, j € {0,...,p}. Za e > 0, pisat emo a ~; b ako je
|d(ai7aj> _d(bi=bj)| <€,
zasvei,j € {0,...,p}. Relacije ~is i ~1§S§ na X definiramo potpuno analogno. Ako je o niz

u X, s o<, cemo oznacavati konacan niz oy, ..., Q.

3.2.2. Koizracunljivo prebrojive orbite
Neka je (X,d) metricki prostor i xg € X. Orbita tocke xo u (X,d) je skup
Orb(xo,X,d) ={f(x0) | f €Iso(X,d)}.

Ako je iz konteksta jasno u kojem metrickom prostoru se nalazimo, pisat ¢emo kratko Orb(xg).
Sljedece propozicije i leme ¢e nam pomodi da za izracunljivu tocku xg izrazimo skup X \
Orb(xp) u obliku koji je pogodan za rezultate iz propozicije 1.2.1.

Dokaz sljedece leme se moZe pronaci u [9] (lema 24).
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Lema 3.2.1. Neka je (X,d) kompaktan metri¢ki prostor i neka je & = (0 );en gust niz u tom

prostoru. Pretpostavimo da je v = (V})ey € 4(X) takav da je
v ~iso Ociongin(vh)s 7k € N.
Tada postoji niz (%) u X sa sljedeéim svojstvima:
@) (%) ~iso (4);
(ii) za svaki € > 0i svaki ¢ € N postoji [ € N takav da length(v/) > ¢ i

d(yvh) < e, Vie{0,...,q}.

Propozicija 3.2.2. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor, ¢ niz gust u (X,d) i yo € X.
Postoji izometrija f : X — X takva da je f(ap) = yo ako i samo ako za svaki p € N postoji
b e FP(X) takav da b ~is, O<p 1 by = yo.

Dokaz. Ako postoji izometrija f : X — X takva daje f(0p) =yo, tadazasvaki pe N, foa<, €
FP(X), folcp ~iso U<p i (f0<p)o = Yo

Pretpostavimo da za svaki p € N postoji b € FP(X) takav da bP ~is, 0t<p, 1 b = yo. Tada
prema lemi 3.2.1, postoji niz ¥ u X sa svojstvom da je ¥ ~jso ¢ 1 za svaki € > 01isvakig e N
postoji / € N takav daje [ > qid(y,b) < &, za svakii € {0,...,q}.

Uocimo da je bé = yo, za svaki [ € N, pa je d(y,y0) < &, za svaki € > 0, §to povlaci da
je % = yo. Stovise, kako je 7 ~jiso O, moZzemo definirati izometriju f : X — X takvu da je
foo =7y. Naime, za x € X, postoji funkcija ¢ : N — N takva da je x = limy, e Q). Stoga je
niz (& (,)) Cauchyjev, pa iz ¥ ~iso ¢ slijedi da je i (Yp(n)) Cauchyjev. Kako je (X,d) potpun,
moZemo definirati f(x) = lim,— ¥ (). Funkcija f je dobro definirana jer za proizvoljnu drugu
funkciju y : N — N takvu da je x = limy,co Oty imamo limy, oo d (&g (), Qy(n)) = 0 1 stoga
1imy, 00 d(Yp(n)s Yy(n)) = 0, P2 je liMyseo Vyy(n) = liMyse0 V(). Nije teSko vidjeti da f cuva
udaljenosti, pa mora biti izometrija (surjektivnost slijedi iz propozicije 3.1.2), a zbog foot =y

vrijedi f(0n) = yo. [

Propozicija 3.2.3. Neka je (X,d) kompaktan metri¢ki prostor, o niz gust u (X,d) i yo € X.
Postoji izometrija f : X — X takva da je f(o) = yo ako i samo ako za svaki € > 01isvaki p € N
postoji b € FP(X) takav da b ~=° a<,, i d(bg,yo) < €.
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Dokaz. Ako postoji izometrija f : X — X takva da je f(o) = yo, tada prema propoziciji 3.2.2,
za svaki p € N postoji b € .F#P(X) takav da b ~jis, 0<) i bg = yo. Kako b ~jis, 0t<), povlaci
b ngsg O<p, za svaki € > 0, dokazali smo jedan smjer Zeljene ekvivalencije.

Pretpostavimo da za svaki € > 0 i svaki p € N postoji b € F7(X) takav da b ~25 o< i
d(bo,yo) < €. Prema tome, za fiksan p € N postoji niz (b¥)iery u FP(X) takav da b ~:2 - O<p
id(b5,y0) <27, za svaki k € N.

Kako je (X,d) kompaktan, lako je zakljuciti da postoji podniz (b**),cn niza (bX)ien takav
da je svaki od nizova (bf”)neN konvergentan niz u (X,d), zai € {0,...,p}. Nekajew € FP(X)
takav da

= lim b, i=0,...,p.

n—oo

Bududidazasvei,j€ {0,...,p}
(o, o) —d (b, )| < 27% Wn €N,

slijedi da je d(o;, &tj) = d(wi,w;), pa je w ~is O<p. Osim toga, kako za svaki k € N vrijedi
d (b"(‘)7 y0) < 2%, mora biti wo = yo. Niz w moZemo pronaéi za svaki p € N, pa prema propoziciji

3.2.2, postoji izometrija f : X — X takva da je f(on) = yo. [

Ako je A podskup metrickog prostora (X,d) i € > 0, kazemo da je A e-gust u (X,d) ako
X <:A.

Lema 3.2.4. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor, & niz gust u (X,d) i yo € X. Ne
postoji izometrija f : X — X takva da je f(o) = yo ako i samo ako postoje € >0, p € N i
£_gust skup A takav da za svaki b € FP(A) vrijedi b £° a<, ili d(bo,yo) > €.

180

Dokaz. Ako ne postoji izometrija f : X — X takva da je f(a) = yo, prema propoziciji 3.2.3,
postoje € > 0, p € N s navedenim svojstvima za A = X.

Pretpostavimo sada da postoje € >0, p € N i £-gust skup A takav da za svaki b € .FP(A)
vrijedi b 7/»180
b' € FP(A) takav da je d(b,b') < .

Ako b’ #=E

0<p ili d(bg,yo) > €. Neka je b € .F#P(X) proizvoljan. Kako je A §-gust, postoji

O<p, tada postoje i, j € {0,..., p} takvi da

1SO
|d(b;,b) — d(04, )] > €.
Iz nejednakosti trokuta i d(b,b') < £, slijedi

g€ £ £
|d(bi,bj) — (b;,blj)]<d(bl,b/)—|—d(b],b/j)<Z—{—ZZE.
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Sada imamo

E E

pa zaklju¢ujemo b 76180
S druge strane, ako je d (bo, yo) > €, tada

£ 3¢
d(bo, o) > d(by,yo) —d(bo,by) > € — 7 =

SN o)

Stoga smo dokazali da postoji & >0 (¢ = %) i p € N takav da za svaki b € .F7(X) vrijedi
b 76180 o<, ili d(bg,y0) > €. Prema propoziciji 3.2.3, ne postoji izometrija f : X — X sa

svojstvom f(ag) = yo. [

Lema 3.2.5. Neka je (X,d, o) efektivno kompaktan izraCunljiv metri¢ki prostor, yp € X i
¢ : N — N izracunljiva funkcija takva da je X = U;p:(lg) B(a;,27%), za svaki k € N. Ozna¢imo
{0, .. - O (k )} s Ax. Ne postoji izometrija f : X — X takva da je f(on) = yo ako i samo ako

postoje k, p € N takvi da za svaki b € .ZP(Agy,) vrijedi b =2 Olgp ili d(bg,yo) >27%.

180

Dokaz. Kako je Ay 2*k—gust, za svaki k € N, ako postoje k,p € N takvi da za svaki b €

FP(Agsn) vrijedi b £=2 OCS p ili d(bo,yo) > 27, moZemo primijeniti lemu 3.2.4 kako bismo

180
zakljucili da ne postoji izometrija f : X — X takva da je f(c) = yo.

Ako ne postoji izometrija f : X — X sa svojstvom f (o) = yo, prema propoziciji 3.2.3, pos-
toje € > 0, p € N takvi da za svaki b € F?(X) vrijedi b 741“) O<pili d(bo,yo) > €. Ako uzmemo

k € N takav da je 2% < &, imamo da za svaki b € .Z7(X) vrijedi b /452 Olgp ili d(bo,yo) >27%.

180

Bududi da je #P(Ary2) C FP(X), vidimo da to vrijedi i za svaki b € FP(Agi2). |
Sada imamo sve spremno za dokaz glavnog rezultata:

Teorem 3.2.6. Ako je (X,d, o) efektivno kompaktan izracunljiv metri¢ki prostor i xq izracun-

ljiva tocka u tom prostoru, tada je Orb(xg) koizracunljivo prebrojiv skup u (X,d, &t).

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je xo = 0. Naime, ako to ne vri-
jedi, moZzemo definirati niz o/,

X0, i=0

ai—1, i;ﬁ 0.

Lako se vidi da je (X,d,a’) efektivno kompaktan izrafunljiv metri¢ki prostor i da je o’ ~ a,

<

pa moZemo nastaviti s dokazom tvrdnje za taj prostor. Neka je ¢ : N — N izracunljiva funkcija
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takva da je

za svaki k € N. Za k € N, definiramo skup
A= {a07 ERE a(p(k)}‘

Pretpostavimo da je yp € X \ Orb(xp). Prema lemi 3.2.5, postoje k,p € N takvi da za svaki
b€ FP(Asr) vrijedi b £ oc,y ili d(bo, y0) > 2%, Neka je
B={be FP(Ary2) | d(bo,y0) > 2}
Kako je min{d(bo,yo) | b € B} >27%, postoji € > 0 takav da
min{d(bo,yo) | b € B} >2 %+,
Sto znaci da je
B(y0,€) NB(bo,27*) =0,

za svaki b € B (s B(x,r) oznalavamo zatvorenu kuglu sa sredi$tem x i radijusom r). Uo¢imo
da je B(yo,€) C X \ Orb(xp). Naime, za y € B(yo, €) imamo da za svaki b € .FP(Ay,) vrijedi
b 74<2_k a<pili b € B. Bududi da je d(y,bg) > 27, za svaki b € B, prema lemi 3.2.5, ne postoji

iso
izometrija koja preslikava xo u y.

Uzmimo i € N takav da je d(yo,A;) < p; < 5 i neka je b € B. Tvrdimo da je d(bo,A;) >
27% 4+ p;. Naime, ako je d(bg, A;) < 27*+ p;, dobivamo

d(bo,yo) < d(bo,A;) +d(Ai,y0) <2 F+pi+pi=2"F+2p; <27 % +¢,

$to je u kontradikciji s odabirom broja €. Sada smo dokazali da ako je yo € X \ Orb(xg), onda

postoje k, p,i € N sa sljedecim svojstvima:
(a) za svaki b € FP(Ari,) vrijedi b 76534 a<p ili d(bo, Ai) > 275+ p;;
(®) yo € 1.

Obrnuta implikacija takoder vrijedi. Naime ako su k, p,i € N takvi da vrijede (a) i (b), tada

kao prije mozemo zakljuciti da je

I;NB(by,27%) =0,
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za svaki b € .FP(Ayy,) takav da je d(bo,A;) > 27X+ p;. Buduéi da je yo € I, za svaki b €
FP(Agy2) vrijedi b 76<sz <, ili d(bo,yo) > 27%, pa yo € X \ Orb(xy), prema lemi 3.2.5.

180

Za skup Q definiran s

Q={ieN|(3p,keN)(¥be.FP(Ar2))(b 2" acyilid(bo,A) > 27+ p))},

iso

sada moZemo zakljuciti

X\ Orb(xp) = | J I. (3.2)
i€eQ
Neka je

<2 o ili d(bo, A7) > 275+ pi) ).

iso

A= {(p7k7l) S N3 ’ (Vb < <%SP(A/H-Z))(Z?%J

Uocimo da svaki konacan niz b € .#7(A;) moZemo napisati u obliku o], gdje je

zaneki j € Ntakav daje j = pi (j); < @(k), za svakil € {0,...,j}. (No uo¢imo da o[;] nije
slika skupa [j] po a.) Lema 1.2.2 osigurava da takav j postoji u {0,...,{(¢@(k),p)}. Dakle
imamo da je
FP(A) ={alj] | j€¥(p,k)},
gdje je
¥(p.k) ={j€{0,....0(o(k),p)} [ j=p, (/)i < @(k),VI €{0,.... j}}.

Sada moZemo izraziti skup A u sljede¢em obliku

A={(p.ki) N[ (Vj € W(p.k+2)(alf] 2 asp ili d(y, ) > 27 + i)}

iSO

={(p:k,i) N | (V) € W(p,k+2))((J,p:k) € Arili (j,i,k) € A2)},
gdje su skupovi A; i Ay definirani s

. B 7k
Ar={(j.p.k) EN [alj] A7 a<p),

A2 = {(Jvlak> € N3 ’ d(a(j)o,li) > 2ik—|—pl‘}.
Da bismo dokazali da je A izraunljivo prebrojiv, definiramo skup

A={(j,p.k,s,r) e N*[|d(o,,04)),) —d(as, )| >27%, 5,r€{0,...,p}}.

59



Separabilne strukture izracunljivosti Orbite izracunljivih toc¢aka

Prema propoziciji 1.1.1 (iii), A je izracunljivo prebrojiv i vrijedi

A1 ={(j,p.k) eN? | (3s,r e N)(j, p,k,s,r) € AYU{(j,p,k) € N? | j # p}.

Prema teoremu 1.0.1, slijedi da je prvi skup u uniji izraCunljivo prebrojiv, a kako je drugi skup
izracunljiv, A; je izraCunljivo prebrojiv.

A; je izraCunljivo prebrojiv prema propoziciji 1.1.1 (ii1). Sada iz propozicije 1.2.1 slijedi
da je A izraCunljivo prebrojiv. Dakle, prema propoziciji 1.1.1, Q je izracunljivo prebrojiv, pa iz

(3.2), slijedi da je Orb(xp) koizraunljivo prebrojiv skup. [
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3.3. IZRACUNLIJIVA KATEGORICNOST U

EUKLIDSKOM PROSTORU

U ovoj tocki ¢emo dokazati izracunljivu kategori¢nost nekih efektivno kompaktnih potprostora
euklidskog prostora. Uo¢imo da se, zbog teorema 3.1.1, pri tome moZemo ograni€iti na prostore
s beskonacno izometrija. Takoder, motivirani primjerom jedini¢ne kruZnice 3.1.7 i teoremom
3.2.6, posebno se fokusiramo na prostore sa svojstvom da su orbite njihovih tocaka kruznice ili
sfere ili njima nesto vrlo sli¢no.

Prvo navedimo neke Cinjenice o izometrijama euklidskog prostora koje ¢e nam biti korisne
u dokazima koji slijede. Podsjetimo se da je dimenzija od X C R”, to jest dim(X ), maksimalan

broj geometrijski nezavisnih tocaka u X.

Propozicija 3.3.1. Neka je X podskup od R"” i dim(X) = n. Ako je f izometrija od X, tada

postoji jedinstvena izometrija F od R” koja je proSirenje od f.

Dokaz. Postojanje proSirenja slijedi iz teorema 11.4 u [25] koji kaZe da se proizvoljna izome-
trija T : S — H na podskupu S konacnodimenzionalnog Hilbertovog prostora H moZze proSiriti
do izometrije na zatvaracu linearne ljuske od S. Jedinstvenost slijedi iz Cinjenice da je svaka
izometrija od R” jedinstveno odredena svojim vrijednostima na n + 1 geometrijski nezavisnih

toCaka (teorem 2 u [19]). [ |

Euklidski prostor R” promatrat ¢emo kao izracunljiv metri¢ki prostor na nacin opisan u
primjeru 1.4.1.

Kazemo da je podskup X od R” efektivno kompaktan ako je metricki prostor (X,d) efek-
tivno kompaktan, gdje je d euklidska metrika na X.

Iz teorema 2.2.15 lako dobivamo sljedeéi rezultat.

Propozicija 3.3.2. Pretpostavimo da je X podskup od R”, d euklidska metrika na X i o efek-
tivan separirajuéi niz u (X, d) takav da je izraCunljiv metricki prostor (X,d, o) efektivno kom-
paktan. Tada postoji izometrija f od R" takva da je f o & izracunljiv niz u R". Za tu izometriju

/> skup f(X) je izracunljiv u R".

Iz propozicije 1.3.7 lako dobivamo:
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Propozicija 3.3.3. Pretpostavimo da su ¢ i 8 izracunljivi nizovi u R" i X C R" zatvoren skup

u kojem sui i f gusti, to jest

X={o;[ieN}={Bi|ieN}
Tada o ~ .

Od sada nadalje, d ¢e biti euklidska metrika na promatranom podskupu euklidskog prostora.

3.3.1. Izracunljiva kategori¢nost unija koncentri¢nih sfera

Zaxy € R" r >0, neka je
S(xo,r) ={x e R" | d(x,x0) =r}.

Kazemo da je S(xo,r) sfera radijusa r sa srediStem xj.

Na slikama 3.2 i 3.3 su neki primjeri koncentri¢nih sfera u R?.

Slika 3.2 Slika 3.3
Osim teorema 3.2.6, za dokaz izraCunljive kategori¢nosti unije koncentri¢nih sfera ¢e nam
biti klju¢na sljedeca Cinjenica (posljedica propozicije 3.2 i teorema 6.3 iz [11]):

Teorem 3.3.4. Neka je (X,d, o) efektivno kompaktan izracunljiv metri¢ki prostor i S koizra-
Cunljivo prebrojiv skup u (X,d, @) koji je, kao potprostor od (X,d), mnogostrukost. Tada je S

izraunljiv u (X,d, Q).
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Teorem 3.3.5. Pretpostavimo da je X efektivno kompaktan podskup od R" koji je unija kon-

centri¢nih sfera, to jest postoji tocka xp € R" i R C [0, +c0) sa svojstvom

X= U S(x0,r).
reR
Tada je X izraCunljivo kategorican.
Dokaz. Prvo uocimo da vrijedi
Iso(X) = {F|, | F € Iso(R"), F(xo) = xo}. (3.3)

Naime, za svaku izometriju F od R" koja fiksira x( ocito vrijedi F (S(xo,r)) = S(xo,r), za svaki
r>0,aondai F(X)=X.

S druge strane, prema propoziciji 3.3.1, proizvoljna izometrija f od X se moZe prosiriti do
izometrije F od R”. Kako bismo dokazali da je F(xg) = xo, prvo dokazimo da F preslikava

najvecéu sferu S(xp, ) u samu sebe. Neka je M maksimum skupa
R={d(xp,x) | x€X}.

M postoji jer je x — d(xp,x) neprekidna funkcija s kompaktnom domenom. Tvrdimo da je

2M = diam(X). Kako je S(xp,M) C X, imamo
2M = diam(S(xp,M)) < diam(X).
Za drugu nejednakost, uo¢imo da za proizvoljne x,y € X prema nejednakosti trokuta imamo
d(x,y) < d(x,x0) +d(x0,y) < 2M,
pa je diam(X) < 2M. Sada dokazimo
f(S(xo,M)) C S(xo,M).

Zax € S(xo,M) iy =2x9—x € S(x9,M) imamo d(x,y) = 2M = diam(X), pa d(f(x), f(y)) =
diam(X). Ako f(x) ¢ S(xp,M), tada d(f(x),xp) < M, pa po nejednakosti trokuta, imamo

d(f(x),f(y)) <d(f(x),x0) +d(x0, f () <2M,

Sto je kontradikcija. Sada uo¢imo da je srediste xg sfere S(xo, M) poloviste segmenta Xy, gdje su
x,y € S(xp,M) proizvoljna antipodalne tocke (to jest, tocke za koje vrijedi y = 2xp — x). Kako

izometrije Cuvaju polovista segmenata, F(xp) je poloviste segmenta
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Dakle, f(x) i f(y) leze na sferi S(xo,M) i d(f(x),f(y)) je promjer te sfere. Lako se vidi da je
to moguée samo u slucaju kada su f(x) i f(y) antipodalne, pa je poloviite segmenta f(x)f(y)
upravo srediSte sfere, to jest xg. ZakljuCujemo da je F(xg) = xo.

Uocimo da ako R = {0}, tada X = {xp}. U tom slucaju X je oCito izracunljivo kategoriCan.
Pretpostavimo sada da R # {0} i da su a i B dva efektivna separirajuca niza u X. Bududéi da
su oba niza o i B gusti u skupu koji sadrZi barem jednu sferu S(xg,r) za r > 0, slike oba niza
moraju sadrzavati po n+ 1 geometrijski nezavisnu toc¢ku. 1z propozicije 3.3.2 slijedi da postoje
izometrije f,g : R" — R" takve da su fo ot i go 3 izraCunljivi nizovi u R”.

Pretpostavimo da je x € X izracunljiva tocka s obzirom na ¢. Prema teoremu 3.2.6, orbita

od x je koizracunljivo prebrojiv skup. Tvrdimo da je
Orb(x) = S(xo,7),

gdje je r =d(x,xp). Zbog (3.3), inkluzija Orb(x) C S(xo,r) je ocita. S druge strane, za proizvo-
ljan y € S(xg,r) postoji rotacija F oko xq takva da je F(x) =y. Bududi da je F izometrija od R"
koja fiksira xo, slijedi da je F’ ‘ y izometrija od X, pa je y € Orb(x).

Dakle moZemo zakljuciti da je Orb(x) sfera koja je koizracunljivo prebrojiva u (X,d, ).
Zbog toga je sfera f(Orb(x)) = S(f(xo),r) koizraCunljivo prebrojiva u (f(X),d, f o o). Kako
je (f(X),d, foa) efektivno kompaktan, prema teoremu 3.3.4, S(f(xp),r) je izraCunljiva u
(f(X),d, foa). Stoga su prema propoziciji 1.4.5, izracunljive tocke iz (f(X),d, fo a) guste u
S(f(x0),r), akako je niz f o o izraCunljiv u R”, te tocke su izraCunljive i u R”.

Sada imamo da su izraCunljive tocke iz R” guste u S(f(xp),r), pa ta sfera mora sadrzavati
n+ 1 geometrijski nezavisnih izra¢unljivih tocaka ag, . . . ,a,. Srediste f(xg) je jedinstvena tocka

x takva da je d(x,a;) =d(x,a;), zai,j € {0,...,n}, i # j. Naime, za i # j, skup
H,-j:{XER”|d(x,ai) :d(x,aj)}

je hiperravnina okomita na vektor a; —a;. Kako su a; i a; izraCunljive, jednadzba II;; moze
se zapisati u obliku (x,a; —a;) = b;j, gdje je b;; € R izracunljiv. Bududi da je skup {a; —

aop,...,a, — ag} linearno nezavisan, presjek ravnina ITjg,...,IT,o je jedinstvena tocka koja je
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rjeSenje sustava

(x,a1 —ap) = byo

(x,az —ap) = by

(x,an — ap) = byp.

Ta tocka je izraCunljiva jer su svi koeficijenti gornjeg sustava izracunljivi. Kako ay,...,a,
leze na sferi S(f(xp),r), o€ito je je ta tocka upravo srediSte f(xo), pa vidimo da je srediste
izraCunljiva tocka. Analogno dobivamo da je i g(xp) izracunljiva u R”. Bududi da je
fx)=JS(f(x).r). g(X)=JS(g(x0),7),
reR reR
oCito translacijat : R" — R",

t(x) = x+g(xo0) — f(x0)

preslikava f(X) u g(X). Stovise, o f o a je izralunljiv niz jer je g(xo) — f(xo) izratunljiv
vektor. Sada imamo dasuzo foa i gof3 dva izraCunljiva niza koja su gusta u izraCunljivom

skupu g(X). Prema propoziciji 3.3.3, zakljucujemo da je f o f o ot ~ g o f3, §to povlaci

an~((tof)og)op.

Lako se vidi da je (fo f)~! o g izometrija od X, pa smo dokazali da su c i B ekvivalentni do na

izometriju. |

3.3.2. Izracunljiva kategori¢nost skupova s pravcem simetrije

Slika 3.4

Slika 3.5 Slika 3.6
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Neka je X C R3. KaZemo da je pravac p pravac simetrije od X ako je p jedinstveni pravac
takav da je X = U;;Si, gdje je {Si | i € I} familija kruZnica sa sredistima na p koje leze u
paralelnim ravninama koje su okomite na p.

Neki primjeri skupova s pravcem simetrije su na slikama 3.4, 3.5 1 3.6.

Nije tesko pokazati da je skup s pravcem simetrije zapravo dobiven rotacijom nekog rav-
ninskog lika oko tog pravca. No, nama ¢e od velike koristi biti sljedeca karakterizacija (iako na

prvu nije toliko vizualno intuitivna):

Propozicija 3.3.6. Pretpostavimo da je X kompaktan podskup od R? i dim(X) = 3. Pravac p

je pravac simetrije od X ako i samo ako je p pravac za koji vrijedi jedno od sljedeéeg:
Iso(X) = {F|, | F € Fix(p,R’)} (3.4)
ili postoji jedinstveno zrcaljenje G s obzirom na ravninu okomitu na p takvo da je
Iso(X) = {F|, | F € Fix(p,R*)}U{GoF|, | F € Fix(p,R%)}. (3.5)

Dokaz. Za ravninu IT, xo € ITi r > 0 oznacimo sa S(xg, r,IT) kruznicu sa srediStem xg i radiju-
som r koja leZi u ravnini I1.
Neka je p pravac sa svojstvom (3.4) ili (3.5). Kako je
X = U Orb(a,X),
aeX
dovoljno je dokazati da je orbita svake tocke a € X kruZnica ili unija dviju kruZnica koje leZe u
ravninama okomitim na p sa srediStima na p.

Pretpostavimo da je

Iso(X) ={F|, | F € Fix(p,R?)}.

Neka je r = d(a, p) i neka je xo € p tocka takva da je d(a,xp) = r. Uo¢imo da a leZi u ravnini IT
koja je okomita na p i sije¢e p u xg. Za proizvoljnu izometriju F od R3, F(IT) je ravnina koja
prolazi kroz F(xo) i okomita je na F(p). Stoga za F € Fix(p,R?) vidimo da je F(IT) =11, a
onda je Orb(a,X) C II. Nadalje, iz

d(F(a),xo) =d(a,xp) =r,
slijedi da F(a) leZi na kruZnici sa srediStem x i radijusom r. Dakle, dokazali smo

Orb(a,X) C S(xp,nr1I).
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S druge strane, za svaku to¢ku b € S(xo,r,II), postoji rotacija F oko p takva da je F(a) = b.
Kako je F € Fix(p,R?), mora biti b € Orb(a,X).

U slucaju
Iso(X) = {F|, | F € Fix(p,R*)}U{GoF|, | F € Fix(p,R%)},

za neko zrcaljenje G s obzirom na ravninu okomitu na p, G(II) je ravnina koja prolazi kroz
G(xp), okomita je na G(p) = piza svaku F € Fix(p,R?), tocka G(F (a)) leZi na kruznici sa sre-
diStem G(x) i radijusom r u ravnini G(IT). Ozna¢imo spomenutu kruznicu sa S(G(xo),r, G(IT)).

Stoga, u ovom slucaju imamo
Orb(a,X) C S(xp,r,IT) US(G(x0),r, G(IT)).
Kako bismo dokazali S(G(xg),r, G(IT)) C Orb(a,X), uo¢imo da iz G* = id, slijedi da je
G(S(G(xp),r,G(IT))) = S(xq,r,IT).

Stoga za b € S(G(xo),r,G(IT)), postoji rotacija F oko p takva da je F(a) = G(b), $to znaci da
je G(F(a)) = G*(b) = b, pa b € Orb(a,X).

Sada tvrdimo da je p jedinstven pravac takav da X moZemo zapisati kao uniju kruZnica sa
srediStima na p koje leZe u ravninama okomitim na p. Pretpostavimo da je g neki drugi pravac

koji ima spomenuto svojstvo. Lako je provjeriti da je tada
{F|, | F € Fix(¢,R*)} CIso(X).

Uzmimo rotaciju F oko ¢ za m. Tada je F € Fix(q,R?), pa je F|, € Iso(X). Kako p ima
svojstvo (3.4) ili (3.5), imamo dva slu¢aja. Prvi je da postoji izometrija G € Fix(p,R?) takva
daje F | x = G} x- Buduci da postoje Cetiri geometrijski nezavisne tocke u X, imamo F = G.
Buduci da je skup fiksnih to¢aka od F upravo pravac g i G fiksira to¢ke od p, vidimo da je p C g,
aonda p = g. Drugi slucaj je da postoji izometrija G € Fix(p,R?) takva da je F|x =HoG|,,za
neko zrcaljenje H s obzirom na ravninu okomitu na p. Ponovno zaklju¢ujemo da je F = H o G,
no ovo je nemoguce buduci da skup fiksnih toc¢aka od H o G ne moZe biti pravac.

Pretpostavimo sada da je p pravac simetrije od X. Ocito je
{F|, | F € Fix(p,R?)} C Iso(X). (3.6)

Neka je f izometrija od X i F izometrija od R3 koja prosiruje f. Buduéi da izometrije od

R? Euvaju kuteve, kruZnice i pravce, vidimo da je F(X) = X unija kruznica {F(S;) | i € I'} sa
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srediS§tima na pravcu F(p) koje leZe u paralelnim ravninama okomitim na F(p). Kako je p
jedinstven, mora biti F(p) = p.

Sada vidimo da F moZemo dobiti komponiranjem nekih od sljedeéih izometrija: translacija
u smjeru paralelnom s p, rotacija oko p, zrcaljenja s obzirom na ravnine koje sadrze p ili koje
su okomite na p. Kako je X kompaktan, omeden je, pa izometrija F' koja preslikava X u samog
sebe ne moze ukljucivati translaciju u smjeru paralelnom s p. Naime, ako je F |p translacija,
onda za proizvoljan M > 0, moZzemo uzeti kruznicu S; i preslikati ju s F" u kruznicu F"(S;)
koja lezi u X, paralelna je sa S; i udaljenost do S; (to jest udaljenost sredista S; i F"(S;)) je veéa
od M. Stoga, F je kompozicija nekih od izometrija: rotacija oko p, zrcaljenja s obzirom na
ravnine koje sadrze p i zrcaljenja s obzirom na ravnine koje su okomite na p.

Uocimo da je Fix(p,R?) zapravo skup svih rotacija oko p i zrcaljenja s obzirom na ravnine
koje sadr7e p. Takoder, elementi Fix(p,R?) komutiraju sa zrcaljenjima s obzirom na ravnine

okomite na p. Sve navedene tvrdnje lako je provjeriti u slucaju
p={(0,0,1) |t €R}.

Buduéi da izmedu proizvoljna dva pravca u R3 postoji izometrija, onda moZemo zakljuéiti da i
svaki drugi pravac ima dokazana svojstva.

Dakle vidimo da F ili pripada Fix(p,R?) ili je kompozicija G o H, za neko zrcaljenje G s
obzirom na ravninu okomitu na p i H € Fix(p,R?). Nadalje, uo¢imo da u ovom drugom slucaju

svaka kompozicija oblika G o H’

v zaH' € Fix(p,R3), mora biti u Iso(X) jer je
G|, = (GoH)|,oH |, €Tso(X).

Jedino preostalo za provjeriti je da ne postoje dva zrcaljenja s obzirom na ravnine okomite na
p koje generiraju Iso(X). Pretpostavimo da postoje dva zrcaljenja G, G, s obzirom na ravnine
okomite na p takve da je Gy (H (X)) = X i Go(H2(X)) = X, za neke Hy,H, € Fix(p,R?). 1z
(3.6), slijedi da je G| (X) =X, G2(X) =X. Noonda G| 0G>(X) = X i G| 0 G, je restringirana na
p translacija, $to je nemoguce. Dakle, postoji najvise jedno zrcaljenje G s obzirom na ravninu
okomitu na p takvo da svako proSirenje izometrije od X moZemo napisati u obliku Go H, za

neku H € Fix(p,R?). u
Za sljedecu propoziciju, trebat ¢e nam sljedeci rezultat (korolar 7.6 iz [5]):

Teorem 3.3.7. Neka je (X,d, @) izraCunljiv metricki prostor koji ima svojstvo efektivnog po-

krivanja i kompaktne zatvorene kugle te neka je M 1-mnogostrukost u (X,d) koja ima kona¢no
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mnogo komponenti povezanosti. Ako je M koizracunljivo prebrojiva u (X,d, o), tada je M

izraCunljivo prebrojiva u (X,d, o).
Ovdje svojstvo efektivnog pokrivanja znaci da je skup
{(.)eN |l €y}

izraCunljivo prebrojiv (ovdje 1; oznacava zatvorenu kuglu s radijusom i srediStem kao kugla ;).

MozZe se pokazati da R" ima svojstvo efektivnog pokrivanja (dokazano u [8]).

Propozicija 3.3.8. Ako je X izracunljiv skup u R? koji sadrZi barem dvije tocke i p je pravac

simetrije od X, tada je p izraunljivo prebrojiv.

Dokaz. Kako je X izraCunljiv, izracunljive tocke su guste u X (propozicija 1.4.5), pa u svakom

slucaju postoje dvije izracunljive to¢ke a,b € X. Ako a,b € p, tada je
p={a+t(b—a)|teR}.
Ako je g izraCunljiv niz racionalnih brojeva ¢ija slika je QQ, imamo da je niz
xi=a+gqi(b—a),ieN

izraCunljiv i gust u p, pa je p izracunljivo prebrojiv prema propoziciji 1.4.3.

Pretpostavimo da barem jedna od toCaka nije na pravcu p, neka je to tocka a. U dokazu
propozicije 3.3.6 vidjeli smo da je Orb(a,X) ili kruZnica ili unija dviju disjunktnih kruZnica.
Kako je X izradunljiv u R3, prema propoziciji 1.4.5, postoji izralunljiv niz o« u R3 koji je
gust u X sa svojstvom da je (X,d, ) efektivno kompaktan. Prema teoremu 3.2.6, Orb(a,X) je
koizracunljivo prebrojiv skup u (X,d,a). U svakom slucaju, Orb(a,X) je mnogostrukost, pa
je prema teoremu 3.3.4, izraCunljiv skup u (X,d, ). Zbog toga su izraCunljive tocke svakako
guste u Orb(a,X) (prema propoziciji 1.4.5). Dakle, ako je kruZnica radijusa r sa srediStem
xo € p koja lezi u ravnini IT okomitoj na p, S(xp,r,II), jedna od kruznica u orbiti, moraju
postojati tri izraCunljive tocke ay,ay,a3 € S(xp,r,II).

Tvrdimo da je

p=1{xe R3 |d(x,a1) =d(x,ay) =d(x,a3)}.

Bududi da je p okomit na ITi prolazi kroz srediste xo od S(xg, r,IT), za svaki x € p trokuti xxpaj,
Xxodaz, xxpaz su pravokutni te imaju katete jednake duljine, pa moraju biti sukladni. Stoga

d(x,a1) =d(x,ap) =d(x,a3).

69



Separabilne strukture izracunljivosti Izracunljiva kategoricnost u euklidskom prostoru

Pretpostavimo sada da je x € R? takav da je d(x,a;) = d(x,a2) = d(x,a3). Skupovi
{xeR}|d(x,a)) =d(x,a2)}, {xeR®|d(x,a) =d(x,a3)}

su ravnine koje raspolavljaju segmente aja; i axasz. Te ravnine nisu paralelne jer ay,a;,as leze
na kruZnici, pa spomenuti segmenti nisu paralelni. Dakle presjek tih ravnina je pravac q. Taj
pravac je okomit na aja; i azas, pa je okomit i na ravninu I1 i sijeCe je u xo. Stoga g = p.

Stoga imamo da je
p={x¢€ R3 |d(x,a1) —d(x,ay) =0)}N{x € R3 | d(x,ap) —d(x,a3) = 0}.

Buduéi da su x — d(x,a;) —d(x,az) i x — d(x,a2) — d(x,a3) izratunljive funkcije iz R> u
R, skupovi njihovih nultocaka su koizracunljivo prebrojivi (vidi [24]), pa je p koizracunljivo

prebrojiv. Kako je p 1-mnogostrukost, prema teoremu 3.3.7, p je izracunljivo prebrojiv. |

Neka je (X,d, a) metricki prostor i f: X — X. KaZzemo da je f izracunljiva izometrija
od (X,d, ) ako je f izometrija prostora (X,d) sa svojstvom da je za svaki izracunljiv niz  u

(X,d, ) niz f o f takoder izracunljiv u (X,d, o).

Teorem 3.3.9. Neka je X C R3 efektivno kompaktan metricki prostor s pravcem simetrije p.

Tada je X izraCunljivo kategorican.

Dokaz. Neka su o i B dva efektivna separirajua niza u X. Prema propoziciji 3.3.2, postoje
izometrije f,g:R> — R3 takve da su foa i go B izralunljivi nizovi u R3 te f(X) i g(X)
izradunljivi skupovi u R3. Tada su pravci f(p) i g(p) pravci simetrije tih skupova, a prema
propoziciji 3.3.8, dobivamo da su f(p) i g(p) izraunljivo prebrojivi.

Sada uo¢imo da postoje izra¢unljive izometrije od R? koje preslikavaju pravce f(p) i g(p)
u z-0s, to jest u pravac {(0,0,z) | z € R}. Navedene izometrije moZemo dobiti na sljedeci
nacin. Kako je f(p) izraunljivo prebrojiv, postoje dvije izracunljive tocke a,b € f(p). Vektor
V= ﬁ je vektor smjera od f(p), izraCunljiv je i koriste¢i Gram-Schmidtov postupak mozemo
dobiti izraCunljive vektore uy,uy € R3 takve da je {v,uy,u} ortonormirana baza za R3. Linearni

operator A : R? — R3 takav da je
A(V> = (0,0, 1)? A(ul) - (17070)’ A(”Z) = (07 170)

je ortogonalan i po njegovom matricnom prikazu jednostavno je zakljuciti da je izraCunljiv. A
preslikava pravac kroz (0,0,0) koji je paralelan pravcu f(p) u z-os. Buduéi da za translaciju
f:R3 = R3,

t(x) =x—a,
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imamo da 7(f(p)) prolazi kroz (0,0,0) i paralelan je f(p), slijedi da je h = A ot izraCunljiva iz-
ometrija koja preslikava f(p) u z-os. Analogno zakljuCujemo da postoji izracunljiva izometrija
i : R3 — R koja preslikava g(p) u z-os.

Nekaje Ff =hof, b =hogiX; = F(X), Xo = F>(X). X1 i X5 su izratunljivi skupovi u
IR? kojima je z-os pravac simetrije.

Neka je P: R3 — p ortogonalna projekcija na pravac p. Tada je P(X) kompaktan, pa postoje
tocke s,7 € p takve da je

d(s,t) = diam(P(X)).

S druge strane, definirajmo brojeve
m; = minQ(Xi)a M; = maXQ(Xi)7 i=1,2,

gdje je O : R?® — R projekcija Q(x,y,z) = z. Uotimo da je za i = 1,2, dijametar ortogonalne pro-
jekcije skupa X; na njegov pravac simetrije upravo M; —m;. Kako izometrije Cuvaju ortogonalne

projekcije i dijametre, vidimo da je
d(s,t) =M;—m;, i=1,2.
Stovise, F; preslikava skup {s,z} u {(0,0,m;),(0,0,M;)}. Buduéi da je
d(Fi(s),Fi(1)) = d(s,1) = d(Fa(s), F2(1)),
lako je vidjeti da postoji izometrija G : R? — R3 takva da je
G(Fi(s)) = Fa(s), G(F1(t)) = F(1). (3.7)

Nadalje, kako su my,my, M|, M, minimumi i maksimumi izracunljivih skupova, izracunljivi su,
pa postoji 1 izracunljiva izometrija G s tim svojstvom.

Sada imamo da je FZ’1 oG o F, izometrija od R? koja prema (3.7) fiksira tocke s i ¢ pravca p.
Slijedi da Fz_l o G o F} mora biti u skupu Fix(p), pa po propoziciji 3.3.6, Fz_l oGoF(X)=X.
Vrijedi G(F1(X)) = F>(X), pasu GoFioa i Fyo 3 efektivni separirajuéi nizovi u izracunlji-
vom skupu F>(X). Stoga prema propoziciji 3.3.3, ti nizovi su ekvivalentni, a onda su @ i

ekvivalentni do na izometriju. [

3.3.3. Izradunljiva kategori¢nost u R? i R3

Sada ¢emo vidjeti da teoremi 3.3.5 i 3.3.9 zapravo povlace izracunljivu kategori¢nost efektivno

kompaktnih podskupova od R? i R3. Kako bismo to zaklju¢ili, moramo prvo opisati podskupove
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od R? i R? koji imaju beskonaéno mnogo izometrija. Iako se to moZda na prvu &ini kao veé
dobro istrazena tematika, koliko je nama poznato, u literaturi dosad nije dana karakterizacija
takvih skupova.

U ovoj tocki, za X C R”, pisat cemo Sym(X) za Sym(X,R",d), gdje je d euklidska metrika.

Propozicija 3.3.10. Ako je X C R” kompaktan skup takav da je dim(X) = n, grupe Sym(X) i

Iso(X) su izomorfne.

Dokaz. Tvrdimo da je F +— F|, izomorfizam Sym(X) — Iso(X). Naime, za proizvoljnu F' €
Sym(X) imamo F(X) C X i X je kompaktan, pa iz propozicije 3.1.2, moZemo zakljuciti da je
F(X) = X. Dakle, navedeno preslikavanje zaista ima sliku u Iso(X). Nadalje, ocito je homo-

morfizam, a da je izomorfizam slijedi iz propozicije 3.3.1. |

Prethodna propozicija ¢e nam biti od velike pomo¢i u analiziranju izometrija od X jer vidimo
da svaku izometriju od X moZemo identificirati s nekom izometrijom od R”.

Sada éemo navesti neke injenice o izometrijama od R? i R3, njihovi dokazi se mogu pronadi
u [19].

Svaka izometrija od R? je nesto od sljedeceg: identiteta, translacija, zrcaljenje s obzirom
na pravac (ili osna simetrija), rotacija oko to¢ke ili klizna simetrija. Klizna simetrija u R? je
kompozicija osne simetrije i translacije u smjeru njene osi. KaZzemo da je trivijalna ako je vektor
translacije jednak (0,0), to jest ako je osna simetrija.

U tablici ispod su opisani skupovi fiksnih to¢aka svih navedenih vrsta izometrija u R2,

pritom za sve vrste mislimo na njihovu netrivijalnu varijantu.

izometrija skup fiksnih tocaka
identiteta R?
translacija 0
osna simetrija s obzirom na p p
rotacija oko T {T}
klizna simetrija 0

Svaka izometrija od R je nesto od sljedeeg: identiteta, translacija, zrcaljenje s obzirom na
ravninu, rotacija oko pravca, klizna simetrija, rotirana translacija ili rotirana simetrija. Klizna
simetrija u R? je kompozicija zrcaljenja s obzirom na ravninu i translacije u smjeru paralelnom
s tom ravninom. Rotirana translacija je kompozicija rotacije oko pravca i translacije u smjeru

tog pravca. Za kliznu simetriju i rotiranu translaciju kazemo da su trivijalne ako im je vektor
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za koji translatiramo jednak (0,0,0). Rotirana simetrija je kompozicija zrcaljenja s obzirom na
ravninu i rotacije oko pravca okomitog na tu ravninu.
Kao i za R?, u tablici ispod opisujemo skupove fiksnih to¢aka svih navedenih vrsta izome-

trija u R3, pritom ponovno za sve vrste mislimo na njihovu netrivijalnu varijantu.

izometrija skup fiksnih tocaka

identiteta R3

translacija

zrcaljenje s obzirom na I1

klizna simetrija

rotirana translacija

]
IT
rotacija oko p p
]
]
N

rotirana simetrija s obzirom na IT1 p pNII

Lema 3.3.11. Pretpostavimo da je X # 0 omeden podskup od R".
(i) Ako je n =2, Sym(X) ne sadrzi netrivijalne translacije ni netrivijalne klizne simetrije.

(i) Ako je n =3, Sym(X) ne sadrZi netrivijalne translacije ni netrivijalne klizne simetrije ni

netrivijalne rotirane translacije.
Dokaz.

(i) Fiksirajmo xp € X i neka je M > 0 takav da X C B(xg,M). Pretpostavimo da postoji
translacija 1 € Sym(X) takva da je 7(x) = x + a za neki a # (0,0). Sada imamo da je

"(x0) = xo0 +na € X za svaki n € N, pa mora biti
M > d(xo,1"(x0)) = nllall,

za svaki n € N, $to je o€ito kontradikcija. Dakle takva translacija u Sym(X) ne mozZe
postojati.
Lako je provjeriti da je za netrivijalnu kliznu simetriju f, kompozicija f> = f o f netrivi-

jalna translacija, pa mozemo zakljuciti i da Sym(X) ne sadrzi netrivijalnu kliznu simetriju.

(ii) Analogno kao za n = 2 zakljuCujemo da Sym(X) ne sadrzi netrivijalne translacije ni ne-

trivijalne klizne simetrije. Za netrivijalnu rotiranu translaciju f koja ukljucuje translaciju
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za vektor a # (0,0,0), jednostavno je provijeriti da je za sve x € R3, d(f(x),x) > ||a||.

Kako je f" takoder rotirana translacija s translacijom za na, vrijedi
d(f"(x),x) = nllal|,

za svaki n € N. Sada analogno kao u (i) dobivamo kontradikciju s omedenosti skupa, pa

vidimo f ¢ Sym(X).
|

Propozicija 3.3.12. Akojen € {2,3} i X # 0 omeden podskup od R", postoji xo € R" takav
da je f(xo) = xo, za sve f € Sym(X).

Dokaz. Po teoremu 5.1 u [1], grupa Iso(R") je fiksirajuéa za n € {2,3}. To znaci da ako svi
elementi u podgrupi H od Iso(R") imaju fiksnu tocku, onda postoji zajednicka fiksna tocka svih
elemenata od H. Sym(X) je o€ito podgrupa od Iso(R"), a prema lemi 3.3.11, Sym(X) sadrzi
samo izometrije koje imaju fiksnu to¢ku. Stoga postoji zajednicka fiksna tocka, to jest xo € R”

takva da je f(xo) = xo, za sve f € Sym(X). |

Za omeden neprazan X C R”, tocku xp takvu da je f(xo) = xo, za sve f € Sym(X) zvat cemo
srediste od X. Uocimo da tocka xy ne mora biti jedinstvena.

Tvrdnja sljedece propozicije slijedi iz Arzela-Ascoli teorema (vidi [17]).

Propozicija 3.3.13. U kompaktnom metri¢kom prostoru (X,d), funkcija

des(f,8) = supd(f(x),8(x))

xeX

je metrika na Iso(X,d). Metricki prostor (Iso(X,d),d«) je kompaktan.

ZaACR"if, g e Iso(R") neka je

da(f,g) =supd(f(x),g(x)),

XEA

deo(f,8) = dp3(f,8)-

Navedeni supremumi opcenito ne moraju biti kona¢ni. Takoder, lako je vidjeti da za proizvoljan
h € Iso(R"),

da(ho f,hog) =da(f,g). (3.8)

Do kraja ove tocke pretpostavljamo da je n € {2,3}, X kompaktan podskup od R”" i x

srediste od X. Takoder fiksiramo neki R > 1 takav da je X C B(xo,R) i definiramo B = B(xo, R).
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Pretpostavimo da je dim X = n. Prema propoziciji 3.3.10, svaka izometrija f € Iso(X) moZe
se na jedinstven nacin progiriti do izometrije F' od R". Bududi da F fiksira x, vrijedi F(B) C B.
Kako je B kompaktan, prema propoziciji 3.1.2, mora biti F(B) = B, pa je F € Sym(B). Sada
imamo da je F ‘ 5 € Iso(B). Stoga se svaka izometrija f od X moZe prosiriti do izometrije fod
B. Navedeno proSirenje mora biti jedinstveno zbog jedinstvenosti proSirenja f na izometriju od
R”.

Sljedeéa lema govori o svojstvima funkcije Iso(X) — Iso(B), f — f, koja jednostavno sli-

jede iz jedinstvenosti prosirenja f.
Lema 3.3.14. Akosu f,g € Iso(X) i dim(X) = n, tada
(i) fog=fog;
(i) idx = idp;
i) fT=7".
Lema 3.3.15. Neka je dim(X) = n, (g,) nizuIso(X) te h € Iso(X). Tada g, — h uIso(X) ako

i samo ako g, — & u Iso(B).

Dokaz. g, — h povlaéi g, — h zbog &injenice da je

dX(f17f2> S dB(E?E)?

za sve fi, fo € Iso(X).

Za drugi smjer, uo¢imo da je zbog (3.8) 1 leme 3.3.14 dovoljno dokazati da f,, — idx povlaci
fn — idp. Pretpostavimo da postoji niz (f,) u Iso(X) takav da f, — idy i f, /4 idg. Tada
postoji € > 0 i podniz (f;,)ien takav da dp(fy,,idg) > €, za svaki i € N. Kako je (Iso(B),dp)
kompaktan prema propoziciji 3.3.13, slijedi da postoji podniz (I;) niza (f;,) takav da je niz (Iy)
konvergentan. Pretpostavimo da I, — h. Buduéi da jedp (E, idp) > €, za svaki k € N, o¢ito mora
biti & # idp. S druge strane, iz [; — idy, slijedi da [;(x) — x, za svaki x € X. Stoga je h|x =1idy

i h # idp Sto je u kontradikciji s (ii) iz leme 3.3.14 i jedinstvenosti proSirenja od idy. |
Lema 3.3.16. Ako je dim(X) = niIso(X) je beskonacna, tada za svaki € >0

(i) postoje f,g € Iso(X), f # g takve da je dx(f,g) < €;

(ii) postoji f € Iso(X), f # idy takva da je dx(f,idx) < &;
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(iii) postoji f € Iso(X), f # idy takva da je dp(f,idp) < €.
Dokaz.

(i) Pretpostavimo da postoji € > 0 takav da za sve f,g € Iso(X), f # g, dx(f,g) > €. Ovo
povlaci da je {f} = B(f,€), za svaku f € Iso(X), to jest {f} je otvoren skup u Iso(X).
Dakle

F ={IH f elso(X)}

je otvoren pokriva¢ od Iso(X), koji je prema propoziciji 3.3.13 kompaktan, pa postoji
konacan podskup od .# koji je takoder otvoren pokriva¢ od Iso(X). No iz ovoga oito

dobivamo da je Iso(X) konacna, $to je kontradikcija s pretpostavkom.
(i) Slijedi iz (i) jer je dx (f.g) = dx(g "o f.idx).

(iii) Pretpostavimo da postoji € > 0 takav da za svaku f € Iso(X), f # idy, dp(f,idp) > €.
S druge strane, prema (ii), postoji niz (f,) u Iso(X), f, # idx za svaki n € N, takav da
fo — idy. Iz leme 3.3.15, slijedi f, — idg. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je

dg(fy,idg) > €, za svakin € N.
[ |

Ako je dimenzija n promatranog prostora R" jednaka 2, tada za ¢ € R, skup svih rotacija
oko srediSta xo od X za kut ¢ ¢emo oznacCavati s Ry. Ako je n =31 p je proizvoljan pravac, tada
¢e R, ¢ biti skup svih rotacija oko p za kut ¢. U svakom slucaju, ako je ¢ € (0, 1), postoje dvije
takve rotacije - ,,u smjeru kazaljke na satu" i ,,obrnuto od smjera kazaljke na satu". Takoder,

uoCimo da Ce svaka rotacija biti u sadrZzana u Ry, odnosno R, ¢, za neki kut ¢ € [0, 7].

Lema 3.3.17. Ako je f € Iso(B) rotacija za kut ¢ € [0, ], tada je

dp(f,idg) = 2Rsin§.

Dokaz. Za proizvoljan x € S(xo,r), r < R, promatraju¢i jednakokra¢ni trokut s vrhovima x i
f(x) koji ima kut izmedu krakova jednak ¢ (slika 3.7), lako dobivamo duljinu trece stranice, to
jestdaje

d(x,f(x)) = 2rsin§.
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T dz, f(z)) f(z)
2

Slika 3.7

Ova udaljenost je najveca za r = R. [ |
Lema 3.3.18. Neka je f € Iso(B) takva da je dp(f,idg) < R.
(i) Akojen =2, tadaje f € Ry, zaneki ¢ € [0,5).
(ii) Ako jen=3,tadaje f € R) ¢, za neki pravac p krozxoi ¢ € [0,5).
Dokaz.

(i) U ovom slucaju, Iso(B) se sastoji od svih rotacija oko xp i zrcaljenja s obzirom na pravce

koji prolaze kroz xq. Za proizvoljno zrcaljenje g € Iso(B) lako se vidi da je dp(g,idp) =

13

2R, pa f mora biti rotacija. Prema lemi 3.3.17 kut rotacije f mora biti u intervalu [0, 5 )

(ii) U tri dimenzije, izometrije od Iso(B) su: rotacije oko pravaca kroz xy, zrcaljenja s obzirom
na ravnine kroz x ili kompozicije rotacije oko pravca p kroz xy 1 zrcaljenja s obzirom na
ravninu kroz xy koja je okomita p. Nije tesko vidjeti da ako g € Iso(B) ukljuCuje neko
zrcaljenje, tada mora biti dp(g,idg) > 2R. Stoga f moZe biti jedino rotacija i prema lemi

3.3.17, kut mora biti u intervalu [O, %>
Propozicija 3.3.19. Pretpostavimo da je dim(X) = n i da je Iso(X) beskonac¢na.
(i) Ako je n =2, tada za svaki ¢ € (0, 7] postoje ¥ € (0,¢) i F € Ry NSym(X).

(ii) Ako je n = 3, tada postoji z € S(xp,R) takav da za svaki ¢ € (0, 7] postoje ¥ € (0,0) i
F € Ryy,y NSym(X).

Dokaz.
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@)

(ii)

Neka je 0 < &€ < min{R,2Rsin£}. Prema lemi 3.3.16 (iii), postoji f € Iso(X), f # idx
takva da je dp(f,idg) < €. Prema lemi 3.3.18 (i), f € Ry, za neki y € [0,%). Kako je
f # idx, mora biti ¥ # 0. Takoder,

2Rsing — dy(F,idg) < 2R sm%

i£,¥ €(0,%], paje y < ¢. Sada je prosirenje F od f na R? svakako u Ry N Sym(X).
Prema lemi 3.3.16 (iii), za svaki n € N, postoji f,, € Iso(X) takva da je f, # idx i
dg(ﬁ, idB) <27,

Kako je R > 1, imamo da je dg(f;,idg) < R, pa prema lemi 3.3.18 (ii), f, je rotacija oko
nekog pravca p, kroz xo za kut ¢, € (0, 7). Zan € N neka je x, € p,NS(xp,R). UoCimo
da je

Fa(%n) = X,
za svaki n € N. Bududi da je S(xo,R) kompaktan, postoji z € S(xo,R) i podniz (x,,) niza

(x,) takav da x,, — z. Tvrdimo da taj z ima Zeljeno svojstvo.
Kako bismo pojednostavnili oznake, pretpostavit ¢emo da x, — z. Imamo

2Rsin% = dp(fy,idg) <277,

za svaki n € N. Kada primijenimo arcsin na obje strane, dobivamo ¢, — 0. Neka je

€ €(0,1) takav da je g’—li < 1. Tada postoji yp € (0, %) takav da je

. Yo 3¢
2Rsin 2 = ==
sin — 1

i 0 > 0 takav da za svaki ¥ € (Yo — 3, ¥+ 9),
Ly <3e € 3¢ 8> <8>
2Rsin — — ==, —4-)=(=,€).
My E\T T3 T g 7€
Neka je ny € N takav da je @, < 0, za svaki n > ng. Uocimo da za svaki n > ng, postoji
m,, € N takav da

m,Q, € <‘l/0 - 67 Yo + 5)

Za taj m,, imamo
. M@y €
2Rsin —— € <—,8>.
) 2
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Kako je f, " rotacija za kut m, @,, slijedi da je

; < dp(F™ idg) < &. (3.9)

Neka je g, = f;"", za svaki n € N. Prema lemi 3.3.14 (i), slijedi da je g, = ]Tnm" 1 lako se
provjeri da je g,(x,;) = x,. Zbog kompaktnosti od Iso(X) (propozicija 3.3.13), slijedi da
postoji & € Iso(X) i podniz (g,,) niza (g,) takav da g,, — h. Prema lemi 3.3.15, slijedi
8n — h. Sada imamo da

d (& (6n,), h(xn)) =0 i h(on,) — h(z),

pa
X, = 8y (%n;) — B (2).

S druge strane, x,,, — z, pa mora biti 4(z) = z. Nadalje, iz (3.9), slijedi da je

<dg(h,idg) < €.

N m

Stoga, h # idp i iz leme 3.3.18 (ii), zakljuujemo da je & rotacija za kut y € (0, %) oko
nekog pravca p kroz xo. Zbog h(z) = z, imamo da je p = xoz. Za zadani ¢ € (0, 7], imat
¢emo da je y € (0, ¢) ako odaberemo € < 2Rsin %. U tom slucaju, proSirenje F' od & na

R3 ée imati traZeno svojstvo.
|

Teorem 3.3.20. Ako je X neprazan kompaktan podskup od R? takav da je Iso(X) beskona¢na,

tada je X unija koncentri¢nih kruZnica.

Dokaz. Ako je dim(X) < 2, X je podskup nekog pravca, no ne postoji kompaktan podskup
pravca koji ima beskonacno izometrija. Dakle mora biti dim(X) = 2. Kako je X kompaktan,
mora biti omeden, pa prema propoziciji 3.3.12, postoji tocka xp koju fiksiraju sve izometrije
iz Sym(X). Tvrdimo da je X unija kruZnica koje imaju srediSte xo. Za x € X, neka je r, =
d(x,x0). Kako sve izometrije iz Sym(X) fiksiraju xo, o€ito orbita Orb(x) od x pri djelovanju
grupe Sym(X ) mora biti sadrzana u S(xp, r,). Tvrdimo da vrijedi jednakost Orb(x) = S(xo, ry).

Neka je € > 0. Prema propoziciji 3.3.19 (i), postoji F € Ry N Sym(X) takva da je
2ry sin% < €.
Prema lemi 3.3.17, za tu rotaciju F', tocke
{F"(x) |n € N} C Orb(x)
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dijele kruznicu S(xo,r¢) na lukove Cije krajnje tocke su udaljene za < €. Stoga je Orb(x) -
gusta u S(xo,ry), za svaki € > 0. Bududi da je Orb(x) C X i X je zatvoren, X sadrZi zatvara¢
Orb(x) = S(xo, 7).
Kako je x € S(xp,ry) C X, za svaki x € X, zakljuCujemo da je
X = U S(xo,7x)-

xeX

|
Sada moZemo zakljuéiti da efektivna kompaktnost u R? povlaéi izradunljivu kategoriénost.

Teorem 3.3.21. Ako je X efektivno kompaktan podskup od R?, tada je X izradunljivo katego-

rican.

Dokaz. Ako je Iso(X) konacna, tvrdnja slijedi iz teorema 3.1.1. Ako je Iso(X) beskonacna, iz
teorema 3.3.20, slijedi da je X unija koncentri¢nih kruZnica. Sada je prema teoremu 3.3.5, X

izraCunljivo kategoriCan. u

Propozicija 3.3.22. Pretpostavimo da je X C R3, dim(X) = 3, Iso(X) beskonacna i da z €
S(x0,R) ima svojstvo da za svaki @ > 0 postoji ¥ € (0, ¢) takav da je Ryy;,y N Sym(X) # 0.

Tada Sym(X) sadrZi sve rotacije oko pravca xoz.

Dokaz. Neka je f € Ry, 9, zaneki ¢ > 01 & > 0. Prema propoziciji 3.3.19 (ii), postoji y > 0
takav da
2R sin%/ <&, RywyNSym(X) #0.

Odaberimo & € Ry, N Sym(X) koja ima isti smjer kao f. To moZemo jer Ry, y sadrZi naj-
viSe dvije rotacije, pri ¢emu je jedna inverz druge, pa ako Sym(X) sadrZi jednu od njih, mora
sadrzavati i drugu. Zan = L%j , imamo
ny<e<(n+l)y.
Sada je h" € Sym(X) i
dg(f,h") =dg(h™" o f,idp).

Kako f i h imaju isti smjer, »~" o f je rotacija za kut ¢ —ny € (0, ), pa zakljuCujemo da je

dp(h~" o f,idg) = 2Rsin & _2’“” Ld

< 2Rsin— < €.
SlIl2
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Dakle, za svaku rotaciju f oko xoz i svaki € > 0, postoji H € Sym(X) takva da je dg(f,H) < €.

Ovo povladi i da postoji g € Iso(X) takva da je

dB(f|B7g) <E&.

Stoga, f ‘ p bripada zatvaraCu slike funkcije Iso(X) — Iso(B), g — g. Prema lemi 3.3.15, ta
funkcija je neprekidna, pa joj je slika zatvorena (Cak je i kompaktna). Zbog toga je f | B= l,za

neku / € Iso(X) Sto povlaci da je f € Sym(X). [

Teorem 3.3.23. Ako je X kompaktan podskup od R?, dim(X) = 3 i Iso(X) je beskonaéna, tada
postoji pravac p takav da je X = U;;Si, gdje je {S; | i € I} familija kruZnica sa srediStima na
pravcu p koje leZe u paralelnim ravninama okomitima na p. Ako pravac p s tim svojstvom nije

jedinstven, tada je X unija koncentri¢nih sfera.

Dokaz. 1z propozicija 3.3.19 (11) 1 3.3.22, dobivamo da postoji pravac p kroz srediSte xo od X

takav da Sym(X) sadrZi sve rotacije oko tog pravca. Uo¢imo da za svaki x € R?,

{f(x) | fERpg, ¢ ER}

je zapravo kruZnica u ravnini okomitoj na p sa sredi§tem na p i radijusom d(x,p). Za svaki

x € X, imamo
x€{f(x)| fERpg, pER}CX

Sto za posljedicu ima

X C U{f(x)\fERp@, peR}CX,

xeX
paX =Uwex{f(x) | f ERy g, ¢ € R}

Pretpostavimo da postoje dva pravca p i ¢ koja imaju navedeno svojstvo. Neka je x €

pNS(xo,R) ineka je f izometrija od R3 takva da
f(x0) =(0,0,0), f(x)=(0,0,R).
Zatu f, f(p) je z-0s i f(q) je pravac kroz 0 = (0,0,0). Neka je
y € f(g)NS(O,R)
i odaberimo rotaciju & oko z-osi takvu da je /(y) u xz-ravnini, to jest
h(y) € {(t,0,s) | > 4+ s> = R?}.
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Definiramo g = o f. Imamo da je g takoder izometrija od R? takva da je g(xo) =0, g(p) je z-0s
i g(g) je pravac kroz 0 koji prolazi kroz kruznicu {(¢,0,s) | t*> + s> = R*}. Sada nam je glavni
cilj dokazati da je g(X) unija koncentri¢nih sfera. Neka je x € g(X) proizvoljan i ozna¢imo
r =d(0,x). Dokazat ¢emo da je

S(0,r) C g(X).

Bududi da je g(X) unija kruZnica sa srediStima na z-osi koje leZe u ravninama okomitima na
z-0s, presjek S(0,7) N g(X) je takoder unija kruZnica s istim svojstvima. Neka je 7 : R® — R

projekcija na z-os. Imamo da je skup
A =m(S(0,r)Ng(X))

skup svih z-koordinata srediSta kruznica u S(0,r) Ng(X). Vrijedi A C [—r,r]. Uo¢imo da ako
dokazemo A = [—r,r|, zapravo smo dokazali Zeljeni rezultat S(0,r) C g(X). Pretpostavimo da
postoji ¢ € [—r,r]\Aidaje [c,r]NA # 0. Bududi da je [c,r] N A neprazan kompaktan podskup
od R, postoji

z=min([c,r] NA).

Kako postoji to¢ka u S(0,7) Ng(X) sa z kao zadnjom koordinatom, sve tocke u S(0,r) sa z kao

zadnjom koordinatom ée biti sadrZane u g(X). Stoga to¢ka T = (0,vr2 —z2,z) lezi u g(X).

zZ=-08

S(0,r)

-
-
-,l------

-

o
Iv
L
n
]
1
1
L]
W1
"
Y
LY
-y
=

arrr

z = min([e,7] N A)

Slika 3.8
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Sada Zelimo pronaci kruznicu 4" C g(X) sa srediStem na g(q) koja leZi u ravnini okomitoj na
g(q) isadrzi T. Bududi da g(g) prolazi kroz 0 te € i S(0,r) dijele tocku T, mozemo zakljuciti
daje ¢ C S(0,r).

Naime, na slici 3.8 su prikazane kruZnice sa srediStima na z-osi i na g(¢) na kojima lezi
tocka T. Vidimo da neovisno o polozaju pravca g(g), kruznica sa srediStem na g(q) svakako
sadrzi neku toCku sa treCom koordinatom izmedu ¢ i min([c,7]NA). Sada samo to moramo
racunski dokazati.

Pravac g(gq) prolazi kroz 0 i neku tocku oblika (¢,0,s), gdje je t* +s> = R?, akako je g(q) #
g(p), mora biti r # 0. Stoga je vektor smjera od g(q) jednak (1,0,u), za neki u € R. Jednostavno

je izraCunati da je ortogonalna projekcija tocke T na g(g) tocka

2
lu u
Ty = 0 .
0 (1+u2’ ’1+u2>

Za u # 0, ravnina kroz T koja je okomita na g(g) je skup

1
IMT={T+1(0,1,0)+s (1,0,——) | s,t € R}.
u
Sada je kruznica ¢ skup svih toc¢aka oblika
1 s
Ty = T+t(0,1,0)+s<1,0,——) _ (s, r2—z2+t,z——>
u u

takvih da vrijedi
1725 = Toll = |IT = Tol-

Nakon raspisivanja obiju strana jednakosti, dobivamo da

( u >2+( TRy a2 s\’
—s r2— - ~2) =
1+ u? < ¢ 14+u?> u
2 NG
_ u 2 2\2 . u
<1+u2> HVrE=2) | 2 14+u?)’

(VP =241 = (V=22

to jest da je

jednako

( U )2 ( u >2+ i 2 u? s 2
— ] - —s SR e | Gpnaan——
14+ u? 1+ u? ¢ 1+ u? ¢ 1+u?2 u
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Nakon faktoriziranja razlike kvadrata u oba izraza, dobivamo

142V 2) = (T s )+ S (2 -2

1+u2_ u 1+u?2 u

( 27 s)+s< 27 s)
=su —— - ——
1+u? u u\l+u? u
2
:f(u2+1)< < _5>.
u

Uocimo da je slika funkcije F : R — R,

F(t) =t(t+2Vr*—2?),

interval [—(r? — z?),4oo) i da funkcija G : R — R,

6= (1252,

u 1+u? u

tezi u 0 kada s — 0. Stoga, za z # r, postoji € > 0 takav da za svaki s € (—¢,€), postoji € R

sa svojstvom F () = G(s). Ako odaberemo s € (—¢, €) sa svojstvom
s
c<z—=-<2
u

i nademo 7 € R takav da je F(¢) = G(s), imamo da je 7; ; € g(X)NS(0,r) i ta tocka ima zadnju
koordinatu

s
i€ (c,2) NA.

Ovo je kontradikcija s minimalnoscu od z.

U sluéaju kada je z = r, slika od F je [0,4o0). No u tom slucaju je z > 0, pa je G(s)
nenegativan broj za s takav da je ; pozitivan i dovoljno malen. Stoga, kao u proslom slucaju,
dobivamo kontradikciju s minimalno$éu od z.

Pretpostavimo sada da je u = 0. Tada je Tp = (0,0,0),
[M={T+1¢(0,1,0)+5(0,0,1) | s,r € R}
i kruZnica € je skup svih to¢aka oblika
T =T+1(0,1,0)+5(0,0,1) = (0,v/r2 =2 +1,2+5),
gdje je
(VPR =241+ (z+5)? = (VP2 -2+ 2,
to jest

(V=241 = (VP =2 =2 — (z+9)",
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Ocito mozemo naci s < 0 takav da je
c<z+s<z

i takav da postoji r € R za koji vrijedi prethodna jednakost. Stoga opet dobivamo istu kontra-
dikciju kao u proslim slucajevima.

U sluéaju kada je [c,r]NA =01 [—r,c]NA # 0, promatramo
z=max([—r,c]NA)

i na sli¢an nacin kao u slucaju [c,r] NA # 0 dobivamo kontradikciju s maksimalno$cu od z.
Zakljucujemo da je

x € 8(0,ry) C g(X),

za svaki x € X i ry = d(0,x), pa je g(X) unija koncentri¢nih sfera sa srediStem 0. Ovo povlaci

da je X unija koncentri¢nih sfera sa srediStem x. |
Sada moZemo zakljuditi da i efektivna kompaktnost u R? povlaéi izratunljivu kategori¢nost.

Teorem 3.3.24. Ako je X efektivno kompaktan podskup od R3, tada je X izradunljivo katego-

ric¢an.

Dokaz. Ako je Iso(X) konacna, tvrdnja slijedi iz teorema 3.1.1. Pretpostavimo da je Iso(X)
beskonacna. Ako je dim(X) = 3, izraCunljiva kategori¢nost slijedi iz teorema 3.3.23, 3.3.5 i
3.3.9.

Pretpostavimo da je dim(X) < 3. Tada postoji izometrija f : X — Y, za neki ¥ C R?. Lako
se vidi da ako je X efektivno kompaktan s obzirom na efektivan separirajuci niz o, tada je Y
efektivno kompaktan s obzirom na f o o. Stoga je Y efektivno kompaktan podskup od R?, pa je
prema teoremu 3.3.21, izraunljivo kategorican. Sada ako su & i B dva efektivna separirajuca
niza u X, njihove slike fo @ i f o su ekvivalentne do na izometriju u Y. Neka je g izometrija

od Y takva daje fo 8 ~ go foa. Kompozicija f~' o go f je izometrija od X i vrijedi
B~ (fogof)oa.

Dakle, a i B su ekvivalentni do na izometriju, pa je X izraCunljivo kategorican. |
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4. KATEGORICKA EFEKTIVNA

KOMPAKTNOST

Kao $to smo dosada vidjeli, efektivna kompaktnost u mnogo slucajeva povlaci izracunljivu
kategori¢nost. Stoga se moZemo pitati za koje kompaktne metricke prostore vrijedi sljedeca

implikacija:
o efektivan separirajuéi niz u (X,d) = (X,d, a) efektivno kompaktan 4.1)

Ako navedena implikacija vrijedi, kaZzemo da je (X,d) kategoricki efektivno kompaktan.
Uocimo da su zbog teorema 1.4.4, kategoricki efektivno kompaktni prostori upravo efek-
tivno kompaktni prostori i prostori na kojima ne postoji efektivan separirajuci niz.

U R" imamo sljedeéu karakterizaciju kategoricki efektivno kompaktnih prostora:

Propozicija 4.0.1. Kompaktan podskup K od R” je kategoricki efektivno kompaktan ako i
samo ako za svaki njemu izometri¢an podskup S metrickog prostora (X,d) i svaki efektivan

separirajuci niz o u (X, d) vrijedi implikacija:
S izraCunljivo prebrojiv u (X,d, o) = S izraunljiv u (X,d, a). 4.2)

Dokaz. Pretpostavimo da je K C R" kategoricki efektivno kompaktan i da je S podskup metric-
kog prostora (X,d) koji je izometrican skupu K. Neka je o efektivan separirajuci niz u (X,d)
takav da je S izraCunljivo prebrojiv u (X,d,a). Prema propoziciji 1.4.3, postoji izracunljiv
niz B u (X,d,a) takav da je S jednak zatvaraCu slike tog niza u (X,d). Uzmimo izometriju
f S — K. Tada je lako vidjeti da je niz f o 8 efektivan separirajuéi niz u K. Prema (4.1),

postoji izracunljiva funkcija ¢ : N — N takva da je
o (k)

K C U B(f(ﬁi)vz_k)v

i=0
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za svaki k € N (pri ¢emu s B(x, r) oznacavamo kugle u R"). No onda vidimo da mora biti i

o(k)
SC | Ba(Bi,27Y),
i=0

za svaki k € N (ovdje s By(x,r) oznacavamo kugle u metrickom prostoru (X,d)). Sada iz
propozicije 1.4.5 slijedi da je S izracunljiv u (X,d, o).

Obratno, pretpostavimo da za svaki podskup S metri¢kog prostora (X, d) koji je izometri¢an
K i svaki efektivan separirajuci niz & u (X, d) vrijedi (4.2). Neka je B efektivan separirajuéi niz
u K. Prema teoremu 2.2.15, postoji izometrija f od R” takva da je f o f8 izracunljiv niz u R”.
Kako je taj niz gust u f(K), iz propozicije 1.4.3 slijedi da je f(K) izraCunljivo prebrojiv u R”.
Sada moZemo iskoristiti (4.2) i zakljuciti da je f(K) izracunljiv u R". Kao u propoziciji 1.4.5,

slijedi da postoji izracunljiva funkcija ¢ : N — N takva da je

o (k)
fK)C | B(f(B),275),
i=0

zasvaki k € N,aondajei
¢ (k)
k< |JB(Bi2™),
i=0
za svaki k € N. Dakle, K promatran kao izraCunljiv metricki prostor s euklidskom metrikom 1

nizom f3 je efektivno kompaktan. |

4.1. KVAZISFERE

Za skup X C R" kaZzemo da je kvazisfera ako postoji otvoren, omeden, konveksan skup U takav
daje X = dU.

Sada nam je glavni cilj dokazati da su kvazisfere kategoricki efektivno kompaktne. Za to
¢ée nam biti klju¢na neprekidna bijekcija izmedu kvazisfere i jedini¢ne sfere "', odnosno njen
inverz. Neka je X = dU C R” fiksirana kvazisfera sa svojstvom da je 0 € U. Tada je poznato
da je funkcija f: X — "1,

f) =" xeX 4.3)
Il
neprekidna bijekcija (vidjeti lemu 1.1 u [16]).

Nama treba inverz te funkcije, a da bismo ga definirali, treba nam prvo funkcija p : R" —

[0, +e0),
p(x)=inf{t >0|xetU}, x e R,
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pri demu je zat € R,

tU={tu|uecU}.

Neka su , R > 0 proizvoljni, ali fiksni brojevi takvi da je
B(0,r) CU C B(0,R). 4.4)

Zbog otvorenosti i omedenosti skupa U, takvi r i R sigurno postoje. Uocimo sada da za pro-
[Bs]

izvoljan x € R" i ¢ > 0 takav da je x € tU vrijedi 7 € U, a onda ||| < R, §to povlaci ¢ > .

Dakle, za proizvoljan x € R" skup
Sy={t>0|xetU}

je odozdo omeden, a lako se vidi i da je neprazan, pa je funkcija p dobro definirana. Sljedeca

lema nam govori o nekim svojstvima funkcije p koja ¢e nam biti od velike koristi.
Lema 4.1.1. Funkcija p ima sljedeca svojstva:
) ”%H <px) < @, za sve x € R";
(ii) p(ox) = ap(x),zasve o >0, x € R";
(i) p(x+y) < p(x)+p(y), zasve x,y € R";
(iv) [p(x) = p()| < fllx—yl, zasve x,y € R™;
(v) p(x) =1 ako i samo ako je x € X, za sve x € R".
Dokaz.

(i) Neka je x € R" it > 0 takav da je x € tU. Vidjeli smo da je tada r > @. Kako je ¢

bio proizvoljan, vidimo da je ”%H donja meda skupa ¢iji je p(x) infimum, pa mora biti
P> .
Za drugu nejednakost, neka je s € (0,r) i x # 0 (za x = 0 ocito vrijede Zeljene nejedna-

kosti). Tada je ocito

S
x-— €B(0,r) C U,
x|

pajeondaix € @U. Iz ovoga slijedi da je

p(x) < M, za svaki s € (0,r),
s
Jx]

pa mora biti i p(x) < =L

r
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(ii) O¢ito je p(0) =0, stoga tvrdnju za @ = 0 ne treba provjeravati. Neka je a > 0. Tada za

¢t > 0 imamo sljede¢i niz ekvivalencija:

teSqr & axetU
t
S xe-U
o
t
@ - G Sx
o
Dakle Sq = aSy, pa kako je a > 0, analogna jednakost vrijedi i za infimume tih skupova.

(iii) Neka su x,y € R" proizvoljni. Za € > 0 odaberimo t € S, s € Sy takve da je
t<px)t+e, s<ply)+e.

Sada uocimo da je
x+y t X sy
s+t s+t t s+t s

. x+y

1 77 € U. Stoga zakljucujemo da

Buduéi da )t—‘, % € U, zbog konveksnosti od U, mora biti

je p(x+y) <s+t. Imamo
px+y) < s+t <p(x)+p0)+2e,

pa zbog proizvoljnosti od € > 0, mora biti
px+y) < p(x)+p(y).
(iv) Neka su x,y € R”. Iz (iii) slijedi

p(x) < plx—y)+p@),

p(y) < p(y—x)+px),

pa onda vrijedi i

p(x)—p(y) < plx—y) < Hx;yH,

=yl

p(y) —px) <ply—x) < —

pri ¢emu druga nejednakost u oba retka slijedi iz (i). Iz ovoga odmah moZemo zakljuciti
da je
1
() = pO) = ~llx =yl
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(v) Neka je x # 0. Tada je presjek zrake
z={sx|s>0}

i skupa U izometriCan otvorenom, povezanom i omedenom podskupu od [0, +e0) koji

sadrzi 0. Svaki takav podskup je oblika [0, a), za neki a > 0. Dakle vidimo da je
zNU = {sx|s€[0,a)},

pri ¢emu je prema lemi 1.1 u [16], ax € AU i to je jedinstvena tocka u kojoj z sijece dU.

Uocimo da je

1 1
a=sup{s >0 |sxecU :sup{s>0 xE—U} = —,
{s>0[sxev) reUf =
paje
1
zNU = {sxlse {0,—>}7
p(x)

i vrijedi ﬁ € dU. Ako je p(x) = 1, tada je ocito x = ﬁ € dU = X. S druge strane, za
x € X mora biti x = =% jer bi inaCe zraka odredena s x sijekla U u viSe od jedne tocke.

p(x)

Zax € R", x # 0 poloZaj to¢aka ﬁ i ﬁ je prikazan na slici 4.1.

n—1

Slika 4.1

Sada tvrdimo da je funkcija 7 : S"~! — X,
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zapravo inverz funkcije f definirane s (4.3). Prvo uo¢imo da je za x € $"~! prema (i) iz leme
4.1.1, p(x) > 0, a iz (ii) iz iste leme je p (ﬁ) = 1. Sada iz (v) vidimo da je funkcija 7 dobro
definirana.

DokaZimo sada da je 7 = f~!. Neka je x € X. Tada je p(x) = 1 i imamo

n<f<x>>=n(”jj—||)=p('x)= I S

Bl

|-
|-

=
=

|-

=

a3
e
~~

=
N—r

=

Za x € S" ! imamo

sat) = (S5 ) = AT =T

(x) sl Ll

=

N~

dakle 7 je zaista inverz od f. Dokazimo sada da 7 ima joS jedno vazno svojstvo:
Lema 4.1.2. 7 je Lipschitzova funkcija.

Dokaz. Neka su x,y € §"~!, x # y. Ra¢unamo:

Iz -z _ 1563~ 5l _ Ipe)x—p()yl
[l = Il [l —ll px)p()llx—yl
_ lpG)x— p(x)x+ plx)x— p(x)y||
p(x)p()lx—yl
P(Y) = pOI[lx]| + () lx =y
px)p(y)llx—y
1 |py)—px)| 1

T pr0) =l 0

Zbog ||x|| = ||y|| = 1, prema lemi 4.1.1 (i), vrijedi p(x), p(y) > &, to jest

1

1
20 o) =N

Zatim prema (iv) iz iste leme imamo

p) =P _ 1
lx=yl  —r
Dakle, vrijedi
1 — 1 R
rG) =Pl KR
pp(y)  lx=yll  pl) T 1
a onda je
R2
[7(x) =)l < (7 +R> lx =,
pa smo nasli Lipschitzovu konstantu za 7. [
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Sada imamo sve potrebno za dokaz sljedeceg teorema:

Teorem 4.1.3. Kvazisfera promatrana kao metricki prostor s euklidskom metrikom je katego-

ricki efektivno kompaktan prostor.

Dokaz. Neka je X = dU kvazisfera u R” i neka je o efektivan separirajuéi niz u X. Prema
teoremu 2.2.15 postoji izometrija g : R” — R” takva da je B = g o & izraCunljiv niz u R”. Za tu
izometriju Y = g(X) je takoder kvazisfera jer vrijedi Y = dV, za V = g(U) koji je konveksan,
otvoren i omeden. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je 0 € V. Naime ako
nije, moZemo odabrati izracunljivu toCku a € V (takva postoji jer su izracunljive tocke guste u
R™) 1 umjesto g promatrati kompoziciju g i translacije x — x —a.

Sada uo¢imo da je za funkciju f: ¥ — "1, f(x) = ﬁ, niz f o B takoder izraunljiv prema
propoziciji 1.1.1 (iv), (v). Taj niz je zbog neprekidnosti i bijektivnosti od f takoder gust u "~ !.
Sada zbog efektivne kompaktnosti od $”~! imamo da postoji izradunljiva funkcija ¢ : N — N

takva da je
)

ok
Snil = U BS"*I(f(ﬁi)azik)v

=0
za svaki k € N. Ovdje ¢emo za A C R" Koristiti oznaku

Ba(x,r) = B(x,r)NA,

gdje je B(x,r) otvorena kugla u R”.

Neka je sada M Lipschitzova konstanta inverza 77 : "' — Y od f iz leme 4.1.2. Tada vrijedi
n(Bgi-1(x,r)) C By (m(x),Mr),

pa kako je (f(f;)) = B;, imamo

@ (k)
Y= By(B.M-275),
i=0
za svaki k € N. Bududéi da su X i Y povezani izometrijom g za koju je g o o« = 3, zakljuCujemo
da vrijedi
¢ (k)
X = Bx(oy,M-27%),
i=0
za svaki k € N. Sada uzmimo ng € N takav da je M -27"0 < 1 i definiramo funkciju v : N — N,

y (k) = @(k+np). To je izraCunljiva funkcija i vrijedi

(k)
X = U Bx(OCi,2ik),
i=0
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za svaki k € N, pa vidimo da je (X,d, o), gdje je d euklidska metrika na X, zaista efektivno

kompaktan. u

Sada se namece pitanje mozemo li poop¢iti prethodni rezultat na podskupove u R” koji su
(kao i kvazisfere) homeomorfni jedini¢noj sferi $"~!. Odgovor je naZalost negativan ¢ak i u
dvije dimenzije, Sto nam pokazuje sljedeci primjer.

Prije primjera, treba nam jo§ par osnovnih pojmova iz izraCunljive analize. Za funkciju
f:10,1] — R kazemo da je nizovno izracunljiva ako je za svaki izraCunljiv niz (x;);en u [0, 1],
niz (f(x;));en izraCunljiv u R. Zatim, kazemo da je f efektivno uniformno neprekidna ako

postoji izracunljiva funkcija ¢ : N — N takva da vrijedi
=y <27 = [f ) - o) <27

zasve x,y € [0,1] i k € N. Funkcija f : [0, 1] — R je izracunljiva ako je nizovno izraCunljiva i

efektivno uniformno neprekidna.

Primjer 4.1.4. Neka je f:[0,1] — R funkcija koja je neprekidna i nizovno izracunljiva, ali
nije izraCunljiva. Takva funkcija postoji prema teoremu 6 iz poglavlja 1 u [18]. Nadalje, pret-
postavimo da je funkcija f strogo pozitivna (u suprotnom moZemo komponirati funkciju iz

navedenog teorema s translacijom za dovoljno velik prirodan broj). Graf funkcije f,

Ty = {0, f(x) [x€[0,1]},

je izraunljivo prebrojiv skup u R? koji nije izra¢unljiv. Prvo obrazloZimo izradunljivu prebro-
jivost. Naime, za izraCunljiv gust niz (x;) u [0, 1] imamo da je (f(x;)) izraCunljiv niz u R koji je
gust u slici od £, pa je niz (x;, f(x;))ien izratunljiv u R? i gust u I'y. Izratunljiva prebrojivost od
I'; sada slijedi iz propozicije 1.4.3. Da I'; nije izraCunljiv slijedi iz Cinjenice da je izracunljivost
funkcije [0, 1] — R ekvivalentna izra¢unljivosti njenog grafa (korolar 8.4 u [2]).

Sada definiramo skup

X =T U ([0,1]x{0}) U ({0} x [0, £(0)) U ({1} x [0, £(1)])-

Skup X prikazan je na slici 4.2.

Nije teSko pokazati da je navedeni skup homeomorfan kruznici. Nadalje, zbog nizovne iz-
raCunljivosti od f, brojevi f(0) i f(1) su izraCunljivi, pa je jednostavno konstruirati izratunljive
nizove u R? koji su gusti u [0,1] x {0}, {0} x [0, £(0)] i {1} x [0, f(1)]. Stoga su i ti skupovi

izracunljivo prebrojivi prema propoziciji 1.4.3. Sada je X unija Cetiri izraCunljivo prebrojiva
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L'y
(O,f(O)). (1, £(1))

(0,0) (1,0)
Slika 4.2

skupa, pa je prema propoziciji 1.4.2 i sam izracunljivo prebrojiv. Pretpostavimo da je X izra-

cunljiv. Tada je X i koizracunljivo prebrojiv prema korolaru 3.14 u [3], a vrijedi
Tr=XN{(x,y) €R*|x>0}n{(x,y) e R* |x < 1}N{(x,y) e R*|y>0}.

Dakle I's je presjek Cetiri koizraCunljivo prebrojiva skupa, pa prema propoziciji 1.4.2 mora biti
koizracunljivo prebrojiv. Kako je uz to i izraCunljivo prebrojiv, I's je izraCunljiv prema korolaru
4.14 u [3]. Ovo je kontradikcija s ¢injenicom da f nije izracunljiva. Bududéi da je X izracunljivo

prebrojiv, a nije izracunljiv, X nije kategoricki efektivno kompaktan prema propoziciji 4.0.1.
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ZAKLJUCAK

Navedimo sada najvaznije originalne rezultate i zakljucke iz disertacije. Vezano za maksimalne

strukture izracunljivosti:

* Zamaksimalan geometrijski nezavisan efektivan niz ay, . . ., a; na podskupu X euklidskog
prostora R" postoji jedinstvena maksimalna struktura izraunljivosti na X u kojoj su ¢la-
novi tog niza izraCunljive tocke. To je struktura %ﬁ,‘owak koja se sastoji od svih nizova
koji imaju svojstvo da je svaka od k+ 1 funkcija koje racunaju udaljenosti ¢lanova tog

niza do tocaka ay, . .., ay izraCunljiva.

* Neka je .# maksimalna struktura izracunljivosti na X C R" i k dimenzija skupa izracun-

ljivih tocaka u .#. Ako su ay, .. .,a; geometrijski nezavisne izracunljive tocke u .#, tada
. X
je M =Ry ap

* Ako je .# maksimalna struktura izracunljivosti na X C R”, tada postoji izometrija f od

R" takva da je f(.# ) kanonska struktura izra¢unljivosti na f(X).
» Svaka maksimalna struktura izracunljivosti na R" je separabilna.

* Ako je X podskup od R"” dimenzije k, tada za proizvoljan geometrijski nezavisan efektivan
niz u X duljine k postoji jedinstvena maksimalna struktura izraCunljivosti na X u kojoj su

Clanovi tog niza izracunljive tocke.

* Zay>0ia€|0,7], jedinstvena maksimalna struktura izracunljivosti na [0, y] u kojoj je

a izraCunljiva tocka je separabilna ako i samo ako su a i ¥ — a lijevo izracunljivi brojevi.

Nadalje, kljucni rezultati vezani za separabilne strukture izraCunljivosti i efektivnu kompaktnost

izracunljivih metrickih prostora su:

* Nekaje (X,d, o) efektivno kompaktan izraCunljiv metricki prostor i K izraunljiv skup u

tom prostoru koji ima svojstvo da postoji konaéno mnogo izometrija f prostora (X,d) sa
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svojstvom da je f(K) C K. Ako je B efektivan separirajuci niz takav da je K izraCunljiv i

u (X,d,3), onda su nizovi o i  ekvivalentni.

* Orbita izracunljive tocke pri djelovanju grupom izometrija je koizracunljivo prebrojiv

skup u efektivno kompaktnom izracunljivom metrickom prostoru.
» Efektivno kompaktna unija koncentri¢nih sfera u R” je izracunljivo kategori¢na.
* Svi efektivno kompaktni podskupovi od R? i R? su izradunljivo kategori¢ni.

* Skup X koji je rub otvorenog omedenog konveksnog skupa u R" ima svojstvo da ako na

X postoji efektivan separirajuci niz, tada je X efektivno kompaktan.
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