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Uvod

Autoceste, telefonske linije, elektroenergetski sustavi, racunalni ¢ipovi, sustavi za dostavu
vode, Zeljeznicke linije i mnoge druge fizicke mreZe svima su nam poznate. U svakom
od ovih problema cesto Zelimo poslati neku robu (vozila, poruke, struju ili vodu) s jedne
tocke na drugu, obic¢no Sto je moguce ucCinkovitije - to jest najkra¢im putem ili putem
minimalnog uzorka toka troSkova. MreZna optimizacija oduvijek je bila klju¢na domena
problema u operacijskim istraZivanjima, kao i u raunalnim znanostima, primjenjenoj ma-
tematici i mnogim podrucjima inZenjerstva i upravljanja. Problemi mreZne optimizacije
javljaju se u raznim situacijama koje naizgled nisu povezane s mreZama. Obraditi ¢emo tri
tehnike dekompozicije mreZzne optimizacije. Obradit ¢emo Lagrangeovu relaksaciju koja
aproksimira tezak problem uvjetne optimizacije jednostavnijim problemom. RjeSenje re-
laksiranog problema je pribliZno rjeSenje izvornog problema i pruza korisne informacije.
Metoda kaZnjava krSenje ograni¢enja nejednakosti koriStenjem Lagrangeovog multiplika-
tora, Sto namece trosak za krSenje. Ovi dodatni troskovi se koriste umjesto strogih ograni-
¢enja nejednakosti u optimizaciji. Obradit ¢emo i Dantzig-Wolfeovu dekompoziciju koja
daje algoritam za za rjeSavanje problema linearnog programiranja s posebnom strukturom.
Treéa tehnika koju ¢emo obraditi je Bendersova dekompozicija koja omogucava rjeSavanje
vrlo velikih problema linearnog programiranja koji imaju posebnu strukturu blokova.

Rad je podijeljen u tri poglavlja. U prvom poglavlju opisati cemo nekoliko primjera zadaéa
koje su bliske klasicnim zadaCama mreZne optimizacije. Mnogi mreZni modeli nemaju
mreznu strukturu. To je zato $to pojam strukture mreZe ovisi o ¢injenici da su jedina ogra-
nicenja ogranicenja ocuvanja protoka napisana u terminima varijabli toka i ograde odozgo
i odozdo na tok. U modeliranju stvarnih mreza, ¢esto moramo uvesti dodatna ogranicenja.
Obje ove generalizacije, dodatna ogranicenja i koriStenje varijabli protoka, mogu ugro-
ziti klasi¢nu mreZnu strukturu. MreZe koje ne pokazuju mreznu strukturu mogu imati tzv.
skoro mreZznu strukturu. Problemi koje navodimo su: vremenski ograniceni najkraéi pu-
tovi, tok minimalnih tro§kova s ogranicenjima paketa, tok viSe roba i zaguSeni ograniceni
protok goriva.

U drugom poglavlju rada raspravljamo o tome kako rijesiti velike zadace u analizi mreZe,
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koji mogu, ali i ne moraju ukljucivati cjelobrojne varijable, bez pretpostavke mrezZne ili
skoro mreZne strukture. Tehnike dekompozicije koje obradujemo su Lagrangeova relaksa-
cija, Dantzig-Wolfeova dekompozicija i Bendersova dekompozicija.

U posljednjem, treem, poglavlju primjenjujemo Lagrangeovu relaksaciju na nekapaci-
tirani problem lokacije objekta s fiksnim troSkom i Bendersovu dekompoziciju na kapaci-
tirani problem lokacije objekta s fiksnim troSkom. Problem lokacije ima vazno mjesto u
ekonomskoj teoriji i praksi, a sastoji se od odredivanja lokacije objekta prema nekom kri-
teriju (ili kriterijima) uz zadana ogranic¢enja i pretpostavke. Promatrati cemo prvo problem
bez ograniCenja, a zatim ogranienjima kapaciteta.



Poglavlje 1

Z.adace bliske klasi¢cnim zadacama
mrezne optimizacije

1.1 Uvod

Promotrimo zadacu sljedeceg oblika:

f(x) — min (1.1)
xeQ={xeR": Ax=b,L < x < U} (1.2)
I'x<gqg (1.3)

za tok grafa G(N, A), gdje je n broj vrhova, a m broj lukova grafa. x € R" je vektor stupac,
funkcija f: R" — R, A potpuno unimodularna n X m matrica, b € R" vektor neto ¢vornih
zaliha, U € R™ vektor gornjih granica na tokovima luka, L € R™ vektor donjih granica na
tokovima luka dok je I n X m matrica bez posebne strukture i ¢ € R" vektor.

Definicija 1.1.1. Cjelobrojna kvadratna matrica B € M,(Z) je unimodularna ako je det(B) =
+1. Cjelobrojna matrica A € M,(Z) je potpuno unimodularna ako svaka kvadratna pod-
matrica B od A zadovoljava det(B) € {0, =1}

Za zadacu minimizacije nelinearne funkcije uz linearne uvjete (I.1)-(1.3) kazemo da
ima skoro mreZznu strukturu kada je matrica A potpuno unimodularna, matrica I takva da

matrica
A
r

nije potpuno unimodularna te je broj redaka od I' mali u odnosu na broj redaka od A. Takvi

3
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problemi nastaju u brojnim kontekstima ukljucujuci probleme s najkra¢im putem s vre-
menskim okvirima i probleme protoka minimalnih troSkova.

Tehnike koje ¢emo proucavati dopustaju da ogranicenja koja uniStavaju potpunu unimodu-
larnost budu nelinearna.

Linearna ogranicenja mogu se zamijeniti nelinearnim ogranic¢enjima

gx) <0 (1.4)
gdjeje g: R" — R".
Zapravo u nasem apstraktnom razvoju Lagrangeove teorije dualnosti pretpostavit cemo da
su nepotpuno unimodularna ogranienja opcenitijeg oblika (I.4), iako ¢e numericki pri-
mjer mreZe imati ogranicenje poput (I.3).
Postoje dvije Siroke kategorije metoda koje se koriste za zadace sa skoro mreZnom stuktu-
rom. To su metoda dekompozicije 1 metoda relaksacije. Obje kategorije nastoje rastaviti
pocetni problem na manje podprobleme kojima je lakSe upravljati i na koje se mogu primje-
niti poznati i u¢inkoviti algoritmi. Upravo nacini na koje se ti manji podproblemi stvaraju
i medusobno djeluju, razlikuju metode dekompozicije i relaksacije jedne od drugih.
Sada ¢emo razmotriti neke primjere problema koji nastaju kao prirodna proSirenja modela
1 koji imaju skoro mreznu strukturu.

1.2 Vremenski ograniceni najkraci putovi

Jedan od najceSce proucavanih problema u algoritmima grafova je problem najkraceg puta.
Prirodni dodatak je problem u kojem se Zeli pronaci najkraci put koji je podloZan nekom
ogranicenju kao $to je vrijeme.

Promotrimo graf G(N, A) u kojemu za svaki luk (i, j) € A poznata udaljenost c;; i vrijeme
putovanja 7;;. Primarni kriterij za odredivanje puta je minimizacija ukupne udaljenosti
prijedene od izvora do ponora. Uobicajeno su ogranienja protoka i cjelobrojnost tokova,
tj. usmjeravamo jednu jedinicu toka, uvecano zahtjevom da ukupno vrijeme putovanja
bude ograni¢eno odozgo egzogenim parametrom 5 € R,,. Sa x;; oznaCavamo tok na luku
(i, j) € A. Odnosno Zelimo rijesiti

D ey — min (1.5)
(i, ))eA
+1 i=s
Z Xij — Z xj={-1 i=t zasvaki ie N (1.6)
j:G.HeA J:(:D)EA 0 EN
D T <B (1.7)

(i.)eA
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x;;€1{0,1}, (i, ) e A (1.8)

gdje je svaki jediniCni troSak ¢;; € R, luka (i, j) € A poznata Konstanta, s je izvor, a t
je ponor. OCcito je vremensko ograniCenje ono koje uniStava potpunu unimodular-
nost ove zadace, pa je primjenjivo uzeti (I.5))-(1.8]) kao linearnu zadacu sa skoro mreznom
strukturom.

1.3 Tok minimalnih troSkova s ogranicenjima paketa

Ponekad imamo lukove ¢iji su tokovi aktivnosti tehnoloski vezani za tokove drugih lukova.
Jednostavan primjer je teretni terminal s dva prometna ulaza, ali sa samo jednim vilicarem
za istovaranje posiljki. Stoga su oba podruc¢ja medusobno ovisna i ogranic¢ena kapacitetom
terminala za obradu dolaznog prometa, Sto je ogranicenje koje se moze izraziti kao gornja
granica zbroja prometa na dva luka. Za bilo koje takvo ogranienje koje zahtjeva da vi-
Sestruke mreZzne aktivnosti poStuju zajednicko ogranicenje kapaciteta zovemo ogranicenje
paketa. Oznaclimo sa g, kapacitet k-tog paketa i By skup lukova koji odgovaraju k-tom
paketu. Tada se linearna zadaca toka minimalnih troSkova s ogranicenjima paketa navodi
kao

> ey — min (1.9)
(i,))eA
> xy= > xi=biieN (1.10)
Jii,))eA J(jiD)eA
Z Xij < qe. keK (1.11)
(i,))€Bk
Lj<xij<Uy, (,)eA (1.12)

gdje je svaki jediniCni troSak ¢;; € R, luka (i, j) € A poznata konstanta, svaki b; neto
opskrba ¢vora i, k je indeks koji oznaCava k-ti paket, K je skup paketa, L;; € R, 1 U;; € R,
donja, odnosno gornja granica toka luka (i, j) € A. Jasno je da su ograni¢enja paketa (1.11))
ta koja sprecavaju da ova zadac¢a ima mreZznu strukturu.

1.4 Tok viSe roba

Model koji je matematicki sli¢an linearnom modelu toka minimalnih troskova sa skupom
ogranicenja je problem linearnog toka viSe roba. Roba je zapravo roba koja se mora trans-
portirati od jednog ili viSe izvornih ¢vorova do jednog ili viSe odrediSnih ¢vorova u mreZi.
U praksi te robe mogu biti telefonski pozivi u telekomunikacijskoj mreZzi, paketi u dis-
tribucijskoj mrezZi ili zrakoplovi u mrezi letova zrakoplovnih kompanija. Svaka roba ima
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jedinstven skup karakteristika i robe nisu zamjenjive, tj. ne moZemo zadovoljiti potraznju
za jednom robom drugom robom. Cilj linearnog protoka vise roba je protok robe kroz
mrezu uz minimalne troSkove bez prekoracenja kapaciteta luka. To je takoder problem
toka minimalnih troskova, ali se razlikuje od slucaja pojedinacne robe po tome Sto vise
roba tece kroz isti fizicki luk. Ova bitna znacajka je modelirana pomodu varijabli protoka

xi.‘j = tok robe k preko luka (i, j)

gdje indeks k € K oznalava interesnu robu , a K je skup svih roba. Pretpostavlja se da
svaki fizicki luk (i, j) € A ima kapacitet. Ova ograni¢enja ukupnog kapaciteta su oblika
ogranicenja paketa izraZzenog kao

Dl <qy, L) eA
keK

gdje je o je jedniniCna teZina robe k, a g;; je ukupni kapacitet luka (i, j). Tada se problem
linearnog toka vise roba navodi kao:

Z Z ck.xk; — min (1.13)

(i, )EA keK
D= > =i ieNkex (1.14)
Ju@.pEA J(DeA
2, < gy () € A (1.15)
keK
k k k ©os
L <x;<U;, (i,) e AkeK (1.16)

gdje je cﬁ.‘j stalni jedni¢ni trosak toka robe k preko luka (i, j), b* je neto ponuda robe k u
cvoru i, Lf.‘j S Ufj € R, su odgovarajuce donje i gornje granice toka robe k nad lukom
(i, j) € A. Odmah vidimo da su ograniCenja koja uniStavaju mreZnu strukturu.
Primjetimo jo§ da za odgovarajuce definirane vektore ¢, x, b, L 1 U, matrice A 1 I’, gore
opisani linearne zadace sa skoro mreznom strukturom imaju oblik (T.1)-(T.3).

1.5 ZaguSeni ograniceni protok goriva

U nekim vrstama fizi¢kih transportnih mreza potroS$nja goriva moZe varirati s kvadratom
brzine. Budu¢i da ¢e brzina opcenito ovisiti o protoku kada je prisutno zagusenje, odmah
mozemo povezati sa svakim lukom (7, j) € A nelinearnu funkciju v;;(x;;) za opisivanje
potros$nje goriva. Ove nelinearne funkcije potroSnje goriva zajedno s proraunom goriva F
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(odnosno gornjom granicom potroSnje goriva) rezultiraju zada¢om zaguSenog ograni¢enog

protoka goriva:
Z Z cf-‘j(x)xfj — min (1.17)

(I, )eEA keK
D= > =i ieNkex (1.18)

J:(i,.)eA J:(eA
D ;<. ()edt (1.19)

ke

D v < F (1.20)

(i, )HeA
Lj < x;< U, (i, ) e A ke K (1.21)

gdje su cf?j stalni jedini¢ni tro§kovi toka robe k preko luka (i, j) € A, b je neto ponuda robe
k u ¢voru i, ij e R,, Ufj € R, su odgovarajuc¢e donje, odnosno gornje, granice toka robe
k nad lukom (i, j) € A. Sada imamo nelinearnosti i u funkciji cilja i u ogranienjima ovog
modela. Modeli ovog tipa, jer potroSnja goriva moZe biti krivac za oneciS€enje atmosfere,
posebno su relevantni za analize utjecaja transporta na okolis.



Poglavlje 2

Tehnike dekompozicije

2.1 Dekompozicija direktive cijena i dekompozicija
direktive resursa

Klasi¢ne zadade mrezne optimizacije Cesto su prilicno velike. Takve zadace ponekad ne-
maju vidljivu mreZnu strukturu ili ta struktura nije dominantna u smislu broja ogranicenja.
Kada se to dogodi klasi¢ni algoritmi ili se ne mogu koristiti ili ih je potrebno modifici-
rati. Vidjet ¢emo da kada se skoro mrezna struktura pojavi poveéana racunska ucinkovitost
moze se realizirati iz tehnika dekompozicije. Svaka od tehnika ¢e se temeljiti na jednom
od tri koncepta: dekompoziciji, akumulaciji ogranicenja ili generiranju stupaca. Blago
reCeno dekompozicija se odnosi na zavadi i vladaj strategiju za rjeSavanje problema pri
¢emu se izvorni problem ras¢lanjava na manje, numericki lakSe rjeSive probleme. To jest
prvo ¢emo dekomponirati problem koji treba rasClaniti na manje podprobleme, a zatim ili
generirati ograniCenja ili stupce relevantne matrice samo prema potrebi. Iako to zahtjeva
da rijeSimo puno pojednostavljenih problema, to otklanja potrebu da ikad rijeSimo potpuni
problem sa svim ogranicenjima. Ponekad Ce strategija dekompozicije bti dizajnirana oko
kompliciranih ogranicenja koji sprje¢avaju realizaciju Ciste mreZne strukture. Lagrangeova
relaksacija zadovoljava povr$nu definiciju dekompozicije, buduéi da se u toj metodi zadace
sa skoro mreZznom strukturom s kompliciranim ogranic¢enjima ras¢lanjavaju na niz zadaéa
s potpuno unimodularnim matricama ogranicenja koje se mogu rijesiti mreZnim simplek-
som.

Dvije su vrste dekompozicije: dekompozicija direktive cijena i dekompozicija direktive
resursa. U dekompoziciji direktive cijena centar izdaje cijene za koriStenje zajednickih
resursa i podsustavi predlazu veli¢ine svojih aktivnosti na temelju tih cijena, dok u dekom-
poziciji direktive resursa centar specificira raspodjelu zajednickih proizvodnih ¢imbenika i
ta se raspodjela utvrduje iterativno na temelju informacija o cijenama iz podsustava. Ova
dihtomija ovisi o promatranju zadace optimizacije kao prikaza "organizacije" koja se sas-
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toji od srediSnjice koja upravlja resursima koji su podijeljeni ili dodjeljeni vecem broju
(pod)odjela od kojih svaki ima svoja specificna ogranicenja. To je u skladu sa sljedeCom
strukturom:

'x" + -+ (' xF - min 2.1)
O'x'+.--+0fx" <yq (2.2)

Alx' = b (2.3)

A’ =1? (2.4)

ARTIRL = pRt (2.5)

ARXR = pf (2.6)
x'>0,x2>0,...,81>0,xX>0 (2.7)

gdjesur e [I,Rl,Re Ry, " e R, x e R, q € R, Q" je p X n, matrica, b" € R™, A" je
m, X n, matrica, p € R,,, m, € R,,, n, € R, tako da je

n->m,, re[l,R]. (2.8)

Pretpostavili smo linearnost funkcije cilja i svih ogranicenja, buduéi da se linearno ograni-
¢ene nelinearne zada¢e mogu rijesiti kao nizovi odgovarajuce definiranih linearnih zadaca.
Ograni¢enja (2.3))-(2.6) su opisana kao blok dijagonalne prirode. Kako nemamo pretpos-
tavku o broju ogranicenja resursa (2.2) u odnosu na broj dijagonalnih ogranicenja bloka ne
mozZemo reci da ova zadaca ima skoro mreZnu strukturu kada je svaka matrica A" potpuno
unimodularna. Lagrangeova relakacija je klasificirana kao pristup dekompozicije cjenovne
direktive buduci da postavlja cijene(dualne varijable) u > 0 na zajednicki resurs g tako
da svaka od R podjela moZe autonomno optimizirati vlastite operacije. Nasuprot tome, u
dekompoziciji direktive o resursima, koordinator Zeli odabrati vektore resursa

q.¢ ...  eR (2.9)
koji zadovoljavaju
R
Z q<q
r=1
tako da je zadaca (2.1)-(2.7) rijeSena kada svaka podjela rijesi vlastitu zadacu linearnog

programiranja:
c'x" — min (2.10)
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o'x' <q 2.11D)
A'x" =b" (2.12)
x>0 (2.13)

gdjer=1,2,...,R.

2.2 Lagrangeova relaksacija

Lagrangeova relaksacija jedna je od najceSée koriStenih metoda za rjeSavanje u cijelom
matematickom programiranju. Korisnost metode ni na koji nacin nije ograniena sa struk-
turom mreZe. MoZe biti prili€no ucinkovita za rjeSavanje matemati¢kih zadaca koje ne
ukljuCuju potpunu unimodularnost ni u jednom podskupu svog ogranicenja.

Jedna od osnovnih tehnika kombinatorne optimizacije je ograni¢avanje: zadan je konac¢an
ali "ruzan" skup S € R" i jednostavna funkcija f (recimo linearna ili kvadratna) te trebamo
pronaci gornju granicu za optimalnu vrijednost zadace

max f(x), xS

Lagrangeova relaksacija je univerzalna tehnika za to. Da bi bio primjenjiv, dopustiv skup
S mora biti zapisan kao § = X N {x : c(x) = 0}, gdje je X takav da je lako maksimizirati
funkciju f nad njim, dok su ogranicenja ¢ = (cy, ¢, .. ., ;) "komplicirana". Tehnika pro-
izvodi puno optimalnih rjeSenja za zadaéu max,.5 f(x), gdje je S konveksna ljuska skupa
S.

Sada ¢emo uvesti tehniku Lagrangeove relaksacije kao jednostavan, ali opéeniti alat. Pro-
motrimo prvo zadaéu optimizacije u apstraktnom obliku

max f(x), x€ X, cj(x)=0, j=1,...,m (2.14)

Sto ¢emo nazvati primarnom zadaéom. Definiramo Lagrangian, funkciju primarne varija-
ble x i dualne varijable u € R™:

XXR" > (x,u) — Lix,u) = f(x) - Z wjci(x) = f(x) —u’ e(x) (2.15)

J=1

gdje posljednja jednakost uvodi oznaku ¢ za m-vektora ograni¢enja. Jednostavnim rije-
¢ima, Lagrangian zamjenjuje svako ograni¢enje linearnom "cijenom" koju treba platiti ili
primiti prema predznaku od u;. Maksimiziranje L(-, ) na cijelom X je stoga usko pove-
zano s rjeSavanjem (2.14). U odredenom smislu, X se moZe smatrati "svemirom" u kojem
Zivi x, dok c¢ predstavlja relaksirana ogranicenja.
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Definicija 2.2.1. Dualna funkcija povezana sa (2.14) i (2.15)) je funkcija definirana sa

R">um 6u) = ma}Yx L(x,u) (2.16)
Dualni problem je tada
minf(u), u € R” (2.17)

Lagrangeova relaksacija je vrlo svestrana tehnika, koja u biti prihvaca sve podatke od
X, fic. Klju¢na je sljede¢a napomena.

Napomena 2.2.2. RjeSavanje zadace [2.14)) je "tesko" dok je rjesavanje zadace (2.16)
"lako".

Lagrangeova relaksacija ima za cilj pronaéi odgovarajuci u. Da bi objasnili zasto pro-
nalaZenje odgovarajuéeg u znaci rjeSavanje dualnog problema (2.17)) pogledajmo sljedeci
jednostavni zakljucak: po definiciji od 6, za svaki u vrijedi

O(u) > f(x), x dopustivu 2.14), u e R"

jednostavno jer je u’ c(x) = 0.

Ova relacija poznata je kao slaba dualnost, Sto daje motivaciju za dualnu zadacu:

i) Bududi da svaki 6(u) odozgo ograni¢ava optimalni troSak u (2.14)), minimizirati 6 svodi
se na pronalazenje najbolje takve ograde.

i1) Druga motivacija je manje poznata, ali mozda i vaZnija. Pretpostavimo da Zelimo rijesiti
(2.14) uz pomo¢ (2.16). Tj. pretpostavimo da Zelimo u takav da (2.16) proizvodi neki
arg max x, od L(-, u) koji takoder rijeSava (2.14). Konkretno, ovaj x, mora biti dopustiv u
(2.14) i stoga mora zadovoljavati 6(u) = f(x,). S obzirom na slabu dualnost, jedina Sansa
za naSe u je da minimizira 6.

Napomena 2.2.3. Pretpostavimo da zadaca ima uvjete tipa nejednakosti:
max f(x), x€ X, cj(x) <0, j=1,...,m

Da bi dobili oblik (2.14), uvedemo pomocne varijable s (varijable koje se dodaju ogra-
nicenju nejednakosti kako bi se transformirale u jednakost) i upotrijebimo fleksibilost La-
grangeove relaksacije: uzmemo X' = X X R}, tako da moramo dualizirati:

max f(x), x€X, s>0eR", c(x)+s=0eR"

Lagrangian je
L'(x,s,u) = f(x)—u"(c(x)+s) = L(x,u) —u's
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gdje je L(x,u) obicni Lagrangian. Rezultirajuc¢a dualna funkcija cilja 0’ je

9’(’/[) _ +00 I/lj < O
Ow) u;>0

gdje je 6 dualna funkcija. Odnosno dualni problem postaje min,;s 6(u).

U skladu sa prethodnom napomenom, pretpostavimo da je f linearno u (2.14), formu-
lacija u novom skupu X X R je

max s,, o < f(x), xe X, c(x) =0eR"

Prva mogucnost je umetanje ograniéenja s, u taj skup, formiramo Lagrangian sy — u’ ¢(x),
¢iji je maksimum nad x € X i sy < f(x) je 6(u), niSta se nije promijenilo. Alternativno,
moZemo dualizirati to ograni¢enje, formirajuci Lagrangian

X X R X R™! 3 (x, 50, u, tg) = L' (x, 50, U, ttg) = 5o — o[ 5o — £(x)] — u” c(x)

Maksimiziranje u odnosu na sp(neograniceno) daje +oo ako je uy # 1,1 za uy = 1 njegov
maksimum u odnosu na x € X daje 6(u), opet se niSta nije promijenilo.

Napomena 2.2.4. Kao rezultat toga nema gubitka opcenitosti u pretpostavci o linearnosti
fu @14). U slucaju da je zadana funcija cilja nelinearna, samo koristimo formulaciju
koja se smatra najprikladnijom, ionako sve daju isti dual.

Mozda je najocitija upotreba Lagrangeove relaksacije kada (2.14)) ima puno varijabli,
koje bi postale neovisne da ograni¢enja ¢ nisu prisutna.
Za ilustraciju promotrit ¢emo problem predaje jedinice u elektroenergetskom sustavu koji
se sastoji od optimizacije planiranja proizvodnje skupa I elektrana tijekom nekog vremen-
skog perioda 7. Moguca formulacija je sljedeca:
i) Kontrolne varijable x, za svakii € /it = 1,...,T, oznaCavaju razinu proizvodnje jedni-
nice i u trenutku . x; ¢e predstavljati vektor (x))”,
ii) Svaka jedinica unutar odredenog dopustivog skupa X;, koji predstavlja radna dinamicka
ogranicenja (za nuklearno postrojenje, X; je konacan skup mogucih planova: x! moZe biti
nekoliko vrijednosti, recimo {500, 1000, 1500, 2000}). Kada proizvodnja dosegne odre-
denu razinu mora ostati tamo odredeni broj vremenskih razdoblja.
iii) U svakom trenutku ¢, potraZnja mora biti zadovoljena, to su tzv. statiCka ograniCenja,
oznacena sa ¢'(x") < 0. Obicno su funkcije ¢ aditivne, ¢'(x') = X ;o7 ci(x)).
1v) TroSak proizvodnje x; po jedinici i tijekom cijelog vremena je C;(x;).
Tada je zadaca
Z Ci(x;) — min
iel
X,‘EXi, iel (218)
d(x)<0,t=1,2,...,T
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Zbog pretpostavke da su staticka ogranicenja aditivna, uzimanje duala proizvodi aditivni
Lagrangian: sa u = (u')’_,

L(x,u) = ZC(xl)+Zu’c(xt)—ZC(x[)+Z Zc(x,

iel iel t=1 iel

Nakon preuredivanja vidimo da je L zbroj lokalnih Lagrangiana, koji ovise samo o x;:
minimiziranje L(-, u) preko X = [] X; daje zadacu:

t .t
?Elr}C(x,)+Zuc(x)

$to je puno lakse rijesiti nego (2.18).

Prethodni primjer savrSeno ilustrira uobicajenu situaciju u Lagrangeovoj relaksaciji. Kao
$to smo vidjeli Lagrangeova relaksacija samo zamjenjuje primarnu zadacu (2.14) sa dual-
nom 2.15)- @.17).

Sada ¢emo dati glavna svojstva dualne zadace. U zadaci (2.14)- koncentrirajmo se
na prostor R” dualnih varijabli i zanemarimo primarni prostor R".

Teorem 2.2.5. Kakvi god podaci za X, f i ¢ u (2.14) bili, funkcija 6 je uvijek konveksna i
poluneprekidna. Ako je u takav da (2.16)) ima optimalno rjeSenje x,(ne nuZno jedinstveno),
tada je g, = —c(x,) subgradijent od 0 u u:

0(v) > O(u) + g (v—u), veR"
Sto pisemo kao g, € 00(u).

Prethodni teorem nam govori da je dualni problem lak ako je zadaca (2.16) lako rjeSiva.
Sada ¢emo pokazati zaSto je on i dobar.
Pretpostavimo da smo maksimizirali L(-,u) za odredeni u 1 tako dobili optimalni x,, za-
jedno sa vrijednoS$¢u ogranicenja c(x,) € R™ . Stavimo g, = —c(x,) i uzmemo proizvoljan
x € X takav da je c(x) = —g,. Po definiciji, L(x, u) < L(x,, u), mozZe se napisati kao

() < fx) —u"e(x) +ulc(x) = f(x,) (2.19)
Teorem 2.2.6. (Everett) Uz prethodnu notaciju x, rijesava sljedecu perturbaciju od (2.14)
max f(x), xe X, c(x) = —

Gornja perturbirana zadaca sastoji se u zamjeni desne strane ogranicenja u (2.14)) vekto-
rom g,. Ako je taj vektor mali x, se mozZe smatrati optimalnim, ako je g, = 0 x, je optima-
lan. Ako pretpostavimo da je x, samo e-maksimizator Lagrangiana, tj. L(x,,u) > L(x,u)—&
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za svaki x € X. Tada (2.19)) postaje f(x) < f(x,) + €1 x, postaje e-optimalno rjeSenje per-
turbirane zadace. Primjetimo da za dobivanje Zeljenog svojstva f(x) < f(x,) u (2.19) je
dovoljno imati u” (c(x) — c(x,)) < 0. Kao rezultat, x, rjeSava zadacu

max f(x), x€ X, u'c(x) < -u'g,

Tehniha Lagrangeove relaksacije zajedno sa optimizacijom subgradijenta se moZe pri-
mjeniti na linearnu zadacu (2.1)- kao i na proSirenje koje proizlazi iz pretvaranja
funkcije cilja u nelinearnu koristenjem jedini¢nih troskova luka ovisnih o protoku.
Ocigledna ograniCenja za poskupljenje su ogranicenja resursa jer se tada relaksirani
podproblemi koji se susreu u optimizaciji subgradijenta mogu staviti u oblik

Cx+ -+ )+ " (O + -+ OfxF — ¢) — min (2.20)
A'X" =b", re[l,R] (2.21)
x>0, re[l,R] (2.22)
gdje je u € R?, koji se dalje moze razloziti na
X+ w'[Q°x - q] = min (2.23)
A'X =D (2.24)
x>0 (2.25)

za svaki r € [1,R], dopustajuci koriStenje bilo koje posebne strukture matrice A", Cak i
ako posebna struktura ne postoji, podproblemi su znatno manji u smislu broja ograni¢enja
i broja varijabli koje svaka ukljucuje.

2.3 Dantzig-Wolfeova dekompozicija

Definicija 2.3.1. Skup S u R" je poliedarski ako je presjek konacnog broja zatvorenih
poluprostora, tj.
S={xeR':px<a,i=1,...,n}

Definicija 2.3.2. Tocka x € S je ekstremna tocka poliedarskog skupa S ako ne postoje
tocke x' i x> u S i skalar 0 < A < 1 takvi da je x = Ax' + (1 — )x>.

Definicija 2.3.3. Tocka r € R je recesivni smjer poliedarskog skupa S ako za bilo koju
tocku x € S skup{y e R" : y = x+ Ar,A > 0} je sadrian u S. Zraka r € S je ekstremni
rcesivni smjer ako ne postoje zrake r',r* € S i skalar u (r' # Ar* za sve (1i0 <pu < 1)
takve da je r = ur' + (1 — u)r’.
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Teorem 2.3.4. (Teorem o reprezentaciji) Neka je S neprazan poliedarski skup u R" oblika
{x : Ax = b,x > 0}, gdje je A m X n matrica ranga m. Neka su v' ,V?, ... V' ekstremne
tocke od S, d',d?,...,d° ekstremene zrake od S. Tada je x € S ako i samo ako se x moZe

zapisati kao
t s
X = Z oV + Zu‘,df
=1 =1

=1

0,20,i=1,....1

,U.,'ZO, j=1,...,S

Napomena 2.3.5. Prethodni teorem temelj je za familiju metoda dekompozicije direktive
cijena koje predstavljaju alternativu Lagrangeovoj relaksaciji. Teorem se koristi za pos-
tizanje aproksimacija dopustivog podrucja linearno ogranicenih zadaca s velikim brojem
varijabli u smislu podskupa punog skupa ekstremnih toc¢aka.

Napomena 2.3.6. U nastavku ¢e nam trebati:

i) ako je skup omeden, nema ektremnih smjerova

ii) ekstremne tocke su vrhovi poliedarskog skupa koji tvore ogranicenja
iii) ekstremni smjerovi generiraju sve tocke u konusu

iv) teorem o reprezentaciji

Promotrimo sljede¢u linearnu zadacu:

¢’ x — min

I'x<gqg (2.26)
xeS={x:x>0,Ax =b}

gdiesux e R\, ce R, g e R',b e R" T jeyXn matrica, A je m X n matrica. (2.26)
je verzija opCeg linearnog programiranja velikih zadaca (2.1)-(2.7). U ovoj notaciji S je
podrucje definirano ogranicenjima nenegativnosti uzetim zajedno sa Ax = b.
Pretpostavimo da je S ograniCen, oCito je zatvoren. Dakle, S je kompaktan. Teorem o
reprezentaciji nam govori da se bilo koja tocka u S moZe napisati kao konveksna kombi-
nacija ekstremnih to¢aka u S, bududi da neée biti ekstremnih zraka. Ako su v',v?, ...,V
ekstremne tocke od S, tada vrijedi

t
x€S :>x:Zvj9j
j=1
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gdje je
0,=1 (2.27)

i t oznaCava broj ekstremnih tocaka.
Zamjena za x iz (2.27) u terminima ekstremnih vektora omoguc¢ava nam da ponovno for-
muliramo zadacu (2.26) kao sljedeci tzv. glavni problem (oznaka MP)

t
Z(chj)Qj — min
=1
t

Z(rvf')ej <q

j=1
t
ZHJ = 1
j=1
0;>0, j=12,...,¢t (2.28)

Sto moZemo napisati kao

t
min ZMP = Z(Crvj)ej
Jj=1
1

D Ive—g<0

j=1
t
1->16,=0 (@)
j=1
0,0 j=1,2,.. .1 (2.29)

gdje je s € R” vektor pomoénih varijabli, y € R” vektor dualnih varijabli za "losa" ogra-
nicenja Z;zl(l"vj)e ;i —q < 01« je jedna dualna varijabla za normalizacijsko ograniCenje

1-3%,6;=0. Tada je
=[]
a
potpuni vektor dualnih varijabli.
Problem (2.29)) poznat je kao glavni problem(MP). Kako je ¢, broj ekstremnih tocaka od S,
obi¢no vrlo velik, nabrajanje svih to¢aka v',V?,... V' opéenito je neprakti¢no, ponekad i
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nemoguce. Glavni problem u Dantzig-Wolfeovoj dekompoziciji je uc¢inkovito generiranje
ekstremnih tocaka. Vidjet cemo da je moguce generirati ekstremne tocke samo prema po-
trebi, ¢ime se izbjegava potpuno nabrajanje. To je poznato kao generiranje stupaca jer ima
ucinak dodavanja dodatnih stupaca u matricu.

Ako se simpleks algoritam primjeni na (MP), nas zanima j-ta komponenta smanjenog tro-
Ska koja odgovara varijabli 6, koja je

=V —yIMv) -« (2.30)
Odaberemo, ako postoji, varijablu 6; za unos baze koja odgovara

k = arg{min v —yI([TV) - a) (2.31)
<J<t

Odredivanje indeksa k zadovoljavajuéi (2.31)) opCenito je izvedivo s racunske strane, bududi
da je r opéenito vrlo velik i ekstremne tocke v/ nisu sve poznate u bilo kojoj iteraciji. Jer
je S kompaktan, minimum svake linearne funkcije cilja nad S mora se postici u jednoj od
njenth ekstremnih toCaka. Stoga,

min ¢’/ — yTij —a = min(c! - yTF)x - (2.32)
1<j<t xeS

[lustrirali smo temeljnu vaznost sljedeceg podproblema (SP):

min Zgp = (¢! — yTF)x -
xeS ={x:x>0,Ax = b} (2.33)

U slucaju da je A potpuno unimodularna, podproblem (SP) je posebno zanimljiv. Cak ako

A nije potpuno unimodularna, (SP) joS uvijek ima znacajnu privlacnost jer ukljucuje manja

ogranicenja od izvornog problema.

Sljededi teorem kljucni je rezultat koji se odnosi na (SP) te vodi zavrSetku Dantzig-Wolfeove
dekompozicije.

Teorem 2.3.7. (Optimalnost u Dantzig-Wolfeovoj dekompoziciji) Optimalnost za izvorni
problem ([2.20)) je ekvivalentan nenegativnosti funkcije cilja podproblema (2.32).

ALGORITAM DANTZIG-WOLFEOVE DEKOMPOZICIJE

Korak 0.(Inicijalizacija) Odrediti pocetni skup

ekstremnih tocaka za
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gdje je #; > 1. Postaviti k = 1.

Korak 1.(Oblikovanje i rjeSavanje glavnog problema) Koristenjem ekstremnih tocaka V* i

reprezentacije
t
- v/
X = E 0;v
j=1

treba formirati k-ti glavni problem (MP¥)

t

D (v — min

J=1

D —g<0
j=1

1->6,=0 (@)
=1

0;>0, j=1,2,...,¢t
Rijesiti (MP*) da se dobiju teZine i dualne varijable
O = (0, 65,....00)"
Ve = 0 Yas o V)"
Ak

gdje je m broj redaka od A.
Korak 2.(Formiranje i rjeSavanje podproblema) Formirati podproblem (SP¥)
Ztp =min[c’ — X Tx - ax
xeS={x:x>0,Ax =b}

Rijesiti (SP¥) da bi dobili novu ekstremnu to¢ku

1
Vt+

Korak 3.(AZuriranje i zaustavljanje) Ako je Z, > 0 STOP, trenutne teZine su optimalne s
pripadajuc¢im optimalnim rjeSenjem

t
X = E 0;v
Jj=1
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Inace, postaviti
Vk+1 — Vk U vt+1

k=k+1
h=t+1
1 vratiti se na Korak 1.
Napomena 2.3.8. (MP*) ima samo y + 1 ogranicenje umjesto m + v, gdje je y broj redaka

matrice I koristenih za definiranje ogranicenja I'x — q < 0 i m je broj redaka od matrice
A. Ako je A potpuno unimodularna moZe se ostvariti dodatna ucinkovitost.

2.4 Bendersova dekompozicija

Prou¢avamo Bendersov problem (BP):

c'x+ f(y) = min
Ax+By=»>b
x>0

yeyY (2.34)

U primjenama, x je tipicno vektor protoka, y vektor binarnih varijabli odlucivanja.

Napomena 2.4.1. MoZemo misliti da prethodni problem ima skoro mreZnu strukturu ako
je x varijabli puno vise nego varijali y i ako je A potpuno unimodularna. Medutim skoro
mrezna struktura nije potrebna.

Korolar 2.4.2. Z > f(y) + w' (b — By) za svaki w tako da je w'A < c ako i samo ako je
Z > f(y)+ W)T(b - By) i (d))'(c — By) < 0 za svaku ekstremnu tocku w’ i ektremni smjer
d’ poliedarskog skupa K(c) = {w : wTA < c}.

Dokaz. Prisjetimo se sljedeeg oblika Farkaseve leme: postoji vektor x > 0 koji zado-
voljava Ax = b ako i samo ako je w'bh > 0 za svaki w takav da w’A > 0. Nag interes
za primjenom FarkaSeve leme motiviran je intuitivnom strategijom rjeSavanja (BP) fiksira-
njem y tako da se treba baviti samo zadacom linearnog programiranja u terminima varijable
x. Mogu se koristiti samo one vrijednosti y za koje postoji x koji zadovoljava ograni¢enja
koja proizlaze iz ove perspektive. Odnosno y mora pripadati skupu

Ry)={yeY:Ax=b—- By,zanekix > 0}
Primjena FarkaSeve leme na sljedeci linearni sustav za fiksni y:

Ax=b—-By, x>0
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nam govori da je y izvediv ako i samo ako je
w'(b—By) <0

za sve w td. w'A < 0. Buduéi da konus K(0) = {w : w'A < 0} poliedarski, ima konacan
broj generatora, odnosno svaki w € K(0) se moze zapisati kao

w= > 6id, 6,20 (2.35)
=1
Stovise, d’, j =1,2,...,s, generira translatirani konus K(c) = {w : wA < c}. Zamjena

(2.33) uizraz w(b — By) < 0 daje

> 04@) (b= By) <0

J=1

Sto vrijedi za svaki 6; > 0 ako i1 samo ako d/(b—By)>0zaj=1,...,s5 Ovo,uz ¢injenicu
da samo ekstremne totke w/ mogu biti rjeSenja od

max[f(y) + w/ (b —By)l :we K(c)={w:w'A <c}
dokazuje Korolar. -

Prethodni Korolar kljucan je za interpretaciju Bendersove metode.
Izvorni problem (BP) moZemo pisati kao (BP)’

ryylei;l{f(y) +min[c¢’x : Ax = b — By, x > 0]} (2.36)
Dual unutarnjeg problema u (2.36) je jasan
wl'(b — By) : w'A < c] = max
Prema jakoj dualnosti znamo
min[c’x : Ax = b — By, x > 0] = max[w’ (b — By) : w'A < ] (2.37)

Posljedi¢no, dosli smo do
min max[ f(y) + w’ (b — By)]
yeY wA<c

Sto se moZe napisati kao (BP”)

Z — min
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Z > f(y) +w' (b - By)
wlA<ec,k=1,...,s
yevyY
Konacno, vidimo da (BP’) zajedno sa Koralarom 2.3.6 vodi do Bendersovog glavnog

problema (BMP)

Z — min
Z>fM+W)H'(b-By) j=1,...,t
@) '(b-By)<0
yey (2.38)
gdje je ¢ broj ekstremnih toCaka, s broj ekstremnih smjerova konusa K(c) = {w : w'A < ¢}
Trebat ¢e nam neka vrsta generiranja stupaca kako bismo izbjegli nabrajanje svih ekstrem-
nih tocaka i zraka u (2.38). U tu svrhu koristimo kao podproblem (SP) na$ dual unutarnjeg
problema (SPX):
wl (b - Byk) — max
wlA<0
(2.39)
gdje je k broj iteracije.

Osnovni algoritam za implementaciju Bendersovog particioniranja ukljucuje "akumulaciju
ogranicenja" i ima sljedecu strukturu:

ALGORITAM BENDERSOVE DEKOMPOZICIJE
Korak 0.(Inicijalizacija) Pronaci pocetnu dopustivu to¢ku y° € Y. Postaviti k = 0.

Korak 1.(Formiranje i rjeSavanje podproblema) Rijesiti (SP¥) za svaki novi y* € Y*
da bi generirali novi skup W* aktivnih ekstremnih totaka od {w : wA < c} i skup D* pri-
druZenih ekstremnih smjerova.

Korak 2.(Formiranje i rjeSavanje glavnog problema) Rijesiti (MP* )
Z — min

Z>fo)+wH'b-By) j=1,....¢
@'b-By)<0 j=1,...,5
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gdje je #* = trenutni broj ekstremnih to¢aka u W* i s* = trenutni broj ekstremnih smjerova
u D, i pritom generirati y**!

Korak 3.(Zaustavljanje i aZuriranje) Testirati optimalnost (x*, y*) u (BP), gdje je (x*, wk)
primarni dual za (2.37) kada je y = y*. Ako nije optimalno, stavi se k = k + 1 i ide na
Korakl.



Poglavlje 3

Primjene u problemima lokacije

3.1 Nekapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim
troskom

Problem lokacije ima vazno mjesto u ekonomskoj teoriji i praksi, a sastoji se od odrediva-
nja mjesta (lokacije) objekta prema nekom kriteriju (ili kriterijima) uz zadana ogranicenja
1 pretpostavke. Najprije ¢emo razmotriti problem lokacije objekta bez ogranienja kojeg
nazivamo nekapacitirani problem lokacije objekta sa fiksnim troSkom. Pretpostavljamo da
su poznate lokacije i fiksni troskovi izgradnje objekta na pojedinoj lokaciji. Minimizirati
¢emo zbroj troskova lociranja objekta na pojedinoj lokaciji i troSkove transporta.

Uvedimo oznake:
i - indeks ¢vora
J - indeks potencijalne lokacije
f; - fiksni troSkovi izgradnje objekta na lokaciji j € J
h; - potraznja u ¢voru i € [
d;j - udaljenost od ¢vora i € I do lokacije j € J
a - troSak transporta jedini¢ne robe po jedninici udaljenosti
{ 1, ako izgradimo objekt na lokaciji j € J

0, inacCe

Y;;- udio potraznje iz ¢vora i € I koji zadovoljava objekt na lokaciji j € J

Xj=

Sada mozemo formulirati nekapacitirani problem lokacije objekta sa fiksnim troSkom.

D EXi+a Y > hdyYi; — min 3.1)

jeJ iel jeJ

23
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Z V=1, (3.2)

jeJ
Y <X;,i€l, jeJ (3.3)
€{0,1}, jeJ (3.4)
Y;;>0,i€l, jel 3.5)

Funkcija cilja (3.1) minimizira ukupni troSak koji je zbroj fiksnih troSkova objekata,
ukupne ponderirane potraznje i udaljenosti koja je pomnoZena s cijenom po jedinici uda-
ljenosti po jedinici potraznje. Ogranicenja (3.2) nam govore da se roba moZe transportirati
iz lokacije j u ¢vor i samo ako ne izgradimo objekt u ¢voru j € J. Ograni¢enja i
su ogranicenja cjelobrojnosti i nenegativnosti.

3.2 Pristup Lagrangeove relaksacije

Promotrimo relaksaciju ogranicenja (3.2)) kako bi dobili sljedeéi problem:

m/?xn)}iyanij +azzhidijyij + Zfli[l - Z Yij]

jel iel jeJ icl jel
max mmz FX+ D > (@hdy¥iy = )Yy + Y 4 (3.6)
jeJ icl jeJ icl
Yii<X;,iel, jeJ (3.7)
X;e{0,1}, jeJ (3.8)
Y;i>20,i€l, jeJ (3.9)

Za fiksne vrijednosti Lagrangeovih mnozitelja Zelimo minimizirati (3.6). Promotrimo
prvi problem koji ukljucuje varijable alokacije Y;;. Ako je ahd;;Y;; — A4; > 0, moZemo
staviti ¥;; = 0. Ako je ahid;;Y;; — A; < 0, Zelimo Y, j postaviti na §to veci pozitivan broj. Y;;
je ograniCen da bude manji od X;. IzraCunamo V; = f; + >;c; min(0, ah;d;;Y;; — ;). Ako
stavimo X; = 1, Lagrangeova funkcija cilja ¢e se promijeniti za taj iznos. Fiksni troskovi
su opcenito pozitivni, dok Ce zbroj uvijek biti nepozitivan. Ako je V; < 0, povoljno je
postaviti X; = 1, u suprotnom X; = 0.

Dakle, za zadane vrijednosti Lagrangeovih mnoiitelja A;, moZemo pronaci optimalne vri-
jednosti za varijable lokacije i alokacije, X; i Y;;, koristeCi sljedeCi postupak u dva koraka:
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Korak 1: Za svaku lokaciju kandidata j € J, izaCunase V; = f;+ >;c; min(0, ahid;;Y;; — A;).

Stavimo
] 1,V;<0
Xj= { 0, inade

Korak 2: Stavimo

Y., = 1,Xj:1 1 ah,-d,-jYij—/liSO
Y71 0, inade

Za bilo koje vrijednosti Lagrangeovih mnozitelja, A;, evaluacija izraza (3.6) koristenjem
varijabli lokacije i alokacije odredene prethodnim postupkom dat ¢e nam donju granicu
funkcije cilja nekapacitiranog problema lokacije objekta s fiksnim troSkom. Subgradijent-
nom metodom treba pronaci vrijednost Lagrangeovih mnozitelja koji maksimiziraju ovu
granicu.

Moguce da ¢e dobiveno rjeSenje koriStenjem algoritma u dva koraka narusiti neka od re-
laksiranih ogranic¢enja. Konkretno, moguce da neki ¢vorovi potraznje nece biti dodijeljeni
nijednom objektu (j. >, ¥;; = 0), a drugi Ce biti dodijeljeni dvama ili viSe objekata (tj.
2jes Yij =2 2). Medutim, dopustivu tocku primarne zadace moZemo konstruirati pomocu
izgradnje objekta u ¢vorovima gdje je X; = 1 1 dodijeljivanjem zahtjeva najblizem objektu.
Primarna funkcija cilja (3.1]) procijenjena ovim skupom lokacija i alokacija potraznje pruZit
¢e nam gornju granicu rjeSenja. Jasno je, najmanja takva vrijednost u svim Lagrangeovim
iteracijama najbolje rjeSenje za koriStenje. Jedini problem sa kojim se moZemo susresti je
da je moguce da neke vrijednosti Lagrangeovih mnoZzitelja imaju rjeSenje za lokacije na
kojima nema izgradnje objekata (tj. 3} ;c; X; = 0). Za iteracije Lagrangeovog postupka na
kojima se to dogada, jednostavno ne raCunamo gornju granicu za primarno rjeSenje (ili,
ekvivalentno, postavljamo granicu tih iteracija na beskonacnost). Alternativno, buduéi da
znamo da u rjeSenju mora postojati barem 1 objekt, moZemo staviti X; = 1 za lokaciju
kandidata koja ima najmanju vrijednost V; sve dok je ta vrijednost pozitivna. To Ce imati
dva ucinka, omogucit ¢e nam da izraCunamo stroZu donju granicu na doti¢noj iteraciji i
izraCunavanje valjane gornje granice.

3.3 Kapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim
troSkom

Kapaciteti su vazni u mnogim problemima s lokacijom objekta. Na primjer, tipi¢na tvor-
nica za sklapanje automobila moZe pribliZno sastaviti 500 vozila tijekom 8 sati smjene.
Kako se obicno radi u dvije smjene, udvostruci se broj vozila koji se mogu proizvesti u
jednom danu. Medutim, kada bi tvornica radila 24 sata na dan, mogla bi proizvesti samo
oko 1500 vozila na dan. Isto tako, skladiSte ima samo fiksni broj ¢etvornih metara prostora.
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Uz tvornice su 1 §kole, luke, bolnice i ostale gradevine objekti koji podlijeZu ograni¢enjima
kapaciteta.

Problem kojim ¢emo se baviti je odredivanje mjesta izgradnje objekta kako bi se minimizi-
rao zbroj troskova lokacije objekta i putnih troskova korisnika do objekta koji su podloZni
ogranicenjima koja propisuju da se svi zahtjevi moraju zadovoljit te kapaciteti objekata ne
smiju biti prekoraceni.

Uz notaciju koju smo definirali u nekapacitiranom problemu lokacije objekta s fiksnim tro-
Skom, definirajmo joS$ jednu varijablu:

kj- kapacitet objekta na mjestu j € J ako ¢emo tamo izgraditi objekt

Sada mozemo definirati kapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim troSkom:

DX a Y]y hdyYy — min (3.10)

jeJ iel jeJ
ZY -1, (3.11)
jeJ
Yii<X;,i€el, jelJ (3.12)
D WYy <kX;, jel (3.13)
i€l
X;€{0,1}, jeJ (3.14)
Y;;20,i€l, jel (3.15)

Formulacija je identi¢na nekapacitiranom problemu lokacije objekta s fiksnim troSkom

(3.1)-(3.5), osim $to smo sada ukljucili ogranicenje kapaciteta (3.13). Ogranicenje (3.12)
vi$e nije potrebno u cjelobrojnoj formulaciji ovog problema, jer ¢e ogranic¢enje (3.13)) osi-
gurati da zahtjevi u ¢voru i € I ne budu dodijeljeni objektu na lokaciji j € J ako nismo
odabrali lokaciju j € J. Medutim, ukljucivanje ogranicenja (3.13)) znacajno pojacava re-
laksaciju problema linearnog programiranja.
Napomenimo jo§ da ako nam je zadan skup lokacija objekata koje su izvedive u smislu
da ukupni kapacitet objekata premasuje ukupnu potraznju problem postaje transportni pro-
blem sortiranja. Konkrento, ako su nam zadane vrijednosti X ; za lokacijske varijable i
2jerk ]X i = Dier hi, tada se optimalna dodjela zahtjeva ¢vorova moZe pronaci rjeSavanjem
problema linearnog programiranja:

aZZhidin,-j — min (3.16)

iel jeJ
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ZY =1, (3.17)

jeJ
5 ki, X;=1
;hiyijsijj_{ o X o J€Y (3.18)
Y;20,iel, jel (3.19)

Funkcija cilja minimizira ukupne troSkove prijevoza. Ogranicenje nam govori

da sva potraznja u ¢voru i € I mora biti dodijeljena objektu. (3.18)) je ogranicenje ponude,
desna strana je konstantna jer su vrijednosti X ;zadane iiznose O ili 1. (3.19) je ogranicenje
nenegativnosti. Dakle (3.16)-(3.19)) definira transportni problem.
Cinjenica da kapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim tro§kom svodi na transportni
problem kada su varijable lokacije X; poznate bit e vazna u pristupu rjeSenja o kojem
¢emo rapravljati u idu¢em odjeljku. Ako rezultirajuci problem nije dopustiv jer je ukupni
kapacitet odabranih objekata manji od ukupne potraznje, primarni transportni problem bit
¢e nedopustiv. To moZemo izbjeéi tako da osiguramo da ukupni kapacitet odabranih obje-
kata bude ve(i ili jednak ukupnoj potraznji.

3.4 Pristup Bendersove dekompozicije

Bendersova dekompozicija temelji se na dekomponiranju kapacitiranih problema lokacije
s fiksnim troSkovima. Prvi problem je (gotovo) problem cjelobrojnog programiranja sa
samo jednom neprekidnom varijablom. Nazivat ¢emo ga glavnim problemom jer ¢e nam
dati okvirna mjesta lokacije objekta. Ovaj problem ukljucuje eksplicitno fiksne troSkove
objekta i implicitno troSkove prijevoza. Drugi problem je problem cistog linearnog progra-
miranja i zovemo ga podproblem. Rjesavanjem podproblema moc¢i ¢emo izraCunati stvarne
troSkove prijevoza za skup lokacija objekata koji predlaze glavni problem.

Preformulirat ¢emo kapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim troSkom u smislu vari-
jabli protoka Z;;.

Definiramo nove oznake:

cij = ad;j- jedniCni troSak dostave izmedu kandidata j € J i ¢vora potraznje i € 1

Z;;- koliCina potraznje u Cvoru i € I koju zadovoljava objekt na lokaciji j € J

Sada moZemo preformulirati kapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim troSkom na

sljedeci nacin:
D FXi+a Y Y cijZiy— min (3.20)

jeJ i€l jeJ



POGLAVLIJE 3. PRIMJENE U PROBLEMIMA LOKACIJE 28

Zz,-‘,- =h,iel (3.21)
jeJ
Zi<kX, iel, jel (3.22)
ZZ,]S]CJXJ, ]EJ (323)
i€l
X;e€{0,1}, jeJ (3.24)
Zl’jZO,iEI,jEJ (3.25)

Kao i ranije, funkcija cilja (3.20) minimizira zbroj tro§kova lokacije objekta i troskova

prijevoza. Jedina razlika izmedu i je ta $to smo uzeli udaljenost d;; i troSak
po jednici udaljenosti & u parametar troSkova jedne jednice c;; 1 naveli smo problem u ter-
minima varijable protoka, a ne u varijabli alokacije. Ograni¢enje (3.22) nije potrebno i
odbacit cemo ga. Ogranicenje (3.23) je ograniCenje kapaciteta, te (3.24) i (3.25)su ograni-
¢enja cjelobrojnosti i nenegativnosti.
Prije nego Sto opiSemo primjenu Bendersove dekompozicije na na$ problem, napomenimo
da pretvaranjem varijabli alokacije Y;; u varijable protoka Z;;, dobivamo jednu dodatnu
prednost koja nije o€ita u formulaciji (3.20)-(3.25). Sada je lakSe modelirati nelinearne
funkcije troskova. Funkciju cilja (3.20) moZemo napisati kao:

Z JiXi+ Z Z 8ij(Zij)

jel iel jeJ

gdje g;;(Z;;) moze biti bilo koja nelinearna funkcija toka izmedu Cvora potraznje i € [ i
objekta na lokaciji j € J.

Za fiksne vrijednosti varijabli lokacije X, problem (3.20)-(3.25) se svodi na transportni
problem. Ako popravimo lokacijske varijable za neke vrijednosti, X j» dobivamo sljedeci
problem:

min T(ZIX) = ) > cijZy (3.26)
z iel jeJ
> Zij=hiiel (3.27)
jeJ

ZZIJSkJXj:{gJ’)SJ:é ]GJ (328)
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Z[jZO,iEI,jGJ (329)

Ova formulacija je identi¢na formulaciji (3.16)-(3.19) osim $to je navedena u terminima
varijabli protoka umjesto varijabli alokacije. Identificirali smo funkciju cilja kao T'(Z[X)
kako bismo naglasili da je troSak kojim se optimizira funkcija varijabli protoka Z;; (koju
u vektorskom obliku zaplsemo kao Z) i da je troSak uvjetovan odabirom lokacije objekta
Sto je zadano varijablama X (u vektorkom obliku X). Mjesta objekata reprezentirana sa X
bit e generirana kao rjeSenja glavnog problema (3.26)-(3.29). Sada, uz ovu formulaciju
napiSimo kapacitirani problem lokacije s fiksnim troskom:

n;(lnlz; £X+ {mZin[T(ZlX)} (3.30)
DkXiz > h 3.31)
jeJ i€l
X;€{0,1}, jeJ (3.32)

Ovo minimiziranje je eksplicitno preko varijabli lokacije X;. Termin (Z|X) u funkciji
cilja implicitno obuhvaca cijelu formulaciju problema transporta (3.26)-(3.29) ukljucujuéi
varijable protoka Z;;. Ukljucili smo ogranicenje (3.3T)) koje osigurava da kapacitet svih
odabranih objakata bude veci ili jednak ukupnoj potraznji. Ovo je nuZan uvjet da bi trans-
portni problem (3.26)-(3.29) imao neprazan dupustivi skup.

Promotrimo sada dual transportnog problema (3.26)-(3.29):
Definiramo dualne varijable:

U; - dualna varijabla povezana s ograni¢enjem (3.27)

W; - dualna varijabla povezana s ogranic¢enjem (3.28))

Dualni problem mozemo formulirati na sljedeci nacin:

max D(U, WIX) = > hU; = ) kX;W,; (3.33)
iel jeJ
U-W;<cy,icl, jel (3.34)

Funkcija cilja je linearna u varijablama odluke, jer je X ; ulazna u ovoj formulaciji. Buduci
da optimalna vrijednost transportnog problema (3.26)-(3.29) mora biti jednaka optimal-
noj vrijednosi dualnog transportnog problema (3.33)-(3.34)), moZemo napisati kapacitirani
problem lokacije objekta s fiksnim troSkom u terminima duala transportnog problema na
nacin:
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min JZ‘ X+ {rlri%a([D(U, W|X)]} (3.35)
DkiX;= D h (3.36)
jeJ i€l
X;€{0,1}, jeJ (3.37)

Kao i prije, implicitno smo obuhvatili cijeli problem (3.33))-(3.34) ukljucivanjem mak-
simizacije D(U, W|X) nad dualnim varijablama odluke U; i W; u funkciju cilja (3.35).
Razmotrimo sada sve kombinacije (U”, W”). Neka je D” funkcija cilja dualnog problema
koje odgovara #-toj ekstremnoj tocki dopustivog podrucja dualnog problema. Tj. imamo

D" = nUl = > KXW, Vi (3.38)
i€l jeJ
Znamo da se barem jedno optimalno rjeSenje za bilo koji problem linearnog programiranja
javlja u ekstremnoj to¢ki dopustivog podru¢ja. Dakle, D* mora biti veéi ili jednak DT za
sve ekstremne tocke ¢. Stoga moZemo jos jednom napisati kapacitirani problem lokacije
objekta s fiksnim troSkom:

min > FX;+D (3.39)
jeJ
D kiX;z > h (3.40)
jeJ i€l
D> Y wUl = WX, Vi (3.41)
icl jeJ
X; €01}, jeJ (3.42)
D>0 (3.43)

U ovoj formulaciji zamijenili smo implicitni prikaz dualnog problema koji se nalazi
u (3.35) vrijednoséu dualne funkcije cilja (D). Ograni¢enje (3.40) identi¢no je (3.36).
Koristeci rezultat da barem jedno optimalno rjesenje leZi u ekstremnoj tocki, u ogra-
ni¢avamo da dualna vrijednost bude veca ili jednaka dualnoj funkciji cilja procijenjenoj u
svakoj ekstremnoj tocki dualnog dopustivog podrucja. Ograni¢enja (3.42)) i (3.43)) su ogra-
nicenja cjelobrojnosti i nenegativnosti.
Problemi s formulacijama (3.39)-(3.43) je taj §to je broj ekstremnih toaka dualnog pro-
blema potencijalno vrlo velik. Stoga ne mozemo eksplicitno nabrojati sva ograni¢enja u
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(3.41)) Ako rijesimo (3.39)-(3.43) samo s podskupom ograni¢enja u (3.41)) dobit emo va-
ljanu donju granicu optimalne vrijednosti funkcije cilja za kapacitirani problem lokacije
objekta fiksnog troSka. Nadalje, ako se sva ograni¢enja koja se obvezuju u optimalnom
rjeSenju (3.39)-(3.43) nadu u podskupu ogranicenja koje ukljucujemo, tada ée vrijednost
funkcije cilja biti jednaka optimalnoj vrijednosti za kapacitirani problem lokacije objekta
s fiksnim troskom.

MozZemo izraCunati gornju granicu problema uzimajuci bilo koji skup lokacija s dovoljnim
kapacitetom, procijenjujuci optimalno rjeSenje za problem (3.26)-(3.29) zbrajanjem fiksnih
troskova odabranih lokacija objekata. Ogranicenje (3.40) osigurava da Ce svako rjeSenje za
(3.39), (3.40), (3.42) i (3.43) imati dovoljan kapacitet. Svaki put kad rijeSimo (3.26)-(3.29)
dobivamo novu ekstremnu tocku dualnog problema. To ¢e nam omoguciti da dodamo jo$
jedno ogranicenje (3.41)), ¢ime ¢emo poostriti donju granicu dobivenu rjeSenjem (3.39)-
(3.43).

Zapocinjemo rjeSavanje glavnog problema (3.39)-(3.43) bez ogranicenja (3.41]), koji e se
generirati iterativno. Funkcija cilja za ovaj problem je donja granica kapacitiranog pro-
blema lokacije objekta s fiksnim troSkom. RjeSenje nam daje dopustiv skup kandidata
za lokacije objekta. Koriste¢i ove lokacije, rjeSavamo povezane i transportne i probleme
(3.26)-(3.29) i njegov dual (3.33)-(3.34). 1z ovog dobivamo optimalne troskove transporta
za mjesta koja sugerira glavni problem. Zbroj ovih troSkova i fiksnih troSkova lokacija
identificiranih glavnim problemom predstavljaju gornju granicu problema. Ako su donja i
gornja granica jednake, zaustavljamo se. Inace, koristeéi optimalne dualne varijable, mo-
Zemo glavnom problemu dodati jo§ jedno ograni¢enje oblika (3.41)). Ponovno rjeSavamo
glavni problem dodavanjem nove donje granice. Opet, ako su donja i gornja granica jed-
nake, zaustavljamo se. U tom slucaju rjeSenje koje odgovara najmanjoj gornjoj granici je
optimalno rjeSenje. Ako granice nisu jednake, ponovno rjeSavamo odgovarajuéi transportni
problem, izracunamo povezani ukupni troSak 1 aZuriramo gornju granicu ako je ukupni tro-
Sak rjeSavanja manji od trenutno najbolje gornje granice vrijednosti. Proces se nastavlja
sve dok donja i gornja granica ne budu jednake.

Na kraju, napomenimo da se ogranicenja (3.41)) mogu jednostavno tumaciti. Ako varijable
lokacije ostanu nepromijenjene, to jest, one ostanu iste kao vrijednosti koje su koriStene u
dobivanju dualnih varijabli za i-to rjeSavanje dualnog problema, ogranicenje iden-
ticno je dualnoj funkciji cilja (3.33). Drugim rije¢ima, vrijednost D mora biti veca ili
jednaka vrijednosti dualne funkcije cilja koja je izraCunata u iteraciji. Medutim, vrijed-
nosti lokacijskih varijabli mogu se promijeniti u rjeSenju glavnog problema. Podsjetimo
se da W].T daje iznos za koji ¢e se promijeniti optimalna vrijednost rjeSenja transportnog
problema za malu promjenu u j-toj desnoj strani ogranic¢enja opskrbe (3.28)) koristeci #-ti
skup lokacija predloZenih glavnim problemom. Dakle, k ]W/T je procjena iznosa za koji ¢e
se promijeniti troSak prijevoza ako dodamo ili oduzmemo k; jedninica s desne strane j-tog
ogranicenja kapaciteta poCevsi od vrijednosti koje proizlaze iz ¢-tog skupa lokacija koje
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predlaze glavni problem. Ali k je samo kapacitet j-te kandidatske lokacije. Dakle, da je
objekt odabran u ¢-tom skupu lokacija, k jWJ.T daje konzervativnu procjenu iznosa za koji bi
se troskovi prijevoza povezani sa 7-tim skupom lokacija povecali ako bismo objekt uklonili
iz rjeSenja. Troskovi bi se povecali jer bi se X; promijenio sa 1 na 01 je k;W ;" ulazi u desnu
stranu ogranicenja s negativnim predznakom. Bududi da takva promjena predstav-
lja uklanjanje kapaciteta iz rjeSenja, za ocekivati je povecanje troSkova transporta. Sli¢no,
ako objekt j nije bio u #-tom skupu lokacija, k joT daje konzervativnu procjenu iznosa za
koji bi se troskovi prijevoza povezani s t-tim skupom lokacija smanjili ako bismo rjeSenju
dodali objekt ;.
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada bio je obraditi nekoliko tehnika dekompozicije u mreZnoj op-
timizaciji poput Lagrangeove relaksacije, Dantzig-Wolfeove dekompozicije i Bendersove
dekompozicije. Te tehnike svode zadace koje ne mozemo rjeSavati klasicnim algoritmima
na klasi¢ne zadace. Nakon uvodenja nelinearne zadace sa skoro mreZnom strukturom po-
kazali smo par primjera problema takvih zadaca koji se Cesto koriste u praksi. Lagrangeova
relaksacija jedna je od najéesSce koriStenih tehnika za rjeSavanje u cijelom matematickom
programiranju koja nam omogucava da pristupimo teSkom optimizacijskom problemu po-
mocu niza jednostavnijih problema. Dantzig-Wolfeova dekompozicija se koristi kada pro-
blem linearnog programiranja ima posebnu strukturu za generiranje podproblema koji se
mogu ucinkovito rjesiti. Bendersova dekompozicija je Siroko koriStena egzaktna metoda
rjeSenja za stohasticke programe, koja se sve viSe primjenjuje za rjeSavanje problema pla-
niranja transporta i logistike. Na kraju smo primjenili Lagrangeovu relaksaciju na ne-
kapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim troSkom i Bendersovu dekompoziciju na
kapacitirani problem lokacije objekta s fiksnim troSkom.



Summary

The aim of this master thesis has been to present several network optimization techniques
with an emphasis on Lagrangean relaxation, Dantzig-Wolfe decomposition and Benders
decomposition. These techniques reduce problems that we cannot solve using classical
algorithms to classical problems. We have introduced a non-linear problem with an almost
network structure and we have provided a few examples of such problems that are often
used in practice. Lagrangean relaxation is one of the most commonly used solving tech-
niques in mathematical programming which allows us to approach a difficult optimization
problem with a simpler and more relaxed problem. Dantzig-Wolfe decomposition can be
used when a linear optimization problem has special structure to generate subproblems that
can be solved efficiently. Benders decomposition is a broadly used exact solution method
for stochastic programs and it has been increasingly applied to transportation and logistics
planning problems under uncertainty. Finally, we have applied Lagrange’s relaxation to
the nncapacitated fixed charge facility location problems and Benders’ decomposition to
the capacitated fixed charge facility location problems.
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