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Nagib u voznji - 2. dio

Petar Zu gec'*

Ovaj prilog izravno se nastavlja na prvi dio iz ranijeg broja Matemati¢ko-fizickog
lista'> te upudujemo Citatelja da ga ima pri ruci kao osnovu za praéenje ovog dijela.
Posebice stoga jer ¢emo se tijekom rasprave nesmetano pozivati na niz jednadzbi 1 slika iz
prvoga dijela, ¢ije oznake radi prepoznatljivosti pocinju slovom A; npr. jednadzba (A.1).
Nasuprot tome, oznake svih jednadZzbi i slika iz ovoga dijela pocinju slovom B, poput
slike B.1.

Potpuniji model motocikla

Do sada smo geometriju motocikla tretirali po-
jednostavnjeno, zadrzavajuéi se na dvodimenzinal-
nim razmatranjima sa slika A.1-A.3. Sada ¢emo
ga tretirati kao istinski trodimenzionalan objekt,
Sto ¢e nam omoguditi da kontakt dviju guma s
tlom promatramo odvojeno, pripisujuéi im zasebne

i i po potrebi razlicite koeficijente trenja U; i Up.
Pretpostavka razli¢itih koeficijenata trenja sasvim
L a-oL je utemeljena u stvarnosti te je viSe pravilo nego
Slika B.I iznimka: na primjer, zbog razliCitog tipa pred-
nje i straznje gume, razli¢itog stupnja potroSenosti,

razli¢itih temperatura guma uzrokovanth razli¢itim stupnjem naprezanja, itd.

Ovako poopcena geometrija motocikla u bitnim je elementima prikazana na slici B.1.
Bitni novouvedeni parametri su udaljenost L dodirnih to¢aka guma s tlom te uzduZni
odmak xL zajedni¢kog centra mase motocikla i vozaca od prednje dodirne tocke
(0<yx <1). Odmak H centra mase od uporiSne osi ve¢ smo uveli pri izra¢unu
komponente M, iz (A.2).

Uvedena trodimenzionalnost omogucuje nam provesti
puni vektorski raCun momenata sila, od kojeg smo se do
sada zadrzali samo na komponenti M,, odgovornoj za
stabilnost ili prevrtanje motocikla oko uporisne osi. U tu
svrhu postavimo koordinatni sutav kao na slici B.2: x-os
neka leZi duZ povrSine ceste, ali je uvijek usmjerena prema
unutra$njosti zavoja; y-os neka je okomita na povrSinu
ceste, a z-os neka gleda u smjeru gibanja motocikla.
Preciznije, z-os takoder leZi u ravnini ceste, okomita je
na x-os te zajedno s preostalim dvjema razapinje desni
koordinatni sustav (stoga gleda van slike B.2, prema 7
citatelju). Osim §to ¢e uz ovako postavljene osi raun Slika B.2
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momenata sila biti najjednostavniji, svakoj pojedinoj osi odgovara jedan od prepoz-
natljivih oblika zakretanja motocikla:

x-08 — o0s podizanja (na prednji/ straZnji kotac)
y-08 — 0s zanosenja (pri proklizavanju jedne od guma)

z-08 — 0s prevrtanja (ranije nazvana uporiSnom osi)

Krenimo s ra¢unom. Prvo raspisujemo po vektorskim komponentama sve sile koje
djeluju na motocikl:

G= mg(sin a ¥ — cos o ¥)
2

F m ( o X —sina y)
of = ——(— COS X — Sin
TR Y (B.1)

N = Ny
Fy = ugNU%.
Kao §to vidimo, u ovakvom sustavu je usmjerenje dviju reakcija podloga i dvaju trenja
trivijalno (i = 1,2: 1 za prednju, 2 za straZnju gumu). Uvjet ravnoteZe sila, raspisan po
komponentama, ovaj put vodi na:
2
% cos o — mgsin ot = u YN 4+ pGIN@

, (B.2)

% sin o + mgcos ot = NV £ N,

Da bismo ovaj skup jednadzbi izravno usporedili s ranijim iz (A.7), treba ga rijesiti po
¢lanu teZine i centrifuge, ili sile treba raspisati u koordinatnom sustavu nevezanom za
cestu (bas kao i ranije), kako bismo dosli do ekvivalentnog sustava:

my?

== (N + N®Ysin o+ (uPND + 1PN cos o

mg = (N + N cos o — (ulg! NV + uleIN®) sin ar.

(B.3)

Ovdje odmah moZemo prepoznati ukupnu reakciju podloge kao: N = N 4+ N?),
Medutim, uz pretpostavku nezavisnih trenja prednje i straZnje gume (uéflf) #+ uéfzf)) vise
ne mozemo ukupno trenje Fy = uéflf)N M 4 [.Le(?f)N@) jednostavno povezati s ukupnom
reakcijom podloge (Fy # UestN ), posredstvom nekog artificijelnog, ali jedinstvenog e
koji bi bio funkcija samo od /.Le(flf) i ﬂe(?f)- Stoga nam ove jednadZbe, kao rezultat
ravnoteZe sila, viSe nisu dovoljne za izraziti brzinu v kao u (A.8) — samo u ovisnosti
o primijenjenom trenju, a bez upletanja reakcije podloge — jer se radi o dvjema
jednadzbama s trima nepoznanicama: v, N i N . Podatke koji nam nedostaju
osigurat ¢e nam upravo momenti sila, za koje nam je pored ve¢ raspisanih sila jo$
potreban i raspis pripadnih krakova sila po komponentama. Ovaj put éemo iz prakti¢nih
razloga ishodiSte za raCun momenata postaviti u centar mase sustava. Odmah moZemo
predvidjeti da ¢e uz takav izbor momenti teZine i centrifuge i§¢eznuti zbog iS¢ezavanja
njihova kraka ry. Krakove koji povezuju centar mase s dodirnim to¢kama prednje i
straznje gume s tlom oznacdit éemo s 7} i 75 te im komponente lako moZemo i3¢itati sa
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slika B.1 1 B.2:

S
I
(=J]

=

| = —Hsin(6 — o)X — Hcos(0 — o)y + yLZ (B.4)
= —Hsin(0 — )X — Hcos(6 — o)y — (1 — x)LZ.
U (B.1) i (B.4) imamo sve §to nam je potrebno za izra¢un ukupnog momenta sile:

o

M=o % (G +Far) + 7t x (N + FD) +7 x (N® + FP). (BS)
Sve Sto trebamo je znati izraCunati vektorski produkt za svaki pojedini doprinos:
= - X y z
M=FxF=|r. r, r|=0F,—rF)X+rF—rF)y+ (rnFy,—rF)i (B.6)
F. F, F,
Primjenom ovog pravila, za pojedine komponente ukupnog momenta preostaje:
(Ma), = L[~ xND + (1 — x)N?] (B.7)
=~ 1 2
(Mu), = Lxulg N = (1= 2)ul N (B.8)

(M), = H[(uND + pZNP) cos(6 — o) — (NV + N sin(0 — )] (B.9)
Krenimo redom u analizu uvjeta koji slijede iz zahtjeva odrZivosti stabilne kruZne
putanje: My =0.

I8¢ezavanje x-komponente (B.7) vodi na:
AN = (1 — x)N® (B.10)
§to je uvjet na raspodjelu reakcija podloge izmedu dviju guma, koja je u potpunosti
odredena poloZajem centra mase sustava. Ukupna reakcija podloge N = NV + N®)
zajedno s prethodnom jednadZbom ¢ini sustav koji mozemo rijesiti po NV i N(® kako
bismo dobili izravan uvid u njihove doprinose ukupnoj reakciji podloge: N1 = (1 —x)N
te N = yN.
Nadalje, iz uvjeta iS¢ezavanja z-komponente (B.9) slijedi:
(1) Ar(1) 2)Ar(2)
o Mg N AUy N Fy
tan(6 — o) = N T ND = (B.11)
§to je uvjet na kut nagiba, vrlo sli¢an (A.3). No je li dovoljno da je samo sli¢an? Kad bi
bio samo sli¢an, ali razli¢it od (A.3), ne bi li to bila kontradikcija, s obzirom da bismo
tada imali dva razli¢ita uvjeta za jedan te isti kut 6? Vodeni ovim pitanjem moZemo
primijetiti da nam je veza brojnika i nazivnika s teZinom i centrifugom ve¢ dostupna
iz (B.2), stoga prethodnu relaciju moZemo izraziti i kao:
v’ cos o sin o Fot tan o
R —mg G 3) tanf —tan
tan(6 — o) = & -G @43 tn? — tan (B.12)
my? Fer | tan O tan o + 1
Tsmaergcosa Etanoﬂr

gdje smo na krajnjoj desnoj strani dobili trigonometrijski identitet za tangens razike
kutova s krajnje lijeve strane! Drugim rije¢ima, doSli smo do samosuglasne relacije,
§to smo postigli koriStenjem relacije (A.3) za koju znamo da uvijek vrijedi, neovisno o
bocnom nagibu ceste. Prema tome, uvjet (B.11) sasvim je ekvivalentan ranijemu (A.3)!
Cinjenica da ovaj put nismo odmah dosli do izraza (A.3) izravna je posljedica toga Sto
smo izmedu dvaju izvoda promijenili ishodi$te za raun momenata sila. Osim Sto smo
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ovime potvrdili da do istih rezultata moramo doci sasvim neovisno o izboru koordinatnog
sustava, gotovo smo nehotice dobili jo§ jednu korisnu relaciju: dok izraz (A.3) izravno
uspostavlja vezu izmedu centrifuge i teZine, izraz (B.11) izravno povezuje trenje s
reakcijom podloge!

Konacno, i§¢ezavanje y-komponente (B.8) ukupnog momenta sile vodi na:

1 2
ui -V = - (1= N, (B.13)
No iz (B.10) ve¢ znamo da clanovi koji mnoZe efektivne koeficijente trenja s obiju
strana jednadzbe moraju biti jednaki! Stoga ih moZemo pokratiti, za ¢ime preostaje:

My = iy (B.14)
Ovo je sasvim nov i stra§no bitan rezultat! Naime, on znaci da u stabilnoj kruZznoj
putanji trenje obiju guma mora biti parametrizirano istim efektivnim koeficijentom trenja
jer u suprotnome dolazi do boc¢nog zanoSenja motocikla zbog proklizavanja one gume
koja pruza manje trenje od potrebnog. Kako i /,Lé;f) i /,Lé?f) u stabilnom kruZenju uvijek
moraju biti jednaki, maksimalan odrZivi par njihovih vrijednosti odreden je manjim
od njihovih zasebnih maksimuma. Drugim rije¢ima, maksimalna vrijednost koeficijenta
trenja koja se moZe pojaviti u prethodnim jednadZbama odredena je koeficijentom trenja
“losije” gume:
U = min(uy, ). (B.15)
Ako doista vrijedi W, # Uy, tada svi raniji izvodi — koje smo proveli uz pretpostavku
jedinstvenog u obiju guma — i dalje vrijede uz usvajanje vrijednosti iz (B.15)!

* k x

Tek sada, nakon spoznaje iz (B.14), vidimo da i u sluaju odvojenog tretmana
dviju guma ukupno trenje u stabilnom kruZenju ipak moZemo povezati s ukupnom
reakcijom podloge: Fy = UerN, jer je Uer jednak za obje gume: Uer = ,uéflf) = /.Lé?f).
Prva posljedica je da sustav jednadzbi (B.3) odmah postaje jednak ranijemu (A.7),
¢ime su se izgubile komplikacije koje su se privremeno pojavile odvojenim tretmanom
dviju guma. Druga posljedica je da upravo zbog toga sam uvjet ravnoteZe sila
postaje nedovoljan za identifikaciju pojedinih doprinosa N i N} ukupnoj reakciji
podloge. Naime, za ,uéflf) = /,Lé?f) sustav (B.2), odnosno (B.3) daje jedinstveno rjeSenje
za ukupnu reakciju podloge N, no ne i za njezin rastav po doprinosima prednje i
straznje gume: N = N) 4+ N®. Za to nam je bio potreban ra¢un momenata sila,
koji je uspjesno polucio (B.10). Posebno je zanimljivo na koji nacin se pojava ove
neodredenosti ostvaruje u rjesenjima za N i N® naivno izvedenima iz (B.2)/ (B.3)
pod pretpostavkom /.Léflf) #+ ,uéfzf):

(Fercosor — Gsino) — ué?f"l)(Fcf sin ot + G cos @)
n _ 0
Mefe — Hegr
Uvr§tavanjem ,uéflf) = ,uéfzf) u ovo “opcenitije” rjeSenje naivno bismo mogli zakljuciti
da svaka od dviju reakcija podloge divergira, iako na kontroliran nacin tako
de je njihov zbroj i dalje konaCan i odreden polaznom jednadZbom iz (B.2):
N 4+ N® = Fsinot 4+ Geosa. No dijeljenje nulom ovdje poprima svoje pravo
znacenje te ne signalizira neogranicen rast, ve¢ neodredenost izraza! Medutim, Sto
ako nazivnik pokuSamo poslati u nulu na kontinuiran nacin, postupnim prijelazom

NI = 4 . (B.16)

.uéflf) 7 l'Le<t2'f) - l'Le<t!f) = .Uéfzf)? Ne bi li oba izraza ipak trebala divergirati u smislu
grani¢ne vrijednosti, s obzirom da se u brojniku ne pojavljuje niSta Sto bi kompenziralo
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nulu iz nazivnika? Odgovor je ne, zato jer dva izraza obuhvac¢ena kompaktnom notacijom
iz (B.16) uopce ne vrijede za ,ug(flf) # ,uéfzf)! Naime, ve¢ znamo da je /.Léflf) = é?f) nuzan
uvjet stabilne kruZne putanje. Cim je ova jednakost naruSena, motocikl je u bo¢nom
proklizavanju te se u jednadzbama (B.2)/(B.3) mora ukljuciti dodatan ¢lan bocne
akceleracije, kao rezultat djelovanja neuravnoteZenih sila. Drugim rije¢ima, tek sada
vidimo da za u'}) # u?) jednadzbe (B.2)/ (B.3) uopée ne vrijede pa izrazi iz (B.16) ne
mogu biti njihova rjeSenja. Stoga se kontinuiran prijelaz, koji bi doveo do paradoksa, ne
moze napraviti!

* x Kk

Pazljivi Citatelj] mogao je primijetiti da na cesti bo-
¢nog nagiba razli¢itog od nule (o # 0) dvije reakcije
podloge N i N@ niti dvije sile trenja I?[(rl) i ﬁfrz)
nisu strogo paralelne, kao $to smo ih postavili u (B.1).
Slika B.3 vrlo grubom skicom daje uvid u trodimen-
zionalnost putanje na cesti s bo¢nim nagibom, odakle
se moZe naslutiti da su reakcije podloge — koje su
uvijek okomite na cestu — usmjerene prema srediStu Slika B.3
(za a > 0) ili od srediSta (za o < 0) zakrivljenosti
zavoja. Drugim rijeCima, nisu sasvim paralelne, ve¢ imaju radijalnu komponentu. Iako
smo to mogli uzeti u obzir, u realnoj situaciji kad je radijus putanje mnogo veci od
uzduznih dimenzija motocikla (L < R), dobit takvog tretmana neisplativa je u usporedbi
s povecanom slozeno$¢u racuna, u sklopu kojeg bismo morali uzeti u obzir barem i
sljedece:

e Cak i da se oba kotada gibaju putanjom istog radijusa R, centar mase motocikla
i vozaca giba se putanjom razli¢itog (manjeg) radijusa jer je nagnut prema
unutra$njosti zavoja.

e Ako se centar mase ne nalazi to¢no na polovici uzduznog profila motocikla
(x # 0.5), kutni odmak izmedu centra mase i dviju dodirnih tofaka s tlom
(gledano iz srediSta zakrivljanosti zavoja) postaje netrivijalan.

e Smjer dviju sila trenja sasvim je netrivijalan. Naime, dok na cesti stalnog radijusa
zakrivljenosti reakcije podloge osim vertikalne imaju jo$ i radijalnu komponentu
(koja je okomita na putanju), sile trenja imaju i posljednju, tzv. azimutalnu
komponentu (koja je tangencijalna na putanju). Ova komponenta nema nikakve
veze s trenjem kotrljanja, ve¢ je dio bo¢nog trenja zaduZenog za odrZavanje
motocikla u kruznoj putanji, a javlja se iz Cisto geometrijskih razloga, zbog
netrivijalne trodimenzionalne geometrije ceste i motocikla. Pojavu azimutalne
komponente lako je dokazati — sve Sto treba znati je da trenje uvijek gleda u
suprotnom smjeru od gibanja onog dijela tijela koje se tare, odnosno potencijalnog
gibanja ako je ono onemoguceno trenjem (ovdje se ocito ne radi o smjeru gibanja
cjelokupnog motocikla, nego tendenciji bo¢nog proklizavanja zbog centrifuge,
kojem se trenje odupire). Ako je spojnica dviju dodirnih to¢aka s tlom duljine
L (slika B.1), a kotaci se gibaju putanjom radijusa R, tada — gledana iz srediSta
zakrivljenosti putanje — spojnica zatvara neki kut ¢, takav da: L = 2Rsin(¢/2).
Kad trenje ne bi imalo azimutalnu komponentu (u smjeru prirasta kuta ¢), tada
bi nakon bo¢nog proklizavanja na putanju nekog novog radijusa R’ spojnica
morala zatvarati isti kut ¢ (jer je gibanje guma moralo biti u smjeru trenja),
Sto znaci da bi se udaljenost dodirnih tocaka guma s tlom morala promijeniti:
L' = 2R’sin(¢/2). Drugim rije¢ima, motocikl bi se morao (ra)stegnuti, ¢ime smo
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dosli do kontradikcije. Stoga zaklju¢ujemo da pri bo¢nom pomaku trenje mora
imati azimutalnu komponentu.

e Korekcija kuta nagiba, detaljno obradena u sljede¢em odlomku.

Svi ovi efekti mogu se egzaktno izraCunati, pri ¢emu se od velike koristi pokazuje
cilindriéni koordinatni sustav. Medutim, sve ove komplikacije nestaju unutar vrlo
opravdane aproksimacije L < R, pod kojom smo proveli sve prethodne racune.

Korekcija kuta nagiba

Jos sa slike A.1, a posebno sa slike A.3 mogli smo primijetiti da kut 0, koji je
relevantan za ra¢un momenata sile, samo pribliZzno odgovara kutu nagiba motocikla.
Naime, stvarni nagib odreden je spojnicom centra mase i vrha gume. Medutim,
naginjanjem dolazi do promjene dodirne tocke s tlom, zbog kona¢nih dimenzija i oblika
gume. Prema tome, stvarni kut nagiba @ razlicit je od do sada koristenog 0:

d=06+34. (B.17)
Pri tome korekcijski ¢lan & ovisi o detaljnoj geometriji gume (njezinom obliku i
dimenzijama, a putem toga i o samom kutu nagiba'®), stoga smo do sada kut
radi jednostavnosti smatrali kutom nagiba motocikla (6 ~ ®). No treba primijetiti da
je korekcija O najizraZenija upravo za Oy, ili Om.x kojima smo formulirali uvjete
stabilnosti, jer je 6 tim izraZeniji ¢im viSe nagib motocikla odstupa od okomice na
cestu (tj. ¢im je O razlicitiji od «). Isto vrijedi i za odmak centra mase od uporiSne
osi iz jednadzbi (A.2) i (B.9), koji je u nagibu samo pribliZzno jednak visini H centra
mase uspravnog motocikla sa slike B.1. No ova aproksimacija nije nimalo utjecala na

konacne rezultate, jer su neovisni o H. Slika B.4 prikazuje primjer

bocnog profila gume i naci-
na na koji dolazi do promjene
dodirne tocke s tlom. Lijevi
dio slike ilustrira razliku izme-
du kutova 6 i @, dok desni
\ _dio radi jasnoCe prikazuje rele-
5 o vantne geometrijske parametre
Xy A na uspravljenoj shemi. Osnov-
£(x5) na pretpostavka ove geometrije
) je da se vozal u zavoju sam
Slika B.4 ne naginje tijelom niti se po-
mice na sjedalu, tako da centar

mase ostaje u istom relativnom poloZaju kao i kad je motocikl uspravan.

Boc¢ni profil proizvoljne gume, naravno, ne moZemo opisati jednim brojem, vec
nam je potrebna &itava funkcija f(x), uz x kao bo¢ni odmak (duZ osi aksijalne
simetrije gume) od ravnine zrcalne simetrije kotaca. Pri tome funkcija f treba imati
lokalni minimum (“dno”), odnosno treba biti konveksna, za potrebe pojednostavnjenja
skora$njeg racuna. Funkcija je konveksna u onome dijelu u kojem je druga derivacija

16" Unaprijed primijetimo da za o > 0 korekcija & moZe biti i negativna ako 6 < o, odnosno @ < «. Bilo
da je izrazimo kao funkciju stvarnog kuta nagiba 6(®) bilo kao funkciju nagiba relevantnog za racun momenata
sila 6(0), uvijek vrijedi: 8(cr) = 0. Drugim rije¢ima, kutovi ® i 6 se poklapaju kad je motocikl okomit na
povrsinu ceste.

b2 Matematicko-fizicki list, LXIX 4 (2018. — 2019.)



pozitivna: d’f (x)/dx* > 0, §to se za nase potrebe!” svodi na zahtjev da je f (x) rastuéa
za pozitivne x, a padajuca za negativne x.

Kao Sto vidimo sa slike B.4, problem se svodi na
nalaZenje koordinate xs dodirne tocke gume s tlom.
Nalazimo je iz uvjeta da tangenta (tj. Citava dodirna
povrSina) gume u toj to¢ki mora biti paralelna s tlom.
Ovdje ¢e nam od nezaobilazne pomoci biti derivacija F
funkcije f :

df (x)

jer derivacija geometrijski odgovara koeficijentu smjera,
tj. tangensu kuta nagiba tangente u odabranoj tocki. Na

ravnoj cesti motocikl ¢e se nagnuti za kut @ upravo kad se (u sustavu vezanom za
gumu) tangenta dodirne povrSine zakrene za ®. Na cesti bocnog nagiba o tangenta je
nezakrenuta kad je motocikl okomit na cestu, tako da je njezin kut zakretanja relativan s
obzirom na povr$inu ceste. Stoga je za motocikl u nagibu @, tangenta dodirne povrsine
u sutavu gume zakrenuta za @ — ¢r. Za slucaj ovaj argument nije ocit, slika B.5 prikazuje
skicu geometrije kojom se moZe do¢i do istog zaklju¢ka. U svakom slucaju, koordinata
xs dodirne tocke odredena je kao:

F(xs) =tan(® — o) = x5 =F '[tan(® — a1)] (B.19)

Slika B.5

pri ¢emu F~! oznaCava inverz funkcije F. S druge strane, putem pravokutnog trokuta
s desne skice sa slike B.4 veli¢inu xs mozemo dovesti u izravnu vezu s kutnom

korekcijom &:
X5

tand = . (B.20)
H — [f (x5) —f (0)]
Eksplicitnim raspisom svih ¢lanova po ®:
F~![tan(® —
tan(d — 6) [tan(® — )] (B.21)

CHAf(0)—f{F'[tan(® — o) }
preostaje jednadzba koju treba — bilo analiticki bilo numericki — rije$iti po @ (u ovisnosti
o o i 0) u svrhu nalaZenja stvarnog kuta nagiba. Uvodenje zamjenskih ¢lanova Q, i
(O
Q=0 -«
0, =0—-a

_ F~'[tan(Qy)]
H+£(0) ff{F*1 [tan(Qa)] }

olakSava nam uvid u ¢injenicu da jednadZbu ne treba rjeSavati iznova za svaki pojedini
a, veé je dovoljno rijeSiti je samo u ovisnosti 0 w,, (za neki izabrani o) jer su rjeSenja
za sve preostale vrijednosti ¢ izravno povezana vrlo jednostavnom transformacijom.
Odredimo i, tako, osnovno rjeSenje @y(6) na cesti bez bo¢nog nagiba (tj. za o = 0),

} = tan(Qy — 0g) (B.22)

17" Funkcije prikladne za opis bo¢nog profila gume moraju biti vrlo pristojne, stoga se ne trebamo zamarati
preopéenitim razmatranjima. U tom smislu osiguranje konveksnosti svodi se tek na izbor primjerenog predznaka.
Na primjer, izaberemo li paraboli¢ni profil: f(x) = ax?, konveksnost je automatski ostvarena za a > 0.
Izaberemo li profil opisati isjeckom elipse: f (x) = —aVb?> — x*,uz a > 0, samo se trebamo pobrinuti da pred
korijenom stoji negativan predznak. Takoder, sama apsolutna vrijednost f (0) bit e sasvim nebitna pa se ne
trebamo zamarati niti namjeStanjem ishodiSta duz spojnice centra mase i vrha gume.

Matematicko-fizicki list, LXIX 4 (2018, — 2019.) B 233



izravno slijedi i ovisnost ®, na cesti bo¢nog nagiba o:
Dy (0) =DPp(0 — ) + ¢ (B.23)

§to je banalna posljedica toga Sto je odnos izmedu kutova @ i O relativan s obzirom
na povrsinu ceste. U uobiajenom slucaju dobro uravnotezenog motocikla, kad je
®,(0) = 0, prema prethodnoj relaciji ocito vrijedi'®: @ (a) = .

Dok je izraz (B.21) slozena implicitna jednadzba za ®(0), za inverznu ovisnost
0(®) odmah nudi eksplicitnu relaciju:

F~'[tan(® — )]
H+f(0) —f {F~'[tan(® — )] }

Ova cinjenica moZe biti od koristi pri numerickom rjeSavanju jednadZbe i grafickom
prikazivanju ovisnosti izmedu 6 i ®. Naime, Zelimo i konstruirati graf ovisnosti ®(0)
naivnim rjeSavanjem jednadzbe (B.21), u svakoj tocki grafa morali bismo se pozvati
na iterativni postupak numeri¢kog rjeSavanja za dani 6. S druge strane, ovisnost 6(®)
mozemo odrediti izravnim izvrjednjavanjem izraza (B.24) — samo jednom za svaku
to¢ku grafa — a traZenu inverznu ovisnost ®(0) prikazati reflektiranjem nadene ovisnosti
0(®) preko simetrale prvog i treéeg kvadranta, tj. preko pravca 6 = ®! Pri tome je
opet dovoljno odrediti samo osnovnu ovisnost 6y(®) na cesti bez bo¢nog nagiba jer
ponovno jednostavnom transformacijom moZemo rekonstruirati ovisnost 8, (®) za svaki
drugi o:

0 = ® — arctg (B.24)

0 (P) = 6p(® — o) + . (B.25)
Vrijedi istaknuti da su 6 i ® oznake varijabli, a 6, i ®, oznake funkcionalnih
ovisnosti. Pri tome su 6y i @y inverzne funkcije, tako da vrijedi: @g[0y(P)] =P i
0u[®y(0)] = 6. Nije naodmet potvrditi da su relacije (B.23) i (B.25) konzistentne s
tim svojstvom:

Do [0 ()] Y 0 [6,(@) — 0] + ot 2 D [Gy(® — )] + o0 = (@ — ) + 00 = .

Dakle, ako su @y i 6y inverzi, tada e ®, i 6, dobiveni relacijama (B.23) i (B.25)
isto biti inverzi, za svaki o.

* k x

Prisjetimo i se realisti¢nih ograni¢enja za kut nagiba iz (A.31) i (A.32), moZemo
primijetiti da se najmanji kut priklona tlu tea najizravnije odnosi na stvarni kut nagiba
@, umjesto na 6. Stoga bismo te dvije relacije, koje ograni¢avaju kut 0 iz racuna

18 Relacija (B.23) i rezultat ®¢ () = & odraz su osnovne pretpostavke da vozac sve vrijeme ostaje u istom
relativnom poloZaju na sjedalu. Naime, u stvarnoj voznji prirodno je da se voza¢ naginje i vlastitim tijelom,
a posebno tijekom motociklistickih utrka i da se pomice na sjedalu, Sto dovodi i do bo¢nog pomaka Ax i do
promjene visine H zajednickog centra mase motocikla i vozac¢a. Ovaj pomak je u principu proizvoljan, na izbor
vozacu, ali u daleko vecoj mjeri koreliran sa samim nagibom @, negoli s ® — ¢ (samo zamislimo vozaca na
utrkama koji se naginje i pomice zajedno s motociklom, i to na isti nacin bilo da je cesta ravna ili pod nagibom).
Ukljuc¢imo li ove pomake u geometriju sa slike B.4, kroz izraz (B.20) lako bismo dosli do poopcenja:

x5 — Ax(®) F~! [tan(d) — a)] — Ax(®)
H(®) — [f (v5) — £ (0)] H(@®) +£(0) —f {Ftan(@ — )]}

gdje smo oznakom ® obiljezili “mekanu” ovisnost o ®. No sada smo izgubili trivijalnu ovisnost o ¢ iz (B.22),
a time i elegantnu vezu iz (B.23).
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momenata sila, sada mogli upotpuniti i rezultatima razmatranja stvarne geometrije gume:
Oin = max [O R Ga(oc + Vreal — 7'6/2)]
Omax = min [ arctg(vVie, /gR) , 0a(7/2 + ot — Breal)]

§to smo postigli jednostavnim ukljudivanjem ovisnosti 0, (®). Korist relacije (B.24)
ovdje takoder dolazi do izraZzaja. S druge strane, sad bi nas mogla zanimati i ogranicenja
stvarnog kuta nagiba, koja je vrlo lako odrediti primjenom inverzne ovisnosti @, (60) na
vrijednosti iz (B.26):

min™! (@) = max [®4(0) , 0 + Vrea — /2]
max™(dE ) = min (@ ( arctg(vrze,dl/gR)) , )2+ o — Drea]-

Vezano uz ova ogranicenja,
prisjetimo se da je kut 0 iz ra-
¢una momenata sila dinamicki
ograniCen izmedu 0 i 7/2, $to
se najljepSe vidi iz (A.40). Me-
dutim, vrlo je zanimljivo pri-
mijetiti da se stvarni nagib @
moZe nadi i izvan tog intervala.
To znaci da bi u odgovaraju¢im
okolnostima motocikl u zavoju
doista mogao biti nagnut van
zavoja (@ < 0) ili cak prema Slika B.6

(B.26)

(B.27)

“dolje” (® > m/2)! Slika B.6 prikazuje primjere ovih dvaju slucajeva. Valja primijetiti
da za kut 0, odreden spojnicom centra mase i dodirne tocke gume s tlom, u oba slucaja
i dalje vrijedi 0 < 0 < /2. Slu¢aj ® > 7/2 je, naravno, ekstreman primjer, ali samo
zato jer ga je teSko ostvariti u praksi. No ovaj je scenarij i geometrijski i dinamicki
sasvim dozvoljen.

Primjer: f(x) = ax?

PrikaZimo konkretan racun iz (B.21) na primjeru najjednostavnije konveksne funkcije:
f(x) = ax*, uz a > 0. Kao $to smo ve¢ pokazali, bit ée dovoljno provesti raéun za
o = 0 i pronadi osnovnu ovisnost @(6) jer posredstvom relacije (B.23) odmah imamo
rjeSenja i za sve ostale vrijednosti ¢¢. Izravno slijedi:

F(x) =2ax = F_l(y)zzi
a
2
X)=ax" = B.28
1) tan @y F(xs) tan” @, ( )
X =—/— = X5) = .

d 2a o 4a

Uvrstavanjem svih identificiranih ¢lanova u (B.21) — uz, naravno, f(0) = 0 — imamo:
2 tan ®

tan(®yg — 0) = ————. B.29
an(®, ) 4aH — tan® @ ( )
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Za specifi¢nu vrijednost ¢lana 4aH ovu jednakost vrlo je lako rijesiti!® numericki za
bilo koji O te odrediti ¢itavu ovisnost ®¢(0). No jos je lakSe odrediti inverznu ovisnost
0y(®), prema receptu iz (B.24). , o .. e
To ¢emo i ufiniti na primjeru gume Ccija je visi-
X \ :21)“““ na gaznog dijela profila jednaka ym,x = 4.5 cm, a
e P poluSirina xmax = 9 cm (slika B.7). Izravno slijedi:
Yimax _/ @ = Ymax/X%,- Sada moramo uzeti u obzir da doista
Slika B 7 postoji maksimalni kut priklona tlu koji takva guma
: moze podrzati. Drugim rije¢ima, u nedostatku drugih
ogranicenja, they iz (B.27) odreden je upravo geometrijom gume. NajlakSe ga nalazimo
promatrajué¢i maksimalan ostvarivi nagib na cesti bez bo¢nog nagiba, koji je izravno
odreden derivacijom profila na rubu gume: tan ®f'** = F (Xmax) = 2aXmax. Za izabrane
vrijednosti parametara slijedi: ®F** = arctg(2ymax/¥max) = arctg(l) = /4, a odavde:
Dreal = T2 — O = m/4. Za potrebe izraza (B.29) jo§ samo moramo specificirati
visinu H zajednickog centra mase motocikla i vozaca, za koju izabiremo razumnu
vrijednost H = 81 cm, tako da je: 4aH = 18.

U skladu s provedenim razmatranjima,

slika B.8 prikazuje ovisnost 0, (®) za ne- : ' ‘
koliko oznaCenih vrijednosti bo¢nog na- ~ 90°%
giba ceste, uz 4aH = 18 te Uiy = 45°.
Ovisnost Gy(®) izraCunata je prema re- 60°1
ceptu iz (B.24): 300k
2tan @
bo(®) = @ — arctg <4aH — tan? (I)) > 0°f
(B.30) 309

dok su ovisnosti za sve ostale vrijednosti
bocnog nagiba ceste dobivene primjenom  _ggo|
relacije (B.25). Samo podbeljani dijelovi v
krivulja prikazuju ostvarive nagibe, koji ~ —90°} "
su pored Uy uvijek i dinamicki ogra- < ‘ : ‘ ‘ H
nieni unutar 0° < 0 < 90° iz (A.40). -90° -60° -30° t(I))o 30° 60° 90°

Medutim, tanjim linijama prikazane su i
produZene ovisnosti na ¢itavome intervalu
a+19real —90° < @ < 90° + o — ﬁreal,
koje je bilo potrebno izracunati samo zato da bismo iz 6y(®P) sve ostale ovisnosti
rekonstruirali primjenom relacije (B.25). Ova relacija svodi se na translaciju citave
krivulje duz pravca 6 = @, koji je takoder prikazan dijagonalnom crtkanom linijom kako

Slika B.8

19" Primjenom trigonometrijskog identiteta za tangens razlike kutova — s kojim smo se ve¢ susreli u (B.12) —
mozemo pokazati da se (B.29) svodi na jednadZzbu treceg stupnja po tan @ :

tan> @y + tan> @ tan O + tan Oy(2 — 4aH) + 4aH tan § = 0.

No iako kubna jednadzba ima rjeSenje u zatvorenoj formi elementarnih funkcija (Cardanova formula), za sasvim
opcenit skup koeficijenata koji mnoZe pojedine potencije od tan @, pun raspis rjeSenja je dugacak, nepregledan
i teSko da nudi ikakav uvid u prirodu rjeSenja. U slucajevima poput ovih takoder se postavlja pitanje koje od
rjeSenja je prihvatljivo, s obzirom da kubna jednadzba opcento ima tri rjeSenja. No ovo bi bilo lako odrediti iz
ocekivanja da za uspravan motocikl na cesti bez bo¢nog nagiba vrijedi: ®(6 = 0) = 0. Za 8 = 0 prethodna
jednadzba svodi se na:

0=0 = tandy [tanzd)o - (4aH—2)] =0

odakle je o¢ito da tri rjeSenja za tan ®((0) &ine 01 ++/4aH — 2. TraZeno rjeSenje je upravo ono koje za koje
vrijedi tan ®((0) = 0.

|%|
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bismo uocili odstupanje stvarnog nagiba ® od kuta 6 relevatnog za racun momenata
sila. Naposlijetku, za o = 30° i a = 60° primijetimo blago zadiranje krivulja u
podrucje @ < 0°, odnosno @ > 90°, §to odgovara veé¢ provedenim razmatranjima sa
slike B.6.

* Kk

Proucili smo dinamku i uvjete stabilnosti motocikla u zavoju. Kroz dva dijela
ovog priloga identificirali smo temeljna ogranicenja brzine i kuta nagiba te smo
ih dodatno poostrili realisticnim razmatranjima, da bismo u konacnici ukazali i na
postojanje netrivijalne razlike izmedu stvarnog kuta nagiba i onog relevantnog za analizu
dinamike motocikla. Sve vrijeme zadrZavali smo se na opisu stabilne putanje kroz zavoj.
Nasuprot tome, detaljan opis nestacionarne dinamike motocikla zahtijeva rad sa sloZenim
diferencijalnim jednadZzbama, Sto je ve¢ viSa matematika. A da bismo se uvjerili $to je

motociklistickih utrka!
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