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§ Sazetak vii

§ Sazetak

Rjesenje Schrodingerove jednadzbe unutar potencijalne jame se odnosi na slucaj Cestice koja
se giba ograni¢ena odredenim potencijalom. Takav slucaj je Cest u prirodi i prema tome
zanimljiv za razmatranje. Postoji i idealizirani sustav koji se Cesto naziva cCestica u
jednodimenzionalnoj kutiji, Sto je ustvari slufaj potencijalne jame kad potencijal tezi u
beskonacnost. Dobro je biti upoznat sa oba sluc¢aja buduc¢i da se na sli¢an nacin dolazi do
kvantiziranih energijskih stanja Cestice u takvim jamama. Broj veznih stanja za beskona¢nu
potencijalnu jamu jest beskonacan budu¢i da se cCestica nikako ne moze osloboditi iz
beskonacnog potencijala. S druge strane, Cestica u konacnoj potencijalnoj jami se moze
osloboditi i poceti ponasati kao slobodna Cestica ako joj se dovede dovoljno energije. Prema
tome, postoji konac¢ni to¢no odredeni broj veznih stanja koje Cestica moze poprimiti. Broj tih
stanja ovisi o parametrima jame tj. o dubini i Sirini same potencijalne jame. Matematickim
operacijama moze se do¢i do tog broja, ali to se moze i vrlo jasno graficki prikazati $to je u
ovom radu i u¢injeno. Iz dobivenih rjeSenja se moze zakljuciti da je broj veznih stanja veci §to
je potencijalna jama dublja i Sira. Takoder, bitno je napomenuti da uvijek postoji barem jedno

vezno stanje neovisno o plitko¢i 1 uskosti jame.
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§ 1. Uvod 1

§1. UVOD

Kao uvod u samu kvantnu mehaniku Cesto se obraduje sistem Cestice u jednodimenzionalnoj
kutiji te Cestice u konacnoj potencijalnoj jami. Pojam potencijalne jame veoma je znacajan u
kemiji jer se pojedini efekti mogu objasniti modeliranjem veze potencijalnom jamom.
Primjerice, molekula p-karotena, poznatog pigmenta iz mrkve, sadrzi 22 n-elektrona u
konjugiranoj vezi, a samu konjugiranu vezu se moze modelirati kao potencijalnu jamu odredene
duljine.! Pomoc¢u ovakvog jednostavnog sustava u jednoj dimenziji mogu se proucavati
stacionarna stanja Cestice 1 primijeniti na neSto kompleksnije sustave. Stacionarna stanja
proizlaze iz vremenski neovisne Schrddingerove jednadzbe. Za razliku od beskonacne
potencijalne jame tj. Cestice u jednodimenzionalnoj kutiji, kona¢na potencijalna jama nema
beskona¢no mnogo veznih stanja, a to je zato jer energija ¢estice moze biti dovoljna da se
Cestica oslobodi iz same potencijalne jame 1 pocne se ponasati kao slobodna Cestica. Za obradu
konacne potencijalne jame bitno je biti upoznat s beskonacno dubokom potencijalnom jamom
jer se ona moze definirati kao svojevrsni limes konac¢ne jame kako potencijal tezi u
beskonacnost.

U ovom radu cilj ¢e biti odrediti koje su energijske razine moguce i u kojim uvjetima.
Dobivene spoznaje valja usporediti s beskonatnom potencijalnom jamom te s efektima u
prirodi. Dozvoljena energijska stanja konacne potencijalne jame bit ¢e dobivena slicnim
matematickim putevima kao i kod beskonaéne potencijalne jame, no za kona¢nu postoji mnogo
viSe ograni¢enja 1 uvjeta. Sama konacna potencijalna jama bolje opisuje prirodne efekte nego

beskonacna jer je ona viskoidealizirana.

Nika Jakobovi¢ Zavrsni rad



§ 2. Prikaz odabrane teme 2

§ 2. RIESENJA SCHRODINGEROVE JEDNADZBE

2.1. Cestica u jednodimenzionalnoj kutiji

Prije obrade same Cestice u potencijalnoj jami, valja se upoznati sa viskoidealiziranim sustavom
Cestice u jednodimenzionalnoj kutiji. To je sustav u kojem se mikroskopska Cestica mase m
giba u jednoj dimenziji x te je pod utjecajem potencijala. U podru¢jima I i III potencijal je

beskonacan, a u podrucju II je jednak nuli (ref. 2):

_ { 0za0<x<a )
wzax<0izax>a
Navedeni sustav prikazan je slikom 1.
V(x)
V(x) = Vix)=0 V(x) =
x <0 0=x=a a<x
Podruéje | Podruéje Il Podruéje Il
0 a
Slika 1. Skica Cestice u jednodimenzionalnoj kutiji (ref.3).
Rjesenja dobivena rjeSavanjem Schrodingerove jednadzbe
—h? d*P(x)
—_— =(E—-V 2
= (E- V@) @

ovakvog slucaja bit ¢e definirana preko kvantnog broja n te energijski najnize stanje ¢e biti ono

s kvantnim brojem n = 1. Takva kvantizacija proizlazi iz rubnih uvjeta. Rubni uvjeti su uvjeti
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2. Prikaz odabrane teme 3
§

da valna funkcija i (x) u tockama 0 i @ mora biti kontinuirana, §to znaci da se funkcije podrucja
moraju ,,stapati u jednu.

Za beskonaénu potencijalnu jamu se lako moze izra¢unati da je 1 (x) = 0 unutar podrucja
I i III, Sto znaci da valna funkcija ne prodire unutar beskonacne potencijalne barijere. Za
podrucje II se moze doci do rjesenja (3) rjeSavajuci diferencijalnu jednadzbu drugog reda te
jednadzbu rubnih uvjeta, a norma se moze dobiti normiranjem valne funkcije, no ona nije

potrebna za odredivanje energije prikazane jednadzbom (4).

2 nmx
Y(x) asm( ” ) ; neN (3)
n?h%m?
En = W ;TlGN (4)

Za kvantne brojeve 7 je neprihvatljivo da budu 0 ili negativni iz razloga $to 0 bi davala rjeSenje
Y (x) = 0 koje oznacava odsutstvo tj. nepostojanje Cestice, a kako je sinus neparna funkcija
negativne vrijedosti n bi davale isti skup rjeSenja kao i pozitivne vrijednosti.

Sa slike 2. vidljivo je da prve derivacije valnih funkcija nisu kontinuirane tj. da bi doslo do

loma, a to je upravo zato Sto je ovakav sustav visokoidealiziran i fizikalno neostvariv u prirodi.

n=4
— - - . —— e,
=3
n==7
o - —
m =1
-

Slika 2. Cetiri najniZe valne funkcije Gestice u kutiji (ref.4).
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§ 2. Prikaz odabrane teme 4

Kod valnih funkcija prikazanih na slici 2. vidljiva je pojava ,,Spiceva“ funkcija prelaskom iz
podrucja zbog Cega prve derivacije nisu kontinuirane.
Bitni zakljucci koji se mogu izvesti iz obradenog sustava su:

1) Svaka vrijednost kvantnog broja n daje razliCitu vrijednost energije Sto implicira da u
beskonacnoj potencijalnoj jami nema degeneracije u energijskom spektru.® Takoder,
osnovno stanje ima vrijednost n = 1 jer energija u kvantnoj mehanici ne moze imati
vrijednost 0 buduc¢i da bi to krSilo Heisenbergovo nacelo neodredenosti

2) Povuce li se crta po srediStu potencijalne kutije na slici 2. moze se zamijetiti

alterniraju¢a izmjena simetri¢nih i antisimetri¢nih rjesenja.’

2.2. Cestica u konaénoj potencijalnoj jami

Cesticu u kona¢noj potencijalnoj jami se moze definirati na potpuno identi¢an nadin kao i
¢esticu u kutiji do na iznosa potencijala barijere. Dakle, u izrazu (1) dovoljno je promijeniti co
u neku odredenu kona¢nu vrijednost potencijala. Ipak, takvo definiranje bi matematicki
zakompliciralo rjeSavanje pa se konacna potencijalna jama definira izrazom (5).

V(x) = {

—Vyzalx| <a,Vy >0
Ozalx|>a

)

Sustav je opisan slikom 3.

A

Slika 3. Cestica u konac¢noj potencijalnoj jami
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§ 2. Prikaz odabrane teme 5

Dakle, za razliku od beskonacne potencijalne jame, Sirina jame opisane slikom 3. jest 2a, te je
srediSte jame postavljeno u vrijednosti 0 x-osi. Takvo definiranje jame omogucuje da funkcija
potencijala bude parna odnosno V (x) = V(—x). Radi takve simetrije potencijala, vezna stanja
ée biti ili simetri¢ne funkcije ili antisimetri¢ne funkcije.” Takoder, za kona¢nu potencijalnu
jamu dno je smjeSteno u vrijednost potencijalne energije —V,,, a za beskonacnu je bilo smjesteno
u nulu. Takvo podeSavanje ima smisla iz viSe razloga: energija veznog stanja je opisana
negativnim predznakom buduci da je potrebno uloziti energiju kako bi se Cestica oslobodila iz
potencijala te kako se energije veznih stanja gledaju u odnosu na dno jame kod beskonacne bi
to dno bilo definirano s beskona¢nos¢u $to naravno nije prakticno, no za kona¢nu je to odredeni
1znos pa je dno moguce tako definirati. Energija E sa slike 3. je dakle negativne vrijednosti §to
ustvari ne bi bilo usporedivo s identi¢nim energijskim stanjem u beskonacnoj potencijalnoj
jami. Energija koja bi bila usporediva s beskona¢nom potencijalnom jamom jest na slici 3.
oznatena kao E, a jednaka je £ =FE — (=V,) =V, —|E| > 0. Minus ispred apsolutne
vrijednosti potjece iz toga $to je energija E negativnog predznaka, a veli¢ina E usporediva s
beskonacnom potencijalnom jamom jest pozitivna vrijednost kako je predoceno slikom 3.

Pocetna Schrédingerova jednadzba za konacnu potencijalnu jamu jest identi¢na kao i za
beskonacnu, a malim izmjenama se dobiva sljedece:

Pp) _

2m
= =22 (B V@) = a@w) ©)
Budu¢i da vrijedi =V, < E < 0 §to je vidljivo iz slike 3., konstanta « iz jednadzbe (6) moze
biti pozitivna ili negativna konstanta ovisno o regiji x-osi gdje se nalazi Cestica. Energija E
naravno moze biti veca od nule, ali takav slucaj se viSe ne odnosi na ¢esticu u jami nego na
slobodnu Cesticu, pa takav slucaj nije zanimljiv.

a(x) = {

>0zalx| >a
<0zalx|<a

(7)

Iz izraza (6) 1 (7) je vidljivo da e se rjesenja po regijama dobiti rjeSavanjem diferencijalne
jednadzbe drugog reda, no da ¢e unutar same jame rjeSenje biti izrazeno preko trigonometrijskih
funkcija radi negativne konstante a, a unutar barijere ¢e rjeSenje biti izrazeno eksponencijalnim
funkcijama. Osim razmatranja razliCitih rjeSenja unutar jame i unutar barijere, bitno je

razmotriti zasebno parna i neparna rjeSenja Sto proizlazi iz simetricnog potencijala.
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§ 2. Prikaz odabrane teme 6

2.2.1. Parna rjesenja P (x) = P(—x)

U nastavku slijedi postupak rjeSavanja Schrodingerove jednadzbe unutar jame.

d? 2 2
%ﬁ") = -2 (E-VEOWE = - Vo= [EDYE) = —k*$() (8)
K2 = zh—T (Vo — ED.k > 0 )

Jedino moguce parno rjesenje jest:

Y(x) =Acos(kx) ; |x| <a (10)

U izrazu (10) nije potrebno stavljati konstantu normiranja za trazenje mogucih veznih stanja,
ali takoder ne smeta.

Rjesenje Schrodingerove jednadzbe unutar barijere slijedi u nastavku:

d2 2 2 2
O 2 (F - V)W) = — 2 (B — Op() = e [E W) = ) (1)
K2=%|E|,K>o (12)

Radi normiranja jednadzbe rjeSenja moraju biti padajuce eksponencijalne funkcije:

P(x) = Be ™l x| > a (13)

U jednadzbi (13) je obavezno pisanje konstante B jer ona omogucuje slaganje s rubnim
uvjetima. Takoder u jednadzbi (13) moguce je izostaviti zagrade apsolutnih vrijednosti jer radi
simetrije problema je sasvim dovoljno rijesiti samo jednu stranu.’ Konstante k i x su konstante
koje sadrzavaju mnogo mjernih jedinica, pa ih valja reprezentirati nekim izrazima bez mjerene
jedinice. Iz izraza (10) i (13) je vidljivo da navedene konstante pomnozene s fizikalnom
veli¢inom s mjernom jedinicom duljine daju vrijednost bez mjerne jedinice. Prema tome:

n=ka>0 (14)

E=ka>0 (15)

Nika Jakobovi¢ Zavrsni rad



§ 2. Prikaz odabrane teme 7

Izrazi (14) i (15) ocito ovise o energiji veznog stanja. Zbrajanjem izraza (9) i (12) dobiva se
sljedece:
2m 2m _2mV, (16)

K2+k2:FIEI+F(VO—|E|)— hz

Pomocu izraza (16) analogno kao Sto su izvedene oznake 7 1 £ moze se izvesti veoma bitan izraz
bez mjernih jedinica:

, _ 2mV,a® (17)
75 ==

Izraz (17) je iznimno bitan i koristan jer sadrzi parametre dubine (Vo) i Sirine (2a) potencijalne
jame. zo govori upravo o broju veznih stanja. Dakle, $to je jama Sira 1 dublja bit ¢e vise veznih
stanja i obrnuto. Povezivanjem izraza (14), (15), (16) i (17) dobiva se jednadzba kruznice:

nt+ g2 =z (18)

Nadalje, valja primijeniti uvjete kontinuiranosti valne funkcije 1 prve derivacije u rubnim

toCkama x = a 1 x = —a. Ipak, radi simetrije problema dovoljno je odrediti samo za x = a.
A cos(ka) = Be™*@ (19)
—kAsin(ka) = —Bke™"¢ (20)

Dijeljenjem izraza (20) s izrazom (19) eliminiraju se konstante normiranja, a mnoZenjem

dobivenog izraza s a dobiva se funkcija bez mjernih jedinica.

ntg(m =¢ 1)

Povezivanjem izraza (21) 1 (18) potrebno je rijesiti jednadzbu tipa ,tangens varijable =
jednadzba kruZnice u istoj varijabli“. Takva jednadzba nema rjeSenje preko elementarnih
funkcija, §to znadi da se mora rjeSavati numericki.! Ipak, graficko rjesavanje je mnogo

intuitivnije tj. laksSe objasnjivo.
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§ 2. Prikaz odabrane teme 8

Slika 4. Graficki prikaz rjesenja jednadzbi (18) 1 (21).

Na slici 4. je vidljiv prikaz grafickog rjeSenja problema broja veznog stanja. Crvene kruznice
prikazuju razli¢ita rjeSenja za razliCite vrijednosti zo. SjeciSta funkcije tangens i kruZnice
oznacavaju vezna stanja. Vidljivo je da neovisno o broju zo tj. o dubini i Sirini jame uvijek
postoji barem jedno parno rjesenje jer ¢e kruznica uvijek sje¢i barem prvu krivulju funkcije
(21). Prikazan je samo prvi kvadrant zato jer su # 1 ¢ pozitivne vrijednosti. O¢itavanjem # 1 ¢ za

neko vezno stanje moze se do¢i do samog iznosa energije odredenog veznog stanja buduci da

vrijedi:
2ma?|E| V, |E| &\* |E|
7 =Kla ne v, o, <z0) Vs (22)
252
- n°h
£= 23
2ma? 23)
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§ 2. Prikaz odabrane teme 9

Dakle, §to je veca vrijednost ¢ to je veca |E|. Navedeno ustvari znaéi da veéi ¢ podrazumijeva
dublje vezno stanje. Isto bi se moglo zakljuciti i preko #. Stoga sjeciste prve krivulje funkcije
(21) 1 kruznice je osnovno stanje.

2.2.2. Neparna rjesenja —\(x) = P(—x)

Za neparna rjesenja sve definicije ostaju iste osim funkcije (10) koja vise nije parna funkcija
kosinusa ve¢ neparna funkcija sinus.

Y(x) = Csin(kx) ; |x| <a (24)

Uvodenjem uvjeta kontinuiranosti funkcija i prvih derivacija se zato dobiva

Csin(ka) = Be ™ ¢ (25)

kCcos(ka) = —Bke™*@ (26)

Dijeljenjem izraza (26) 1 (25) i mnozenjem s a dobiva se:

—nctg(n) =¢ (27)

Vezna stanja se opet mogu naci numericki ili graficki kao u poglavlju 2.2.1 rjeSavanjem

jednadzbe kruznice (18) 1 jednadzbe (27).

Nika Jakobovi¢ Zavrsni rad



§ 2. Prikaz odabrane teme 10

Slika 5. Prikaz rjeSenja jednadzbi (18) 1 (27).

Na slici 5. se nalazi skica koja objaSnjava pronalazak neparnih rjeSenja veznih stanja. Sjecista
krivulja oznacavaju vezna stanja. Vidljivo je da neparnih rjeSenja ne mora biti tj. ako je zo koji
oznacava radijus kruznice manji od odredene vrijednosti, nema sjecista. Vidi se da nije nuzno
da postoji neparno vezno stanje, ako je jama dovoljno uska odnosno plitka. Ukoliko je zo< (7/2)
kao Sto je wvidljivo na slici 5. onda neparnog rjeSenja nema. Dakle pomocu navedene
nejednakosti 1 izraza (17) moze se do¢i do sljedeceg uvjeta:

2 h?

8m

(28)

Voa? >

Uvjet (28) govori kakvi moraju biti parametri jame da bi postojalo rjeSenje.

Nika Jakobovi¢ Zavrsni rad



§ 2. Prikaz odabrane teme 11

V(x)
—_— I
i o

Slika 6. Prikaz prvih 5 energijskih razina u potencijalnoj jami (ref.6).

Na slici 6. prikazana su i parna i neparna rjeSenja veznih stanja i vidljivo je kako alterniraju
u nizu parno-neparno te kako broj ¢vorova raste od 0 za osnovno najnize stanje prema 4 za
¢etvrto pobudeno stanje koje je ujedno parno. Najdublje ima najnizu energiju, a svako iduce
sve vecu. Vece energije omogucuju sve dublje prodiranje u barijeru. Na slici 6. je takoder
vidljivo da kako raste energija Cestice te eksponencijalna funkcija unutar barijere sporije trne
Sto znaci da Cestica ima dovoljno energije da ude dublje u barijeru. Zato se moze zakljuciti da
u beskonacnoj potencijalnoj jami ne dolazi do prodora u barijeru. U prethodnom odlomku je
izveden zakljucak da ukoliko je jama plitka ili uska da tada ne mora postojati prvo neparno
rjeSenje veznog stanjem, no u izvodu parnog rjeSenja doslo se do zakljucka da ono uvijek postoji
tj. da postoji barem jedno osnovno parno rjeSenje. To proizlazi iz toga Sto diskretna energetska
stanja su sve vise razmaknuta (ne nuzno za n°), a §to je jama uZa to su razmaknutija. Prema
tome sve manje stanja ,,stane* u samu jamu. Primjer sustava koji ima samo 1 vezano stanje je
deuteron koji se ne moze dovesti u pobudeno stanje nego dopremanjem energije dolazi do

raspada deuterona.’

Nika Jakobovi¢ Zavrsni rad



§ 2. Prikaz odabrane teme 12

2.3. Delta potencijal

Delta potencijal u potencijalnoj jami je opisan Diracovom delta funkcijom. Kvalitativni opis
takvog potencijala bi bio potencijal koji je jednak nuli za sve vrijednosti x osim u samo jednoj
tocki gdje je beskonacan. Potencijal je za Cesticu mase m delta funkcija J(x) pomnoZena s
konstantom a lokalizirana u x = 0:
V(x) =—adé(x); a>0 (29)

Dakle, potencijal je beskonacan i negativan u toc¢ki x = 0 kao S§to je opisano jednadzbom (29)
1 prikazano slikom 7. Takav oblik potencijala bi se mogao opisati kao limes potencijalne jame
koja istovremeno postaje sve dublja i uza. Radi toga je navedeni delta potencijal moguéi nacin
analitickog rjeSavanja i raCunanja energijskih stanja. Suzavanjem potencijalne jame, ukoliko
postoji vezno stanje, o¢ekuje se diskontinuirana derivacija. Delta funkcija je skup pravila koja
omogucava potrebno istovremeno suzavanje i produbljivanje potencijala Sto osigurava da je

povrsina ispod krivulje o¢uvana. ’

V(ix)

5(x)

Slika 7. Skica oblika delta potencijala.

Vezna stanja za ovaj potencijal su E < 0 $to osigurava da za x # 0 valna funkcija pada i bude

normirana. Vremenski ovisna Schrédingerove jednadzbe glasi:

h2d%y
— o = (E =V (30)
Zax # 0 vrijedi V = 0:
d?y 2mE 2mE
W:_hzl/;:}czlp;lczz—hz >0 (31)

K° je pozitivna konstanta buduéi da je E definirana kao negativna vrijednost.

Nika Jakobovi¢ Zavrsni rad
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Moguca rjeSenja jednadzbe (31) su ™, €<, sinhxx 1 coshxx, no za reprodukciju rjesenja
valne funkcije nisu pogodne sve navedene funkcije. Ukoliko postoji jedno vezno stanje ono je
0snovno stanje i ono je parno jer je i potencijal paran tj. §(x) = §(—x). Kada bi postojalo prvo
pobudeno stanje ono bi moralo biti neparno 1 moralo bi imati ¢vor u x = 0 §to zadovoljava
samo sinhxx. Funkcija sinhxx s druge stane ne zadovoljava uvjet normiranosti valne funkcije
pa se dolazi do zakljucka da potencijal definiran delta funkcijom ne moze imati neparna
rjesenja, a time se zakljucuje da ako postoji rjeSenje, ono je jedinstveno. Stoga, valna funkcija
koja opisuje osnovno stanje je izrazena jednadzbom (32) i slikom 8.:

h(x) = {Ae"‘xzax >0

Ae™* zax <0 (32)

h(x)

Slika 8. Vezno stanje valne funkcije za delta potencijal (ref.8).

Navedena valna funkcija je kontinuirana, ali njena derivacija nije. Prema tome se integracija
jednadzbe (30) provodi u rasponu od -€ do € pri ¢emu je € mali pozitivan broj blizak nuli.

Sy 2

2m dxl, dxl,

)+ j_ idx(—a&(x))lp(x) =E f_ iw(x)dx (33)

Radi kontinuiranosti w(x) desna strana jednadzbe (33) nakon integracije postaje 0 ako se
promatra slucaj kad € —» 0, a izraz f_ee dx(—ad(x))y(x) je radi delta funkcije razli¢it od 0

samo kada bi € bio jednak 0. Stoga slijedi:
h? (dlp dy

~om i\l T

) —ap(0) =0 (34)

Daljnjim rjeSavanjem dolazi se do uvjeta diskontinuiranosti koji proizlazi iz delta funkcije J(x):

A dy —2may)(0)

°dx K2 (35)
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Uvjet diskontinuiranosti dozvoljava da valna funkcija ima diskontinuitet u prvoj derivaciji ako
navedena valna funkcija ne nestaje u toj tocki. Takav diskontinuitet je proporcionalan
vrijednosti valne funkcije u toj tocki, a konstanta a se mijenja ovisno o zadanom potencijalu
V(x).

Primjenjuju¢i jednadzbu uvjeta diskontinuiranosti (35) na rjeSenja valne funkcije (32)

dobiva se sljedece:

li v By _ li Ae ™™ — kAe ') = —2KkA = 2mad 36
61_1)1(1)(56 ae>—ellr(l)(lc€ KAe ') = —2KkA = 2 (36)
Prema jednadzbi (36) dolazi se do relacije:
ma
K = ? (37)
Po definiciji x iz jednadZbe (31) i dobivene relacije (37) dolazi se do izraza za energiju veznog
stanja:
—h%xK? 1 ma?
= =—— 38
E 2m 2 h? (38)

Koriste¢i vise delta potencijala moze se doéi do vise veznih stanja.” Takoder mnogi sustavi
se mogu opisati kao dvostruke ili viSestruke periodi¢ne potencijalne jame opisane preko delta

potencijala.®
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