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Uvod

Tema ovoga rada je Cantorov ternarni skup. Cantorov ternarni skup dobiven je iterativ-
nim uklanjanjem srednjih otvorenih treina iz zatvorenog intervala na pravcu. Podetnom
zatvorenom intervalu [0, 1] uklanja se srednja otvorena trecina (1/3,2/3) te preostaju dva
zatvorena intervala [0, 1/3] 1 [2/3, 1]. Cantorov skup je ono Sto preostaje u beskonatnom
postupku uklanjanja srednjih otvorenih trecina. Veli¢ina Cantorovog skupa je dvosmislena,
odnosno, skup je istovremeno i ,,velik” i ,,mali”. Naime, u Cantorovom skupu ima nepre-
brojivo mnogo tocaka, ali ipak, on je duljine 0. U prvom je poglavlju detaljnije opisana
geometrijska konstrukcija Cantorovog skupa te se odreduje kardinalitet i1 duljina Cantoro-
vog skupa.

Nadalje, u radu se pristupa Cantorovom skupu s aspekta teorije brojeva. U drugom se
poglavlju daje jedna konstrukcija Cantorovog skupa pomocu veriznih razlomaka. Defini-
ramo verizne razlomke i pokazujemo kako se realni brojevi zapisuju u obliku konacnih,
odnosno beskonacnih, veriznih razlomaka. Kao primjenu, na kraju poglavlja dajemo kons-
trukciju Cantorovog skupa pomocu veriznih razlomaka.

U treCem se poglavlju Cantorov skup konstruira kao homeomorfna slika prstena p-
adskih cijelih brojeva. Krece se od definicije p-adske norme i p-adske udaljenosti na polju
Q, pokazuje se da ono nije potpuno u odnosu na definiranu normu, te se polje Q upotpu-
njuje do polja Q,. Elementi polja Q,, p-adski brojevi, definiraju se na dva ekvivalentna
nacina: kao klase ekvivalencije Cauchyjevih nizova, te pomocu p-adskih ekspanzija. Za-
pis u obliku jedinstvene p-adske ekspanzije omogucuje prakti¢nije izvodenje algebarskih
operacija na skupu Q,, a iz p-adske se ekspanzije jednostavno prelazi na zapis pomocu Ca-
uchyjevih klasa ekvivalencije, kao i obratno. Takva p-adska ekspanzija vodi do definicije
skupa p-adskih cijelih brojeva Z, kao potprostora Q,, koji ima strukturu prstena. Pokazu-
jemo da je taj prostor homeomorfan Cantorovom skupu kao euklidskom potprostoru skupa
R.






Poglavlje 1

Uvod u Cantorov skup

1.1 Povijesna biljeska o Georgu Cantoru

Ovo potpoglavlje napisano je prema [4], [14] 1 [17].

Iako nosi njegovo ime, Georg Cantor (1845.-1918.) nije bio prvi koji je definirao Can-
torov skup. Henry J. S. Smith se 1875. godine bavio pitanjem integrabilnosti funkcija
koje nisu neprekidne. Dok su primjeri integrabilnih funkcija koje imaju prekid u kona¢no
mnogo tocaka bili jednostavniji za konstruiranje, konstruirati primjer integrabilne funkcije
s prekidima u beskona¢no mnogo tocaka bio je mnogo zahtjevniji pothvat. Smith je razvio
metodu za konstrukciju takve funkcije. Dokazao je da je svaka funkcija koja se podudara
s integrabilnom funkcijom svugdje osim na nigdje gustom skupu, integrabilna. Dao je ne-
koliko primjera nigdje gustog skupa, medu kojima i Cantorov skup.

Godine 1881. Vito Volterra pokazao je kako konstruirati takav skup, no, njegov je rad
zadobio malo paznje. Konacno, 1883. godine, George Cantor daje konstrukciju koja ce
ovoga puta postati poznata. Cantorov primjer poznat je kao Cantorov ternarni skup.

Roden 3. ozujka 1845. godine u St. Petersburgu u Rusiji, George Ferdinand Ludwig
Philipp Cantor definirao je Cantorov skup iskljucivo aritmetickim pristupom.
Nakon Sto se s obitelji, zbog oceve bolesti, odselio u Frankfurt, godine 1862. zapocinje
srednjoSkolsko obrazovanje na Federalnom Politehnickom Institutu u Ziirichu. Nakon
oCeve smrti zapocCinje studij na SveuciliStu u Berlinu, gdje su mu, izmedu ostalih, pro-
fesori bili i Kronecker, Weierstrass te Kummer. Godine 1867. stjeCe doktorat znanosti s
disertacijom ,,De aequationibus secundi gradus interminatis”.

Uz temu ovoga rada, neke od njegovih najpoznatijih ideja su razliciti tipovi beskonacnosti
1 hipoteza kontinuuma. George Cantor je uveo koncept kardinalnosti kako bi usporedio
veli¢ine beskonacnih skupova te je pokazao da je veli¢ina skupa cijelih brojeva strogo ma-
nja od veliine skupa realnih brojeva.
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Hipoteza kontinuuma tvrdi da ne postoji skup ¢ija je veliCina strogo izmedu veliCine skupa
cijelih brojeva i veli¢ine skupa realnih brojeva.

Slika 1.1: Georg Cantor (1845.-1918.)

1.2 Geometrijska konstrukcija Cantorovog skupa

Ovo potpoglavlje napisano je prema [17].

Postoji nekoliko nacina na koje moZemo konstruirati tzv. Cantorov ternarni skup. OpiSimo
jedan geometrijski nacin. Upravo se geometrijski, intuitivan pristup Cesto koristi za pred-
stavljanje elemenata Cantorovog skupa.

Krenemo od zatvorenog jedini¢nog intervala (Fy = [0, 1]). Takav jedini¢ni zatvoreni
interval razdijelimo na tri jednaka dijela i uklonimo srednju otvorenu tre¢inu. Sada imamo
F, =10,1/3]U[2/3, 1]. Dalje nastavljamo induktivno, pa se tako u n-tom koraku F,, sastoji
od 2" zatvorenih, disjunktnih podintervala duljine 3i U koraku n + 1 ponovno svaki od 2"
intervala dijelimo na tri jednaka dijela od kojih uklanjamo srednju otvorenu tre¢inu. U
limesu kad n — oo, ovaj postupak nas dovodi do padajuce familije skupova {F,} ., gdje
je F, O Fpiq,n € N. Cantorov skup definiran je kao padajuci presjek:

e

n=0

C

W=
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Prva Cetiri koraka konstrukcije prikazana su na slici 1.2

F():
F1:

F2:— - [ [

F3:__ — — — — — —

Slika 1.2: Prva Cetiri koraka konstrukcije Cantorovog skupa

Postavlja se pitanje: koje toCke (i koliko njih) ostaju u C 1 ? S obzirom na to da ukla-
njamo samo otvorene intervale bez rubnih tocaka, o¢ito je dau C 1 ostaju sve rubne tocke
intervala. »

Primijetimo da smo ovom konstrukcijom, odnosno uklanjanjem otvorenih tre¢ina in-
tervala, definirali tzv. ternarni Cantorov skup. No, u konstrukciji nije nuzno da uklanjamo
trecine. Omjer uklonjenih otvorenih intervala i danih zatvorenih intervala oznacimo s r,
gdje je 0 < r < 1. Dani zatvoreni interval ozna¢imo s I, a intervale koje uklanjamo
oznacimo s J. Omjer koji raCcunamo dan je s

t(J)
=~
&)

gdje £(-) oznacava duljinu intervala. Tako dobiven Cantorov skup oznacavamo s C,.

Takoder, moguca je sljedeca, joS opcenitija konstrukcija:
Dani zatvoreni interval podijelimo na tri dijela pri ¢emu zadrZavamo dva vanjska dijela
dok unutarnji otvoreni interval uklanjamo. Pri tome nije nuZzno da omjer duljina zadrZanih
dijelova bude 1. Posebno, svaki zatvoreni interval / podijeljen je na intervale Iy, M i I,
gdje 11 I dijele lijevu rubnu tocku, dok 7 i I; dijele desnu rubnu tocku te vrijedi:

o) _

e«n
i

an _

70 2,

uzr +r<l.
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U ovome radu naglasak je na Cantorovom ternarnom skupu, C 1, te ¢e se u nastavku
ispustati rije€ ternarni onda kada je jasno na koji se skup misli.

Promotrimo koje tocke ostaju u Cantorovom skupu C 1. Promatramo decimalne brojeve
izmedu 0 1 1 zapisane u bazi 3. Lijevi se interval sastoji od brojeva Cija je prva znamenka
nakon ternarne tocke jednaka O, srednji interval sadrZi brojeve koji nakon ternarne tocke
imaju znamenku 1, dok u desnom intervalu nalazimo sve brojeve koji nakon ternarne tocke
imaju znamenku 2.

Uklanjanje srednjeg intervala zapravo znaci uklanjanje svih brojeva Cija je prva zna-
menka nakon ternarne tocke jednaka 1. U drugom koraku postupka, dijeljenjem lijevog
1 desnog intervala na tri dijela 1 potom uklanjanja sredine, uklanjaju se brojevi koji na
drugom mjestu nakon ternarne tocke imaju znamenku 1. Tre¢im korakom uklanjamo sve
brojeve kojima je jedinica na tre€em mjestu nakon ternarne tocke. Nastavljanjem ovog pos-
tupka svi brojevi koji sadrze znamenku 1 bit ¢e uklonjeni. Preostat ¢e skup svih brojeva u
skupu [0, 1] koji nemaju znamenku 1 u svom ternarnom decimalnom prikazu.

Poseban oprez potreban je s rubnim tockama. Primjerice, u bazi 10 vrijedi
1.999999 ... = 2.000000...

Tako npr. % u bazi 3 mozemo zapisati na sljedeci nacin:

1
= =(0.1)3,
3 = (0.1

no, % je rubna toCka pa se ipak mora nalaziti u Cantorovom skupu. Primijetimo da je %
moguce zapisati samo pomocu znamenaka 0 1 2.

1
3= (0.1); = (0.1000...); = (0.0222.. ).
Vrijedi
(0.0222..);=0-3142-3242.33 4+ ... =322+2-3"+2.3724..).

Koristeci formulu za sumu geometrijskog reda sada imamo:

1
3-2(2+2-3-1+2-3-2+...):3—- =—.3=

3

pa pisemo (0.0222...); = (1)10.
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Sli¢no,
(02222..);=2-3"42.3242.33+...=31'2+2-3"+2.32+..)
1
=—-3=1,
3 10

paje 110 = 13 = (02222 . )7,

1.2.1 Duljina Cantorovog skupa

Sljedeci teorem daje nam prvu dihotomiju vezanu uz Cantorov skup. Naime, u Cantoro-
vom skupu ostaje beskona¢no mnogo tocaka, §to ¢emo pokazati u Potpoglavlju 1.3, cak
neprebrojivo mnogo. Ipak, njegova duljina (Lebesgueova mjera) je 0. Tako je Cantorov
skup istovremeno 1 ,,velik” 1 ,,mali”.

Teorem 1.2.1 ([17]). Duljina Cantorovog skupa C ! Jjednaka je 0.

Dokaz. Dokazimo da je ukupna duljina uklonjenih intervala iz C ! jednaka 1. Iz toga slijedi
tvrdnja teorema.

U svakom koraku n > 0 uklanjamo 2"~! otvorenih intervala duljine (%)n Ukupnu duljinu
svih uklonjenih otvorenih intervala moZemo izracunati kao sumu geometrijskog reda

Dot i
n=1 3
S obzirom na to da je |g| < 1, odnosno |%| < 1, znamo da taj red konvergira.

Vrijedi

—+

W1
W =
(OSTIS)
O | N
+

Il

W=
Il

p—

W —

.
2.2 5=

n=1

O

Dakle, pocevsi od zatvorenog intervala duljine 1, u beskonacno mnogo koraka, uk-
lonjeni su intervali ukupne duljine 1, no, u Cantorovom je skupu joS uvijek preostalo
beskonacno mnogo toCaka. UnatoC tome, prema Teoremu 1.2.1, Cantorov skup je skup
duljine nula.

1.3 Kardinalitet Cantorovog skupa

Vazno pitanje u opisu Cantorovog skupa njegov je kardinalitet (je li konacan, prebrojiv, ne-
prebrojiv...). Uz duljinu (Lebesgueovu mjeru), kardinalitet moZemo smatrati indikatorom
veli¢ine Cantorovog skupa.
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1.3.1 Kardinalitet skupa

Znamo za konacan skup A od k elemenata kazemo da je kardinaliteta k, 1 piSemo card(A) =
k. Beskonacne skupove dijelimo na prebrojivo beskonacne i neprebrojivo beskonacne, a
sukladno tome, razlikovat cemo 1 njihove kardinalitete.

Cantorov rad otvorio je put ideji o razlicitim tipovima beskonacnosti. Prvo definirajmo
pojam ekvipotentnosti skupova.

Definicija 1.3.1 ([17]). Neka su A i B skupovi. KaZemo da su skupovi A i B ekvipotentni
ako postoji bijekcija f : A — B. Oznaka: A ~ B.

Tako vidimo da je card(A) = k ako i samo ako A ~ {1, 2, ..., k}.

Definicija 1.3.2 ([17]). Za skup A kaZemo da je prebrojiv ako je ili konacan ili ekvipo-
tentan N. Za skupove ekvipotentne N kazZemo da su prebrojivo beskonacni. Ako skup nije
prebrojiv, onda kaZemo da je neprebrojiv.

Kardinalitet beskona¢nog skupa ozna¢avamo hebrejskim slovom aleph (8). Kardinali-
tet prebrojivo beskonacnih skupova oznacava se s 8y. Kardinalitet (neprebrojivog) skupa
R oznacavamo s 2% ili ¢ i zovemo kontinuum.

Teorem 1.3.3 ([15]). Jedinicni interval [0, 1] je neprebrojiv i kardinalitet mu je 2%

Dokaz. Dokazimo da je [0, 1] =~ R. Dovoljno je pokazati da je (—1, 1) ~ R, tj. da postoji
bijekcija f : (—=1,1) — R. Naime, ocito postoji bijekcija & : (0,1) — (—1,1) dana s
h(x) = 2x — 1. Kompozicija f o h je tada bijekcija s (0, 1) na R.

Definirajmo f : (-1,1) > R's

X
f&) =1 ™t
Tvrdimo da je f bijekcija. Pretpostavimo da su x,y € (—1, 1) takvi da je f(x) = f(y).

Imamo
X y

L=~ 1=

(1.1)

paje

x = xyl =y —ylxl. (1.2)
Iz1—-|x >0,1 -]yl >01(l.1), slijedi da su x 1 y istog predznaka. Ako su oba nega-
tivnog predznaka, vrijedi: —x| — y| = —y| — x|, a ako su oba pozitivnog predznaka, tada je
xly| = y|x|. Dakle, u oba slucaja je x|y| = y|x|, pa, iz (1.2), zakljuCujemo da je x = y. Time
smo dokazali da je f injekcija.
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DokaZimo sada surjektivnost.
Neka je y € R. Definirajmo

x=—2
L+1yl
Ocitoje |x] < 1,4. x € (—1,1).
Sada vrijedi
y > 2
1+[y] 1+l
=) L T
1+ [yl 1- %Ilyl T+

Dakle, postoji x € (—1, 1) takav da je f(x) =y, pa je f surjekcija.

Time smo dokazali da je card({0, 1)) = card(R) = 2% Kako [0, 1] dobivamo od (0, 1)
dodavanjem dviju to¢aka, te kako je [0,1] C R, a card(R) = 2%, zakljuCujemo da je i
card([0, 1]) = 2™, ¢j. da je [0, 1] neprebrojiv. O

Teorem 1.3.4 ([17]). Kardinalitet Cantorovog skupa je 2™.

Dokaz. Ve¢ smo vidjeli u Potpoglavlju 1.2 da se jedna reprezentacija Cantorovog skupa
sastoji od ternarnih decimalnih brojeva iz intervala [0, 1] koji se mogu zapisati samo pomoc¢u
znamenaka 0 i 2. Takve nizove moZemo poistovjetiti s binarnim nizovima. Binarnu zna-
menku 1 zamijenimo znamenkom 2.

Konstruiramo funkciju f : C - [0, 1]. Koristimo opisanu binarnu reprezentaciju
brojeva u [0, 1].

Neka je x € C%. Tada je x = O.qyazas...,a; € {0,2}. Sad poistovjetimo ternarni
zapis O.ay, ..., a;, kojeg zapiSemo kao 0.a,...,a;,0,0,0,0,0,... s nizom nula i jedinica
by, by, ...,0;,0,0,0,..., gdjeje

b = 0, zaa =0,
t 1, zaa; =2.

Sada je dovoljno pokazati da svih nizova nula i jedinica ima neprebrojivo mnogo.
Pretpostavimo suprotno, tj. da ih ima prebrojivo mnogo. Tada postoji bijekcija izmedu
skupa N 1 tih nizova, pa ih mozemo poredati u niz nizova. Formiramo novi niz nula i
jedinica tako da mu je prvi element O, ako je prvi element prvog niza bio 1 i obratno.
Drugi element mu je 0 ako je drugi element drugog niza 1 ili obratno. Tako nastavimo
dijagonalno i formiramo novi niz koji se ocito razlikuje od svih nizova nula i jedinica te
dobivamo kontradikciju. Dakle, takvih nizova nula i jedinica ima neprebrojivo mnogo. O
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1.3.2 Gustoc¢a Cantorovog skupa u [0, 1]

Prebrojivi skupovi su u nekom smislu mali, dok su neprebrojivi skupovi veliki. JoS jedan
indikator veli¢ine skupa jest gustoca skupa. Gustoca skupa je topoloski pojam, pa uvedimo
prvo definiciju topologije.

Definicija 1.3.5 (Topologija, [17]). Topoloskim prostorom zovemo skup S zajedno s fami-
lijom T podskupova skupa S ako je zadovoljeno:

1 0,8 €7,
(i) Ako je U, € T za svaki a € A, gdje je A skup indeksa, onda je | J,cq Uy € T,
(i) Akosu U,V € 1, ondaje UNV €.

Elemente familije T zovemo otvoreni skupovi u S, a za T kaZemo da je topologija na S.
Topoloskim prostorom smatramo uredeni par (S, 7).

Definicija 1.3.6 (Zatvoreni skup, [17]). KaZemo da je skup V zatvoren u topoloskom pros-
toru (S, 1) ako mu je komplement V¢ = § \ V otvoren, odnosno, V¢ € 1.

Definicija 1.3.7 (Gust skup, [17]). Neka je (S, T) topoloski prostor i neka je A C S. KaZemo
da je A gust u S ako za svaki U € 1 postoji a € A takav da a € U. Odnosno, ako svaki
otvoreni skup sadrZi najmanje jednu tocku iz A.

Definicija 1.3.8 (Rijedak ili nigdje gust skup, [17]). Neka je (S, 1) topoloski prostor i neka
je B € S. KaZemo da je B nigdje gust u S ako za svaki neprazan otvoreni skup U C S
postoji neprazan otvoreni skup V takav da

VecU i VnB=0.

Primijetimo da je za sve ove definicije potrebno prvo definirati koju topologiju gledamo
na prostoru. Mi ¢emo na R promatrati euklidsku topologiju, a na svim podskupovima,
ukljucujuci Cantorov skup, relativnu topologiju induciranu euklidskom topologijom na R.
Sljedeci teorem pokazuje da je Cantorov skup, iako ,,velik” u smislu neprebrojivosti, to-
poloski ,,mali”” u euklidskoj topologiji.

Teorem 1.3.9 ([17]). Cantorov skup je nigdje gust skup na realnom pravcu s euklidskom
topologijom.
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Dokaz. Neka je I proizvoljan otvoreni interval na realnom pravcu (bazni skup euklidske
topologije). Dovoljno je tvrdnju iz Definicije 1.3.8 pokazati za bazne intervale, jer svaki
otvoreni skup U C R sadrZi neki bazni interval. Tada postoji k € Z takav da je 37% < £(1),
gdje je £(I) duljina intervala I. Prisjetimo se da u k-tom koraku konstrukcije Cantorovog
skupa u skupu F} ostaju disjunktni zatvoreni intervali duljine najvise 37, te da je kom-
plement, F;, otvoren, jer smo uklonili konacno mnogo otvorenih intervala. Stoga je, zbog
Iy >3*InF . neprazan (i otvoren zbog otvorenosti oba skupa u presjeku), pa postoji
interval J C [ takav da je J C F¢, a tada je J pogotovo podskup komplementa Cantorovog
skupa koji je jednak Ui Fy. Dakle, J C I nema presjeka s Cantorovim skupom. O






Poglavlje 2

Cantorov skup i verizni razlomci

2.1 Uvod u verizne razlomke

Definicija 2.1.1 (Verizni razlomci, [10]). Neka su a;, b;, i € Ny, realni brojevi, uz a; > 0,
zai> 1. Izraz oblika

nazivamo (beskonacni) verizni razlomak. Brojevi a; nazivaju se parcijalni kvocijenti veriznog
razlomka. Verizni razlomak s konacno mnogo parcijalnih kvocijenata naziva se konacni
veriZni razlomak.

Definicija 2.1.2 (Jednostavni verizni razlomci, [10]). Neka je ay cijeli broj, a a;, za i € N,

prirodni brojevi. Izraz oblika

1

ap + (21)

nazivamo jednostavni veriZni razlomak.

Izraz (2.1) krace zapisujemo kao [ay : a;, az, as, ...]. Vrijednosti ag, a;, ay, . . . su parci-
jalni kvocijenti veriznog razlomka.

Primjer 2.1.3. Zapisimo jednostavni konacni veriZni razlomak [1 : 2,3, 2] kao racionalan
broj.

Rjesenje:

13
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Lo, 1 L, 12
2+-L " 24l 2+ 2 T 16 16
3+§ 3 7

1+

Sredivanjem konac¢nog veriznog razlomka dobiva se racionalan broj. Dakako, vrijedi i
obrat (Teorem 2.1.4). Svaki racionalni broj x = § , P> q € Z,q # 0, moZe se zapisati kao
konacan verizni razlomak. Takav postupak zovemo razvoj broja x € Q u verizni razlomak.

Teorem 2.1.4 ([S]). Svaki konacni jednostavni veriZni razlomak moguce je prikazati kao
racionalni broj. Obratno, svaki racionalni broj moguce je prikazati kao konacni jednos-
tavni verizni razlomak.

Dokaz. Prvu tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Primijetimo da vrijedi [ay :
] = ay, ap € Z € Q. Pokazimo da vrijedi baza indukcije zan = 1.

1 apa; + 1
lao:ai]=ap+ — = ———
ai ai

Iz definicije 2.1.2 vrijedi da je ay cijeli, a a; prirodni broj, pa zakljucujemo da je %

racionalni broj.

Pretpostavimo da je [a; : a3, a3, ..., a,] racionalni broj, za a; € N.
Tada vrijedi:
1
lag : a1, aa,...,a,] = ay + : .
la) : az,as,...,a,]
Prema pretpostavci, [a; : ay,as,...,a,] je racionalni broj. Dakle, [a; : ay,as,...,a,] = §,

zaneke p € Z, g € N. Sada je

1 app +
ap + :a0+g: 0P q,

a1 :as,as,...,a,] p p

Sto je ocito racionalni broj te vrijedi korak indukcije. Time je tvrdnja dokazana. Preostaje
pokazati obrat tvrdnje.
Neka je £ racionalni broj, uz g > 0. Matemati¢kom indukcijom pokaZimo da se § moze
zapisati kao konacan verizni razlomak. Tvrdnju ponovno dokazujemo indukcijom po g €
N. Za g = 1 vrijedi
P ep=ra
q
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Pretpostavimo da je racionalni broj s nazivnikom manjim od ¢, g > 1, moguce zapisati kao
konacni jednostavni veriZni razlomak. PokaZimo da tada i racionalni broj s nazivnikom ¢
mozemo zapisati kao konacan jednostavni verizni razlomak. Koriste¢i teorem o dijeljenju
s ostatkom, p moZemo zapisati kao

p=4qao+r, (2.2)

gdje su ag, r € Z 1 vrijedi 0 < r < g. Dijeljenjem jednakosti (2.2) s ¢ slijedi

Sada razlikujemo dva slucaja:

1° r = 0. Tada je § =ag = [ay :], a ay € Z, pa tvrdnja vrijedi.
2°r # 0. Vrijedi

1
P g+ <. (2.3)
q r
gdjejeqgeNir<gq.
Kako je r < g, te g, r € N, koristeci pretpostavku indukcije vrijedi:
L= 1by 1 bo.bs,... by,
,
zaneke by, ...,b, € N.
1z (2.3) slijedi
p 1
— = + = :b,b,...,bn.
¢ T B bbby @b bl
Time je dokazan obrat tvrdnje.
]

Takoder, dokaz obrata nam daje i ,algoritam” za zapis racionalnog broja u obliku
veriznog razlomka koriStenjem teorema o dijeljenju s ostatkom.

118

Primjer 2.1.5. Razvijmo broj 33 u konacni jednostavni verizni razlomak.
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Rjesenje:

118=83-1+35
83=35-2+13
35=13-2+9
13=9-1+4
9=4.-2+1
4=1-4

Odavde je

118 1
—:1+—: 1:2,2,1,2,4-
3 ST 1 [ ]

Primjer 2.1.6. Razvijmo broj —18%8 u konacni jednostavni verizni razlomak.

Rjesenje:

~118 = 83 -(=2) + 48
83 =48-1+35
48 =35-1+13
35=13-2+9
13=9-1+4
9=4.2+1
4=1-4

Odavde je

118 1
—_— =24+ — = [_2 1, 1a2’ 1’2’4]

l+—1
2+Z

Primijetimo da zapis racionalnog broja u obliku jednostavnog veriznog razlomka nije
jedinstven. Neka racionalni broj §, p,q € Z, q > 0, ima prikaz [ay : aj,as,...,a,] kao
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verizni razlomak. Posljednji parcijalni kvocijent u prikazu a,, a, > 1, moguce je zapisati
kao
1 1

an (@, - D+

pa ’—; mozemo zapisati 1 kao

B = [a()’al,'-',an_ 19 1]

q
Lema 2.1.7 ([7]). Neka je 5, p€EZ p#0,q €N, racionalni broj. Tada ’—; ima to¢no dva
razvoja u jednostavni verizni razlomak. Jedan je oblika [ay : ay,as,...,a,) uz a, > 2, a
drugi je oblika lay : ay,a,,...,a,-1,a, — 1, 1].

Dokaz. Skratimo razlomak § do kraja, tako da su p, g relativno prosti brojevi. Prema Te-
oremu 2.1.4, g ima razvoj u jednostavni verizni razlomak 5 = lag : a1, ay,...,a,], gdje je
ay€Z,aay,a,...,a, € N. Lemu dokazujemo matemati¢kom indukcijom po gq.

Ako je g = 1, tvrdnju dokazujemo za cijeli broj p # 0. Razlikujemo dva slucaja:

1°Zan =0, imamo p = [ay] = ap, paje p = [p].
2°Zan > 0, prema Teoremu 2.1.4 je,

1
=aqag+
P ’ la) :as,...,a,]
ila : as,...,a,] = 1. Naime, ako razvijemo broj § u verizni razlomak, tada je €lan a, jed-
noznacno odreden kao cijeli dio broja ’7;. Kako je p —ay € Z, slijedi [a; : a2,...,a,] = 1. S

obzirom da je a; > 1, zakljuCujemo daje n = 11 a; = 1. Stoga je jedan zapis p = [ao : 1].
Tada slijedi ay = p — 1, odnosno, p = [p — 1, 1], pa baza indukcije vrijedi.

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve manje od ¢, g > 1.
Primijetimo da za ¢ > 1 mora biti n > 0 zbog pretpostavke da su p i g relativno prosti
brojevi.
Zbog jednoznacnosti ay u razvoju § kao najveceg cijelog dijela broja § imamo

1

E:a0+&:ao+7,

P
gdje je p1 < g, prema teoremu o dijeljenju cijelih brojeva s ostatkom. Prema pretpostavci
indukcije, pi] ima tocno dva razvoja u jednostavni verizni razlomak. Jedan je oblika [a; :
a,...,a,luz a, > 2, adrugioblika [a; : as,...,a,-1,a, — 1, 1]. Time je tvrdnja dokazana.

O
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Primjer 2.1.8. Odredimo dva razvoja racionalnog broja g—g u jednostavni verizni razlomak.

89 15 1 1 1
—:2+—:2+§:2+ > =2 1:2+ - =12:2,2,7].

89 15 1 1 1 1

= =2+5-=2+5=2+ = =2+ - =2+ — = — =

37 37 % 2+ 2+§ 2+E 2+2+6ﬁ
=[2:2,2,6,1].

Primjer 2.1.9. Odredimo racionalni broj ¢iji je razvoj u verizni razlomak [-2 : 1,3,2,2,3].

1 1 1
[—2:1,3,2,2,3]:—2+—1:—2+—1:—2+—1:
1+ 1 1+ 1 l+ T
3+— 3+—5 3+—5
2+ﬂ 2+Z 23
1 1 1
=-2+ — =2+ — =2+ =
1+3+% 1+3+% 1+§
1 58 92
ST LI T E T TN T
1+§ 58

Definicija 2.1.10 ([17]). Neka je [ay : ay,a3,a3,...], ap € Z, a; € N, za i > 1, jednostavni
verizni razlomak (konacan ili beskonacan). Za svaki k € Ny, konacni jednostavni veriZni
razlomak [ay : ay, ay, . .., a;] nazivamo k-ta konvergenta jednostavnog veriznog razlomka

I oznacavamo s c.

_ 1
C2—Cl0+—al+i,...

1
Co=dg, (1 =Clo+u—l,
{lz

Opcenito, ¢, = ag : aj,as, . ..,a,).

Po

- s 1

Uobicajeno, konvergente prikazujemo kao racionalne brojeve, ¢y = ay m

)4 _ 1 _ P2 :
2= a0+ E = itd., gdje su p;,q; € Z,q; # 0.

L _
Cl()+a—

Sljedeci teorem daje vezu izmedu nizova (p,,),, (), 1 (@p),.
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Teorem 2.1.11 ([17]). Neka je [ay : ay,a,a3,...], ap € Z, a; € N, za i > 1, jednostavni
verizni razlomak i neka su (p;)ien 1 (qi)ien nizovi definirani rekurzivno s

Pi = aipi-1 + pia, (2.4)
qgi = aiqi-1 + gi-2, (2.5)

i € N,i > 2, s pocetnim vrijednostima

Do = ao, p1=aap+ 1,
qo =1, q1 = a.

Tada je i-ta konvergenta jednostavnog veriznog razlomka, c;, i € Ny, dana s ¢; = ‘;if.

Dokaz. Teorem dokazujemo induktivno po duljini kona¢nog veriznog razlomka.
Baza indukcije se provjerava za sve verizne razlomke [a :] 1 [ap : a1].

Zai=0vrijedicy=ay =T = Z—S azai=1vrijedic; = ay+ a]—l = —(“‘201+ ) = %
Zai =2 imamo
1 apaiar +ag+a, api+po  po
Cy = Ay 4+ 1 = = = —,
ay + — aay + 1 aqi+q @2

pa tvrdnja vrijedi za i = 2.
Pretpostavimo da tvrdnja ¢; = ’qi vrijedi za sve konacne veriZzne razlomke duljine i < k 1
dokaZimo da je tada

_ Pr+1
Ck+1 = .
Gk+1
Vrijedi
1
Cis1 = lao 1 ar,an, ... ak-1, 0k, Q1] = |ao : ay, an, ..., ag-y, |ar + P .
k+1

Primijetimo da smo dobili veriZni razlomak duljine &, pa, koristeci pretpostavku indukcije,
vrijedi:

i
1 )] (a" + akT)pk‘l T P2 (aggen + Dpior + @ pea

aozal,az,...,(ak+ = =
[ (ak + ak%) Geot + Qs @klint + Dot + Qe Gi—r

Ai+1

_ (@it + Pr2) + Pt Qe Prt Pr-t Pierd

A1 (AkGi-1 + Gr—2) + k=1 A1 Gk + Qi1 Qi1
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ZakljuCujemo da korak indukcije vrijedi, te je time dokazana pocetna tvrdnja.
O

Napomena 2.1.12. Dogovorno uzimamo daje p_, =0ip_y =1,teq,=1iqg1 =0, s

time da % i % nisu konvergente.

Lema 2.1.13 ([7]). Zai€ Z, i > —1 vrijedi
qipi-1 — Pigi-1 = (1)),
gdje su nizovi (p;); i (q;); definirani kao u Teoremu 2.1.11.

Dokaz. Lemu dokazujemo matematickom indukcijom po i.

Prema Napomeni 2.1.12,zai = —1 imamo g_;p_» — p_1g>»=0-0—-1-1=(=1)7".
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za i — 1 1 dokazimo da tada vrijedi i za i € Ny. Prema
Teoremu 2.1.11, vrijedi

qipi-1 — Piqi-1 = (@iqi—1 + qi-2)pi-1 — (@ipi—1 + Pi-2)qi-1
= —(qi.1Pi2 — Pi1gi2) = —(=1)"' = (=1)".

Dakle, korak indukcije vrijedi, pa je time tvrdnja dokazana.

O
Lema 2.1.14 ([7]). Zai € Z, i > 0, vrijedi
qipic2 — Pigi-» = (=1)'a;,
gdje su nizovi (p;); i (q;); definirani kao u Teoremu 2.1.11.
Dokaz. 1z Teorema 2.1.11 1 Leme 2.1.13 slijedi
qgiPi-> — Piqi-2 = (@iqi-1 + qi-2)Pi-2 — (@ipi-1 + Pi-2)qi—2
= ai(gi-1pi2 — Piagi-) = (1) a;.
O

Dodatno, koriste¢i Lemu 2.1.14 lako se dobije da, za n > 0, uz zapisivanje konvergenti

pomocu nizova % definiranih u (2.4) i (2.5), vrijedi:
_ Pn Pn-2 _ Pnqn-2 — Pn-29n
Ch—Cp2=—"— -
qn dn—2 qnqdn-2
_ n 2.6
— _(pn—an _ann—Z) — _(_l)n 1an — (_1) ay ( )
qnqdn-—2 qnqdn-—2 qnqdn-—2

Jednak rezultat, uz nesto viSe racuna, dobili bismo i koriste¢i Lemu 2.1.13. Taj e nam
rezultat koristiti u nastavku.
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Teorem 2.1.15 ([7]). Neka su cy,cy, ca, ... konvergente beskonacnog veriznog razlomka.
Tada vrijedi:

(1) Co<Cr <y <..,
(11) C1>C3>C5> ...
(iii) Ako je i paran, jneparan, onda je c; < cj, za svaki i, j € N.

Dokaz. Kako su u definiciji veriznog razlomka parcijalni kvocijenti a; > 0, za i € N, te
za svaki €lan niza (q;);ey, definiranog u (2.5) vrijedi ¢; > 0, iz rezultata (2.6) slijedi da za
i € N,i> 2 paran, vrijedi

a;

qiqi-—2

Ci—Ci—p = >0,

paje cio < ¢;. S druge strane, za j € N, j > 2 neparan, vrijedi
aj

qiqj-2

<0,

Cj - Cj—2 = -
paje ¢j—» > c¢;. Time su tvrdnje (i) i (i1) dokazane, te preostaje dokazati tvrdnju (iii).

Neka je i < j. Kako je, prema pretpostavci, j neparan, j — 1 je paran i vrijedi i < j — 1.
Tada je, prema tvrdnji (i), ¢; < c¢j-;. Dovoljno je dokazati da, za j € N neparan, vrijedi
cj-1 < cj. Za p; i q; definirane kao u Teoremu 2.1.11 iz Leme 2.1.13 slijedi

pj pi1_ =1y

a g 44

iz ¢ega zakljuCujemo da je
Pj-1 < pj ’
qgj-1 4,
odnosno
Cj-1 <¢j,
za j neparan. Time je dokazana tvrdnja (iii).
O

Sljededi teorem kaZe da niz konvergenti beskonanog jednostavnog veriznog razlomka
konvergira u R.
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Teorem 2.1.16 ([7]). Neka je ay cijeli broj i (a;);>1 niz prirodnih brojeva. Tada je niz (c,),,
cni=lao :ar,az, ... a,l,
n € N, konvergentan u R.

Dokaz. Bududi da je prema Teoremu 2.1.15 ¢y < ¢; < ... < ¢y, niz (¢,), za n paran je
rastuci i odozgo omeden s ¢y, pa postoji

Ly := lim &.

nnp_a)roc(l)n qn
Sli¢no, kako je ¢; > ¢3 > ... > ¢y, postoji i

L, := lim &,

n—eo g
n neparan 11

gdje su nizovi (p,), 1 (q,), definirani relacijama (2.4) 1 (2.5). Prema Lemi 2.1.13, vrijedi

Kako je (g,)uen definiran relacijom (2.5) s poCetnim uvjetima definiranim u Teoremu 2.1.11
strogo rastuci niz prirodnih brojeva (a; > 0, za i € N), slijedi da je

(=1 _

lim 0.
=00 fy_1qn
Zakljucujemo da su limesi L; i L, jednaki ¢ime je dokazana tvrdnja teorema. O

Napomena 2.1.17. Limes x = lim,_, ¢, zovemo realnim brojem pridruZenim veriznom
razlomku i pisemo x = [ay : ay, ay, . ..]. U Teoremu 2.1.20 pokazujemo i drugi smjer.

U dokazu Teorema 2.1.20 koristimo sljedecu lemu.

Lema 2.1.18 ([7]). Neka je |ay : ai,as,...] jednostavni veriZni razlomak i neka je r; =
lai, aiv1, aiva, .. .), zai € N. Tada je

_ Diailit pia

[ao : al’a27"'] = [aO : alaaz’---’ai—la[aivai+1""]] ’
qi-1ti + qi2

gdje su (p;);, (q;); nizovi definirani kao u Teoremu 2.1.11.
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Dokaz. Druga jednakost slijedi izravno iz Teorema 2.1.11. Prvu ¢emo jednakost dokazati
indukcijom po i. Provjerimo da tvrdnja vrijedi zai = 1:

lag : ay,az,...] =ap + - =lap: la; : ar,a3,...]].
la) @ az,as,. . ]

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za i — 1, gdje je i > 1. Tada je

[(101(11,(12,...]:(10+ - s
lai : as,as,...]

a prema pretpostavci indukcije je

1 1

ap + =aqy+
la) : az,as,...] lai @ ay,...,a;0,[ai1 @ aj, a0, .. .]]

1

=adap+
. 1
[al 2 i, (ai_l + [uiiai+|,ui+2,--~])]

1

=qap+

la) : ay,...,ai-1,[a; : Giv1, G, - ]

= [ao cat, ..., 01, [ai it Ai42, - - ]]9

pa tvrdnja vrijedi i za i. Time je pokazano da i prva jednakost vrijedi.
]

Napomena 2.1.19. Primijetimo da za jednostavni veriZni razlomak [ay : ay,...,a,) zapis
lao : ai,...,ai-1,la; : aiy1,...]] ne mora biti jednostavni verizni razlomak.

Teorem 2.1.20 ([12]). Svaki realan broj x moguce je razviti u jednostavni verizni razlomak,
u smislu da konvergente veriZnog razlomka konvergiraju k tom realnom broju.

Dokaz. Oznalimo s a, najveci cijeli broj manji ili jednak x, t;.
ap = LxJ.

Ako x nije cijeli broj, onda postoji r; € R, r; > 1, t.d.

1
Xx=ap+ —. (2.7)
r
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Za x — ay ocito vrijedi

1
O0<—=x-ap<1.
r

Relaciju (2.7) moZemo zapisati kao
x = [ag : nl,
Sada definiramo prirodan broj
ap =1|nl.

Ponovno, ako r nije cijeli broj, onda postoji r, € R, r, > 1, t.d.

1
rn=a+— (28)
r
Iz (2.7) 1 (2.8) slijedi
1
X=ayp+ —=ap+ T
1 a; + 7

.
x=lap : ai, r].

Ovaj postupak moZemo ponavljati sve dok r;, i > 2, nije prirodan broj. Dakle, ako

2, ..., I,—1 nisu prirodni brojevi, onda postoji r,, > 1, r, € R, takav da je
x=lap:ap,ay,...,a,-1,",].
U (n + 1)-om koraku stavimo
ap = [ral.
Ako je r, prirodan broj, onda je r, — a, = 0 1 postupak staje. Tada dobivamo da je
x=lag:a,a,...,a,-1,0a,],

pa zakljuCujemo da je x racionalan broj.
Ako r, nije prirodan broj, postupak se nastavlja. Tadaje 0 < r, —a, < lizar,, € Z,
Tue1 > 1, vrijedi

Ipn =a, + s
T+l
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iz Cega slijedi da je
x=lag:ai,az,....an rwal,

i tako dalje.

Ukoliko postupak nikad ne staje, tj. r;, i > 2, nikad ne postane prirodan broj, imat ¢emo
x = lap : ay,a,,...], odnosno, dobit ¢emo beskonacni verizni razlomak cije konvergente
konvergiraju upravo realnom broju x. Dokazimo to.

Ozna¢imo s x, n-tu konvergentu beskonacnog veriznog razlomka pridruZzenog realnom
broju x, n € N. Dakle, x, = [a : a1, ..., a,] je konacni veriZni razlomak.

Neka su (p,), 1 (¢,), nizovi definirani kao u Teoremu 2.1.11. Tada, n-tu konvergentu x,
mozemo zapisati kao

P
xn__’

qn
Prema Lemi 2.1.18 imamo

Pn-1"n +pn—2
XxX=—-

) (2.9)
qn-1Tn + 4n-2
gdje r, zadovoljava x = [ay : ay,...,a,-1,1,], zan € N. S druge strane, prema Teoremu
2.1.11 mozZemo pisati
nn— + n—
x, = ZnPal T P2 (2.10)

anqn-1 + qn-2 ’
n € N. Sada, iz (2.9) 1 (2.10) slijedi

_ Pn-1Tn + Pn-2 _ anPn-1 + Pn-2
qn-17n + dn-—2 anqdn-1 + qn-—2

X=X,

— (pn—lrn + pn—2)(anqn—l + Qn—Z) - (anpn—l + pn—Z)(Qn—lrn + Qn—2)
(qn—lrn + qn—Z)(anQn—l + Qn—Z)

— (rn - an)(pn—lqn—Z) + (an - rn)(pn—an—l)
(qn—lrn + Qn—Z)(anQn—l + qn—2)

— (rn - an)(pn—lqn—Z - pn—an—l)
(qn—lrn + Qn—Z)(anqn—l + Qn—Z) .
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Ocijenimo sada dobiveni izraz odozgo po apsolutnoj vrijednosti. Definirali smo a, kao
Lr.], pavrijediO < r,—a, < 1(0 < r,—a, vrijedi jer pretpostavljamo da postupak ne staje,
odnosno, r, nije cijeli broj). Takoder, iz Leme 2.1.13 slijedi da je |p,-1¢n,—2 — Pn-2qn-1] = 1.
Buduéi da je r, > a,, ¢,-1 > 01 prema Teoremu 2.1.11 vrijedi ¢, = a,4,-1 + ¢»—2, imamo
TuGn-1 + Gn-2 > Anqu-1 + Gn-2 = qn, 1 € N. 1z navedenoga zaklju€ujemo da vrijedi

1 1
< -
(Qn—lrn + Qn—Z)(anQn—l + qn—Z) q,

|x — x,| <

Kao $to smo ve¢ komentirali, g, je strogo rastuéi niz zan > 1, pa g, — oo kad n — oo,
stoga |x — x,| — 0 kad n — oo, pa x, — x. Dakle, konvergente beskonacnog veriznog
razlomka konvergiraju realnom broju x. O

2.2 Konstrukcija Cantorovog skupa

Ovo potpoglavlje napisano je prema [6].
Neka S (k), k € Z, k > 2, oznadava skup realnih brojeva « takvih da 0 < & < k7! i razvoj
broja @ u verizni razlomak ne sadrzi parcijalni kvocijent manji od k (nulu uzimamo kao
recipro¢nu vrijednost beskona¢nog parcijalnog kvocijenta, pa ona pripada skupu S (k)).
Pokazat ¢emo da je za svaki k € Z, k > 2, skup S (k) Cantorov skup toCaka na intervalu
[0,k7'].

Prisjetimo se da se Cantorov ternarni skup dobiva uklanjanjem odgovarajuéeg beskonacnog
skupa disjunktnih otvorenih srednjih intervala (trecina) sljedec¢im postupkom:

Uzmemo zatvoreni interval A = [x, x + a] na realnom pravcu kojem uklanjamo srednji
otvoreni interval A, = (x + a;, x + a; + ap), aj,a;; > 01a; + a;p < a. Preostaju dva
zatvorena intervala A; = [x,x + a;] 1A, = [x + a; + a2, x + a]. Sada, ukolikoiz A, 11z A,
na isti nacin uklonimo srednje otvorene intervale i isti postupak ponovimo sa svim zatvore-
nim intervalima koje dobijemo u svakom pojedinom koraku, tada ¢e tocke koje preostaju u
skupu A (odnosno ne nalaze se niti u jednom od uklonjenih otvorenih intervala) saCinjavati
Cantorov skup tocaka, C(A).

Na pocetku postupka uzmimo interval A = [0,k~!]. Neka je [0 : ay,a», as, .. .] verizni
razlomak s parcijalnim kvocijentima a;, i € N. U odredivanju podintervala skupa A dva su
tipa intervala s racionalnim rubnim tockama koje je potrebno razmotriti:

e /. tip: interval oblika /:
[[O - ap,an,as,. .. ’an]7 [O - ap,an,as,. .. ,an+l]], (211)

gdje je n € Z, paran i a; > k, za svaki i.
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e 2. tip: interval oblika 2:
[[0 -ap,ap,as,. .., an]’ [0 -ap,ap,as,. .., an—l]]9 (212)
gdje je n € Z, paran i a; > k, za svaki i.

Uo&imo, interval od kojeg kreéemo A = [0, k'] = [[0 :], [0 : k]], pa je to interval oblika /,
uzn=0.

U postupku uklanjanja srednjih intervala iz svakog se intervala oblika / uklanja otvoreni
interval oblika

<[O - ap, a, as,...dy, Ayl + 1]’ [O - ap, a, as, ... 7al’l+17k]>’ (2'13)
dok se iz svakog intervala oblika 2 uklanja otvoreni interval oblika
<[0 - a1, dz,as, ..., 4y, k], [O 101,02,03,...,0,-1,0y + 1]> (214)

Uzmimo interval oblika / te iz njega uklonimo srednji otvoreni interval (2.13). Na lijevoj
strani dobivamo

[[0 -4, a,as,...,0, 1, an]a [0 1A1,a2,03, ...y, Apy T 1]]’ (215)
Sto je ponovno interval oblika /. Na desnoj strani dobivamo
[[O - ady,dp, as, ..., al’l+17k]a [0 - dap, a,das, ..., a4y, an+]]]’ (2'16)

Sto je interval oblika 2. Uzmimo sada interval oblika 2 te promotrimo §to dobivamo ukla-
njanjem srednjeg otvorenog intervala (2.14). Na lijevoj strani ostaje

[[O 14y, a,as, ..., an]a [O 14y, a,as,...,4,, k]]7 (217)
Sto je interval oblika /, dok na desnoj strane ostaje
[[0 14, a2,43, . ..,0p-1,0, + 1]’ [O - ap,a,as, ..., an—l]]a (218)

Sto je interval oblika 2. U oba slucaja uklanjanjem srednjeg otvorenog intervala dobit e
se se interval oblika / na lijevoj strani i interval oblika 2 na desnoj strani. Ponavljanjem
postupka rezultirajuci Cantorov skup tocaka bit ¢e S (k).

Doista, iz odabira pocetnog intervala, A = [0, K, k> 2, proizlazi da je za svaki @ €
S (k),0 < a < k™!, Provjerimo jo§ da uklonjeni intervali (2.13) i (2.14) ne sadrZe elemente
skupa S(k) i da je svaki element skupa A koji se ne nalazi u S (k) sadrzan u nekom od
uklonjenih otvorenih intervala.
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Promotrimo dva tipa otvorenih intervala koje uklanjamo. Interval oblika (2.13) mozemo
zapisati kao ([0 : ay,a,,a3,...,a,11,1],[0 : ay,a;,a3,...,a,.1,k]). Vidimo da za (n + 2).
(neparni po redu) parcijalni kvocijent a,,, svakog pojedinog elementa intervala vrijedi
1 < ay2 < k. Analogno, otvoreni interval oblika (2.14) koji uklanjamo moZemo zapi-
sati kao ([0 : a,az,a3,...,a,,k],[0 : ay,a,a3,...,a,-1,a,,1]), te za (n + 1). (parni po
redu) parcijalni kvocijent a,,; svakog pojedinog elementa intervala vrijedi k > a,.; > 1.
ZakljuCujemo da, povecavanjem n € N, uklanjamo tocno one elemente koji imaju neki
parcijalni kvocijent manji od k.

Marshall Hall je u [6] objavio zanimljivu primjenu konstrukcije Cantorovog skupa
pomocu veriznih razlomaka. Neka su U,V C R. Definiramo zbroj U + V dva skupa
toCaka U1V's

U+V=u+v:uelU, veV}

Neka su C(A) i C(B) dva Cantorova skupa tocaka dobivena od intervala A, odnosno B, na
gore opisani naCin. Hall je dokazao lemu koja daje dovoljan uvjet da skup C(A) + C(B)
pokrije cijeli interval A + B. Slijedi iskaz bez dokaza.

Lema 2.2.1 ([6]). Neka su A, B dva intervala na skupu R. Neka je, bez smanjenja opcenitosti,
duljina intervala A veca ili jednaka od duljine intervala B. Neka je omjer duljina duljeg
intervala A i kraceg intervala B manji ili jednak 3. Nadalje, pretpostavimo da je u gornjem
postupku dobivanja skupova C(A) i C(B) duljina oba uklonjena intervala u svakom koraku
manja ili jednaka od duljine preostalog zatvorenog intervala. Tada C(A) + C(B) pokriva
cijeli interval A + B.

Ovu Lemu Hall koristi kako bi dokazao da vrijedi S (2) + S(2) = [0, 1], a time i tvrd-
nju da se svaki realni broj moZe prikazati kao zbroj dva realna broja od kojih svaki ima
racionalni dio ¢iji razvoj u verizni razlomak ne sadrZi parcijalni kvocijent manji od 2.

Naime, koriste¢i Lemu 2.2.1 pokazimo da vrijedi S(2) + S(2) = [0, 1]. Stavimo k = 2
iinterval A = B := [0,k”'] = [0,27']. Prvo, oéito je duljina intervala A jednaka duljini
intervala B, pa je i veca ili jednaka, a omjer njihovih duljina manji ili jednak 3. IzraCunajmo
sada duljinu intervala (2.11).

Vrijedi:
Pn+1 _ &
qn+1 qn

— |pn+1qn - ann+1|
|ann+1|

Pn+19n — Pnqn+1
qngdn+1

|[[0 $ay,a,as,. .. ,an]a [0 L4y, a,as,. .. ,an+l]]| =
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gdje su (p;), (g;) nizovi definirani kao u Teoremu 2.1.11.
Sada je prema Lemi 2.1.13 brojnik jednak 1, pa je duljina intervala (2.11) jednaka

1
dnqn+1 .

Sliénim racunanjem duljine uklonjenog intervala (2.13) i duljine preostalih intervala (2.15)
1 (2.16) dobivamo da omjer duljina uklonjenog intervala 1 intervala preostalog na lijevoj
strani te omjer duljine uklonjenog intervala i intervala preostalog na desnoj strani respek-
tivno:

k- 1q,
(k= Dgn (2.19)
an+1 + qn
i
k- 1q,
k= D1 (2.20)
qn+1 + qn
Sli¢no, duljina intervala (2.12) je
1
Qn—lqn ’

a omjer duljina uklonjenog intervala (2.14) i preostalog intervala na lijevoj strani (2.17)
te omjer duljina uklonjenog intervala (2.14) i preostalog intervala na lijevoj strani (2.18)
respektivno:

k- 1)q,
k= Dan 2.21)
qn + 4n-1
i
k= 1)q,.
k= Dot (2.22)
an + Qn—l

Sada, za k = 2, ocito je (2.19), (2.20), (2.21) 1 (2.22) manje ili jednako 1, pa moZemo
primijeniti Lemu 2.2.1.

Zak =2iinterval A = B := [0,k!] = [0,27'], S(2) je C(A). Prema prethodnoj konstruk-
ciji vrijedi da je C(A) = S(2). Sada je prema Lemi 2.2.1 S2)+S2)=A+ A = [0, 1].






Poglavlje 3

p-adski brojevi i Cantorov skup

U ovom poglavlju predstavljena su dva pristupa p-adskim brojevima, pristup sa stajaliSta
analize 1 pristup sa stajaliSta algebre. U nastavku e biti pokazana primjena p-adskih bro-
jeva u proucavanju nekih zanimljivih svojstava Cantorovog skupa kao Sto je postojanje
homeomorfizma izmedu Cantorovog skupa i skupa Z, opisanog u nastavku. Poglavlje
zapocinjemo osnovnim definicijama koje ¢e nam koristiti u nastavku.

Definicija 3.0.1 (Grupa, [17]). Neka je G neprazan skup i = operacija na G. KaZemo da je
G grupa s operacijom *, te oznacavamo uredenim parom (G, x), ako vrijedi:

(1) G je zatvoren s obzirom na *, odnosno, ako su a, b € G, onda je a + b € G. KaZemo i
da je * binarna operacija na G.

(i) Postoji neutralni element, odnosno postoji e € G takav da, za svaki a € G, vrijedi
axe=e*xa=a.

(iii) Za svaki a € G postoji a' € G takav da

axa'=a'xa=e.
(iv) Operacija * je asocijativna, tj. za svaki a, b, ¢ € G vrijedi
ax((b+c)=(axb)=xc.
Dodatno, ako je operacija * komutativna, tj. ako za svaki a, b € G vrijedi
axb=>b=xa,

onda kazZemo da je (G, *) Abelova ili komutativna grupa.

31
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Definicija 3.0.2 (Prsten, [17]). Neprazan skup R nazivamo prstenom ako su na njemu de-
finirane dvije binarne relacije + i * koje zadovoljavaju:

(1) a+ b =b+a, za svaki a, b € R. (Komutativnost zbrajanja).
(i) a+ (b +c)=(a+b)+c zasvakia, b, c € R. (Asocijativnost zbrajanja).

(iii) Postoji 0 € R takav da a+0 = 0+ a = a, za svaki a € R. (Neutralni element za
zbrajanje).

(iv) Za svaki a € R postoji —a € R takav da a + (—a) = (—a) + a = 0. (Suprotni element
za zbrajanje).

(v) ax(bx*c)=(ax*b)=*c, za svaki a, b, c € R. (Asocijativnost mnoZenja).

(vi) Vrijedi svojstvo distributivnosti, odnosno, za svaki a, b, ¢ € R, vrijedi:

ax(b+c)=axb+axc

b+c)xa=bxa+cx*a.

Primijetimo da se u definiciji ne zahtijeva postojanje multiplikativnog jedini¢nog ele-
menta niti komutativnost operacije *. Ako u prstenu R postoji jedini¢ni element takav da
za svakia € R vrijedia * 1 = 1 * a = a, onda takav prsten zovemo prsten s jedinicom.
Takoder, ako za svaki a, b € R vrijedi axb = b+a, onda kazemo da je R komutativni prsten.

Definicija 3.0.3 ([17]). Prsten R s jedinicom zovemo prsten s dijeljenjem ako za svaki
a # 0 € R postoji b € R takav da axb = bxa = 1. Obicno, b oznacavamo kao a™" i zovemo
inverznim elementom od a s obzirom na operaciju .

Primjer 3.0.4. Prsten racionalnih brojeva Q sa standardnim operacijama zbrajanja i odu-
zimanja je prsten s dijeljenjem. Prsten cijelih brojeva Z nije prsten s dijeljenjem jer npr.
za cijeli broj 5 ne postoji x € Z takav da je S + x = x*5 = 1.
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Definicija 3.0.5 ([17]). Za prsten R kazemo da je polje ako je R komutativan prsten s
dijeljenjem.

Primjer 3.0.6. Prsten C kompleksnih brojeva, s uobicajenim operacijama zbrajanja i
mnoZenja, je polje. Polje kompleksnih brojeva sadrZi potpolje racionalnih brojeva Q =
{41aez beny

3.1 p-adski brojevi

Definicija 3.1.1 (Metrika, [8]). Neka je S # (0. KaZemo da je preslikavanjed : S XS — R
metrika i/i funkcija udaljenosti na skupu S ako vrijedi:

(1) d(x,y) >0, za svaki x, y € §,
(1) d(x,y) = 0 ako i samo ako je x =y,
(iii) d(x,y) = d(y, x), za svaki x, y € S,
(iv) d(x,y) <d(x,z) + d(z,y), za svaki x, y, 7€ S.

Uredeni par (S, d) nazivamo metricki prostor, a uvjete (i) - (iv) aksiomi metrike.

Definicija 3.1.2 (Ultrametrika, [17]). Neka je na nepraznom skupu S definirana funkcija
d:S x§ — [0,00). KaZemo da je d ultrametrika ako vrijedi:

(1) d(x,y) >0, za svaki x, y € §,
(11) d(x,y) = 0 ako i samo ako je x =y,
(1) d(x,y) =d(y, x), za svaki x, y € S,

(iv) d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)}, za svaki x, y, 7 € S.

Definicija 3.1.3 (Norma na polju, [17]). Neka je F polje. KaZemo da je preslikavanje
|| -1l : F — [0, c0), norma na polju F ako vrijedi:

1) |lxll = 0, gdje je ||x|| = 0 ako i samo ako je x = 0, za svaki x € F,
1) [lx - yll = llxll - [Iyll, za svaki x, y € F,

(iii) [|x + yl| < l|xll + |Iyll, za svaki x, y € F. (Nejednakost trokuta).



34 POGLAVLIJE 3. P-ADSKI BROJEVII CANTOROV SKUP

Za normu kaZemo da je nearhimedska norma ako nejednakost trokuta mozemo zami-
jeniti ja¢im uvjetom, tj. jakom nejednakoscu trokuta, odnosno nejednakoscu ultrametrike:

llx + yll < max{l|x], [Iyll}.
Ukoliko nejednakost ultrametrike ne vrijedi, normu zovemo arhimedska norma.

Definicija 3.1.4 (p-adska valuacija, [3]). Neka je x € Z, x # 0 i p prost broj, p > 2.
Definiramo p-adski red ili p-adsku valuaciju cijelog broja x kao:

ord,x = max{r € Z : p" dijeli x}.
Nadalje, za x € Q, p-adska valuacija definira se kao:
ord,x := ord,a — ord,b,

gdje je x = % bilo koji zapis racionalnog broja, a € Z, b € N.

Primijetimo da je ord, u gornjoj definiciji dobro definiran za racionalni broj #, tj. ako

’

je 5 = 4;,ondaje
_ ’r_ ’
ord,a — ord,b = ord,a’ — ord,b’".
i = a ; a _ a; a _ ool s
Neka je x = ord,,b. Tada je za o= 1ord,,b, = x. Oznac¢imo: u := ord,a i v := ord,b.

Sada je po definiciji ord,a — ord,b = u —v = ord,§ = ordpzi: = ord,a’ —ord,b’.
Napomena 3.1.5. Dogovorno uzimamo da je ord,0 = +oo.

Primjer 3.1.6. ord,96 = 5, jer 2° | 96.

Primjer 3.1.7. ordgé =ord;7 —ord;12=0-1=-1.

Napomena 3.1.8. Primijetimo da je, za dani prosti broj p, svaki broj x € Q moguce na

jedinstven nacin zapisati u obliku

a
X = p"E, 3.1

gdjejen€Z, pta, ptbia, bsurelativno prosti.

Propozicija 3.1.9 ([3]). Za x € Q vrijedi ord,x = n ako i samo ako je x = p"3, gdje suai
b relativno prostite p{ a,p 1 b, n € Z.
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Dokaz. Pokazimo prvo smjer ().
Neka je

<
. Q

S

1z definicije valuacije za x € Q imamo

n

ord,x = ord, (%) = ord, (p"a) —ord, ().

Sada, zbog uvjetada p f ai p 1 b slijedi
ord, (p"a) —ord, (b) =n -0 =n.

PokaZimo sada smjer (=).
Neka je za racionalni broj x = £, c € Z,d € N,

ord,x = n.
Tada je,
ord,c —ord,d = n.
Oznacimo ord,c = ziord,d = w, gdje su z,w € Ny. Tada postoje a € Z i b € N takvi da
c=p‘aid = p"bivrijedi
Z—Ww=n. (3.2)
Sada, zbog (3.2), x moZemo zapisati kao

c pta
XxX=—-= =
d p’b

a
n —_—
p b >
pri ¢emu skratimo a 1 b tako da budu relativno prosti.

Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 3.1.10 ([3]). Neka su x,y € Q i p prost broj. Valuacija ord, ima sljedeca
svojstva:

(1) ord,x = +oo ako i samo ako je x = 0,
(i1) ord,(xy) = ord,x + ord,y,

(iii) ord,(x+y) > min{ord,x, ord,y}, pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je ord,x #
ord,y.
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Dokaz. (i) Ocito je ord,x = max{r : p" | x} = oo ako i samo ako p* | x ako i samo ako
x=0.

U dokazu (ii) i (iii) koristimo sljedece:

Neka su x = p”% iy= pvg, u,v € Ny, takvidaa,c € Z,b,d e Nip ta,b,c,dtj. ord,x = u
iord,y = v.

(i1) Tadaje xy = p

u+v ac
bd’>

gdje p 1 ac, bd, iz Cega slijedi
ord,(xy) = u+v = ord,x + ord,y.
(ii1) Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je u < v. Tada je
+ u (a + v—u c)
X = - -]
yEpP\ptr oy

1° Ako je u = v, tada je ord,(x + y) > u = min {ordpx, ordpy}.
2° u # v, onda je

ad + p"bc
bd '

x+y=p" (
Kako p 1 ad iv —u > 0, imamo da je
ord,(x +y) = u = min {ordpx, ordpy} .
O

Definicija 3.1.11 (p-adska norma, [3]). . Za x € Qi p € N prost, definiramo p-adsku
normu racionalnog broja x s

3.3
p =0, zax=0. 3-3)

p—ordpx, Zax + 0’
I, =
Propozicija 3.1.12 ([3]). Za p € N prost, funkcija |- |, : Q — Ry ima sljedeca svojstva:
(1) |xl, = 0 ako i samo ako je x = 0, za svaki x € Q,

(1) |xyl, = |xl,|ylp, za svaki x,y € Q,

(ii1) |x +yl, < max{|xl|,, [yl,}, uz jednakost ako i samo ako je |x|, # |yl,, za svaki x,y € Q.
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Dokaz. Za svaki s € R vrijedi [% > 0, pa (i) ocito slijjedi iz Definicije 3.1.11. DokaZimo
(i1). Zax = 0ili y = 0 iz definicije p-adske norme slijedi da je |x|, = O1ili [y], = 01
lxyl, = |0], = 0, pa tvrdnja oCito vrijedi. Neka su sada x,y € Q razliCiti od nule. Tada je

1 1 1

pord,,(xy) - pord,,x+ordpy - pord,,xp

|xy|l7 = ordy = |x|p|y|p-

Preostaje dokazati (iii). Za x = 0, y = 0 ili x + y = 0 dokaz je trivijalan, stoga, neka su
x,y € Q razliciti od nule. Iz ord,(x + y) > min{ord,x, ord,y} (Propozicija 3.1.10), slijedi
da je i po™t) > min{p°h*, pordy, pa je pTo ) < max{p~oh¥, p~o4}. Iz Definicije
3.1.11 sada imamo

|x + ylp — p—ordp(x+y) < max{p—ord,,x,p—ordpy} — max{lxlp, |y|p}_

Iz svojstva (iii) Propozicije 3.1.12 vidimo da je | - |, nearhimedska norma na Q.

Definicija 3.1.13 (p-adska udaljenost, [17]). Neka su x, y € Q i p prost broj. Definiramo
p-adsku udaljenost izmedu x iy s

dp(x,y) = |x = yl,.

Dokazimo da je, s tako definiranom udaljeno$cu, uredeni par (Q, d,,) metricki prostor.
Preuzeto iz [17]. 1z definicije p-adske norme je |[x—y|, > 0, za svaki x,y € Q, te [x—y|, =0
ako i samo ako je x = y, pa svojstva (i) i (ii) iz Definicije 3.1.1, oCito vrijede. DokaZimo
(iii). Primijetimo da je |-1|, = p~>%D = p® = 1. Za svaki x,y € Q vrijedi

dp(x’y) = |x_y|p =|- l(y_ x)'p =|- 1|p|y_x|p = |y_x|p = d(y_x)[r
Preostaje pokazati (iv). Za svaki x,y, z € Q vrijedi

d(x’y)p =|x _y|p =lx-z+z _ylp < maxf|x - le’ |z _y|p} <lx- le + 1z _y|p
=d(x, Z)p +d(z, y)p-
Pokazali smo da p-adska udaljenost zadovoljava svojstva metrike. Stovie, pokazali smo

da p-adska udaljenost ima jaca svojstva nego metrika. Ona zadovoljava svojstva ultrame-
trike.

Prisjetimo se da polje Q nije potpuno u odnosu na standardnu (arhimedsku) normu | - |,
gdje | - | predstavlja apsolutnu vrijednost broja. Sljedeéi primjer pokazuje da polje Q nije
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potpuno ni u odnosu na normu | - |,, p € N prost. Prije samog primjera prisjetimo se pojma
kongruencije i Eulerovog teorema kojeg navodimo bez dokaza.

Zaa,b € Zin € N definiramo relaciju = (mod n) kongruencije modulo n na Z na sljedeci
nacin: a je kongruentno b modulo n ako i samo ako n | (b — a).

PiSemo, a = b (mod n).

Teorem 3.1.14 (Eulerov teorem, [1]). Neka su a, n € N relativno prosti brojevi. Tada je
a*™ =1 (mod n), 3.4)
gdje je ¢(n) broj definiran s o(n) = card({x € Z : 1 < x < n,(x,n) = 1}).

Pokazimo u Primjeru 3.1.16 da normirani prostor (Q, |-[,) nije potpun vektorski prostor.
Pokazat ¢emo za p > 3. Tvrdnja je istinitai za p = 2, 3, ali ne¢emo navoditi kontraprimjer.
Dakle, u primjeru ¢emo pronaci niz racionalnih brojeva koji je Cauchyjev u normi | - |,, ali
u toj normi ne konvergira.

Prije samog primjera, trebat ¢e nam definicija Cauchyjevog niza u normiranom prostoru.

Definicija 3.1.15 ([16]). KaZemo da je niz (x,),en u normiranom prostoru (X, |-|) Cauchyjev
niz ako za svaki € > 0 postoji n. € N takav da za sve n, m € N, n, m > ne, vrijedi

|xn - -xm| <E€.

Primjer 3.1.16 ([16]). Neka je p > 3 prost broj. Uzmimo a € Z takavda 1 < a < p — 1.
Oznacimo s (x,), € N niz racionalnih brojeva, gdje je x, := a', n € N. Provjerimo da je
ovo Cauchyjev niz:

n+1

n n neo
Xps1 — Xp =a? —a” =a" (@ PV - 1).

n

Iz Eulerovog teorema slijedi da je a”"*~" —1 = 0 (mod p™"), jer je p(p"*') = p™! - p" =
P"(p — 1). Sada, iz definicije p-adske udaljenosti i iz svojstava p-adske norme slijedi

n

, |ap"(p—1) _ 1|p < po p=p™",

st = Xl = |a”" (@770 = 1) =a””
ap™” — 0, kadn — oo, pa je (x,), € N Cauchyjev niz u (Q, |- |,).
Pretpostavimo sada da (x,),en konvergira, u p-adskoj normi, nekom broju x € Q, tj. x =
lim,,_, o X,,. Primijetimo da |x — x,|, — 0 kad n — oo povlaci

’}1_)1’2) |xn|p = |x|p-

Kako za svaki n € N vrijedi da p t a”" = x,,, slijedi da je ord,x, = 0, za svaki n € N, pa je
|x|p = lim, e |xn|p = 1.
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Iz svojstava p-adske norme slijedi da je x # 0. S druge strane, imamo

P
x = lim x, = lim x,,; = lim(x,)" = (hm xn) = xP.
n—00 n—-o0o n—0oo

n—oo

Sada je, zbog x # 0, x’~' = 1, iz fega slijedi x = 1 ili x = —1. Stoga je a — x cijeli broj i
0 < a - x < p. Zakljucujemo da p 1 (a — x), pa je, opet kao i gore, |x — al, = 1.
Kako x, — x kad n — oo, postoji N € N takav da za svaki n € N,n > N, vrijedi:

|xn _x|p < |x_a|p = 1’
odnosno,
P —
j@”" — x| <lx—al,. (3.5)
Za takve n > N, s druge strane takoder vrijedi
_ N . & P —_ 7" P
lx—al, = |x a’ +a a|p < max{|x a |p, |a a|p}, (3.6)

prema svojstvima ultrametrike.
Kako je, prema (3.5), |x — af”n|]7 < |x —al,, iz (3.6) zakljucujemo da je

x—dal, = |o" —a| =lal, |~ 1] =]a"" 1] <1,

pri emu posljednja nejednakost slijedi iz Korolara® koji slijedi iz Fermatovog malog te-
orema' . Dobiveni rezultat je kontradikcija s tvrdnjom da je |x — a| » = 1. Dakle, Cauchyjev
niz (X, )nen ne konvergira u (Q,| - |,).

3.1.1 Upotpunjenje (Q,|-|,)

Upotpunimo sada polje Q do polja koje oznacavamo Q,,. Jedan od nacina na koji je moguce
do¢i do upotpunjenja polja Q jest koriste¢i Cauchyjeve nizove. Prisjetimo se upotpunjenja
polja Q s euklidskom normom do skupa realnih brojeva, R. Sli¢na se ideja mozZe primijeniti
i na skup Q s definiranom p-adskom normom i p-adskom udaljenosti induciranom takvom
normom.

'"Teorem 3.1.17 (Fermatov mali teorem, [1]). Neka je p prost broj i a € N takav da p 1 a. Tada je
a’!' =1 (mod p).

?Korolar 3.1.18 ([2]). Neka je p prost broj te k € Z, k > 0, i neka je n € N takav da p t n. Tada je
' l=1 (mod p).
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Definicija 3.1.19 (p-adska ekvivalencija Cauchyjevih nizova, [11]). Neka je p fiksan prost
broj. Za dva Cauchyjeva niza (x,) i (y,) u normiranom prostoru (Q,| - |,), pri ¢emu je
Xn, Yn € Q, za svaki n € N, kazemo da su ekvivalentna u odnosu na p-adsku normu ako
vrijedi

lim [x, — yal, = 0.
n—oo

Oznacimo s (x) konstantan Cauchyjev niz u kojemu su svi ¢lanovi jednaki x, x € Q.
Ocito je (x) ~ (x') ako 1 samo ako je x = x’, x’ € Q. Klasu ekvivalencije konstantnog niza
(x) oznacavamo Cesto i samo s x. Klasu ekvivalencije niza (0) tako oznacavamo s 0.

Dokazimo da je ekvivalencija Cauchyjevih nizova, u oznaci ~, relacija ekvivalencije.
Neka su (x,) 1 (y») Cauchyjevi nizovi u normiranom prostoru (Q,| - |,), x,,y, € Q, za
svaki n € N. Vrijedi, (x,) ~ (x,) jer je (x, — X,)nen konstantan niz s vrijednoS¢u 0, pa je
lim, e [X, — Xul, = 1im,, [0, = 0 1 vrijedi da je relacija ~ refleksivna.

Neka su (x,), (y,) nizovi takvi da je (x,) ~ (yn), §. lim, e [x, — yul, = 0. Tada je i
lim,, oo | = (X4 = Yu)lp = lim, e [y, — X4l, = 0, pa vrijedi da je relacija ~ simetricna.

Neka su (x;), (ya), (z,) nizovi takvi da je (x,) ~ (Vo) 1 (Vu) ~ (2a)s §. iMoo (X0 = yulp =
01 limn—wo |yn - anp = 0’ pa je hmn—wo |xn - anp = limn—wo |(xn - yn) + (yn - Zn)lp <
lim,,_, o (max{lxn — Yalps Y0 = 2al p}) = 01 relacija ~ je tranzitivna, pa slijedi da je relacija
ekvivalencije. Preuzeto iz [17] 1 [9].

Pomocu te relacije sada moZemo definirati klase p-ekvivalentnih Cauchyjevih nizova. Skup
svih klasa ekvivalencije Cauchyjevih nizova u (Q, | - |,) bit ¢e upotpunjenje skupa Q, u oz-

naci Q,,.

Definicija 3.1.20 (p-adska norma klase ekvivalencije Cauchyjevih nizova, [11]). Neka je
la] klasa ciji je reprezentant niz racionalnih brojeva (a,). Definiramo p-adsku normu klase
ekvivalencije [a] kao:

lall, = lim Ja,l,
gdje je (a,) bilo koji reprezentant klase [a].

Limes u Definiciji 3.1.19 postoji jer:

e ako je [a] = 0, onda je lim,_,, |a,|, = 0, po definiciji.
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e ako [a] # 0, onda postoji € > O takav da za svaki N € N postoji indeks iy € N,
iy > N, takav da vrijedi:

laiylp, > €. (3.7)

Buducdi da je (a,) po definiciji Cauchyjev niz, za € > 0 kao gore te za dovoljno velik
N, vrijedi |a; — ay|, < €, zasve i,i’ > N, i,i" € N. Stoga,

la;, — ail, <€, (3.8)

zaiy,i > N,iy,i € N.

Znamo da, za iy, i kao gore, vrijedi: |a;,|, = |(a;, — a;) + a;|, < max {IaiN - ail, Iailp},
a kako je, zbog (3.7) 1 (3.8), lai,|, > lai, — ail,, mora biti |a;, |, < |ail,.

S druge strane, za iy, i kao gore, vrijedi |a;|, = |a;,+(a;,—a;,)|, < max {Ia,-NI,,, la; — a,-NI,,},
paje, zbog (3.7) 1 (3.8), lail, < laiyl,.

ZakljuCujemo da vrijedi jednakost |a;|, = l|a;,|,. Dakle, za svaki i > N, |a;|, ima
konstantnu vrijednost |a;,|,. Tada je lim;_ |a;|, jednak toj konstanti. Preuzeto iz
[11].

Takoder, primijetimo da definicija ne ovisi o reprezentantu jer za ekvivalentne nizove (x,,),
(yn), predstavnike klase [a], vrijedi da je lim, .« |X, — yul, = 0. Naime, iz svojstava p-adske
norme slijedi:

1Xalp = %0 = Yu + Yulp < 10 = Yulp + [yalp- (3.9)
Analogno,
Walp = 1yn = Xn + Xulp < lyn = Xalp + Xl (3.10)
Zbog |yn = Xulp = [(=D)Cxtn = yu)lp = | = 1plxn = Yulp = %0 = yulp 112 (3.9) 1 (3.10) slijedi:
0 < l1xalp = [yulpl < %0 = yulp-

Sada je 0 < lim,,_,oo [|Xn], = |Yaulpl < 1imy,e X, — yul, = 0, pa iz Teorema o sendvicu slijedi
lim, e [1Xalp = [yalpl = 0, 1. lim,, o0 [X4], = im0 [yul,. Preuzeto iz [11].

Na prostoru klasa Q, ekvivalentnih Cauchyjevih nizova definiramo operacije zbrajanja
i mnoZenja. UmnoZzak klasa [a] i [b] definiramo kao klasu

[a] - [b] := [ay - Dyl

gdje su (a,) i (b,) bilo koji predstavnici klasa [a] i [»]. PokaZimo da je ta operacija dobro
definirana, tj. neovisna o izboru predstavnika klasa.
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Neka su (a,) 1 (b)) Cauchyjevi nizovi takvi da je (a;,) ~ (a,) 1 (b)) ~ (b,). Pokazimo da
vrijedi (a, b)) ~ (a,b,). Imamo
17} )

Kad n — oo prvi izraz pod maksimumom poprima vrijednost |[a]], - 1lim,,_,« |b, — b,|, = 0,
a drugi |[b]], - lim, . |a, — a,l, = 0, pa slijedi da je lim,_, |a,b;, — a,b,|, = 0, odnosno,
(a,by) ~ (anby).

a,b, — a,b, a, (b, —b,) + b,(a, — a,) ) < max { a, (b, —b,)| ,|bu(a, —ay)

P p’

Na sli¢an nacin definiramo operaciju zbrajanja na klasama u Q,. Zbroj klasa [a] 1 [b]
definiramo kao klasu

[a] + [D] := [an + Dy,

gdje su (a,) 1 (b,) bilo koji predstavnici klasa [a] 1 [b].
Ponovno, neka su (a;,) i (b)) Cauchyjevi nizovi takvi da je (a,) ~ (a,) 1 (b)) ~ (b,).
Pokazimo da je operacija zbrajanja dobro definirana. Vrijedi:

p}'

Sada iz (a;,) ~ (a,) 1 (b,) ~ (b,) slijedi da je lim,_,, |a;, — a,l, = 01lim,_ b, — b,|, = 0.
ZakljuCujemo da je lim,_,q (l(a,’l + b)) - (a, + bn)lp) = 0, odnosno (a, + b)) ~ (a, + b,).
Preuzeto iz [11].

|(a, + b)) — (a, + D)

@, — a, + b, = b,| < max{ b, —b,

’
a, — a,

P p’

Propozicija 3.1.21 ([11]). Skup klasa ekvivalencije Cauchyjevih nizova racionalnih bro-
Jjeva, Q,, uz gore definirane operacije zbrajanja i mnoZenja, je polje.

Dokaz. Neka su [a], [b], [c] € Q, klase ekvivalencije s reprezentantima (a,), (b,), (c,) res-
pektivno.

e Komutativnost zbrajanja: [a] + [b] je klasa ekvivalencije reprezentirana nizom (a, +
b,) = (b, + a,). Dakle, b + a je takoder klasa ekvivalencije, odnosno, [a] + [b] =

[b] + [al.

e Asocijativnost zbrajanja: [a] + ([b] + [c]) je klasa ekvivalencije s reprezentantom
(an + (by + cn)) = (an + by + ) = ((an + by) + cp), pa je i ([a] + [b]) + [c] klasa
ekvivalencije, odnosno, [a] + ([b] + [c]) = ([a] + [b]) + [c].

e Neutralni element za zbrajanje: [a] + O je klasa ekvivalencije reprezentirana nizom
(a, + 0). Takoder, (a, + 0) = (a,). Dakle, [a] je takoder klasa ekvivalencije reprezen-
tirana tim nizom. Slijedi, 0 + [a] = (komutativnost zbrajanja) = [a] + 0 = [a], pa je
0 neutralni element za zbrajanje.
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e Suprotni element za zbrajanje: Za klasu ekvivalencije [a] suprotni element za zbra-
janje je ona klasa ekvivalencije [b] reprezentirana s (b,) = (—a,).

e Komutativnost mnoZenja se dokazuje analogno kao za zbrajanje.
e Asocijativnost mnoZenja se dokazuje analogno kao za zbrajanje.

e Neutralni element za mnoZenje: [a] - 1 je klasa ekvivalencije reprezentirana nizom
(a, - 1). Takoder, (a, - 1) = (a,). Dakle, [a] je takoder klasa ekvivalencije reprezenti-
rana tim nizom. Slijedi, 1 - [a] = (komutativnost mnoZenja) = [a]-1 =a,paje 1 # 0
neutralni element za mnoZenje.

e Inverzni element za mnoZenje: Ukoliko za neke elemente niza (a,) vrijedi da je
a, = 0, tada definiramo niz (a,) s

, a,, a,#0,
a, =1 . P
p9 n — .

Takav je Cauchyjev niz ekvivalentan nizu (a,), pa inverzni element za mnoZenje

klase [a] moZemo definirati kao klasu [b] reprezentiranu nizom (b,,) = (i) = (a;l).

e Pravilo distribucije: [a]([b] + [c]) je klasa ekvivalencije s reprezentantom
(an(bn + cn)) = (anbn + (lnCn),
pa je [al[b] + [a][c] takoder klasa ekvivalencije, odnosno, [a]([D] + [c]) = [a][b] +
[b][c].
Analogno, ([b] + [c])[a] je klasa ekvivalencije s reprezentantom

((bn + Cn)an) = (bnan + cnan),

pa je [b][a] + [c][a] takoder klasa ekvivalencije, odnosno, ([b] + [c])[a] = [b][a] +
[c]la].

ZakljuCujemo da je Q,, uz operacije zbrajanja i mnoZenja definirane kao gore, polje. O

Definicija 3.1.22 (p-adski brojevi, [11]). Polje (Q,,|:|,) definirano kao gore zovemo polje
p-adskih brojeva, a njegove elemente [a] (klase ekvivalentnih Cauchyjevih nizova) nazi-
vamo p-adskim brojevima.

Propozicija 3.1.23 ([11]). Polje p-adskih brojeva Q, je potpuno u odnosu na normu | - |,.
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Dokaz. Neka je ([a;])j, j € N, proizvoljan Cauchyjev niz klasa ekvivalencije u Q,. Pri-
padajuce reprezentante klasa [a;] ozna¢imo s (aj;);. Znamo da su to Cauchyjevi nizovi
racionalnih brojeva, pa vrijedi:
Za svaki j € N i za svaki & > 0, postoji N;, € N, takav da, za sve i,i" > N;,, vrijedi
|aj,,~ — aj,,v|p < &. Posebno, za ¢ = 1%] € N, postoji N; € N, takav da, za sve i,i” > Nj,
vrijedi

g — | <~ (3.11)

Jt Sl p pj' .

Provjerimo da je (a;y;); Cauchyjev niz racionalnih brojeva. Naime, kako je [a;]; Cauchyjev
niz, za svaki € > 0 postoji jy € N takav da za svaki i, k > jo, i, k € N, vrijedi:

. (3.12)

W M

lim |a;, — ai,l, = lla; — arll, = llai] = [ae]l, <
n—oo

Uzmimo sada ¢ > 0. Tada postoji j; € N takav da # < £. Tada za svakim > j;, m € N,
vrijedi takoder —; < 1% <e.

Sada stavimo J := max{jo, ji}. Zam,n > J, prema (3.11) 1 (3.12) i uz izbor dovoljno
velikog N > max{N,,, N, }, vrijedi sljedece:

|am,Nm - an,N,,| < |am,N,,, - am,Nl + |am,N - an,Nl + |an,N - an,N,,
1 g 1
<—+-+—<e
p]() 3 p]O
Tvrdimo da je klasa ekvivalencije niza (a;;),, limes niza ([a;]),.
avimo a := (a;y.);. Pokazimo da je [a] limes niza ([a;]) ;.
St ;) j- Pok daje [a] 1 la;]);

Uzmimo & > 0 i uzmimo j, takav da je Jlo < &. Iz definicije p-adske norme, za j > j,
prema (3.11) i zbog Cauchyjevosti niza (a;y;), vrijedi:

lla;] = [all, = lim|a;; — a;y,],
100
< hm |Clj’i - Clj’lep + hm |Clj’N,. — a;n; p
1—00 1—00 X
< e + £ <
< = - E.
3 3
(3.13)

Slijedi, |[a;] — [all, — 0, kad j — oo, odnosno, [a;] — [a] u Q,, kad j — oo.
Dakle, svaki Cauchyjev niz u Q, je konvergentan s obzirom na p-adsku normu, odnosno,
polje Q, je potpuno. m|
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3.1.2 Drugi nacin prikaza p-adskih brojeva: p-adska ekspanzija

U dokazu Teorema 3.1.25 koji ¢e nam omoguciti prijelaz s apstraktnih klasa ekvivalencije
Cauchyjevih nizova na konkretniji zapis elemenata Q,, u obliku tzv. p-adske ekspanzije,
koristimo sljedecu lemu. Takav, operativniji zapis, koristit ¢e nam u potpoglavlju 3.3 Pri-
mjena p-adskih brojeva u Cantorovom skupu.

Lema 3.1.24 ([11]). Neka je x € Q takav da je |x|, < 1. Tada, za svaki i € N, postoji
jedinstveni @ €{0,1,2,..., p' — 1} takav da vrijedi |a — x|, < p™'.

Dokaz. Neka je x = ;—7’, do kraja skracen razlomak, a € Z,b € N. Fiksirajmo i € N. Kako
je |x[, < 1, mora biti ord,x > 1, tj. postoji prirodan broj k > 1 takav da x = pk% (4.
k := ord,x), c € Z, pri emu p 1 b. Zato su b i p' relativno prosti. Prema Euklidovom
algoritmu, sada postoje m, n € Z takvi da je mb + np' = 1.

Stavimo a = am. Tada vrijedi:

a i
Ia—xlpzam—zpzzp —llpﬁlmb—llp:|np|p:|n|( ) p’
Posljednja nejednakost vrijedi jer je zan € Z, |n|, < 1. Konacno, ako @ ¢ 0,1,2,...,p" -

1}, tada postoji ]edlnstvem k € Z takav da je a + kp' € {0,1,2,. ..,p — 1}. Za takav a i
dalje vrijedi |o + kp' — X, =la—x+kp' Ip < max{la — x|, Ikpilp} <p*

Teorem 3.1.25 ([11]). Svaka klasa ekvivalencije [a] € Q, za koju vrijedi |[all, < 1 ima
tocno jedan reprezentantni Cauchyjev niz cijelih brojeva (a;); za kojeg vrijedi:

(i) a; €Ny, a; < p',zai €N,
(il) a; = a;y; (mod p'), za i € N.

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost.

Pretpostavimo da postoji neki drugi niz brojeva iz Ny, (a)); ~ (a;);, koji se razlikuje od
niza (a;); za neki indeks iy, tj. a;, # al’.o i koji zadovoljava (i) i (ii). Zbog Cinjenice da je
0<a,<p®i0< ago < plo,aio,alfo € Ny, vrijedi:

’ i
a;, —a; < p”,
iz Cega slijedi da p 1 (a;, — a; ), odnosno, a;, # @], (mod p®).

Za i > iy, zbog (ii), sada imamo: a; = a;, # a;, = a; (mod p"), odnosno, a; # a; (mod p").
Slijedi da p® t (a; — a}), pa je stoga ord,(a; — a}) < iy. Sada je p°¥“=) < pi a to povlati

1 1

o) > 1%, (3.14)

la; —al, =
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za svaki i > i.

ZakljuCujemo da (a;) 1 (a;) nisu ekvivalentni u odnosu na p-adsku normu jer ne vrijedi
lim;_,.|a; — a;| = 0, pa nisu reprezentanti iste klase, a to je kontradikcija s pretpostavkom.
Time smo dokazali jedinstvenost.

DokaZimo egzistenciju.

Neka je Cauchyjev niz racionalnih brojeva (b;); proizvoljan reprezentant klase ekvivalen-
cije [a]. Zelimo naéi njemu ekvivalentan niz cijelih brojeva (a;); koji zadovoljava uvjete
teorema (i) i (ii).

Obzirom da je (b;); Cauchyjev niz, znamo da, za svaki j € N, postoji N(j) € N, takav da za
svaki i,7 > N(j) vrijedi |b; — by|, < p~, gdje N(j) mozemo uzeti kao strogo rastuci niz s
obzirom na j € N.

Uocimo da, za svaki i,i’” > N(1), vrijedi:

1
bl = by + bi = byl, < max {|byl,. |b; — byl,} < max {|b,~f|p, —} .
p

Po definiciji je [[all, = limy_. (|bs],). odnosno, |b;|, — l[all, < 1, kad i’ — co. Takoder,
% < 1, passlijedi da je, za svaki i > N(1), |b;], < 1. Stoga vrijedi da je |by,[, < 1, za svaki
JjEeN.

Sada iz Leme 3.1.24 slijedi da postoji niz cijelih brojeva (a;)jan, 0 < a; < p/ i

1
ja; = bug|, < =, (3.15)

p.l
J € N. Za takav niz (a;); vrijedi tvrdnja (i).
Pokazimo da za niz (a;); vrijedi tvrdnja (ii), te da je takav niz element klase [a], odnosno

(a)i ~ (by);.

Imamo:

|aj+1 - ajlp = |(aj+1 — by¢jsn) + (byiis1) — b)) — (a; — bN(j))|p

< max {|aj+1 - bN(j+1) p’ bN(j+1) - bN(j)L, > |aj - bN(j)|p}

1 1 1 1
<maxq{——,—,— = —,
p]+1 pJ p] p]

J € N, pri ¢emu posljednja nejednakost vrijedi zbog (3.15) i €injenice da je (b;); Cauchyjev
niz.
Vrijedi:

1

a; —a'| =——<—,jeN
| Jj+l Jlp pordp(aj+1—aj) p]’] ’
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pa je
ord,(aj. —aj) > J,
odnosno, vrijedi
Pj | (@j1 —aj), jEN,
Sto je ekvivalentno ajy; = a; (mod p’), Eime je dokazano da vrijedi tvrdnja (ii).
Potrebno je joS provjeriti da je niz (a;); doista ekvivalentan nizu (b;);. Za proizvoljan j € N
1 za svaki i > N(j), vrijedi:
la; = bil, = |(a; ~ a;) + (a; = b)) = (bi = bwiy)|,
bi = byl )

< max{|ai — Clj|p , |Clj - bN(j)

{ 1 1 1 } 1

<maxq—,—,— = —,

pj p./ pj pl

pri ¢emu posljednja nejednakost vrijedi zbog dokazane tvrdnje (ii) (ocito je i > j, a zbog
rasta niza N(j) je N(j) > j) i zbog (3.15). ZakljuCujemo da (zbog proizvoljnosti j € N te
zbog zahtjeva i > N(j), a N(j) je rastuci s obzirom na j) |a; — bi|, — 0, kad i — oo, pa je
(ai)i ~ (bi);. o

Napomena 3.1.26 ([11]). Primijetimo da, ako p-adski broj [a] ne zadovoljava uvjet Te-

orema 3.1.25, tj. ne vrijedi |[a]|, < 1, tada p-adski broj [a] moZemo pomnoZiti s |[a1]| 2 ote
P
[a]

al,; vrijediti |[a’]|, < 1 i na njega moZemo primi-
Jeniti prethodni teorem. Time dobivamo da je [a’] reprezentiran tocno jednim nizom (a);,
Jjedinstvenim u Ny, koji zadovoljava svojstva (i) i (ii) prethodnog teorema, sto znaci da je
la] = [a’]l[all, reprezentiran nizom (a;);, a; € Ny, i € N, gdje je (a;); = (a|[all,);. Takoder,
pokazali smo i da je to jedinstveni niz nenegativnih cijelih brojeva koji reprezentira [a].

p’

Ce za tako dobiveni p-adski broj [a'] =

Neka je [a], p-adski broj te [a'], = % Sad je |[@’]|, < 1. Neka je (af/.)j jedinstveni
reprezentantni niz klase [a’] u N iz Teorema 3.1.25. Definirajmo sad algoritamski p-adsku
ekspanziju od [a’].

Iz uvjeta (1) Teorema 3.1.25 znamo da za svaki Clan niza (a}); vrijedi 0 < a < p.i €N, pa

za p"! postoji jedinstveni d;_; € {0,..., p — 1} takav da vrijedi

’r _ i—1
a; = dip" +rig,

3Logaritmiranjem log,, izraza u Definiciji 3.1.20, moZemo definirati ord,[a] := lim,_, ordp(a,), gdje je
(ay) bilo koji reprezentant klase [a]. U Definiciji 3.1.20 pokazali smo da limes postoji i da ne ovisi o izboru
reprezentanta.
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pri demu je ri_; € {0, ..., p'~! —1}. Induktivno, za p*~? postoji jedinstveni d;_, € {0,...,p—
1}, takav da vrijedi ri_y = di,p™> + 10, riip €{0,...,p""2 — 1}, paje

d,=dip™ +dipTr+ iy,

U i-tom koraku d, biramo iz skupa {0, ..., p—1},a p™ = 1, iz Cega slijedi ry < p™'—1 =0,
paje ro = 0 1 nas postupak staje.

Clanove reprezentantnog niza (a}); sada mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
Cl;:d0+d]p+...+di_1pi_l, (316)

gdjesud; €{0,1,...,p—1},i € N. Iz uvjeta (ii) prethodnog teorema znamo da je a; = a_,
(mod p'). Zbog simetri¢nosti, \_/rijedi d),, = d, (mod p'). Sad je, zbog uvjeta 0 < a/,, <
p, a,,oblikaal , =a; +dp',d; €1{0,...,p— 1}, odnosno, broju a;,, smo dodali jedan
Clan, pa je

(ll{+1 =dy +d1p +...+ d,'_lpi_l + dl‘pi,

gdje sudy,d,,...,d;_ istikao za a;.

Dakle, klasu [a’] moZzemo shvatiti kao broj, u oznaci a’, zapisan u bazi p koji ima be-
skona¢no mnogo znamenaka s obzirom da svaki put kad prijedemo s a; na a;,, moramo
dodati novi ¢lan u zapisu (3.16).

Prema Napomeni 3.1.26, pocetni p-adski broj [a] reprezentiran je (jedinstvenim) cjelo-
brojnim nizom u Ny, (a;);, gdje je (a;); = (a;p™);, te m kao u 3, stoga ¢lanove podetnog
niza (a;); mozemo zapisati kao

dy d di
R e R
PP p

ieN. (3.17)

Nasu pocetnu klasu [a] sada mozemo shvatiti kao decimalan broj a zapisan u bazi p koji
ima kona¢no mnogo znamenaka lijevo od decimalne tocke (uz negativne potencije broja p),
a beskona¢no mnogo znamenaka desno od decimalne tocke (uz pozitivne potencije broja
p). Radi jednostavnosti, koristimo zapis iz Definicije 3.1.27. Preuzeto iz [11].

Definicija 3.1.27 (p-adska ekspanzija p-adskog broja, [11]). Neka je [a] € Q,. Pisemo

d, d,,
[a] ~ =2 + _1+...+—]+dm+dm+1p+dm+2p2+...,
p"p" p

pri Cemu izraz na desnoj strani relacije ~ nazivamo p-adska ekspanzija broja [a] € Q,,.
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Primijetimo da, prema gornjem algoritmu, svi p-adski brojevi ¢ija je p-adska norma
< 1 imaju p-adsku ekspanziju bez negativnih potencija od p, dok svi p-adski brojevi Cija
je p-adska norma > 1 imaju p-adsku ekspanziju s konacno mnogo negativnih potencija od
p.

U Propoziciji 3.1.29 ¢emo dokazati da p-adska ekspanzija broja [a] € Q, doista konvergira
u (Q, | -1,) prema racionalnom broju kojeg ¢emo oznaciti s a i pisati:

d, d d,-
a:=— + 1_1+...+—1+dm+dm+1p+dm+2p2+... (3.18)
p" p" p

Definicija 3.1.28 (p-adski cijeli broj, [11]). KaZemo da je p-adski broj [a] € Q, p-adski
cijeli broj ako njegova p-adska ekspanzija ne sadrzi negativne potencije od p.
Skup p-adskih cijelih brojeva oznacavamo s Zj,.

Z, ={lal€ Q, : llall, < 1}.

Primijetimo da iz Napomene 3.1.26 slijedi da p-adska ekspanzija broja [a] € Q, ne
sadrzi negativne potencije od p ako i samo ako je |[a]|, < 1.

Propozicija 3.1.29 ([11]). Neka je (d;);2_, niz p-adskih cijelih brojeva. Tada je red

i=—m

i dipi,

konvergentan u normiranom prostoru Q,,.

Dokaz. Oznalimo N-tu parcijalnu sumu reda Y2, d;p's Sy, N € N. Tada je
d_, d_,
= — + _+11
rtp"
Dokazimo da niz parcijalnih suma konvergirau Q,.

Uzmimo proizvoljni € > 0 te N € N dovoljno velik tako da plN < &. Sada za svaki M € N,
M > N, vrijedi:

SN +...+dy+dip+...+dyp".

1S v = Swlp = ldup™ +dyp™ ' + .+ dyapV,
< max{ldyp"l,,....ldyei p" )
1
<

p_Na
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pa zakljuCujemo da je niz parcijalnih suma Cauchyjev, dakle, u p-adskoj normi konvergira
uQ,, atadaired Y, d;p' konvergira u Q,. Zbog potpunisti Q, suma reda je takoder
p-adski broj. O

Specijalno, ako stavimo d; € {0, ..., p — 1} (trivijalno p-adski brojevi), po Propoziciji
3.1.29 znamo da desna strana jednakosti (3.18) konvergira u (Q,| - |,) i time je jednakost
opravdana. Stovise, limes je klasa konstantnog niza [(a, a, ...)], gdje je a € Q, pa limes u
tom sluaju mozemo poistovjetiti i s racionalnim brojem a € Q. Na taj nain p-adskom
broju u smislu niza pridruzujemo racionalni broj koji takoder zovemo p-adskim brojem.
Stoga mozemo u Definiciji 3.1.28 pisatii Z, = {a € Q : |[(a,a, .. .)]|, < 1}, a onda slijedi i

Z,={a€Q:lal, <1}.

Primijetimo da postupak mozemo provesti i obrnuto, tj. ako je dan racionalni broj s nekom
p-adskom ekspanzijom, moZemo jednoznacno naci klasu koja odgovara toj ekspanziji. Uz-
mimo p-adsku ekspanziju a = 1% + Z‘,l R I dp + dpi1p + dpiap® + . ... Tada niz
parcijalnih suma p-adske ekspanzije (S y)y predstavlja jedinstveni konvergentan niz u Q,
a time i Cauchyjev niz u (Q, | - |,). Njegova klasa ekvivalencije predstavlja element iz Q,,.

Jedan od reprezentanata te klase je i (a,a,a, . ..). Preuzeto iz [11].

Naposlijetku, primijetimo da nam Teorem 3.1.25 garantira jedinstvenost p-adske ekspan-
zije.

3.1.3 Aritmetikau Q,

OpisSimo algoritme zbrajanja i mnoZenja p-adskih brojeva. p-adska ekspanzija omoguéava
nam izvodenje racunskih operacija nacin vrlo slican onome na koji smo navikli, primjerice,
zbrajajudi prirodne ili cijele brojeve.

Neka su a i b cijeli p-adski brojevi s ekspanzijama a = ag + ajp + axp* + ...1 b =
by + bip + byp* + .. .. Zbrajanje provodimo po komponentama. Prva komponenta zbroja
brojeva a i b bit ¢e ay + by ako je ayp + by < p — 1. U suprotnom, prva je komponenta
ay+ by — p pri cemu “prenosimo jedinicu” sljede¢oj komponenti. Na taj nacin osiguravamo
da se sve p-adske znamenke dobivenog niza nalaze u skupu {0, 1,..., p — 1}.

Sli¢no, umnoZzak dva p-adska broja dobit ¢emo mnoZenjem odgovarajucih komponenata
njihove p-adske ekspanzije i ’prenoSenjem jedinice” kako bismo dobili samo znamenke
unutar skupa {0, 1, ..., p—1}. Tako definirano mnoZenje nije niSta drugo nego li uobi¢ajeno
mnoZenje na koje smo navikli. Jedina je razlika $to postupak provodimo s lijeva na desno
1, zbog beskonacnog zapisa p-adskih brojeva, postupak nikad ne staje.
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Provjerimo jo$ da zbroj p-adskih ekspanzija p-adskih brojeva a i b opcenito odgovara
zbroju njima odgovarajucih klasa [a] i [b]. Neka su (a,)nen 1 (b,)nen r€prezentantni nizovi
za klase [a] 1 [b] respektivno. Tada je njihov zbroj klasa [a, + b,]. Prema (3.17) svaki ¢lan
niza (a,) mozemo zapisati kao

d d d,_
_:)n + ml—l Tt m—(nl—l)’
p p p

zasvakin e N, gdjesud, € {0,...,p—1}.
Analogno, svaki ¢lan niza (b,) moZemo zapisati kao

a, =

Vo Vi Vu—1
b, = Fa + = +.o+ —pmf(n_l),

za svaki n € N, gdje suv, € {0,...,p — 1}. Primijenimo 1i sada opisani algoritam za

zbrajanje imamo: ay + by = d‘;%, ako je dy + vo < p — 1, odnosno, ako je dy + vy > p,

d _ .. .. . Coe . .
ap+ by = %, gdje je dy + vo — p < p — 1, iz ¢ega vidimo da se jedinica ,,prenosi” na

sljedecu potenciju od p u razvoju. Tako nastavljamo dalje za a, + b,, n € N. Preuzeto iz

[11].

Analogno bismo pokazali da je gore opisano mnoZenje ekspanzija p-adskih brojeva a 1
b ekvivalentno mnoZenju klasa [a] 1 [b].

3.2 PrstenZ,

U ovom ¢emo potpoglavlju pokazati da je Z, s operacijama zbrajanja i mnoZenja komuta-
tivni prsten. OCito je da Ce zbroj 1 umnoZzak dva elementa skupa Z, takoder biti element
skupa Z, zbog pozitivnosti svih potencija od p u p-adskoj ekspanziji.

Propozicija 3.2.1 (Prsten Z,,, [13]). Skup cijelih p-adskih brojeva, Z,, je komutativni pr-
sten.

Dokaz. Provjerimo da Z, ima strukturu prstena.
e Komutativnost zbrajanja se nasljeduje iz komutativnosti zbrajanja u polju Q,,.
e Asocijativnost zbrajanja se nasljeduje iz asocijativnosti zbrajanja u polju Q,,.

e Neutralni element za zbrajanje: U skupu p-adskih brojeva postoji neutralni element

za zbrajanje
0,= > 0ph
k>0
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e Suprotni element za zbrajanje: Neka je n, € Z, definiran s
n, = Z nkpk,
k>0
an, € Z, neka je
my= > (p—1-np
k=0

Lako se provjeri da je n, + n,, = —1,, iz Cega slijedi da je n, + (n, + 1,) = 0,. Da
bismo zakljucili da je n;, + 1, suprotni element od n,, provjerimo jos da je -1, € Z,,.
1, u p-adskoj ekspanziji zapisujemo kao 1, = 1+ 0p + Op* +.... Neka b € Z, ima
p-adsku ekspanzijub = (p— 1)+ (p— Dp+(p— 1)p*+.... Zbrojimo sada 1, i b po
komponentama.

Za prvu komponentu imamo 1 + (p — 1) = p, pa je prva komponenta 0, pri cemu
jedinicu prenosimo sljedecoj komponenti. Vidimo da je tada i druga komponenta
nula. Preostale komponente su takoder 0, paje 1, + b = 0,, odnosno, b = -1, € Z,.

Dakle, za svakin, € Z,

_ k
np_znkp ’

k>0

suprotni element je

—n, = Z(p -1- nk)pk +1,.
k>0

e Komutativnost mnoZenja se nasljeduje iz komutativnosti mnoZenja u polju Q,,.
e Asocijativnost mnoZenja se nasljeduje iz asocijativnosti mnozZenja u polju Q,,.
e Svojstvo distributivnosti se nasljeduje iz distributivnosti u polju Q,
ZakljuCujemo da je Z, komutativni prsten. O
Primijetimo da za p-adski broj a, pri cemu je a = Y p', vrijedi
; 1
=Yt
>0 P

pa 1 — p ima inverzni element za mnoZenje u Z,.



3.3. HOMEOMORFIZAM Z, I CANTOROVOG SKUPA 53

Znamo da je 1, = [(1,1,...)] neutralni element za mnoZenje u polju Q,. Naime, 1, ima
p-adsku ekspanziju 1 + Op + 0p? + ... € Z,, pa je to neutralni element za mnoZenje u Z,,.

Opcenito, vrijedi
p~Za,-pi —app+ap’+...#1+0p+0p>+ ...,
i20

pa slijedi da p nema multiplikativni inverz u Z,. Sli¢nim argumentom pokazuje se da p-
adski brojevi ¢ija je prva znamenka ap = 0 nemaju multiplikativni inverz u Z,,. Preuzeto iz
[11].

3.3 Homeomorfizam Z, i Cantorovog skupa

Prisjetimo se nekih metrickih pojmova. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je x € X.
Otvorena kugla ([17]) polumjera r sa srediStem u x je skup toCaka u X ¢ija je udaljenost od
x manja od r, odnosno

B(x,r)={ye X :d(x,y) <r}.

Za skup U kazemo da je otvoren u X ako za svaki x € U postoji otvorena kugla sadrZana u
U takva da sadrzi x, tj. za svaki x € U postoji r > Oia € U takvida je x € B(a,r) C U.
Kazemo da je skup zatvoren ako mu je komplement otvoren.

Teorem 3.3.1 ([17]). Sfera
Sxr)={yeQ:lx—-yl,=r}
Jje otvoren skup u Q,.

Dokaz. Neka je y € S(x,r) proizvoljan. Pokazat ¢emo da je B (y, g) C S(x,r). Neka je
zZ€B (y, %) proizvoljan. Pokazimo da je z € S (x, r). Vrijedi [z —y|, < |y — x|, = r. Takoder,
vrijedi |z — x|, = [z =y +y— x|, < max{|z - y|,, |y — x[,}. Kako je norma | - |, nearhimedska,
tj. zalal, # |bl|, vrijedi |a + b|, = max{|al,, |b|,}, a u naSem je slucaju |z — y|, < |y — x|,
slijedi |z — x|, = |y — x|, = r. Dakle, |z — x|, = r, tj. z € §(x, r), iz Cega zakljuCujemo da je
B (y, g) C S(x,r), te je tvrdnja dokazana. O

Korolar 3.3.2 ([17]). Svaka otvorena kugla u Q, je i otvoren i zatvoren skup.

Dokaz. Neka je B(a, r) otvorena kugla sa srediStem u a polumjera r. S obzirom na to da
je otvorena kugla trivijalno otvorena po definiciji jer oko svake tocke sadrzi samu sebe,
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jasno je da sadrZzi otvorenu kuglu oko svake svoje tocke. Pokazimo da je otvorena kugla
i zatvoreni skup. Promotrimo komplement skupa B(a, r). Komplement moZemo zapisati
kao

QP\B(a,r):{yEQ,,:Ix—yler}:AUB,

gdiejeA={yecQ,:|Ix=y,>r}iB={ye€Q,:|x-yl, =r} =S(ar). DokaZimo
da je komplement otvorene kugle otvoreni skup. Prema Teoremu 3.3.1, B je otvoren skup.
Da bismo pokazali da je i A otvoreni skup, izabrat ¢emo y € A, proizvoljan. Tada je
|y —al, = r* > r. Dokazat ¢emo da je B(y, " — r) C A. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji
Z € B(y,r* —r) takav da je |z — al, < r. Tada imamo

ri=ly—al, <ly—zp+lz—al, <max{ly -2l |z - al,} < max{r’ —r,r} <17,

Sto je kontradikcija, pa mora biti B(y, r* — r) € A. Time je dokazano da je A otvoren skup,
a kako je Q, \ B(a,r) unija dva otvorena skupa zakljuCujemo da je otvoren, pa je njegov
komplement, B(a, r), zatvoren skup. O

U posljednjem teoremu ovoga poglavlja dokazat ¢emo postojanje homeomorfizma izmedu
skupa Z, i Cantorovog skupa. Prije samog teorema, prisjetimo se definicije homeomor-
fizma.

Definicija 3.3.3 ([8]). Neka su (X, 1) i (Y,v) topoloski prostori, a f : X — Y preslikavanje
sa svojstvima
(1) f je bijekcija,
(1) f(U) e, zasvaki U €1,
(i) fYV) e, zasvakiV € v.
Tada kaZemo da je f homeomorfizam prostora X i Y.

KaZemo da je topoloski prostor (X, 7) homeomorfan s (Y, v) 1 piSemo X = Y, ako postoji
homeomorfizam f : X — Y.

Teorem 3.3.4 ([17]). Neka je p = 2. Prostor 2-adskih (ili diadskih) brojeva Z, s 2-adskom
normom homeomorfan je Cantorovom skupu C, u naslijedenoj euklidskoj topologiji.

Dokaz. Da bismo dokazali tvrdnju teorema, naci ¢emo preslikavanje izmedu skupa Z, 1
skupa C te pokazati da je takvo preslikavanje homeomorfizam. Neka je a € Z,, s 2-adskom
ekspanzijom

Z a2*, (3.19)

k=0



3.3. HOMEOMORFIZAM Z, I CANTOROVOG SKUPA 55

gdje je a; € {0, 1}. S druge strane, iz Poglavlja 1 znamo da svaki element Cantorovog skupa
mozZemo zapisati kao

i %, (3.20)

gdje je by € {0, 2}. Neka je F funkcija definirana s

F:;aﬂkﬁi;ﬁ].

k=0

S obzirom na to da i p-adski brojevi i elementi Cantorovog skupa imaju jedinstveni prikaz
u oblicima (3.19) i (3.20), slijedi da je funkcija F injekcija, odnosno, ako je F(a) = F(b),
ondajea =b. Uz to, 37, 32% a; € {0, 1}, predstavlja sve elemente Cantorovog skupa, pa

je funkcija F surjekcija, te zakljuCujemo da je bijekcija.

Preostaje pokazati da su F i F~! neprekidne u danom paru topologija. Pokazimo neprekid-
nost funkcije F u tocki Yo, ax2.

Uzmimo & > 0. TraZimo 6 > 0 takav da za svaki },;2 a}2* takav da | Y, (ax—a})2"|, <
o0 vrijedi

> ay —d,
z: k™ Gy
2 3k+1 <&

k=0

pri ¢emu | - | oznacava apsolutnu vrijednost (udaljenost slika u euklidskoj topologiji). Za
dani € > 0 pronadimo N € N takav da je 3%, < &. Primijetimo da je razlika

= 2a = 24 1

Z 3k+kl - Z 3k+kl < 3_N

k=0 k=0
ako i samo ako je a; = a;, k = 0,...,N + 1, tj. ako se a; i a; podudaraju u prvih N + 1
’znamenaka’. Isto tako,

S k N 1~k 1

Z (lkz - Z ak2 < 2_M

k=0 k=0 »
ako isamo ako jeay = a;, zak =0,...,M. Zadani & > 0, stavimo M := N+ 116 = 2M

Sada, s obzirom na to da i 3 i 57+ konvergiraju u nulu kad N — oo, zakljucujemo da je F
neprekidna funkcija.
Sli¢no se pokazuje i neprekidnost inverzne funkcije, F~'. O
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Sazetak

Ovaj diplomski rad bavi se raznim analiti¢kim konstrukcijama Cantorovog skupa. U prvom
poglavlju upoznajemo se s Cantorovim skupom i konstruiramo ga na tzv. geometrijski
nacin te objasSnjavamo neka njegova svojstva (duljinu, kardinalitet i gustocu u skupu R).

U drugom poglavlju bavimo se prvom konstrukcijom Cantorovog skupa preko tzv.
veriZnih razlomaka. Definiramo verizne razlomke, dokazujemo postojanje konacnog pri-
kaza svakog racionalnog broja u obliku veriZznog razlomka i postojanje razvoja u verizni
razlomak za svaki realni broj, odnosno, dokazujemo konvergenciju beskonacnih veriZnih
razlomaka. Naposlijetku dokazujemo da je, za cijeli broj k, k > 2, skup svih realnih bro-
jeva a, takvih da je 0 < @ < k7! i takvih da razvoj broja @ u veriZni razlomak ne sadrzi
parcijalni kvocijent manji od k, Cantorov skup.

U treem poglavlju konstruiramo Cantorov skup kao homeomorfnu sliku prstena cijelih
p-adskih brojeva Z,,, p prost broj. Prvo definiramo p-adske brojeve i cijele p-adske brojeve.
Definiramo p-adsku normu i p-adsku udaljenost na polju Q te dokazujemo da polje Q
s p-adskom normom nije potpuno. Upotpunjujemo polje Q poljem klasa ekvivalencije
Cauchyjevih nizova, Q,. Nakon toga, pokazujemo ekvivalenciju polja Q, kao skupa klasa
ekvivalencija nizova i beskonacnih p-adskih ekspanzija koje konvergiraju u p-adskoj normi
na Q. Konac¢no, pokazujemo postojanje homeomorfizma izmedu prstena cijelih p-adskih
brojeva Z, i Cantorovog skupa u naslijedenoj euklidskoj topologiji.






Summary

This thesis focuses on different geometric and analytical constructions of the Cantor set.
The first chapter is an introduction to Cantor sets and explains a geometric construction.
We also prove the basic properties of Cantor sets (length, cardinality and density in R).

The second chapter deals with a construction of a Cantor set using continued fractions.
We define continued fractions, prove the existence of a finite representation of every ra-
tional number in the form of a continued fraction and the existence of an expansion into
a continued fraction for every real number. That is, we prove the convergence of infinite
continued fractions. Finally, we prove that, for an integer k, k > 2, the set of all real num-
bers a such that 0 < @ < k™! and such that the expansion of number « into a continued
fraction does not contain a partial quotient smaller than & is a Cantor set.

In the third chapter we construct a Cantor set as a homeomorphic image of the ring
of p-adic integers Z,, where p is a prime number. First, we define p-adic numbers and
p-adic integers. We define p-adic norm and p-adic distance on the field Q and prove
that the field Q with p-adic norm is not complete. We complete the field Q as a field
of equivalence classes of Cauchy sequences, Q,, with an appropriate norm. After that, we
show the equivalence of the field Q, regarded as the set of equivalence classes of sequences
and of p-adic expansions that converge in the p-adic norm on Q. Finally, we show the
existence of a homeomorphism between the space of p-adic integers Z,, as a subspace of
Q, and a Cantor set with Euclidean topology.
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