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Predgovor

Apolonijev problem je konstruktivni geometrijski zadatak Sto ga je prvi postavio 1 rijesio
Apolonije u djelu O dodirima. Apolonije iz Perge (262.pr.n.e. - 190.pr.n.e.) grcki je
matematicar. Studirao je u Aleksandriji, gdje su ga poducavali Euklidovi sljedbenici. U
djelu Elementi konika u 15 knjiga, od kojih je saCuvano sedam, obradio je teoriju presjeka
stoSca i ravnine geometrijskim pristupom. Danasnja euklidska geometrija nije se mnogo
odmakla od Apolonijevih spoznaja. On je prvi za konike upotrebio naziv elipsa 1 hiperbola
te ustanovio je da se presijecanjem stoSca ravninom mogu dobiti sve tri vrste presjeka.
Apolonije je poznat po pojmovima Apolonijeva kruznica, Apolonijeva mreza i Apolonijev
problem. [6]

Apolonijeva kruznica je skup svih to€aka T ravnine za koje je omjer udaljenosti od dviju
zadanih tocaka A i B konstantan i iznosi p : g, tj. vrijedi |AT| : |BT| = p : q.

Slika 1: Apolonijeva kruZnica

Ako je omjer jednak jedinici, Apolonijeva kruznica postaje simetrala duZine koja spaja
zadane tocke.

U kombinatorici, Apolonijeva mreza je fraktal sastavljen od kruznica. MoZe se geome-
trijski realizirati 1 to tako da se zapocne s tri kruzZnice koje se medusobno dodiruju, zatim
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2 PREDGOVOR

upisati u prazninu koju ¢ine joS jednu koja dodiruje sve tri (Apolonijev problem), dalje se
nastavlja rekurzivno za nove praznine koje kruznice Cine. (Slika 2)

Slika 2: Apolonijeva mreza (preuzeto iz: [8])

U ovom radu proucavat ¢emo Apolonijev problem koji glasi:

Dani su tri objekta, krug, pravac ili tocka. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje sva tri
dana objekta.
Apolonijev problem proucavali i rijesili su, medu ostalim, Francois Viete!, Isaac Newton?,
Joseph-Diaz Gergonne®. Svaki od njih imao je drugadiji pristup problemu. Viéte se drzao
osnova geometrije. RijeSio je svih deset sluajeva od jednostavnijih do sloZenijih slu¢ajeva.
Zapoceo je s tri tocke i1 jednu po jednu mijenjao ih pravcima ili kruZnicama da bi na kraju
dosao do slucaja s tri kruznice. Newton je proucavao konike. U svom djelu Principia mat-
hematica (1687.) rjeSavao je problem gdje su zadane tri tocke te treba konstruirati Cetvrtu,
a poznata je razlika udaljenosti traZene tocke i1 danih toCaka te to opisuje presjek triju hi-
perbola. U svome djelu ne spominje kruznice, ali se njegovo rjeSenje moZze primijeniti na
tri kruZnice poSto su centri triju kruznica 1 razlike udaljenosti medu njihovim radijusima
ekvivalentni Newtonovim uvjetima. Gergonne je problem rijesio tako da je kruZnice pro-
matrao u parovima i konstruirao njihove centre sli¢nosti. (Slika 3) [2]

!Francois Viete ( 1540. — 1603.), francuski matematicar
2Tsaac Newton (1642. — 1727.), engleski fiziCar, matematicar i astronom
3Joseph-Diaz Gergonne (1771. - 1859.) francuski matematicar i logi¢ar
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Slika 3: Centri sli¢nosti triju kruznica






Uvod

Apolonijev problem konstruktivni je zadatak gdje su zadana tri objekta, krug, pravac ili
tocka te treba konstruirati kruznicu koja dodiruje sve troje. Promatranjem svih slucajeva
Apolonijev problem moze se podijeliti u deset zasebnih problema:

Problem 1 (TTT). Konstrukcija kruznice koja prolazi kroz tri zadane tocke.

Problem 2 (TTp). Konstrukcija kruznice koja prolazi kroz dvije zadane tocke i dodiruje
zadani pravac.

Problem 3 (Tpp). Konstrukcija kruZnice koja prolazi kroz zadanu tocku i dodiruje dva
zadana pravca.

Problem 4 (ppp). Konstrukcija kruZnice koja dodiruje tri zadana pravca.

Problem 5 (TTk). Konstrukcija kruznice koja prolazi kroz dvije zadane tocke i dodiruje
zadanu kruznicu.

Problem 6 (Tpk). Konstrukcija kruZnice koja prolazi zadanom tockom i dira dani pravac
i danu kruZnicu.

Problem 7 (Tkk). Konstrukcija kruznice koja prolazi kroz zadanu tocku i dira dvije zadane
kruznice.

Problem 8 (ppk). Konstrukcija kruZnice koja dira dva zadana pravca i danu kruZnicu.
Problem 9 (pkk). Konstrukcija kruZnice koja dira zadani pravac i dvije dane kruZnice
Problem 10 (kkk). Konstrukcija kruznice koja dira tri zadane kruZnice.

RjeSenja ovih problema podijelit ¢emo na tri poglavlja. Odabrat ¢emo po jedan ili
dva nacina rjeSavanja pojedinog sluc¢aja. U prvom poglavlju konstruirat cemo rjeSenja
jednostavnijih problema (prva Cetiri), u drugom poglavlju od petog do devetog problema
te zatim posvetiti treCe poglavlje konstrukciji kruZznice koja dira tri dane kruZnice. Sve
konstrukcije popratit ¢emo slikama. Na slici ¢e crvenom bojom biti oznacena traZena
kruZnica, a plavom bojom zadani objekti.



6 UVOD

Navedimo neke osnovne definicije, teoreme i konstrukcije.

Konstrukcija 1. Zadane su duljine a i b. Konstruirajmo duZinu duljine d = Vab.

Neka je AB duZina te neka je to¢ka T na toj duZini tako da je |JAT| = a i |BT| = b.
Konstruiramo u tocki 7 okomicu na pravac AB te njen presjek s polukruznicom promjera
|AB| oznagimo s 7”. Tada je |TT’| = VIAT|- |BT| = Vab = d paje TT' trazena duZina.

Slika 4: Konstrukcija duZine duljine d = Vab

Teorem 1 (Teorem o potenciji to¢ke). Dana je kruZnica k(O,r) i tocka T. Ako je p bilo koji
pravac kroz T koji sijece k u tockama A, B tada za orijentirane duljine vrijedi TA - TB =
OT? - r? = konst.

Konstantni umnoZak p(k,T) = TA - TB = OT? — r* zove se potencija tocke T s obzirom
na kruZnicu k.

Dokaz. Neka je C poloviste tetive AB. Tada imamo:
TA-TB=(TC+CA)-(TC+CB)=(TC+CAYTC —CA) =|TC|* - |CAP?
= (ITOP - 0CP) - (|0AF = |0CP) = ITOF - |OA] = |OT|* - r*. O
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Slika 5: Teorem 1

Napomena. Ako pravac p dira kruZnicu u samo jednoj tocki D tada potencija tocke T u
odnosu na tu kruznicu iznosi |T D|*.

Teorem 2 (Obrat teorema o potenciji tocke). Neka je k kruZnica, M tocka izvan kruznice te
A, BiT tocke na kruznici k. Ako su tocke A, Bi M kolinearne te vrijedi MA - MB = MT?,
onda je pravac MT tangenta kruZnice k.

Dokaz. Neka je S srediSte kruznice k. Neka je N diraliSte tangente iz tocke M na kruznicu
k. Kut 2§ NM je pravi. Po teoremu o potenciji tocke vrijedi MA - MB = MN?.

Iz uvjeta teorema znamo: MA - MB = MT?. Dakle |MT| = |[MN|. Posto vrijedi |MT| =
IMN| 1 |SN| = |ST| trokuti AMTS 1 AMNS su sukladni po SSS poucku o sukladnosti
trokuta pa vrijedi ZMTS = £SNM = 90° pa je MT tangenta na kruZnicu. [Slika 6] O

Slika 6: Teorem 2
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Teorem 3. Dane su kruzZnice ki(Oq, ry) i ky(O,, ry). Skup svih toc¢aka s jednakim potenci-
Jjama s obzirom na kruZnice ki, k, je pravac p,, okomit na pravac O,0,, koji prolazi kroz
zajednicke tocke kruZnica ky, k, ako ih one imaju.

Pravac pi, zovemo potencijalom ili radikalnom osi kruznica k; i k.

T

P12

Slika 7: Teorem 3

Teorem 4. Dane su kruZnice ki, ky, k3 cija sredista nisu kolinearna. Neka su redom p1,,
P13, P23 potencijale parova kruZnica ki, ko; k1, k3; ky, ks. Tada se pravci py,, p13, pa3 Sijeku
u jednoj tocki P.

. ‘P13

Slika 8: Teorem 4
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Konstrukcija 2. Zadane su kruznice ki, k; i k3. Nikoje dvije kruZnice se ne sijeku. Kons-
truirajmo njihovo radikalno srediste.

Neka je A srediSte kruZnice k;, B srediSte kruZnice k; i C srediSte kruZnice k3.

1. konstruiramo proizvoljnu kruZnicu c, proizvoljnog radijusa, takvu da sijeCe kruzZnicu
ki utockama T i T, te kruznicu k, u toCkama 75 1 T4.

2. T'To NT3T4 = {M}, M je radikalno srediSte kruznica ky, &k, i ¢
3. okomica iz M na pravac AB je potencijala kruZnica k; 1 k,, ozna¢imo ju s pi,

4. analogno konstruiramo potencijalu p,3 kruznica k; i k3

5. pinNpyi =1{0}

O je radikalno srediste zadanih kruznica.

Slika 9: Konstrukcija radikalnog srediStav triju kruznica

Teorem 5 (Kut izmedu tetive i tangente). Kut izmedu tangente kruznice kojoj je diraliste u
krajnjoj tocki tetive jednak je obodnom kutu nad tom tetivom.

Dokaz. Neka je AB tetiva kruZnice k sa sreditem u tocki S, a 7 tangenta na kruZnicu k
koja je dira u to¢ki A. Ozna¢imo s @ mjeru obodnog kuta nad tetivom AB, a s 8 mjeru kuta
izmedu tetive i tangente. Mjera srediSnjeg kuta nad tom tetivom jednaka je 2a. Kako je
trokut AABS jednakokra¢an s osnovicom AB, vrijedi £SAB = 248 BA = 90° —a. S obzirom
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na to da je tangenta na kruznicu u tocki A okomita na polumjer koji sadrzi to¢ku A imamo
B =90° - (90° — @) = a Sto je i trebalo dokazati. O

<
&

t (BN
A

Slika 10: Teorem 5

Teorem 6. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Teorem 7. Simetrale bilo koja dva vanjska kuta trokuta i simetrala preostalog treceg unu-
tarnjeg kuta trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Definicija 1. Dana je tocka O i realni broj k # 0. Homotetijom h(O,k) s centrom O i
koeficijentom k zovemo preslikavanje skupa tocaka ravnine na sebe koje tocki T pridruZuje
tocku T’ takvu da su tocke T, T’, O kolinearne te vrijedi %—TT' = k.

Zak > 0, T’ lezi na polupravcu OT, a za k < 0, T’ ne leZi na polupravcu OT .

Svojstva homotetije:

1. Homotetija s koeficijentom k = 1 preslikava svaku tocku ravnine u tu istu to¢ku, pa
je takvo preslikavanje identiteta.

2. Homotetija & ravnine R je bijekcija.
3. Neka je h : R — R homotetija ravnine R, tada vrijedi:

(i) h preslikava svaku duZinu AB na njoj paralelnu duZinu A’B’,
(i1) h preslikava svaki pravac p C R na pravac p’ C R paralelan sa p,
(ii1) ako p sadrzi srediSte homotetije, onda je h(p) = p.

4. Neka su duZine AB i A’B’ paralelne, tada postoje to¢no dvije homotetije koje duZinu
AB preslikavaju na duzinu A’B’.
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10.

. Ako trokuti ABC 1 DEF nisu sukladni 1 ako im odgovarajuce stranice leZe na para-

lelnim pravcima, tada postoji to¢no jedna homotetija koja preslikava jedan u drugi.

. Ako trokuti ABC, A|B,C; i A,B,C; nisu u parovima sukladni i ako im odgovarajuce

stranice leZe na paralelnim pravcima, tada za svaki par trokuta postoji to¢no jedna
homotetija koja preslikava jedan u drugi i srediSta tih homotetija su kolinearne tocke.

. Ako je k1k, = 1, tada je kompozicija dvije homotetije h1(O1, k1) 1 h,(O;, k;) transla-

cija.

. Kompozicija dviju homotetija s istim srediStem je homotetija s istim srediStem i

koeficijentom koji je jednak umnoSku koeficijenata danih homotetija.

. Homotetija h(O, a) : R — R preslikava kruZnicu (S, r) u kruZznicu k'(S’, |a|r). Ako

je O = §, tada su kruZnice k i kK’ koncentri¢ne kruZnice.

Ako su ki(S1,r) 1 ka(S 2, r2) dvije kruznice s razli¢itim srediStima i razliitim po-
lumjerima, tada postoje to¢no dvije homotetije sa srediStima O;, O, € S5, koje
preslikavaju kruznicu k; u kruZnicu k,.

Teorem 8. Dane su dvije kruZnice ki(S1,ry) i ko(S,,12). Neka je S A bilo koji polumjer
kruznice ki i A,A, njemu paralelan promjer kruznice k, pri cemu tocke A i A, leZe s iste
strane pravca S1S,. Tada svi pravci AA, prolaze jednom cvrstom tockom V, a svi pravci
AA’ jednom cvrstom tockom U. Tocke V i U su tzv. vanjski i unutrasnji centar slicnosti
kruznica ki i k; te leZe na pravcu S 1S ,.

Slika 11: Teorem &
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Konstrukcija 3. Zadane su kruznice k(S 1, r1) i k(S 2, 12). Konstruirajmo njihov unutarnji
i vanjski centar slicnosti.

1. S A polumjer kruZnice k,

2. p = pravac paralelan s S A kroz S,
3. pNky ={As,A}}

4. 0=55»

5. AAyno =1{V}

6. AAS No = {U}

Vanjski centar sli¢nosti je tocka V, a unutarnji centar slicnosti tocka U.

Slika 12: Konstrukcija unutarnjeg i vanjskog sredista dviju kruznica

Konstrukcija 4. Zadane su kruZnice ki(S,r)) i ko(S2,12). Konstruirajmo njihove za-
Jjednicke tangente.

Bez smanjenja opcenitosti neka je r; < r».
1. k3 =k(So, 10 —11)
2. konstruirajmo tangentu ¢ iz S| na kruZnicu k3 te njihovo diraliSte ozna¢imo s M
3. povucimo polupravac S, M

4. SQMmkz = {N}
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5. paralelas fu N je tangenta #; kruznica k; 1 k,
6. druga tangenta t, je pravac simetri¢an pravcu ¢; obzirom na S5,
7. ky =k(Sy,r0+17)
8. konstruirajmo tangentu ¢ iz S ;| na kruZnicu k4 te njihovo diraliSte ozna¢imo s O
9. povucimo polupravac S,0
10. S,0Nk, ={P}
11. paralela s ¢’ u P je tangenta t; kruznica k; i k;

12. druga tangenta #, je pravac simetriCan pravcu 3 obzirom na S ;S »

Slika 13: Zajednicke tanegente dviju kruZnica

Teorem 9. Dane su kruznice k] (01, r ), k2(02, I’Q) ik3(03, 1’3). Neka su V23, U23,' V31, U31,'
V12, Uy, vanjski i unutarnji centri slicnosti parova kruznica ks, ks; ks, ki, ki, k,. Tada tocke
V23, V31, V12,’ V23, U31, U12, U23, V31, U12,' U23, U31, V12 leZe na po jednom pravcu. Ta
Cetiri pravca zovu se osi slicnosti kruznica ki, ky, k3.
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Slika 14: Teorem 9

Definicija 2. Dana je kruznica k(O, r). Inverzija ravnine R u odnosu na kruzZnicu k je pres-
likavanje koje svaku toc¢ku A te ravnine razlicitu od O preslikava u tocku A" na polupravcu
OA tako da vrijedi OA - OA’ = r*. Kruznicu k(O, r) zovemo kruznicom inverzije, tocku O
zovemo sredistem inverzije, duljinu r polumjer inverzije, a veli¢inu r* potencijom inverzije.

Svojstva inverzije:

1.

Neka su A, A’ 1 B, B’ dva para pridruZenih toCaka inverzije s centrom O. Tada je
AA’B’B tetivni Cetverokut 1 ZOAB = /OB’A’, /OBA = /OA’B’.

. Ako su A, A’ i B, B’ dva para pridruZenih tocaka inverzije, onda vrijedi |A’B’| =

2
g
|OA[0B] |AB.

. Ako je ¢ kruznica koja sadrzi par pridruZenih to¢aka A, A’ inverzije, onda je c¢ orto-

gonalna na kruZnicu te inverzije.

. Pravac p koji prolazi srediStem O kruZnice k inverzije pri toj inverziji preslikava se u

samog sebe.

. Pravac p koji ne prolazi srediStem O inverzije pri toj inverziji preslikava se u kruznicu

koja prolazi tockom O i u toj tocki ima tangentu paralelnu s pravcem p.

. Ako je O centar inverzije, a tocke A i B tom su inverzijom preslikane u A" i B’, tada

su trokuti AOAB 1 AOA’B’ sli¢ni.
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7. Slika kruZnice koja prolazi centrom O inverzije pri toj inverziji je pravac paralelan s
tangentom te kruznice u tocki O.

8. Slika kruznice c koja ne prolazi kroz centar O inverzije i pri toj inverziji je kruZnica ¢’
takva da je O centar sli¢nosti kruznica c, ¢’ 1 to vanjski ako je O izvan ¢, a unutraSnji
ako je O unutar kruZznice c.

9. Inverzija je konformno preslikavanje, tj. cuva kutove medu krivuljama.
Dokazi navedenih svojstava homotetije i inverzije nalaze se u [1].

Definicija 3. Neka je dana kruZnica k(O, r). Polaritet s obzirom na kruZnicu k je bijekcija
izmedu skupa toc¢aka i skupa pravaca takva da za pridruZene elemente A, a vrijedi
OA-OA" = P i OA L a, gdjeje A’ € OANa, tj. A, A’ su inverzne tocke za inverziju
[0, 2. Tocki O pridruzujemo beskonacno daleki pravac, a pravcu a kroz O pridruZujemo
beskonacno daleku tocku pravca okomitog na a. PridruZene elemente A, a zovemo pol,
odnosno polara jedno drugome s obzirom na kruZnicu k.

|

Slika 15: Definicija 3, Pol 1 polara






Poglavlje 1

RjeSenja problema 1 - 4

U ovom ¢emo poglavlju opisati konstrukciju Apolonijevih problema u kojima nema kruznice,
tj. u kojima su svi zadani elementi ili tocke ili pravci. To su problemi TTT, TTp, ppT 1 ppp.

1.1 Problem TTT

Problem. U ravnini zadane su tri razlicite tocke A, B, C. Konstruirati kruZnicu k koja
prolazi kroz sve tri tocke.

Analiza:

Slika 1.1: Analiza slucaja TTT

Uocavamo da je kruZnica k opisana kruznica trokutu ABC $to znac¢i da ¢emo njeno srediSte
lagano nadi.

17



18 POGLAVLIJE 1. RIESENJA PROBLEMA 1 - 4

Konstrukcija:
1. s, = simetrala duZine AB
2. s, = simetrala duZine AC
3. 51N s, ={S}
4. k=k(S,|SA|)

\S1

Slika 1.2: Konstrukcija slucaja TTT

Dokaz:

Treba dokazati da tocke A, B, C pripadaju dobivenoj kruZznici. A ocito leZi na kruZnici.
Dokazimo da tocke B i C takoder leZe na kruZnici.

Znamo da tocka S lezi na simetrali s; pa vrijedi |SA| = |S B|. Toc¢ka B leZi na kruZnici.
Takoder, S leZi na simetrali s, pa vrijedi [SA| = |S C|. Tocka C leZi na kruznici. O
Rasprava:

Analizirajmo pojedine korake konstrukcije te primijetimo da u 3. koraku nema sjecista ako
je s1 || s2, a to ¢e se dogoditi samo ako su A, B i C kolinearne. Dakle, ako su A, Bi C
kolinearne ne postoji kruZnica koja prolazi kroz sve tri tocke. Ako tocke nisu kolinearne,
onda uvijek postoji takva kruznica i ona je jedinstvena.
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1.2 Problem TTp

Problem. U ravnini zadane su dvije razlicite tocke A i B te pravac p. Konstruirati kruZnicu
koja prolazi tockama A i B i dira pravac p.

Promotrimo prvo sve mogu¢e medusobne polozaje danih objekata.

1. Tocke A i B nalaze na pravcu p.
Tada nema rjesenja.

Slika 1.3: TTp,A,Bep

2. Tocka A nalazi se na pravcu p.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj A)

B

Slika 1.4: TTp,A€p

3. Tocke A i B nalaze s razlicitih strana pravca p.
Tada nema rjeSenja.

A

Slika 1.5: TTp, A, B s razliCitih strana pravca p
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4. Tocke A 1 B su s iste strane pravca p te mu ne pripadaju.
Ovaj slucaj ¢emo detaljno analizirati. (Slucaj B)

B

Y

Slika 1.6: TTp, A, B s istih strana pravca p

Sluéaj A. Apolonijev problem TTp u situaciji kada je tocka A na pravcu p. Trebamo
konstruirati kruzZnicu kroz dvije zadane tocke koja dodiruje zadani pravac.

Analiza:

P

Slika 1.7: Analiza problema TTp, slucaj A

Zelimo najprije odrediti srediste trazene kruZnice k. Kako je AB tetiva traZene kruZnice,
njeno srediSte leZi na simetrali duZine AB. Znamo i da je pravac p tangenta kruZnice k u
tocki A paje SA L p, tj. tocka S lezi na okomici na p kroz A.

Konstrukcija:

Konstruiramo li simetralu s duZine AB i okomicu o iz to¢ke A na pravac p, sjeciite pravaca
p 1 o je srediSte traZzene kruznice. Preostaje samo opisati kruznicu k = k(S,|SA|). k je
trazena kruZnica. [Slika 1.8]
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Slika 1.8: Konstrukcija problema TTp, slucaj A

Dokaz:

Znamo da k prolazi kroz tocku A. Prolazi i kroz toCku B jer je s pripada simetrali duZnine
ABpaje|SA| =|S B|. Kruznica k dira pravac p jerje SA L p. O
Rasprava:

Okomica na p i simetrala od AB neée se sjeci samo ako B € p.

Slucaj B. Apolonijev problem TTp u situaciji kada su tocke A i B s iste strane pravca p i ne
nalaze se na njemu. Trebamo konstruirati kruZnicu kroz dvije zadane tocke koja dodiruje
zadani pravac.

Analiza:

Slika 1.9: Analiza problema TTp, slucaj B
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Neka je sjeciSte pravca AB s pravcem p tocka M, a diraliSte pravca p i traZzene kruZnice
tocka T. Po teoremu o potenciji tocke [Teorem 1] vrijedi |AM| - |BM| = |M T|>. Prema
konstrukciji [1] moZemo konstruirati duljinu |MT| i odrediti to¢ku 7. Nakon toga nije
teSko konstruirati srediSte traZene kruZnice i samu kruZnicu.

Konstrukcija:

1. pNAB ={M}

2. konstruirajmo duZzinu duljine d = V|MA| - |MB| [Konstrukcija 1]
3. k=k(M,d)
4. knp={T}

5. okomicanapuT
6. simetrala duZine AB
7. S sjeciste okomice na p u T i simetrale duZine AB

8. k1 = k(S,|SA|) trazena kruznica

Slika 1.10: Konstrukcija problema TTp, slucaj B

Dokaz:
Treba dokazati da k; prolazi kroz toc¢ke A i B te dira pravac p u tocki 7T'. Iz konstrukcije je
jasno da prolazi kroz tocke A i B, a da dira pravac p slijedi iz Teorema 2. O
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Rasprava:

U prvom koraku konstrukcije moze doci do problema kada su p || AB. Tada u 6. koraku
okomica iz T paralelna je sa simetralom duZine AB §to bi znaéilo da je AB || p, ali u tom
slucaju nema ni tocke M. To ¢emo analizirati kasnije (Slucaj C ).

U koraku 3. kruznica k(M, d) uvijek sijee p u dvije toCke jer je M na p pa postoje dva
rjeSenja [Slika 1.11].

=

Slika 1.11: Konstrukcija problema TTp, slucaj B - 2 rjeSenja
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Slucaj C. Apolonijev problem TTp u situaciji kada su tocke A i B s iste strane pravca p i
ne nalaze se na njemu, a AB || p. Trebamo konstruirati kruZnicu kroz dvije zadane tocke
koja dodiruje zadani pravac.

Analiza:

Slika 1.12: Analiza problema TTp, sluc¢aj C

Neka je G noZiSte simetrale duZine AB na pravac p. SrediSte traZene kruznice nalazi se na
presjeku simetrala duZine AB i duZine BG

Konstrukcija: L
Konstruﬂmo simetralu s duZine AB i oznac¢imo s N p = {G}. Konstruiramo simetralu s,
duzine GB. Oznacimo s N s; = {S} tada je traZena kruznica k = k(S,|S Al). (Slika 1.13)

Slika 1.13: Konstrukcija problema TTp, sluc¢aj C
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1.3 Problem Tpp

Problem. U ravnini zadani su razliciti pravci p; i p, te tocka A. Konstruirati kruzZnicu
koja prolazi kroz A i dira pravce p i p;.

Promotrimo prvo sve moguce medusobne polozaje danih objekata.

1. Pravci p; 1 p, su paralelni te se to¢ka A nalazi izmedu njih.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj A)

P4

Py

Slika 1.14: Tpp, p1 || p2,A € p1,A & ps, A izmedu p; i p,

2. Pravci p; 1 p; su paralelni te se to¢ka A nalazi na jednom od njih.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj B)

O
Pq A

Py

Slika 1.15: Tpp, pi || p2.A € p1,A & p,

3. Pravci p; 1 p, su paralelni te se toCka A ne nalazi ni na jednom od njih niti izmedu
njih.
Tada nema rjeSenja.
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P
2 oA

Slika 1.16: Tpp, p1 || p2,A & p1,A & ps, A nije izmedu p; i p,

4. Pravci p; 1 p; se sijeku u tocki A.
Tada nema rjesenja.

P

P4

Slika 1.17: Tpp, {A} = p1 N p2

5. Pravci p; 1 p; se sijeku te tocka A se ne nalazi ni na jednom od njih.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj C)

A
@

P2

P4

Slika 1.18: Tpp, p1 i p> se sijeku, A ¢ p1,A & p
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6. Pravci p; 1 p; se sijeku te se tocka A nalazi na jednom od njih.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj D)

Py

Py

Slika 1.19: Tpp, p1 1 p, se sijeku, A € p;, A € p»

Sluc¢aj A. Apolonijev problem Tpp u situaciji kada su pravci py i p, paralelni te se toc¢ka
A nalazi izmedu njih. Trebamo konstruirati kruZnicu koja prolazi kroz zadanu tocku i dira
zadane pravce.

Analiza:

)

Slika 1.20: Analiza problema Tpp, sluc¢aj A

Zelimo odrediti srediite traZene kruZnice k. Kako traZena kruZnica dira pravce p; i p»
radijus joj mora biti pola njihove udaljenosti, a srediSte se mora nalaziti na pravcu jednako
udaljenom od danih pravaca.

Konstrukcija: Neka je d udaljenost pravaca p; 1 p,, a s pravac koji je paralelan zadanima
i jednako udaljen od p; i p,. SrediSte traZene kruznice konstruiramo kao sjeciSte pravca s i
kruZnice k(A, 1d). Posto kruZnica k sije¢e pravac s u dvije tocke, k; i k, traZene su kruZnice
[Slika 1.21].
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Slika 1.21: Konstrukcija problema Tpp, sluc¢aj A

Rasprava:
Kako je A izmedu p; 1 p», k(A, %’) mora sjeci s u dvije toCke pa uvijek postoje dva rjeSenja.

Slucaj B. Apolonijev problem Tpp u situaciji kada su pravci py i p, paralelni te se tocka
A nalazi na jednom od njih. Trebamo konstruirati kruZnicu koja prolazi kroz zadanu tocku
i dira zadane pravce.

Analiza:

P2
Slika 1.22: Analiza problema Tpp, sluc¢aj B
Zelimo odrediti sredite traZene kruZnice k. Posto se A nalazi na pravcu p;, srediite S

traZene kruZnice k poloviste je duZine kojoj je jedna krajnja tocka tocka A, a druga krajnja
tocka sjeciSte okomice iz A na pravac p,. Radijus joj je duljine [S A|.
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Konstrukcija:
Konstruiramo okomicu iz A na p; i njeno sjeciSte s p, oznac¢imo s B. S je poloviste
duzine AB. TraZena je kruznica k(S, |S A|) [Slika 1.23].

iS

'A

P, a
X X

Py !B

Slika 1.23: Konstrukcija problema Tpp, sluc¢aj B

Raprava:
Rjesenje je uvijek jedinstveno.

Sluéaj C. Apolonijev problem Tpp u situaciji kada su zadana dva neparalelna pravca p; i
p2 i tocka A koja ne pripada ni jednom od danih pravaca. Trebamo konstruirati kruZnicu
koja prolazi kroz zadanu toc¢ku i dira zadane pravce.

Analiza:
Kako je toCka S jednako udaljena od pravaca p; 1 p,, ona lezi na simetrali kuta <p;Op,.
[Slika 1.24]

Slika 1.24: Analiza problema Tpp, sluc¢aj C
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Konstrukcija:
L. p1 0 py ={0}
2. s = simetrala kuta <p,Op,
3. proizvoljna tocka S € s
4. noZziSte okomice iz Sy na p, = {M}
5. kruznica kg = k(S o, |S oM]|)
6. OANk={B}
7. paralelas BS sijee su S
8. trazena kruZnica je k = k(S, [SA|)

X

Slika 1.26: Nastavak konstrukcije problema Tpp, slucaj C
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Dokaz:

Treba dokazati da kruZznica k = k(S, |S A|) prolazi kroz tocku A te da su joj pravci p; i p,
tangente. Iz konstrukcije jasno je da prolazi kroz A, dokazimo jo§ da su pravci p; i p,
tangente dobivene kruZnice.

Promotrimo homotetiju £ sa srediStem O koja preslikava tocku B +— A. Ta homotetija
sigurno postoji jer su tocke A, B 1 O kolinearne te je ta homotetija jedinstveno odredena.
Kako je BSy || AS, O, S i Sy kolinearne, kruznica k(S , |S ¢B|) preslikava se homotetijom
h u kruZnicu k(S, |S Al). Uocimo da se pravci p; i p, preslikaju u sebe (jer prolaze centrom
homotetije). Kako su ti pravci tangente kruznice k(S o, |S¢BJ), oni moraju biti i tangente
njene slike po homotetiji, Sto znaci da diraju kruZnicu k(S, S A|). |

Rasprava:
U 2. koraku moZemo povuci i drugu simetralu, ali neCemo dobiti rjeSenja. Primijetimo da
u 6. koraku pravac OA ima dva sjecista s kruZnicom k pa postoje dva rjeSenja. [Slika 1.27]

Slika 1.27: Konstrukcije svih rjeSenja problema Tpp, slucaj C

Slucaj D. Apolonijev problem Tpp u situaciji kada su zadana dva neparalelna pravca p,
i py itocka A koja pripada jednom od danih pravaca. Trebamo konstruirati kruZnicu koja
prolazi kroz zadanu tocku i dira zadane pravce.
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Analiza:

Slika 1.28: Analiza problema Tpp, sluc¢aj D

SrediSta trazenih kruZnica nalaze se na presjeku simetrala kutova i okomice u tocki A.
[Slika 1.28]

Konstrukcija:

Neka je tocka A na pravcu p,. Konstriramo okomicu o iz A na p,. Konstruiramo simetrale,
s1 1 8, kutova izmedu pravaca p; i p,. S 1.5, sjeciSta su simetrala s, i s, s pravcem o.
TrazZene su kruznice ky = k(S 1, |S1A]) 1 ky = k(S ,,|S,A]). [Slika 1.29]

Slika 1.29: Konstrukcija problema Tpp, slucaj D

Raprava:
Uvijek postoje dva rjeSenja.
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1.4 Problem ppp

Problem. U ravnini zadani su razliciti pravci py, p» i p3. Konstruirati kruznicu koja dira

sva tri pravca.

Promotrimo prvo sve moguée medusobne poloZaje triju pravaca.

1. Sva tri pravca medusobno su paralelna.
Tada nema rjeSenja.

Slika 1.30: ppp, p1 |l p2 || p3

2. Dva pravca su paralelna, treci ih sijece.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj A)

Slika 1.31: ppp, p1 || p>

3. Sva tri pravca prolaze kroz istu tocku.
Tada nema rjeSenja.
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P

Slika 1.32: ppp, nikoja dva pravca nisu paralelna

4. Nikoja dva pravca nisu paralelna, a svaka dva se sijeku u razli¢itim tockama.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati nesto kasnije. (Slucaj B)

P3

P+
P2

Slika 1.33: ppp, p1 Il p2 || p3

Sluéaj A. Apolonijev problem ppp u situaciji kada su dva od zadanih pravaca paralelni, a
treci ih sijece. Trebamo konstruirati kruZnicu koja dira sva tri pravca.

Analiza:

Neka su p; 1 p, paralelni pravci, te ps; pravac koji ih sijeCe. SrediSte kruznice koja dira
dva pravca lezi na simetrali kuta izmedu tih pravaca (tj. jednoj od njih). Kako bi kruznica
dirala pravce p;, p, i p3 njeno sredisSte treba biti na simetrali <p; p3 1 <p,p3.
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P>

Slika 1.34: Analiza problema ppp, slucaj A

Konstrukcija:

Neka su s;3 1 5|, simetrale kutova koje zatvaraju pravci p; i ps, a $23 1 55, simetrale kutova
koje zatvaraju pravci p, 1 ps;. Simetrale kutova uz presjecnicu paralelnih pravaca sijeku se
u dvije tocke {S 1} = s1;Ns23 1{S2} = 53, N 513 1 te su tocke srediSta traZzenih kruznica. Neka
je d udaljenost pravaca p; i p, tada su trazene kruznice k; = k(S 1, %d) 1ky = k(S,, %d).
(Slika 1.35)

Slika 1.35: Konstrukcija problema ppp, sluc¢aj A

Rasprava:
Simetrale kutova izmedu pravaca p; i p3, odnosno p; i ps uvijek odreduju dva sjecista
(razlicita od sjecista danih pravaca).
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Dokaz:

Zelimo dokazati da kruZnice k; i k, diraju sva tri zadana pravca.

Kakoje S| € 523 tada d(Sl,pz) = d(S 1,p3). Takoder, S, € S’13 tada d(Sl, pl) = d(Sl,pg,).

Slijedi d(S 1, p1) = d(S 1, p2).

Posto je d(S1,p1) + d(S1,p2) = d(p1,p2) = d slijedi da je d(S1,p1) = d(S1,p2) =

S, p3) = % KruZnica k; dira sva tri pravca. Analogno dokazujemo za kruzZnicu k.
O

Slucaj B. Apolonijev problem ppp u situaciji kada nikoja dva pravca nisu paralelna. Tre-

bamo konstruirati kruznicu koja dira sva tri pravca.

Analiza:

Slika 1.36: Analiza problema ppp, slucaj B

SrediSta traZzenih kruZnica nalaze se na simetralama kutova trokuta $to ga zatvaraju dani
pravci. Simetrale svih triju unutras$njih kutova sijeku se u srediStu upisane kruznice tog
trokuta, a simetrale po dvaju vanjskih kutova i jednog unutarnjeg kuta sijeku se u srediStima
pripisanih kruZnica tog trokuta.
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Konstrukcija:
L. p>Nps ={A}, psNp1 ={B}te p1 N pr = {C}
2. s simetrala kuta <BAC i s, simetrala kuta <CBA
3.{8St=s1Nns

4. kruznica sa srediStem u tocki S radijusa d(S, p»)

Slika 1.37: Konstrukcija problema ppp, slucaj B

Dokaz: SrediSte kruznice S, nalazi se na simetrali s; i na simetrali s, Sto znaci da je S
jednako udaljena od pravaca p;, p, i p3. Kako po konstrukciji kruznica dira pravac p,,
dira sva tri pravca. O

Rasprava:

s1 1 s, mogu biti unutarnje i vanjske simetrale kuta <BAC, odnosno <CBA pa dobijemo
Cetiri srediSta i Cetiri kruZnice.

Svaki se korak konstrukcije moZe provesti jer imamo tri neparalelna pravca od kojih se
svaka dva sijeku u jednoj tocki. Te tri toCke tvore trokut kojemu zapravo konstruiramo
upisanu 1 pripisane kruznice [Teorem 6, 8]






Poglavlje 2

RjeSenja problema 5-9

U ovom ¢emo poglavlju opisati konstrukcije Apolonijevih problema u kojima su jedan
ili dva dana elementa kruZznice, a preostali tocke i/ili pravci. To su problemi TTk, Tpk,
ppk,Tkk, pkk i kkk.

2.1 Problem TTk

Problem. U ravnini zadani su kruZnica k te tocke A i B. Konstruirati kruZnicu koja prolazi
kroz tocke A i B te dira zadanu kruZnicu.

Promotrimo prvo sve mogu¢e medusobne poloZzaje danih objekata.

1. Jedna tocka nalazi na kruZnici a druga izvan (odnosno unutar) nje.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj A)

Slika 2.1: TTk, B € k A izvan/unutar k

2. Obje tocke su na kruznici.
Tada nema rjeSenja.

39
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A

Slika 2.2: TTk, A,B €k

3. Jedna tocka je unutar,a druga izvan kruZnice.
Tada nema rjeSenja.

Slika 2.3: TTk, B izvan k, A unutar k

4. Obje tocke su izvan (odnosno unutar) kruZnice.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati nesto kasnije. (Slucaj B)

Slika 2.4: TTk, A, B izvan/unutar k
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Sluc¢aj A. Apolonijev problem TTk u situaciji kada su zadani kruzZnica k, tocka A koja ne
leZi na kruZnici i tocka B na kruZnici. Trebamo konstruirati kruZnicu koja prolazi kroz
tocke A i B te dira zadanu kruZnicu.

Analiza:

Slika 2.5: Analiza problema TTk, slucaj A

Neka je S srediSte zadane, a §; srediSte traZzene kruznice. PoSto je tocka B diraliSte
kruZznica k i k; toCka S| mora leZati na pravcu S B. Takoder, posto je AB tetiva kruZnice kj,
toCka S ; mora leZati simetrali duZine AB.

Konstrukcija:

1. povucemo pravac S B
2. s = simetrala duZine AB
3. SBNs={S}

4. ki = k(S1,IS1B)

Konstrukcija se provodi na isti nacin neovisno o tome je li A unutar ili izvan kruZnice k.
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Slika 2.6: Konstrukcija problema TTk, slucaj A, A izvan k

V\‘S

Slika 2.7: Konstrukcija problema TTk, slucaj A, A unutar k

Rasprava:
Ako je S B || s nema rjeSenja, a to Ce se dogoditi ako je A na tangenti kruZnice k u tocki B.

Dokaz:

Trebamo dokazati da kruznica k; = k(S,|SB|) dira kruznicu k te prolazi tockama A i
B. Tolka B se nalazi na kruZnici k;. ToCka S| nalazi se na simetrali duZine AB pa je
|S1A| = |SB|. Dakle i toCka A se nalazi na kruznici k;. Kako su tocke S, S i1 B kolinearne,
kruZnice k i k; diraju se u tocki B. O

Sluéaj B. Apolonijev problem TTk u situaciji kada su zadani kruZnica k te tocke A i B koje
ne leZe na toj kruznici. Trebamo konstruirati kruZnicu koja prolazi kroz tocke A i B te dira
zadanu kruznicu.

Ovaj slucaj ¢emo rijesiti na dva nacina.
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1. nacin

Analiza:

A

Slika 2.8: Analiza problema TTk, slucaj B

Geometrijsko mjesto sredisSta kruznica koje prolaze tockama A i1 B nalazi se na simetrali
duZine AB. Zadana kruZnica k i traZena kruZnica k, diraju se. Ozna¢imo diraliste sa T
Oznacimo srediSte zadane kruznice sa §. SrediSte trazene kruZnice mora se nalaziti i na
pravcu ST. Trebamo konstruirati diraliSte 7', odnosno zajednicku tangentu ¢ kruZnica k 1
k. Neka je H sjeciSte tangente ¢ i pravca AB. Uo¢imo da je t potencijala kruznica k i k;.
Neka je ky bilo koja kruznica kroz A 1 B koja sijece k u dvije tocke C 1 D. Potencijala k; 1 kg
je AB pa je H potencijalno srediSte svih triju kruznica. Zato pravac CD, koji je potencijala
k 1 ky prolazi kroz H. To nam omogucava konstrukciju to¢ke H, a zatim i tangente ¢ te

tocke T.
Konstrukcija:
1. neka je s simetrala duZine AB
2. neka je ko kruznica koja prolazi tockama A, Bi §
3. koNk={C,D}
4. ABNCD = {H}
5. konstruirajmo tangente ¢, i t, iz H na kruZnicu k
6. Ty, T, su diralista kruznice k i tangenata ¢, i t,
7. ky =k(A,B,Ty), k, = k(A, B, T>)
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Ukoliko se tocke A 1 B nalaze unutar kruznice &, onda se u 3. koraku moze dogoditi da se
ko 1 k ne sijeku. U tom sluCaju modificiramo 2. korak te za srediSte kruznice ko biramo
neku to¢ku T simetrale duzine AB koja lezi izvan kruznice k.

Slika 2.9: Konstrukcija problema TTk, slucaj B
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Slika 2.10: Konstrukcija problema TTk, slucaj B (A i B unutar k)

Dokaz:

Trebamo dokazati da kruZznica k; = k(A, B, T,) prolazi kroz A i B te dira zadanu kruZnicu
k. 1z konstrukcije jasno je da k; prolazi kroz A 1 B, dokazimo joS§ da dira zadanu kruZnicu
k.

Znamo da je HT, tangenta kruznice ki H € AB, H € CD,{A, B, C, D} € k.

Potencija tocke H u odnosu na ky: HA- HB = HC - HD

Potencija totke H u odnosu na k: HC - HD = HT?

= HA-HB = HT12 = HT), je tangenta na k(A, B, T))

= HT), je zajednicCka tangenta kruznica k(A, B, Ty) i k, a tocka T njihovo je diraliSte.
Analogno dokazujemo za kruZnicu k. O

Rasprava:

Na prvi problem tijekom konstrukcije dolazimo u tre¢em koraku. Hoce li ky uvijek sijeci
k? Posto smo precizirali da je ko kruZnica kroz A, B 1 srediSte dane kruznice k. U slucaju
kada su A 1 B izvan k, sigurno Ce postojati dva sjeciSta C 1 D. Ukoliko se tocke A 1 B nalaze
unutar kruZnice k, onda je dovoljno za srediste odabrati neku to¢ku 7' simetrale duZine AB
koja lezi izvan kruZnice k (konstrukcija rijeSena po napomeni iz opisa konstrukcije).

U &etvrtom koraku jedini je problem ako simetrala duZine AB prolazi tockom S, jer je tada
AB || CD. No, tada je konstrukcija jednostavnija.
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Slika 2.11: TTk, slu¢aj B, AB || CD

Ako pravac AB dira kruzZnicu k tada postoji samo jedno rjeSenje. S obzirom da je pravac
AB tangenta kruZnice i njegovo diraliSte je tocka 7'} koja se nalazi izmedu toCaka A i B
nemoguce je konstruirati kruZnicu tim tockama pa je jedino rjeSenje k, = k(A, B, T»).

Slika 2.12: TTk, slucaj B, AB tangenta



2.1. PROBLEM TTK 47

Kako bi u 5. koraku postojale tangente, tocka H mora biti izvan kruZnice k. Pretpostavimo
da se tocka H (sjeciste pravaca AB i CD) nalazi unutar kruZnice k, dakle na duZini CD.
Kako su duZine AB i CD tetive kruZnice ko, one se sijeku u tocki H. Ali, to znaci da je
jedna od tocaka A i B unutar kruZnice k, a druga izvan, jer se nalaze s razliCitih strana
pravca CD. Jasno je da u tom slucaju ne postoji kruznica koja prolazi kroz tocke A 1 B te
dira kruznicu k.

I
Dl

Slika 2.13: Polozaj tocke H

Slika 2.14: Polozaj tocke H
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Rezimirajmo zakljucke o broju rjeSenja:
e Ako je jedna od zadanih tocaka A ili B unutar kruZnice k, a druga izvan nema rjeSenja.

e Ako je jedna od zadanih tocaka A ili B na kruznici k, a druga unutar ili izvan postoji
jedno rjesenje.

e Ako je pravac AB tangenta na kruZnicu k postoji jedno rjeSenje.

e Kada su tocke A i B obje unutar ili izvan kruznice k postoje dva rjesenja.

Slika 2.15: Konstrukcija problema TTk, slu¢aj B, oba rjeSenja
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2. nacin - konstrukcija inverzijom

Problem. U ravnini zadani su kruZnica k te tocke A i B koje nisu na kruznici. Trebamo
konstruirati kruznicu koja prolazi kroz tocke A i B te dira zadanu kruZnicu.

Analiza:

Promotrimo inverziju sa sredisStem A. Kako bi konstrukcija bila Sto jednostavnija, za kruznicu
inverzije odabiremo kruznicu k; koja je ortogonalna na kruznicu k. Tada se kruznica k pres-
lika sama u sebe. Oznacimo s 7T diraliSte traZzene kruZnice i zadane. ToCka B preslikat ¢e
se inverzijom u tocku B’. TraZena kruznica k; koja prolazi tockama A i B te dira kruZnicu
k preslikat ¢e se u pravac koji prolazi to¢kama B’ i T’ te dira kruZnicu k pa ¢emo traZziti
tangentu na k iz B’ te e ona biti slika trazene kruznice. [Slika 2.16].

Bl

Slika 2.16: Analiza problema TTk, slu¢aj B (konstrukcija inverzijom)
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Konstrukcija:

1. konstruiramo kruZnicu inverzije k; sa srediStem u A koja je ortogonalna na k
2. preslikamo B u tocku B’ inverzijom

3. ki, kK, = tangente iz B’ na k

4. K, Nk={T}, k, Nk ={T3}

5. TIAnk={T\,T{}, T;,Ank ={T,,T,}

6. ky =k(A,B,T)), k, = k(A, B, T,)

Slika 2.17: Konstrukcija problema TTKk, slucaj B (konstrukcija inverzijom)

Rasprava ispustena jer je provedena ranije. Broj rjeSenja ovisi o polozaju tocke B’ u
odnosu na kruznicu k, te o tome prolaze li tangente k| i k, toCkom A. Dokaz je jasan iz
analize.



2.2. PROBLEM TPK 51

2.2 Problem Tpk

Problem. U ravnini zadani su kruZnica k, pravac p i tocka A. Konstruirati kruZnicu koja
prolazi kroz tocku A te dira zadanu kruznicu k i pravac p.

Promotrimo prvo moguée poloZaje zadanih objekata.

1. Tocka A sjeciste je zadanog pravca p i kruzZnice k.
Ako je pravac p tangenta na kruZnicu k taj sluaj ¢emo analizirati neSto kasnije
(Slucaj A), a u sluCaju da pravac p nije tangenta nema rjesenja.

p

©

Slika 2.18: Tpk, {A} =pnk

2. Tocka A nalazi se na pravcu p, ali ne i na kruZnici k.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj B)
Mogu¢i su razliciti medusobni polozaji pravca p i kruznice k.

Slika 2.19: Tpk,A € p

3. Tocka A nalazi se na kruZnici k, ali ne na pravcu p.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati nesto kasnije. (Slucaj C)
Mogu¢i su razliciti medusobni polozaji pravca p i kruznice k.
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4. Tocka A se ne nalazi na kruZnici k niti na pravcu p.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati nesto kasnije. (Slucaj D)

[Slika 2.33].

Slika 2.20: KruZnica koja dodiruje zadanu kruZnicu, pravac i tocku

Sluéaj A. Apolonijev problem Tpk u situaciji kada je tocka A sjeciste zadanog pravca p
i kruznice k, a pravac p tangenta je na kruZnicu k. Trebamo konstruirati kruZnicu kroz
zadanu tocku koja dodiruje zadani pravac i zadanu kruZnicu.

Analiza:

Slika 2.21: Analiza problema Tpk, sluc¢aj A
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Neka je S srediSte zadane, a S srediSte traZene kruznice. UoCavamo da srediSte traZene
kruZnice moZze biti bilo koja toc¢ka na pravcu S A.

Konstrukcija: Povuc¢emo pravac AS. TraZena kruZnica je k; = k(S 1,15 1A|) gdjeje S € p.

p

Slika 2.22: Konstrukcija problema Tpk, slucaj A

Rasprava: Posto je S| proizvoljna tocka na pravcu S A ovaj slucaj ima beskonacno rjesenja.

p

Slika 2.23: Konstrukcija problema Tpk, slu¢aj A, neka rjeSenja
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Sluéaj B. Apolonijev problem Tpk u situaciji kada se tocka A nalazi na pravcu p a ne
nalazi se na kruznici k. Trebamo konstruirati kruZnicu kroz zadanu tocku koja dodiruje
zadani pravac i zadanu kruZnicu.

Analiza:

Slika 2.24: Analiza problema Tpk, slucaj B

Neka je S srediste zadane kruZnice. Zelimo odrediti srediste traZene kruZnice k,. Neka je
G diraliSte zadane i traZzene kruznice. Tocka G ujedno je centar slicnosti zadane i traZzene
kruznice, srediSte kruZnice k; nalazi se na pravcu S G. Pravac p je tangenta traZene kruZnice
1A € p, njeno se srediSte nalazi na okomici iz A na p.

Konstrukcija:
1. okomica oy iz § na p
2. Bjesjeciste oy 1 k.
3. G je drugo sjeciSte AB 1 k (razlicito od B)
4. okomica 0o, izA na p
5. 85GnNo, ={S}

6. ki =k(S1,151AD
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Slika 2.25: Konstrukcija problema Tpk, slucaj B

Ista konstrukcija vrijedi neovisno o tome sijeku li se p ik te je li A izvan ili unutar k.

Rasprava:

U 2. koraku konstrukcije okomica o; uvijek sijece kruznicu k u dvije to¢ke ({B, C} = o1 Nk)
pa postoje dva rjeSenja, osim ako C € p tj. kruZnica k dira pravac p, tada postoji samo jedno
rjeSenje te je pravac p tangenta kruznice k.

Slika 2.26: Konstrukcija problema Tpk, slu¢aj B, sva rjeSenja
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Slika 2.27: Konstrukcija problema Tpk, slu¢aj B, k dira p

Ako kruznica k sijeCe pravac p, postoje dva rjeSenja.

Slika 2.28: Konstrukcija problema Tpk, slucaj B, k sijece p

Problem nastaje u 5. koraku ako G € o tj. ako je A € 0;. Tada su A, B, S, G kolinearne i

nije odreden S ;. Ali, u tom sluaju jednostavno konstruiramo kruZnice s promjerima AB i
AC.

Dokaz:
Trebamo dokazati da kruznica k(S 1, |S 1A[) prolazi kroz A, dira pravac p te dira kruznicu k.
Ocito je da k; prolazi kroz A, a dira pravac p jer je S| na 0,. Trebamo joS dokazati da k;
dira k.
Tocke S,G 15 su kolinearne, G € k. Trokuti AAS G i ABS G su sli¢ni jer su im sve stra-
nice paralelne pa |BS| = |GS| = |AS | = |GS |, pa je G € k;, a to znaci zbog kolinearnosti
S,G1S;dasek;ikdirajuugG.

O
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Sluc¢aj C. Apolonijev problem Tpk u situaciji kada se tocka A nalazi na kruzZnici k, a ne
nalazi se na pravcu p. Trebamo konstruirati kruZnicu kroz zadanu tocku koja dodiruje
zadani pravac i zadanu kruZnicu.

Analiza:

Slika 2.29: Analiza problema Tpk, sluc¢aj C

Neka je S srediSte zadane kruZnice, a F' tocka u kojoj traZena kruZnica k; dira pravac p.
Zelimo odrediti srediste trazene kruZnice k;. Posto je A diraliSte traZene i zadane kruZnice,
srediSte kruZnice k; mora se nalaziti na pravcu S A, takoder mora se nalaziti na okomici
iz F na pravac p, jer je p tangenta traZene kruznice. Kao u slucaju B - ovdje je A centar
sli¢nosti, Sto nam omoguditi da odredimo tocku F'.

Konstrukcija:
1. okomica oy iz S na p
2. oy Nk ={B}
3. ABNp ={F}
4. okomica 0, iz F na p
5.8AN0, =8,

6. ki = k(§1,15:1A]
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Slika 2.30: Konstrukcija problema Tpk, sluc¢aj C

Rasprava:

U 2. koraku konstrukcije okomica o; sije€e kruznicu k u dvije tocke pa ovaj slu¢aj ima dva
rjeSenja.

U 3. koraku ako je AB || p tada je A = B te postoji samo jedno rjeSenje.

oy
|

]

|
i

|

|

|

Slika 2.31: Problema Tpk, slucaj C, A € 0,
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U 5. koraku akoje SA || 02 tj. A € 0;tadaSA L p te postoji samo jedno rjeSenje. Takoder,
u slucaju da k dira p, zadatak ima samo jedno rjeSenje.

Dokaz:
Trebamo dokazati da kruznica k(S 1, |S1A|) prolazi kroz A, dira pravac p u tocki F te dira
kruznicu k. OCito je da k; prolazi kroz A, a kako su A, S 1§ kolinearne, k; dira k.
Trebamo jo$ dokazati da k; dira pravac p.
Tocke S,A 1 S su kolinearne. Trokuti AAS | F i ABS A su sli¢ni jer su im sve stranice
paralelne pa |BS| = |AS| = |AS | = |FS|,paje F € k;. Kako je S1F L p, kruznica k; dira
pravac p.

O

Slika 2.32: Konstrukcija problema Tpk, slucaj C, sva rjeSenja
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Sluéaj D. Zadani su kruznica k, pravac p i tocka A takvi da A ¢ p,A ¢ k. Trebamo
konstruirati kruZnicu koja prolazi kroz tocku A te dira zadanu kruzZnicu k i pravac p.

Analiza:

|
I
Slika 2.33: Analiza slu¢aja Tpk, slu¢aj D

Kako bismo si olakSali problem, konstrukciju Zelimo svesti na konstrukciju problema 77Tk
[Poglavlje 2.1]. Dakle, Zelimo pronaci jo§ jednu to¢ku na trazenoj kruZnici. Oznacimo
traZenu kruZnicu s k;, a njeno srediste S ;. Oznacimo s S srediSte zadane kruznice k. Neka
su{B, C} sjeciSta kruznice k s okomicom iz § na p te neka je sjeciSte iste okomice s pravcem
p tocka D. Neka je F diraliSte pravca p 1 kruznice k,, a G diraliSte kruZnica k; 1 k.

Tocka G je ujedno i unutarnji ili vanjski centar sli¢nosti tih dviju kruznica pa lezi i na
pravcu BF.

Povucimo pravac AB te drugo sjeciste s trazenom kruZnicom ozna¢imo s E.

Promotrimo sada sliku 2.33. Posto je BC promjer kruZnice kut <BGC je pravi. Takoder, i
kut <F DB je pravi. MoZemo zakljuciti da je Cetverokut DFGC tetivan.

Po teoremu o potenciji tocke [Teorem 1] tada vrijedi: BC - BD = {potencija u odnosu
na kruZnicu opisanu Cetverokutu DFGC} = BG - BF = {potencija u odnosu na trazenu
kruznicu}= BA - BE. Slijedi, cetverokut DAEC je tetivan, odnosno tocke D, A, E i C
pripadaju istoj kruZnici. Zakljucujemo, tocka E je sjeciSte kruznice k(DAC) i pravca BA.

Konstrukcija:

1. okomicaoiz S na p
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2. oNnk={B,C},oNn p ={D}
3. ko = k(ACD)
4. AB N ky = {E} (razliCito od A)

5. konstruiramo, primjenom konstrukcije TTk iz cjeline 2.1, kruZnicu k; koja dira kruznicu
k 1 prolazi tockama A i E.

Slika 2.34: Konstrukcija problema Tpk, slu¢aj D

Dokaz:

KruZnica k; prolazi kroz tocke A 1 E te dira zadanu kruZnicu k. Trebamo dokazati da dira
pravac p.

Znamo da je G diraliSte k; i k. Neka je H sjeciSte pravaca BG i p.

Kut <BGC = 90° po Talesovom teoremu, <CDH = 90° po konstrukciji.

Zato je CDHG tetivni Cetverokut te mu moZemo opisati kruznicu k. Potencijala od ki k
je pravac CD. Kako je potencijala kruznica k; 1 kg pravac AE, a CD N AE = {Bj} slijedi da
je B radikalno srediste kruZnica ko, k; i k pa potencijala od k, i k prolazi kroz B. Kako se G
nalazi na k; i na k, potencijala tih dviju kruZnica je pravac BG, a to zapravo znaci da tocka
H leZi na kruZnici k; jer je H drugo sjeciste pravca BG s kruZnicom k. O
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Rasprava:

Vazno je napomenuti da se sva Cetiri rjeSenja konstrukcije dobiju zamjenom uloga to¢ke B
iC.

U drugom koraku ako je C = D postoje tri rjesenja.

Problem postoji u 3. koraku ako su tocke A, C 1 D kolinearne. Taj ¢emo slucaj posebno
razmotriti (Slu¢aj E)

U 5. koraku dobijemo po najviSe dva rjeSenja, ali zamjenom uloga to¢aka B i C dobijemo
jos dva rjeSenja.

Ako pravac AB dira kruznicu k(ACD) u A. Tada se tocke A i E podudaraju te tada postoje
tri rjeSenja.

Ako pravac p sijeCe kruznicu k, sjeciSte D pravca p i1 okomice o nalazi se unutar kruZnice
k pa nam otpadaju dva rjeSenja.

Slika 2.35: Konstrukcija problema Tpk, slu¢aj D, pNk # 0

Rezimirajmo jo§ brojnost rjeSenja u ovisnosti o poloZaju pravca p i kruZnice k:
1. pik se ne sijeku

e Ako je A unutar k nema rjesenja.
e Ako je A na pravcima koji diraju k, a paralelni su s p postoje tri rjeSenja.

e Ako je A izvan k postoje 4 rjeSenja.
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2. pik sediraju
e Ako je A unutar k jedno rjesSenje.
e Ako je A na paralelnim pravcima s p koji diraju k postoji jedno rjeSenje.
e Ako je A na pravcima okomitim na p koji diraju k postoje tri rjeSenja, inace
postoje dva rjeSenja.
3. pik se sijeku
e Ako je A unutar k postoje dva rjesenja.

e Ako je A na paralelnim pravcima s p koji diraju k postoji jedno rjeSenje, inace
postoje dva rjeSenja.

Slucaj E. Zadani su kruznica k = k(S, r), pravac p i tocka A takvi da se tocka A nalazi na
okomici iz S na p. Trebamo konstruirati kruZnicu koja prolazi kroz tocku A te dira zadanu
kruznicu k i pravac p.

Ovaj problem ¢emo rijeSiti na dva nacina.
1. nacin

Analiza:

Slika 2.36: Analiza problema Tpk, slucaj E, primjena Pitagorina poucka
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Neka je o okomica iz S na p. Neka je k; = k(S , R) traZena kruznica. Neka je H sjeciSte
okomice iz §| na 0. T i A neka su sjeciSta kruZnice k; sa o. Posto je trokut ATS jed-
nakokra¢an a H mu je noziste visine na stranicu AT, udaljenosti |[AH| i |T H| su jednake.
Oznacimo udaljenost tocke S do to¢ke D sa d, a udaljenost A do D s a.

Primjenimo Pitagorin poucak na trokut AS S ; H. Imamo:

IS\ HP + |HS|* =SS,

|HS| =d —R,|SS,| = R+ r. Iz trokuta ATS |H imamo |S |H|* = R*> — x? (slika 2.36) pa
slijedi:

d—-Ry+(R*—x*) = R+r)
x = a — R pa vrijedi:
&>~ 2dR + R + R* - (a - R} = R* + 2Rr + r*[ - R?
d2—2dR/+fR7—a2+2azR7fg{: 2Rr + r?

_d=-d-r
R_Z(r—a+d)

R je radijus traZzene kruZnice te je dalje lako konstruirati.

Konstrukcija:
Neka je a = d(A, D), d = d(S, D) te r radijus kruZnice k, a 0 okomica iz S na p.

. . .o d2 —_— a2 —_— r2 .
. konstruiraymo duljine R = r—a+d ix=|a—-R)|

[S—

2. k(A,x)No ={H}

3. 0; = okomicaiz H nao

4. k(A,R)Nno; =1{S,S,}

)

. kl = k(SlaR)9kl = k(Sl’R)
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Slika 2.37: Konstrukcija problema Tpk, slucaj E

Rasprava:

Ako se A nalazi unutar kruznice & te ako je r —a +d < 0 konstrukciju nije moguce provseti.
Zapitajmo se mozZe li brojnik d*> — a®> — r? biti negativan. Kako je d > a > r brojnik ¢e
uvijek biti pozitivan. Medutim, na slican nacin se iz trokuta AS S 3L na slici 2.38 dobije
radijus R; = %, x = |Ry — a| pa postoje joS dva rjeSenja.
Dokaz slijedi iz analize.

Slika 2.38: Problema Tpk, slucaj E, jos dva rjeSenja
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Slika 2.39: Problem Tpk, slucaj E, sva rjeSenja
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2. nacin - konstrukcija inverzijom

Analiza:

Odaberimo kruZnicu inverzije sa srediStem u A takvu da se zadana kruZnica k preslika sama
u sebe. Pravac p koji dira trazenu kruZnicu k; preslikati ¢e se inverzijom u kruzZnicu p’ koja
prolazi srediStem inverzije. TraZena kruZnica k; koja prolazi tockom A te dira kruZnicu k 1
pravac p, preslikati ¢e se u pravac koji dira kruznicu p’ i kruznicu k. Slika trazene kruZnice
ki, je zajednicka tangenta kruznice k1 p’.

(e} /

|
|
| /
|
| /

Slika 2.40: Analiza problema Tpk, slu¢aj E (konstrukcija inverzijom)

Konstrukcija:

1. konstruiramo kruZnicu inverzije k; sa srediStem A koja je ortogonalna na k
2. preslikamo inverzijom pravac p u kruznicu p’
3. konstruiramozajednicke tangente ¢y, t,, t3 1 4 kruZnica ki p’

4. preslikamo tangente #,, t,, 3 1 t4 inverzijom u trazene kruznice ki, k,, k3 1 k4
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Slika 2.41: Konstrukcija problema Tpk, slu¢aj E (konstrukcija inverzijom)

Rasprava:
Ako se tocka A nalazi unutar kruznice k konstrukcija se ne moze provesti.
Dokaz slijedi iz analize.
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2.3 Problem Tkk

S obzirom na to da sada prelazimo na malo kompliciranije slucajeve zapisat emo prvo
neke leme koje ¢e nam pomoci pri rjeSavanju preostalih problema.

Lema 1. Neka su dane kruznice ky = k(S 1, 1), ky = k(S 2, 12) koje se ne sijeku te neka je V
njihov vanjski (ili unutarnji) centar slicnosti. Sekanta na kruZnicu ky iz V sijece ki redom
utockama A i B ([VA| < |VB|). Ta sekanta sijece kruZnicu k, redom u tockama A’, B’ (slike
toCaka A i B pri homotetiji s centrom V koja preslikava k, u k). Oznacimo S 1B N S,A’ sa
S. Kruznica k = k(S,|S A’|) dira zadane kruznice.

Dokaz. Jednakokracni trokuti ABS 1A 1 AB'S,A’ su po homotetiji s centrom V koja pres-
likava k; u k, sli¢ni pa su kutovi <§1AB, <ABS, <S,A’B’ i <A’B’S, sukladni. Takoder,
kutovi <ABS | 1 <A’BS te <S,A’B’ 1 <SA’B sukladni su jer su vr$ni kutovi. Trokut A’BS
je jednakokracan pa je S srediSte kruznice koja dira kruZnicu k; u tocki B, a kruznicu k, u
A O

Slika 2.42: Lema 1

Lema 1 vrijedi i ako se kruZznice sijeku:
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Slika 2.43: Lema 1, kruZnice se sijeku

Iz dokaza Leme 1 vidimo: Ako kruznica k dira k; u B, a k, u A’, onda je centar homotetije
koja preslikava k; u k, na pravcu A’B.

Slika 2.44: Lema 1, unutarnji centar sli¢nosti

Lema 2. Neka su dane kruznice c; = k(S 1, 1), c; = k(S,, 1) koje se ne sijeku te neka je V
njihov vanjski (ili unutarnji) centar homotetije. Tada sve kruznice koje koje diraju izvana
c1 1 ¢y imaju istu potenciju s obzirom na tocku V i tocka V leZi na potencijali bilo kojih
dviju takvih kruZnica.
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Dokaz. Pravac kroz vanjski centar slicnosti V (ili unutarnji U) sijeCe kruznice ¢; 1 ¢; u
toCkama N;, N, (tako da S|N; }f S2N,). Vrijednost |[VNy| - |[VN,| uvijek je ista, novisno
o pravcu. DokaZimo da kruZnica koja dira ¢; u N; te prolazi tockom N, nuzno dira c;.
Promotrimo dva pravca i odgovarajuca sjecista Ny, N», Py, P, te P3, N3. Zbog homotetije
s centrom V koja preslikava c¢; u ¢; znamo da PN, || P3;N;. Takoder <VP{N; = <VP;N;
(kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca) 1 <VP3;N; = <P,N,V (tetivnost). ZakljuCujemo
da je Cetverokut P;N| N, P, tetivan te vrijedi |[VNy| - [VN,| = |[VPy| - |VP;|. O

Slika 2.45: Lema 2

Napomena. Bilo koje dvije kruZnice ki i k, koje diraju kruZnice c, i ¢, izvana imaju istu
potenciju s obzirom na tocku V.

Problem. U ravnini zadane su dvije kruZnice c, i ¢, i tocka A. Konstruirati kruZnicu koja
prolazi kroz tocku A te dira zadane kruZnice.

Ovaj problem ¢emo rijesiti na dva nacina.

1. nacin

Analiza:

Zadane su dvije kruZnice c; 1 ¢, te tocka A. Neka je k; traZzena kruznica koja dira zadane.
Neka je tocka M diraliSte k; s ¢, a toCka N diraliSte k; s ¢,. Prema Lemi 1 znamo da
pravac M N prolazi vanjskim (ili unutarnjim) centrom homotetije tih dviju kruznica (Slika
2.46). Neka je pravac VA sekanta kruZznice k; koju sijeCe u tockama A i A’ pa vrijedi
[VA’| - |VA| = |VN| - |VM|. Neka pravac 0,0, sijeCe zadane kruznice redom u tockama
B, C, D, E kao na slici 2.46.
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Tocke C 1 D se ne preslikavaju promatranom homotetijom jedna u drugu. Prije smo poka-
zali (Lema 2) da vrijedi |VC| - |VD| = |VN| - |[VM| pa vrijedi |VD| - |VC| = |VA’| - |VA|. Za-
klju€ujemo da A, A’, C i D koncikli¢ne. Konstruiramo li kruZnicu k" koja prolazi to¢kama
A, C i D i odredimo tocku A’ kao sjeciSte VA i k', konstrukciju traZzene kruZnice k; sveli
smo na problem 7Tk (2.1) jer treba konstruirati kruznicu k; koja prolazi tockama A1 A’ te

POGLAVLIJE 2. RIESENJA PROBLEMA 5-9

dira kruZnicu c;.

Slika 2.46: Analiza problema Tkk

Konstrukcija:
Zadane su kruZnice ¢;(01, 1) 1 ¢2(0,, ») te tocka A.

1.
2.

10.

S A R

pravac 0,0,

0,0, sijece ¢ u tockama {B, C} tako da je |0, B| > |0,C|, a ¢, u to¢kama {D, E}
tako da je |OE| > |0, D|

V je vanjsko srediste sli¢nosti kruznica c; 1 ¢;

k' = k(A, C, D), k' sijeCe ¢y u toCkama F'i C

AVNEK ={AA"}

CFNAV ={K}

konstruiramo iz K tangente t,, t, na kruZnicu ¢,

nne ={M}tnc ={M}

trazene kruznice su kruznice k; = k(A,A’, M) i kruZznica k, = k(A,A’, M,)

ponovimo analogan postupak za korake 3-9 s unutarnjim centrom sli¢nosti U te
dobivamo kruznice k3 1 k4.
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Slika 2.48: Konstrukcija problema Tkk, sva rjeSenja
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Dokaz:

Dokazimo da kruZnica k; dira zadane kruZnice c; i ¢, te prolazi tockom A. 1z konstrukcije
ocito je da prolazi kroz A, trebamo joS dokazati da dira ¢; 1 ¢;.

Znamo: |[KM,|> = |KC| - |KF| = |KA’| - |[KA|. Neka je S| srediste kruZnice k;. KM, je
tangenta na k; pa je M, je diraliSte ¢ 1 k;. Trebamo joS dokazati da k; dira c;.

Neka je N; sjeciSte VM, i ¢, takva da O; M, nije paralelno s O, N;. Dokazimo da je N; na
ky. Zbog 4. 1 5. koraka konstrukcije tocke A, A’, C i D su koncikli¢ne, a AA" 1 CD sijeku
seu V. Zato je |VA| - |VA’| = |VC| - |VD|. Prema lemi 2 |VC| - |VD| = |VM,| - |VN,| gdje je
N, sjeciste VM, i ¢,. Znaci |VA| - |VA’| = |VM,| - [VN,| §to znaci da je Ny na k;.

Treba dokazati da su S |, Ny, O, kolinearne. Neka je G sjeciste pravca VM, 1 kruznice c;.
Trokut AM,0,G ima svoju homoteti¢nu sliku obzirom na homotetiju s centrom V koja
preslikava A u A’ unutar kruZnice c¢; i neka je to trokut AN,O,N; [Slika 2.49]. Ti trokuti
imaju jednake kutove. Produzimo li Oy M, do S kutovi <VM,S | i <O;M,G sukladni su
jer su vrs$ni. Spojimo SN, tada |S{N| = |S | M,|, dakle S | N; M, jednakokracan trokut te
<N\M,S | = <§ 1N, M,. Dakle vrijedi <S |N\M, = <N\ M,S | = <GM,0,

= 0,GM;, = O,N|N; pa su kutovi <§ N, M, 1 <O,N,N, vrsni, dakle S |, N;, O, kolinearne.
Analogno se pokaZe za kruznica k,, k3 1 k. |

Slika 2.49: Dokaz problema Tkk

Rasprava:

U prva dva koraka konstrukcije ne nailazimo na probleme, dok u ¢etvrtom se moramo
zapitati Sto ako su A, C i D kolinearne. Tada umjesto pravca 0,0, ito¢aka C i D
konstruiramo zajednicku tangentu ¢ dviju kruznica tako t N ¢y = Cy, t N ¢, = D, te dalje
konstrukciju provodimo pomocu tih tocaka. Ostaju Cetiri rjesenja.
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Slika 2.50: Problem Tkk, A € 0,0,

U 4. koraku moZe nam se desiti da kruZnice K’ i ¢; imaju samo jedno sjeciste, TOCKU C.
U tom slucaju u 7. koraku konstrukcije umjesto CF uzmemo tangentu u C na c;.
Kruznice £’ 1 ¢; imaju samo jedno sjeciSte ako se A nalazi na kruZnici sa srediStem u
polovistu duzine CD radijusa %DI.

U 5. koraku moZe nam se desiti da se A 1 A’ poklope ako je AV tangenta kruZnice k’. Tada
¢emo u 9. koraku trebati konstruirati kruZnicu koja prolazi kroz M, koja dira pravac AV.
Zapitajmo se u 7. koraku mogu li nam AA” i CF biti paralelni. Mogu, tada tocka K nije
definirana i tangente ¢, i ¢, su tangente na c; paralelne sa CF i AA’ §to nije problem
konstruirati. Moze li se K nalaziti unutar kruZnice c;? MoZe samo ako se i A nalazi unutar
neke od zadanih kruZnica, a tada nema rjeSenja.

Ako K = M = N tada imamo samo jedno rjeSenje slucaja, odnosno dva rjeSenja ukupno.

Promotrimo jo§ sve moguce poloZaje triju zadanih objekata:

1. ¢ 1 c; sijeku u dvije razlicite tocke

e ako se tocka A ne nalazi ni na ¢; ni na c,, postoje dva rjeSenja

e ako se tocka A nalazi na sjecisStu c; i ¢, tada nema rjeSenja
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ako se A nalazi na ¢y, ali ne i na ¢, postoje dva rjeSenja

2. ¢y 1¢; se diraju izvana/iznutra

¢y 1 ¢; diraju se u tocki A, tada postoji beskonacno rjesenja

ako se tocka A nalazi izvan obiju kruZnica, a kruznice se diraju izvana tada
postoje tri rjeSenja, a ako se kruznice diraju iznutra postoje jedno rjesenje

ako se tocka A nalazi na jednoj od kruznica rjeSenje je jedinstveno

ako se tocka A nalazi unutar jedne od kruZnica, a izvan druge te se kruZnice
diraju izvana tada postoji jedno rjeSenje, a ako se kruZnice diraju iznutra
postoje tri rjesSenja

ako se tocka A nalazi unutar obje kruZnice tada rjeSenja nema

3.ciNe =0

ako se c; 1 ¢; ne sijeku 1 ne leZe jedna unutar druge te tocka A se nalazi izvan
zadanih kruZnica postoje Cetiri rjeSenja

ako se c; 1 ¢; ne sijeku, a jedna leZi unutar druge te tocka A se nalazi izvan
zadanih kruZnica tada rjeSenja nema

ako se ¢ 1 ¢; ne sijeku a tocka A nalazi se na jednoj od njih, tada postoje dva
rjesenja.

ako se ¢ 1 ¢; ne sijeku i ne leZe jedna unutar druge, a tocka A se nalazi unutar
jedne, ali ne i unutar druge, rjeSenja nema

ako se c; 1 ¢, ne sijeku, a jedna lezi unutar druge i tocka A se nalazi unutar
jedne ali ne 1 unutar druge tada postoje Cetiri rjeSenja

ako se ¢y 1 ¢; ne sijeku, a jedna lezi unutar druge i to¢ka A se nalazi unutar
obje, rjeSenja nema
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2. nacin - konstrukcija inverzijom

Problem. U ravnini zadane su dvije kruznice i tocka A. Trebamo konstruirati kruZnicu
koja prolazi tockom A i dira zadane kruznice.

Analiza:

/T
N

Slika 2.51: Analiza problema Tkk, konstrukcija inverzijom

Zelimo da se trazena kruZnica k preslika u neki pravac £’ pa uzmimo za centar inverzije
tocku A. Zadane kruznice preslikat ¢e se u kruznice kojima je A centar slicnosti, a pravac
k' zajedniCka tangenta. Uzmemo proizvoljan radijus inverzije.
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Konstrukcija:

1.

2
3
4.
5

konstruiramo kruZnicu inverzije k = k;(A, r;), r; proizvoljan

. preslikamo kruznicu c; inverzijom u odnosu na kruZnicu k; u kruZnicu c}

. preslikamo kruZnicu c; inverzijom u odnosu na kruZnicu k; u kruZnicu c),

konstruiramo zajedniCke tangente kruznica ¢} i c)

. dobivene tangente K}, k’, k) 1 k, preslikamo inverzijom u Kruznice ki, k2, k3 1 k4 1to
su traZzene kruZnice

Slika 2.52: Problem Tkk, konstrukcija inverzijom
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2.4 Problem ppk

Problem. U ravnini zadani su kruznica k te pravci a i b. Konstruirati kruZnicu koja dira
dva zadana pravca i danu kruznicu.

Promotrimo prvo sve moguée medusobne polozaje danih pravaca.

1. Pravci a i b su paralelni.
Ovaj slucaj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj A)

2. Pravci a i b se sijeku.
Ovaj slu€aj ¢emo analizirati neSto kasnije. (Slucaj B)

Sluéaj A. Apolonijev problem ppk u situaciji kada su zadani kruznica k te paralelni pravci
a i b. Trebamo konstruirati kruznicu koja dira zadane pravce i kruZnicu.

Analiza:

Slika 2.53: Analiza problema ppK, slucaj A

Neka je k; = k(S 1, ry) kruZnica koja dira pravce a 1 b te kruznicu k = k(S,r). Znamo da
je njen radijus polovina udaljenosti izmedu pravaca a i b. Neka je ¢ kruZnica koncentricna
kruznici k koja prolazi srediStem trazene kruznice pa je njen radijus r — % @l r+ %). Ako
konstruiramo ¢, lako éemo odrediti srediSte traZene Kruznice k;.

Konstrukcija:
Dana je kruznica k = k(S, r) i pravci a, b. Neka je d udaljenost pravaca a i b.
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1. s pravac koji je paralelan sa zadanima 1 jednako udaljen od a 1 b
2. c=k(S,r=9),c =k, r+%
3.cNs= {Sl,Sz}, cdnNs= {S3,S4}

4k = k(S 1,9, ko = k(S D), ks = k(S 3, 9), ks = k(S4, 9)

Slika 2.54: Konstrukcija problema ppK, slucaj A

Rasprava:

U prvom koraku nemamo problema u konstrukciji.

U drugom koraku ako je r < % onda nema kruZznice ¢’ (zar = %, ¢’ je tocka).

Zapitajmo se kada se sijeku kruznice ¢, ¢’ s pravcem s. Broj sjeciSta kruZnice sa srediStem
S 1 pravca s ovisi o udaljenosti D = d(S, s) i polumjeru kruznice. KruZnica i pravac s
sijeku se u dvije tocke ako je D manji od polumjera, diraju se ako je D jednak polumjeru,
a presjeka nema ako je D veci od polumjera kruznice. Vrijedi:

1. Akojer <D — % tadacNs=0ic Ns=0pauovom slucaju nema rjeSenja.
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Slika 2.55: Problem ppK, slucaj A, nema rjeSenja

2. Akojer=D - ‘5’ tadac N s =0, ac’ dira s u jednoj tocki pa postoji jedno rjesenje.

N

Slika 2.56: Problem ppK, slucaj A, jedno rjesenje

3. AkojeD—4% <r<D+%tadacns=0,ac sijeCe s u dvije tocke pa postoje dva
rjesenja.
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Slika 2.57: Problem ppK, slucaj A, dva rjesSenja

4. Akojer=D + % tada c dira s u jednoj toc¢ki, a ¢’ sijeCe s u dvije tocke pa postoje tri

rjesSenja.

N

Slika 2.58: Problem ppK, slucaj A, tri rjeSenja

5. Akojer> D + % tada c i ¢’ sijeku s u dvije tocke pa postoje Cetiri rjeSenja.
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Slika 2.59: Problem ppK, slucaj A, Cetiri rjeSenja

Dokaz:

Trebamo dokazati da kruZnice ky, k,, k3 1 k4 diraju dva zadana pravca i zadanu kruznicu.
Promatramo je k; = k(S 1, %). Znamo da S € s pa slijedi da k; dira pravce a i b. Takoder,
zbog 2. i 3. koraka konstrukcije , S| € ¢ = k(S,r — 4) paslijedi da |S S| = r - £.

Neka je to¢ka T na kruZnici k i na pravcu S S takvada [TS| > |TS].

\ k
a T - \
e C SN
S , N
ARV \

1

Slika 2.60: Problem ppK, T € k, T € §S,
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Dokazati ¢emo da je T diraliSte kruznica k; 1 k. T je na k po definiciji, a na k; je jer
IS1T1 = IST|-1S1S| = r—(r—%) = 4. Dakle, T je na kruznici k;. Jo§ trebamo provijeriti da
je T diraliste, ali to direktno slijedi iz ¢injenice da su S1,7 i S kolinearne tocke. Analogno
dokazujemo za preostale kruznice.

O

Slucaj B. Apolonijev problem ppk u situaciji kada su zadani kruznica k te pravci a i b koji
se sijeku. Trebamo konstruirati kruZnicu koja dira zadane pravce i kruznicu.

Analiza:

Neka je k; = k(S 1, r1) kruznica koja dira pravce a 1 b te kruZznicu k = k(S, r), a neka je ¢
kruznica koncentri¢na kruZnici k; koja prolazi srediStem dane kruZnice. Ako konstruiramo
¢ dobit ¢emo srediSte traZene kruznice koje je zatim lako konstruirati. Neka je a’ pravac
paralelan s a udaljen od njega za r, a pravac b’ pravac paralelan s b udaljen od njega za
r. KruZnica ¢ dodiruje pravce a’ i b’. Time smo problem sveli na konstrukciju kruznice ¢
kroz zadanu to¢ku S koja dodiruje pravce a’ 1 ', tj. na problem 7T pp [1.3].

Slika 2.61: Analiza problema ppK, sluc¢aj B
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Konstrukcija:
Dana je kruznica k(S, r) te pravcia i b.

1.
2.
3.

okomica o, iz tocke S na pravac a, noziste N
01 Nk(N,r) ={N’,N"”} pri ¢emu N’ 1 S leZe s iste strane pravca a
a’ ia" paralele s a kroz N’, odnosno N’

okomica o, iz tocke S na pravac b, noZziste M

oo Nk(M,r)={M',M"”} pri Cemu M’ 1§ leze s iste strane pravca b

b’ 1b" paralele s b kroz M’, odnosno M"”’

. kruZnice k| = k(S 1, r}) 1 k) = k(S, ) koje diraju pravce a’ i b’ te prolaze tockom S

(konstrukcija detaljno opisana u cjelini 1.3: ppT)
Analogno, konstruiramo kruznice:

Kk’ 1 kj koje diraju pravce a” i b” i prolaze tockom §
k: 1 kg koje diraju pravee a” i b” i prolaze tockom §
k. 1 kg koje diraju pravee a” i b” i prolaze tockom §

zai=1,..,8,akoje d(S;,a) =d(S;,b) =d(S;,S) + r onda kruznica
ki = k(S;,d(S;, a)) dodiruje pravce a i b 1 dira kruznicu k

Slika 2.62: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, koraci 1-3
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Slika 2.63: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, k; 1 k;

Slika 2.64: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, k3 1 k4
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Slika 2.65: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, ks 1 k¢

Slika 2.66: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, k7 1 kg

Dokaz:

Zelimo dokazati da kruZnice k; — kg diraju pravce a i b te kruznicu k. Dokaz slijedi
direktno iz uvjeta u 8. koraku.

DokazZimo jos da se srediSte S; mora nalaziti na nekoj od simetrala kutova koje zatvaraju
pravciaib.

Ako je S; na simetrali <(a’, b"), <(a’,b”), <(a”,b"), <(a”, b") koja je ujedno simetrala

<(a, b), tj. ako je na crvenom pravcu (a ne zelenom (slika 2.67)) onda postoji kruznica
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koja dira pravce a 1 b sa srediStem S ;. To znamo iz 8. koraka konstrukcije te je to jedna od
kruznica k(S;, v, + 1), k(S;,r =) 1 k(S;, r —1)). O

Slika 2.67: Problem ppk, slucaj B, simetrale kutova

Rasprava: U koracima konstrukcije 1 — 6 nema nikakvih problema.
Promotrimo jo§ medusobne poloZaje danih objekata:

1. Ako oba pravca a i b sijeku kruznicu k u ukupno 4 razlicite tocke postoji osam
rjeSenja.
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Slika 2.68: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, osam rjeSenja

2. Ako je jedan od pravaca a i b sijeCe kruZznicu k u dvije tocke, a drugi ju ne sijece,
postoje Cetiri rjesenja.

Slika 2.69: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, Cetiri rjeSenja

3. Ako kruZnica k ne sijeCe pravce a i b postoje Cetiri rjeSenja.
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Slika 2.70: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, Cetiri rjeSenja

4. Ako jedan ili oba pravca diraju k, a sjeciSte pravaca nije na k, razlikujemo slucajeve:

e Ako je jedan od pravaca a i b tangenta kruZnice k, a drugi pravac ju ne sijeCe
postoje Cetiri rjeSenja.

Slika 2.71: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, Cetiri rjeSenja
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e Ako je jedan od pravaca a 1 b tangenta kruZnice k, a drugi pravac ju sijece u
dvije tocke postoje Sest rjeSenja

Slika 2.72: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, Sest rjeSenja

e Ako su oba pravaca a i b tangente kruZnice postoje Cetiri rjesenja.

Slika 2.73: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, Cetiri rjeSenja

5. Ako je sjeciSte pravaca na kruZnici tada ako je jedan od pravaca tangenta kruZnice
postoje dva rjeSenja, inacCe postoje Cetiri rjesenja.
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'bll

Slika 2.74: Konstrukcija problema ppk, slucaj B, dva tj. Cetiri rjeSenja
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2.5 Problem pkk

Problem. U ravnini su zadane kruznice c, i c, te pravac p. Konstruirati kruZnicu koja dira
dvije zadane kruZnice i zadani pravac.

Analiza:

Neka je ¢y = k(S1,r1) 1 ¢, = k(S,, ;) 1 neka je bez smanjenja opcenitosti r; < r,. Neka je
k = k(T, r) kruznica koja dira kruznice c; i ¢, te pravac p. Neka je k" koncentri¢na kruZnica
kruznici k koja prolazi tockom A pa je njen radijus » + r;. Tada ta kruZnica dira pravac p’
koji je paralelan s p, a udaljen od njega za ry. KruZnica k’ dira i kruZnicu ¢} koncentri¢nu
kruZnici ¢, radijusa manjeg (ili veceg) za r;. Ako konstruiramo k’, lako ¢emo konstruirati
k. KruZnicu k’ konstruiramo na nacin opisan u cjelini 2.2 (T pk), slucaj D.

Slika 2.75: Analiza problema pkk
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Konstrukcija:
Nekaje Cc1 = k(S],I"l) it Cy) = k(Sz,rz), ry > nr.

1.

10.

11.

12.

okomica o iz S| na p sijece pravac pu N

. neka su N i N’ tocke na presjeku o i k(N, ry) takve da N 1§, lezZe s iste strane

pravca p

. paralela kroz N’ s p = p’, paralela kroz N” s p = p”
Oy = k(8o =), ) = k(Sa, 1y + 1)

. konstruirajmo kruZnice k| i k/ koje diraju pravac p’, kruznicu c} te prolaze kroz § |

(konstrukcija Tpk detaljno opisana u cjelini 2.2)

. akoje d(Ty,cy) =d(Ty,c;) =d(T1,S1) —rondak; = k(S,d(S,a)), ako je

d(T>,c1) = d(Ta, ¢2) = d(T>,S1) — ronda ky = k(S»2,d(S 2, a))

. konstruirajmo kruznice k7 i kj koje diraju pravac p”, kruznicu ¢ te prolaze kroz S

(konstrukcija Tpk detaljno opisana u cjelini 2.2)

. akoje d(T3,C1) = d(T3,C2) = d(Tg,S]) + r onda k3 = k(Sy,,d(Sg,d)), ako je

d(Ty,c1) = d(Ty,c2) = d(T4, S 1) + ronda ky = k(S 4,d(S4,a))

konstruirajmo kruZnice k% i kg koje diraju pravac p”, kruznicu ¢} te prolaze kroz §
(konstrukcija Tpk detaljno opisana u cjelini 2.2)

ako je d(Ts,cy) = d(Ts,c;) = d(Ts,S1) + ronda ks = k(S's5,d(S s, a)), ako je
d(Te,c1) = d(Ts,c2) = d(Te,S1) + ronda ky = k(S,d(S¢,a))

konstruirajmo kruznice k’, 1 k{ koje diraju pravac p’, kruZnicu ¢ te prolaze kroz § |
(konstrukcija Tpk detaljno opisana u cjelini 2.2)

ako je d(T7,¢y) = d(T7,¢;) = d(T7,51) + ronda k; = k(S7,d(S7,a)), ako je
d(Ts,cy) = d(Ts,c2) = d(Ts, S 1) + ronda ky = k(S5,d(S3,a))
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Slika 2.76: Konstrukcija problema pkk, koraci 1-4

Slika 2.77: Konstrukcija problema pkk, koraci 5-8
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Slika 2.79: Konstrukcija problema pkk, 8 rjeSenja



2.5. PROBLEM PKK 97

Dokaz:
Potrebno je dokazati da kruZznice &y, ..., kg diraju kruZnice c; i ¢, te pravac p. To slijedi iz
konstrukcije zbog odabira kruznica k|, ..., k; te zbog koraka 6, 8, 101 12.

]

Rasprava:

Ovisno o medusobnom poloZaju kruZnica i pravca moZe biti 0 do 8 rjeSenja kao Sto je
prikazano na slikama 2.80, 2.81 i 2.82.

0 rjesenja 1 rjesenje 2 rjesenja

P

O

Slika 2.80: Problem pkk, primjer 0, 1 1 2 rjeSenja

4 rjesenja 5 rjesenja

3 rjesenja

p
; c ? pi
Cz P 2 02

Slika 2.81: Problem pkk, primjer 3, 4 i 5 rjeSenja



98 POGLAVLIJE 2. RIESENJA PROBLEMA 5-9

6 rjesenja 7 rjesenja 8 rjesenja
/

Slika 2.82: Problem pkk, primjer 6, 7 i 8 rjeSenja

U nekim posebnim slucajevima ovaj problem ima i beskonac¢no rjeSenja kao Sto je
prikazano u primjerima na slici 2.83.

Slika 2.83: Problem pkk, beskonacno rjeSenja



Poglavlje 3

RjeSenje izvornog Apolonijevog
problema

U ovom ¢emo poglavlju opisati konstrukcije originalnog Apolonijevog problema, pro-
blema kkk, u kojem su sva tri dana elementa kruznice.

3.1 Problem kkk

Problem. Neka su cy, ¢, i c3 kruznice. Trebamo konstruirati kruZnicu koja dira sve tri
kruznice.

1. nacin

Analiza:

Zadane su tri kruznice ¢; = k(A,ry), c; = k(B,r,) i c3 = k(C, r3). Neka je bez smanjenja
opcenitosti r3 < r, < ri. Smanjimo li radijus kruZnica ¢ 1 ¢, za radijus kruZnice c3 problem
¢emo svesti na konstrukciju problema Tkk koji znamo rijesiti. [Cjelina 2.3]

99
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Slika 3.1: Analiza kkk

Konstrukcija:
I. dio konstrukcije
1. kruznica | = k(A, r; — r3) koncentriCna kruznici ¢,
2. kruZnica ¢, = k(B, r, — r3) koncentri¢na KruZnici ¢,

3. kruZnica ¢ = k(A, r; + r3) koncentri¢na kruznici ¢,

4. kruznica ¢} = k(B, r, + r3) koncentri¢na kruznici ¢,

II. dio konstrukcije

5. konstruiramo kruZnice kruznice k] = k(S ;,d;), i € {1, ..., 16} koje diraju kruZnice
ciicy,iliciic,ilicl 1c),ilicf 1c) iprolaze tockom C, (konstrukcija TkK,
cjelina 2.3)

III. dio konstrukcije

6. kruznice k; = k(S;,d; £ r3), i € {1,..., 16} koncetri¢ne kruznicama k! = k(S ;,d))
su moguca rjesenja ako je d(S;,c1) = d(S;,¢c3) =d(S;,¢c3) =d(S;,C) £ 13
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O

Slika 3.2: problem kkk konstrukcija koraka 1-4

Na slikama 3.3, 3.4, 3.5 i 3.6 kruZnice cy,c; i ¢3 su uvijek u istom poloZaju, a ostale
kruznice predstavljaju traZzena rjeSenja.

Slika 3.3: Konstrukcija problema kkk, RjeSenja k; 1 &,
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Slika 3.4: Konstrukcija problema kkk, RjeSenja k3 1 k4
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Slika 3.5: Konstrukcija problema kkk, RjeSenja ks i k¢

Slika 3.6: Konstrukcija problema kkk, RjeSenja k7 1 kg
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Slika 3.7: Konstrukcija problema kkk, sva rjeSenja
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Dokaz:

Trebamo dokazati da svaka od konstruiranih kruZnica dira tri zadane kruZnice.

To slijedi iz konstrukcije zbog odabira kruznica k; = k(S;, d;) te zbog koraka 6. O
Rasprava:

Problem konstrukcije kruZnice koja prolazi danom to¢kom i dira dvije dane kruZnice ima
najviSe 4 rjeSenja: kruznicu k] koja dira obje kruZnice izvana, kruznicu &, koja dira obje
kruZnice iznutra, te kruZnice k} i k) (slika 3.8). No, kruZnice £ i k neCe dati rjeSenje naseg
problema jer povecanjem ili smanjenjem polumjera za r; ne vrijedi jednakost d(S;,c;) =
d(Si,c) =d(S;,c3) = d(S;,C) £ r;. Dakle, pri rjeSavanju problema Tkk sve kombinacije
kruznica ¢/, ¢}, ¢}/, ¢J dati ¢e nam 16 mogucih rjeSenja od kojih pola nece biti rjeSenja pro-
blema kkk.

ZakljuCujemo da ovisno o medusobnom poloZaju kruZnica i pravca moze biti 0 do 8
rjeSenja kao $Sto je prikazano na slici

Slika 3.8: Problem kkk, rasprava
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2. nacin - Gergonnova konstrukcija

Jedna od standardnih tehnika pri rjeSavanju Apolonijevog problema je primjena inver-
zije, s idejom dobivanja jednostavnijeg problema, pronalazenjem potrebne kruZnice i inverz-
nog preslikavanja. Rjesenje problema kkk Josepha Diaza Gergonnea (Annales de Mathé-
matiques 1816. [6]) je izvanredno po tome Sto se inverzija koristi kao motivirajuca pocetna
tocka, a potom i u dokazu valjanosti konstrukcije, ali ne i u samoj konstrukeciji.

Analiza:

Slika 3.9: Analiza kkk, Gergonnov pristup

Neka su k; 1 k, traZzena rjeSenja takva da k; svaku zadanu kruZnicu dira iznutra, a k, izvana.
Posto k; 1 k; diraju sve tri dane kruZznice cy, ¢, 1 ¢3, vanjski centri slinosti svaka dva para
zadanih kruznica leZe na potencijali p kruZnica k; i k, (Lema 2). Da su bile zadane kruZnice
ki 1 ky, kruZnice ¢y, ¢, c3 bile bi tri od mnogo njihovih zajednickih kruznica koje jednu za-
danu kruZnicu diraju izvana, a drugu iznutra. Zato se unutarnji centar slicnosti kruZnica k;
1 k; mora nalaziti na potencijalama kruZznica c; 1 ¢5, ¢ 1 ¢3, ¢ 1 ¢c3 (Lema 2). Dakle, radi-
kalno srediSte O, kruznica ¢y, ¢; 1 ¢3 unutarnji je centar slicnosti kruZnica k; i k,. MoZemo
zakljuciti da diraliSta kruZnica k; 1 k, sa svakom danom kruZnicom moraju biti kolinearna
s O. Neka su T i T, ta diraliSta s kruznicom c;. Konstruiramo li tim tockama tangente na
kruznicu ¢, one Ce se sijeci u tocki H koja se nalazi na potencijali p jer |HT| = |HT>| i
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pravci HT, 1 HT, tangente su kruZnica k; 1 k. ToCka H pol je pravca 717, u odnosu na
kruZnicu c¢;. Pol pravca 7T, u odnosu na kruZnicu c; leZi na pravcu p, dakle pol pravca p
lezi na pravcu T T,. Neka je P pol pravca p u odnosu na kruznicu ¢;. Tocke O, T, P i T,
kolinearne. Sada konstrukciju nije problem provesti.

Konstrukcija:

1. konstruiramo 6 centara homotetije (unutarnje - U, U3, U,z 1 vanjske centre - Vi,, Vi3, Vo3
sli¢nosti svakog para kruznica)

2. spojimo dobivene tocke i dobijemo 4 osi sli¢nosti zadanih kruznica, U,U,3, U1, Ux;

3. konstruiramo radikalno srediSte O kruznica cy, ¢, i ¢3. [Konstrukcija 2]
4. za svaku os sli¢nosti konstruiramo njen pol u odnosu na svaku kruznicu

5. spojimo polove s radikalnim srediStem O i sjeciSta tih pravaca s kruZnicama su tocke
dodira trazenih i zadanih kruznica

6. konstruiramo kruZnice kroz odgovarajuce tocke dodira (po jedna tocka na svakoj od
danih kruZnica)

Slika 3.10: Konstrukcija problema kkk, Gergonnov pristup - dva rjeSenja
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Slika 3.12: Konstrukcija problema kkk, Gergonnov pristup - sva rjeSenja
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Rasprava:

Moguce je da bude 0-8 rjeSenja. Tih 8 rjeSenja koliko ih najviSe ima zapravo znaci da unu-
tar svake Apolonijeve kruZnice nalazi se neka od danih kruznica (jedna ili dvije ili sve tri
ili pak nijedna). A §to je tocno unutar nje mozemo izabrati na osam nacina te dobiti najvise
osam rjeSenja kao Sto je prikazano na slikama 3.13, 3.141 3.15 .

0 rjesenja 1 rjesenje 2 rjeSenja

SONY SN
@BV e

Slika 3.13: Problem kkk, primjer O, 1 1 2 rjeSenja

3 rjesenja 4 rjesenja 5 rjesenja

Slika 3.14: Problem kkk, primjer 3, 4 1 5 rjeSenja
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6 rjeSenja 7 rjesenja 8 rjesenja

Slika 3.15: Problem kkk, primjer 6, 7 1 8 rjeSenja

U nekim posebnim slu€ajevima ovaj problem ima i beskonac¢no rjeSenja kao Sto je prika-
zano u primjerima na slici 3.16.

(©C®)

Slika 3.16: Problem kkk, beskonacno rjesenja
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucava se i rjeSava Apolonijev problem koji glasi:

Dani su tri objekta, krug, pravac ili tocka. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje sva tri
dana objekta.
Problem je je podijeljen u deset zasebnih konstruktivnih problema. Rad je podijeljen na tri
poglavlja. U uvodu su navedeni svih deset problema te neke osnovne definicije, teoremi i
konstrukcije. U prvom poglavlju opisane su konstrukcije Apolonijevih problema u kojima
nema kruznice tj. u kojima su svi zadani elementi ili tocke ili pravci. Poglavlje je podi-
jeljeno na Cetiri potpoglavlja od kojih je svako rjeSenje jednog konstruktivnog problema.
U drugom poglavlju opisane su konstrukcije Apolonijevih problema u kojima su jedan ili
dva dana elementa kruZnice, a preostali tocke i/ili pravci. Poglavlje je podijeljeno na pet
potpoglavlja od kojih je svako rjeSenje jednog konstruktivnog problema. U tre¢em poglav-
lju opisane su konstrukcije originalnog Apolonijevog problema u kojima su sva tri dana
elementa kruZnice.

U svim poglavljima proucava se metodika rjeSavanja konstruktivne zadace, etape rjeSavanja
(analiza, konstrukcija, dokaz i rasprava) te su neki problemi rijeSeni i na viSe nacina.
Detaljno su opisane etape rjeSavanja svih konstrukcija. Neki problemi podijeljeni su na
viSe slucajeva ovisno o poloZajima zadanih objekata i zasebno rijeSeni kao konstruktivne
zadade. Zadatci su poredani prema sloZenosti 1 popraceni su nizom slika konstruiranih u
GeoGebri.






Summary

The thesis studies and solves the Apollonius’ problem, which is:

Three objects are given, a circle, a line, or a point. Construct a circle that touches all
three given objects.
The problem is subdivided into ten constructive problems. All ten problems, some basic
definitions, theorems and simpler construction problems needed for the thesis are listed in
the introduction. The thesis consists of three chapters. The first chapter describes the cons-
tructions of Apollonius’ problems in which there are no circles, or in other words, in which
all given elements are either points or lines. The chapter is divided into four subchapters -
each containing a solution to one constructive problem. The second chapter describes the
constructions of Apollonius’ problems in which one or two given elements are circles and
others are points and/or lines. This chapter is divided into five subchapters with each con-
taining a solution to one constructive problem. The third chapter describes the construction
of the original Apollonius’ problem, in which all three given elements are circles.

All chapters study the methods of solving a constructive problem and stages of solving one
(analysis, construction, proof, and discussion). Also, some problems are solved in more
than one way. The stages of solving the constructive problems are described in detail. Some
problems are divided into several cases depending on the positions of given objects and are
solved separately as constructive problems. The problems are arranged by complexity and
are substantiated with a list of images constructed using GeoGebra.
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