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Uvod

Posvuda u stvarnom svijetu postoje prirodna ili umjetno napravljena povezivanja izmedu
raznih objekata, pojmova, bi¢a i ljudi. Jedan od nalina prikazivanja takvih mreza je
pomocu grafova gdje ¢e nam elementi koje povezujemo biti vrhovi, a zajedni¢ke poveznice
bridovi. Teorija grafova je grana matematike koja se bavi proucavanjem grafova. Grafo-
vima pridruzujemo razne matrice koje sadrze mnoStvo informacija o danom grafu. Nacin
otkrivanja svojstava grafa iz nekih njegovih matrica je primjenom algebarskih metoda po-
put odredivanja nulprostora, ranga, defekta, svojstvenih vrijednosti i vektora i tako dalje. U
ovom radu bavit ¢emo se matricama susjedstva, incidencije, Laplaceovom matricom, ma-
tricom udaljenosti stabla te matricom otpora. Dat éemo neke primjere primjene iz stvarnog
svijeta, pokazati neka zanimljiva svojstva navedenih matrica te interpretirati razne rezultate
primjene algebarskih metoda na pojedine matrice.

Pocetni dio ovog rada, odnosno prvo poglavlje prati knjige [4] 1 [1]. Poglavlje sadrzi
sazetak bitnih definicija, svojstava, teorema i rezultata vezanih uz teoriju grafova i linearnu
algebru koje ¢emo koristiti u daljnjem radu.

Ostatak rada je podijeljeno u poglavlja ovisno o matrici koju pridruzujemo grafu. Proma-
trat ¢emo matrice susjedstva, incidencije, udaljenosti stabla, otpora i Laplaceovu matricu.
Drugo, trece i Cetvrto poglavlje prate knjige [2] i [3]. Peto i Sesto poglavlje prate samo
knjigu [2].

Prva matrica koju promatramo je matrica susjedstva. Prezentirat ¢emo nacin odredivanja
matrice susjedstva za jednostavne besteZinske grafove, teZinske grafove 1 konacno za us-
mjerene jednostavne grafove. Dat éemo primjere matrica susjedstva na dva konkretna grafa
1 njima pokazati prakti¢nu primjenu jednog od bazi¢nih teorema o broju Setnji odredene du-
ljine. U ostatku poglavlja o matrici susjedstva iskazat ¢emo i dokazati razne rezultate koji
nam govore o matrici i grafu te o njihovoj vezi.

Sli¢no kao u poglavlju o matrici susjedstva, u poglavlju o matrici incidencije dajemo
stvarne primjere njene primjene te dokazujemo Kirchhoffov zakon primjenom metoda li-
nearne algebre na matricu incidencije usmjerenog grafa. Ideju za taj primjer primjene
nalazimo u knjizi [S]. Osim usmjerenih grafova definirat ¢emo matricu incidencije 1 za
neusmjerene grafove te dati primjer odredivanja takve matrice.

Cetvrto poglavlje bavi se prou¢avanjem Laplaceove matrice koja je pozitivno semidefinitna



2 SADRZAJ

te za posljedicu ima nenegativne svojstvene vrijednosti koje nam govore korisne stvari o
grafu i naCinu njegove povezanosti. Osim proucavanja svojstava njenih svojstvenih vrijed-
nosti, u ovom poglavlju smo dokazali i osnovni teorem o rangu i komplementu Laplaceove
matrice te uspostavili vezu s matricama koje smo proucavali u ranijim poglavljima.

Peto poglavlje promatra matricu udaljenosti stabla. Definiramo matricu i njene elemente te
dajemo primjer njenog odredivanja iz grafa. Pokazujemo razne rezultate o toj matrici medu
kojima je i tvrdnja da determinanta matrice udaljenosti ne ovisi o izgledu stabla ve¢ samo
o broju vrhova. Sve leme koje iznosimo u ovom poglavlju sluZe za elegantno dokazivanje
teorema o jednakosti koja povezuje matricu udaljenosti stabla i Laplaceovu matricu.

Sesto poglavlje se bavi matricom otpora, njenim svojstvima i povezanosti s Laplaceovom
matricom. Dolazimo do zakljucka da je matrica udaljenosti stabla poseban slu¢aj matrice
otpora. Glavni rezultat poglavlja je teorem koji nam daje eksplicitnu formulu za inverz
matrice otpora izraZen u terminima pripadne Laplaceove matrice.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

1.1 Linearna algebra
U ovom dijelu prvog poglavlja ponavljamo osnovne pojmove prva tri poglavlja knjige [1].

Neka je R" n-dimenzionalni realani prostor. Element x prostora R" je uredena n-torka
x = (x1,Xx2,...,x,) gdje su xy,...x, realni brojevi. Elementi x zovu se vektori, a brojevi
X1,...,x, koordinate vektora x. Na primjer R? je vektorski prostor kojeg identificiramo s
ravninom u kojoj moZemo uvesti koordinatni sustav pomocu kojeg elemente ravnine iden-
tificiramo s njihovim koordinatama kao x = (x,y) ili x = (xy, x).

Nekasux,ye R", x = (x1,...,x)1y=0O1,..., ) 1@ €R.

Definiramo zbroj vektora x iy kao x+y = (x; +y;, X, + 2, ..., X, +y,) i produkt vektora
x sa skalarom a kao a - x = (axy,...,ax,).

Neka je F polje i V neprazan skup na kojem su zadane binarna operacija zbrajanja + :
V XV — V ioperacija mnoZenja skalarima iz polja F, - : FxX V — V. KaZemo da je

uredena trojka (V, +, -) vektorski prostor nad poljem F ako vrijedi:
Dx+y)+z=x+(+2),zasvex,y,z€V;

2) postoji0 € Vtakvadax+0=0+x=x,zasve x € V;

3) za svaki x € V postoji —x € Vtakodaje x + (—x) = —x + x = 0;
4Y)x+y=y+x,zasvex,y €V,

5)1x=x,zasve x € V;

6) a(Bx) = (af)x,zasve a,f € Fizasve x € V;

7)(@+B)x =ax+pPx,zasvea,feFizasvex eV,
a(x+y)=ax+ay,zasvea € Fizasve x,y e V.

Operacije zbrajanja vektora i mnoZenja vektora skalarom na R” definiraju strukturu real-
nog vektorskog prostora. Neutralni element za zbrajanje je nulvektor 0 = (0,0,...,0).

3
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Suprotan vektor vektoru x = (xy,...,X,)je —x = (=X1, ..., —X,).
U ovom radu koristit cemo skalarni produkt definiran s

(,y) =x1y1 + ...+ x,y, zasve x,y € R".

Norma je funkcija || - || : V — R definirana kao korijen skalarnog produkta vektora
x = (xq,...,X,) sa samim sobom, odnosno

ol = (x- 27 = (2 +... +xD)2.

Jedinic¢ni vektor je vektor norme 1.

Udaljenost elemenata x i y vektorskog prostora V, na kojem je definirana norma, oznacavamo
s d(x,y). Udaljenost je vrijednost metrike na paru (x, y) koja je zadana s d(x,y) = |[x — y||.
Metrika d zadovoljava svojstva:

1)d(x,y) >0,zasve x,y € V;

2) d(x,y) = 0 ako i samo ako x = y;

3)d(x,y) =d(y, x), zasve x,y € V;

4)d(x,z) <d(x,y) +d(y,z),zasve x,y,z€ V.

Skup vektora {ey, ..., e} je ortogonalan ako je {(¢;,e;) = 0, zasve i # j.
Skup vektora {ey,..., e} je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je |le;|| = 1 za sve
i=1,...,k

Podskup B vektorskog prostora V' je baza prostora V ako je B sustav izvodnica za V' i
linearno nezavisan.

Neka su V i W vektorski prostori nad R. Preslikavanje A : V — W zovemo linearni
operator ako vrijedi

A(ax + By) = aA(x) + BA(y), zasve x,y € Vizasve o, € R.
Slika preslikavanja 7', Im(7T') je potprostor od W definiran sa
Im(T) ={we Wlw=T()zanekiv e V}.
Jezgra preslikavanja T je potprostor od V
Ker(T) = {v e VIT(v) = Oy},
gdje je Oy nulvektor vektorskog prostora W. Rang i defekt definiramo kao
rang(7") = dim Im(7') 1 defekt(7) = dim Ker(T).

Teorem o rangu i defektu: Neka je A : V — W linearan operator i neka je dim(V) < oo.
Tada je
rang(T) + defekt(T) = dimV.
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Neka je A : V — W linearni operator, skup {ey,...,e,} baza za V, a skup {fi,... f.} baza
za W. Za svaki ¢lan baze V moZemo napisati

T(e)) = aijfi + ...+ apifm, za jedinstvene skalare ay;, ... a,,; € F.

Tada matricu operatora A definiramo kao

an aypp ... diy

ajy ay ... dy
A=

aAnl A2 ... Qun

Operacije nad matricama
Neka je A = (a;;) matrica i A skalar, tada je 1A = (Aa;;).
Neka su A = (a;;) 1 B = (b;;) matrice jednakog broja redova i stupaca, tada je zbroj matrica
A+ B definiran kao matrica C = (c;;), ¢;j = a;;+b;;. Zbrajanje je komutativno i asocijativno.
UmnoZzak m X k matrice A = (a;;) 1 kxXn matrice B = (b;;) definiramo kao matricu C = (¢;;),
cij = 2. aikbrj. MnoZenje matrica je asocijativno.
Neka je dana m X n matrica A = (a;;), tada n X m matrica A" = (a;;) koju dobivamo zamje-
nom redaka i stupaca zovemo transponirana matrica. Za svaki skalar A i za sve matrice A
1 B za koje su izrazi s lijeve 1 desne strane definirani vrijede sljedece jednakosti:
D (A" = A4,
2) (AA) = A(AY,
3)(A+B) = A"+ B,
4) (AB)' = B'A'.

Tipovi matrica
Nulmatrica je matrica proizvoljnog reda kojoj su svi elementi jednaki 0.
Matrica jedinica je matrica proizvoljnog reda kojoj su svi elementi jednaki 1.
Kvadratna matrica je matrica koja ima jednak broj redaka i stupaca. Simetri¢na matrica
je kvadratna matrica za koju vrijedi A" = A.
Antisimetri¢na matrica je kvadratna matrica za koju vrijedi A’ = —A.
Glavna dijagonala kvadratne matrice redan, A = (a;;) je uredena n-torka (a1, a», . . ., au)
matrice A. Dijagonalna matrica je kvadratna matrica u kojoj su svi elementi osim eleme-
nata glavne dijagonale jednaki 0. Jedini¢na matrica u oznaci / je dijagonalna matrica
kojoj su sve vrijednosti dijagonale jednake 1.
Trag kvadratne matrice je zbroj vrijednosti elemenata na dijagonali. Kvadratna matrica A
je invertibilna ako postoji matrica B takva da je AB = BA = I. Matricu B zovemo inverz-
nom matricom matrice A i oznaavamo s B = A™!.
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Determinante
Neka je A = a;; kvadratna matrica reda n. Determinanta matrice A u oznaci detA ili |A] je
suma

Z (Signp)aipyazp) - - - Anpys
PESH

gdje je S, grupa permutacija skupa {1,2,...,n}, asign p € {—1, 1} predznak permutacije.

Neka je A kvadratna matrica, minora M;; je determinanta matrice koja nastaje
izbacivanjem i-tog reda i j-tog stupca iz matrice A.
Kofaktor je definiran kao A;; = (—1)"*/M;;. Tada je Laplaceov razvoj

n n

detA = > ajAij = > aijAij.

i=1 j=1

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori
Ako je A kvadratna matrica, tada je polinom det(A/ — A) karakteristi¢ni polinom, a
jednadzba det(Al — A) = 0 karakteristicna jednadzba. Rjesenja karakteristi¢ne jednadzbe
zovemo svojstvene vrijednosti. Zbroj svih svojstvenih vrijednosti jednak je tragu matrice.
Kad je A simetri¢na matrica, svojstvene vrijednosti su sve realne.
Neka je A linearni operator. Neovisno o bazama kojima je dan matri¢ni zapis od A, sve
matrice imaju iste svojstvene vrijednosti.
Vektore v koji su razliciti od nulvektora i zadovoljavaju A(v) = Av, za neki A, zovemo svoj-
stvenim vektorima.

Kvadratnu matricu mozemo dijagonalizirati ako za vektorski prostor na kojem djeluje
njoj pridruzeni linearni operator postoji baza koja se sastoji od njegovih svojstvenih vek-
tora. Ako postoji baza vektorskog prostora V sainjena od svojstvenih vektora 1 ako je P
matrica &iji su stupci koordinate tih vektora, tada je P~' AP dijagonalna matrica.

1.2 Teorija grafova

U ovom dijelu prvog poglavlja navest ¢emo osnovne pojmove, definicije, oznake, odnosno
notacije i rezultate vezane uz teoriju grafova. Koristimo se prvim poglavljem knjige [4] .

Neusmjeren graf, u oznaci G, je ureden par skupova (V, E). Skup V je konacan ne-
prazan skup toCaka koje zovemo vrhovima, a skup E je skup dvoclanih skupova razlicitih
parova razlicitih vrhova koje nazivamo bridovima. Ako bi bridovima dodijelili orijenta-
ciju tada govorimo o usmjerenom grafu te su bridovi uredeni parovi vrhova.
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Skupove vrhova i bridova koji pripadaju grafu G oznaCavamo sa V(G) i E(G) redom.
Broj vrhova grafa zovemo red grafa.
Uobicajeni zapis skupova Vi E su V(G) = {vy,...,v,} 1 E(G) ={ey,...,en}.

Primjer 1.2.1. Odredimo skupove v(G) i E(G) grafa G na slici 1.1

Slika 1.1: Primjer 1.2.1.

Skup vrhova je dan sa V(G) = {vy,v,, V3, V4, Vs, V6.V7},
a skup bridova sa E(G) = {{vi, vo}, {vi, v3}, {(vi, vs} {vi, ve}, {va, vs), {va, v3}, {va, s}

Jednostavan graf je graf u kojem su dva vrha povezana najviSe jednim bridom. Takav
graf dan u je primjeru 1.2.1.

Multigraf je graf kojem je skup E(G) multiskup dvoclanih multiskupova vrhova. Mul-
tigraf dozvoljava povezanost dvaju vrhova s vise od jednog brida. Takoder, dozvoljava
petlje, bridove koji spajaju vrh sa samim sobom. Primjer takvog grafa je na slici 1.2.
Tezinski graf je graf u kojem su bridovima dodijeljeni realni brojevi koje zovemo tezinama.
Primjer jednog takvog grafa vidimo na slici 1.3.

Neka brid e;; povezuje vrhove v; i v;. KaZzemo da su vrhovi v; i v; incidentni s bridom
e;j te da su vrhovi v; i v; susjedni. Ako su vrhovi v; i v; susjedni tada piSemo i ~ j.
Skup svih vrhova susjednih nekom odredenom vrhu zove se susjedstvo.
Broj susjeda odredenog vrha zovemo stupanj vrha. Maksimalan stupanj vrhova nekog
grafa G ima oznaku A, a minimalni 9.
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Slika 1.2: Multigraf

Slika 1.3: TeZinski graf

getnja u grafu je alternirajuci niz vrhova i bridova vy, ey, ..., e, vi gdje je e; = {vi, i1}
Setnja koja povezuje vrhove vy i v, zove se $etnja vy — vy.
Duljina Setnje v, — v, je broj bridova koji se nalaze u Setnji.
Setnja je zatvorena ako su pocetna i zavr$na tocka ista tocka.
Put je Setnja u kojoj se nijedan vrh ne ponavlja.
Staza je Setnja u kojoj se nijedan brid ne ponavlja.
Ciklus je netrivijalna zatvorena staza u kojoj se ne ponavlja nijedan vrh osim pocetnog.
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Slika 1.4: Put, staza 1 ciklus

Primjer 1.2.2. Na slici 1.4 odredimo primjere puta, staze i ciklusa.
Primjer puta: vgvo,v7v3vavs.
Primjer staze: v3v4vsvevsvy.
Primjer ciklusa: v3v4vsvevs.

Graf je povezan ako za svaka dva vrha postoji put koji ih povezuje.
Neka je G povezan graf, udaljenost izmedu dvaju vrhova tog grafa je minimalna duljina
puta koji ih povezuje. Ovako definirana udaljenost zadovoljava svojstva metrike.

Dijametar grafa je maksimalna udaljenost dvaju vrhova u grafu. Struk grafa je duljina
najkraceg ciklusa grafa.

Neka su G 1 H grafoviinekaje V(H) C V(G)1 E(H) € E(G), tada H zovemo
podgrafom grafa G.
Razapinjuéi podgraf zadovoljava jednakost V(H) = V(G).
Inducirani podgraf sa skupom vrhova S ima skup bridova koji se sastoji od svih bridova
grafa G koji povezuju vrhove u §.

Na slici 1.5 su prikazani primjeri za graf, njegov razapinjuci podgraf 1 inducirani podgraf
redom s lijeva na desno.

Komponenta povezanosti je svaki maksimalni povezani podgraf grafa G.
Komplement grafa je graf s istim vrhovima koji su povezani samo ako u G nisu bili pove-
zani.

Planaran graf je graf koji se moZe smjestiti u ravninu tako da se svaka dva brida sastaju
samo u vrhu koji im je incidentan, tj. da se nigdje drugdje ne sijeku.
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Slika 1.5: Graf, raspinju¢i podgraf i inducirani podgraf

Potpun graf u oznaci K, ima n vrhova koji su svi susjedni svim preostalim vrhovima
grafa.
Nulgraf u oznaci N, ima n vrhova i 0 bridova.
Izolirani vrh je vrh koji nema susjednih vrhova. Put s n vrhova P, je jednostavan graf defi-
niran sa skupom vrhova V(P,) = {vy,...v,} 1 skupom bridova E(P,) = {{v;,vis1}| za sve i =
1,...,n—1}.
Ciklus C, je jednostavan graf definiram skupovima vrhova V(C,) = {vi,...v,} i bridova
EC,) = {(vi,v2),...(Vy_1, V), (v, v1)}. Potpun bipartitan graf u oznaci K, je graf u
kojem se skup vrhova V dijeli na dva disjunktna podskupa V; 1 V, 1 vrijedi da je svaki
vrh iz V; susjedan samo sa svim vrhovima iz V,. Ako skup vrhova grafa podijelimo na k
disjunktnih podskupova s ry,r,, ..., r; vrthova redom i ako svaki vrh jednog podskupa vr-
hova ima susjedne samo sve vrhove preostalih podskupova vrhova tada je graf k-partitan
graf s oznakom K, ,, . k-partitan graf kojem je broj vrhova u svakom podskupu jednak
r oznaCavamo sa Kj. Graf Ky se zove i k- dimenzionalni oktaedarski graf ili “coctail
party graph” te ima alternativnu oznaku CP.
D-dimenzionalna kocka u oznaci Q, je graf ¢iji su vrhovi uredene d-torke nula i jedinica.
Dva su vrha susjedna ako i samo ako se d-torka razlikuje u to¢no jednoj koordinati.
Stablo je povezan graf bez ciklusa. U stablu moze postojati poseban ¢vor koji se naziva
korijenom, a stablo koje sadrzi korijen zovemo ukorijenjenim. Ukorijenjeno stablo ima
usmjerene bridove (od vrha koji je bliZze korijenu do vrha koji je dalje od korijena). List
stabla je vrh stupnja jedan.

Na slici 1.6 prikazani su 1) potpun graf Ky, 2) potpun bipartitan graf K3,
3) 3-dimenzionalna kocka i 4) stablo.
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Slika 1.6: Potpun graf, potpun bipartitan graf, 2-dimenzionalna kocka i stablo
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Poglavlje 2

Matrica susjedstva

U ovom poglavlju koristimo trec¢e poglavlje knjige [2] i drugo poglavlje knjige [3].

2.1 Osnovni rezultati

Neka je G graf s vthovima V(G) = {vi,v,,...,v,} 1 bridovima E(G) = {ej,e,...,ey}.
Matrica susjedstva grafa G je n X n matrica A(G) = (a;;), gdje je a;; broj bridova koji
povezuju vrhove v; i v;. Ako je graf jednostavan, ova matrica se sastoji samo od nula i
jedinica te nula na glavnoj dijagonali.

Primjer 2.1.1. Odredimo matricu susjedstva grafa G na slici 2.1.

Slika 2.1: Primjer 2.0.1.

Vidimo da graf ne sadZi viSestruke bridove niti petlje, stoga ¢e matrica A(G) imati
sve elemente dijagonale jednake 0, a ostale elemente jednake 1 ili O ovisno jesu li spojeni

13



14 POGLAVLIJE 2. MATRICA SUSJEDSTVA

bridom ili ne. 1z definicije matrice, i-ti stupac, odnosno redak odgovaraju vrhu v; te element
(7, j) matrice predstavlja susjedstvo vrhova v; i v;.

011011
1 000120
AZIOOOOO
000O0T1O0
110100
1 00000

Teorem 2.1.2. Neka graf G ima matricu susjedstva A = A(G). Tada za sve k = 1,2,...
element (i, j) matrice A* predstavlja broj Semiji v; — v; duljine k.

Dokaz. S obzirom na to da je duljina Setnje prirodan broj, dokaz ¢emo provesti mate-
mati¢kom indukcijom. Neka je k = 1, tada je A* = A. Element (i, j) po definiciji matrice A
oznacava (ne)povezanost vrhova v; 1 v; Sto je ujedno Setnja duljine 1.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k = n.

Promatramo matricu A™' = A"A. Vidimo da je (A™);; = (A" - Ay

Po pretpostavci je (A"); broj Setnji od v; do v; duljine n. Takoder A;; moze biti 0 ili 1 ovisno
0 povezanosti v; 1 v;.

Slijedi (A");; - A;j = 0ili (A");; - Ay = (A™)ar.

Sumiranjem po /, odnosno po svim vrhovima susjednim vrhu v;, dobivamo broj Setnji du-
ljine n + 1 izmedu v; i v;.

Po principu matematicke indukcije slijedi tvrdnja teorema. O

Koristeéi teorem 2.1.2 mozemo jednostavnije odredivati rjeSenja problema iz stvarnog
Zivota.
Primjerice, ako Zelimo javnim prijevozom Zagreba do¢i na neko odrediSte s maksimalno
n presjedanja tada ¢emo stanice za presjedanje te poCetnu i zavr$nu tocku putovanja pred-
staviti vrhovima grafa, a povezanost dviju lokacija prometnom linijom koja ne zahtijeva
presjedanje bridom. Ovakvu informaciju je korisno znati zbog mogucih poteskoca u pro-
metu ili kvarova na odredenim linijama.

Primjer 2.1.3. Zelimo doé¢i od Avenue Mall-a do PMF - Matematickog odsjeka.

Vrhovi grafa ¢e nam tada biti lokacije, odnosno stanice: Avenue Mall, Glavni kolodvor,
Autobusni kolodvor, Trg bana Josipa Jelacic¢a kojeg cemo spojiti s Kaptolom u jednu tocku,
Belostencevu stanicu i PMF - Matematicki odsjek takoder spajamo u jednu tocku. Slijedi
nam graf G kao na slici 2.2.
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v PMF

Mosipa JelaCica

V5 Glavni kolodvor V., Autobusni kolodvor

v, Avenus mall

Slika 2.2: Primjer 2.0.3.

Iz definicije matrice susjedstva dobivamo matricu A

01100
1 0111
A=|1 1 0 1 0].
01101
0101020

Iz matrice A vidimo da ne postoji put izmedu v; i vs, odnosno od Avenue Mall-a do
PMF - Matematickog odsjeka koji se sastoji od voznje samo jednim prijevoznim sredstvom.

21121
1 42 21
A’=[1 2 3 1 2
22131
11212

Po teoremu 2.1.2 u matrici A% elementi oznacavaju broj Setnji duljine 2 izmedu v; i v;.
Is¢itavamo element (1,5) i vidimo da postoji tocno jedno putovanje do Zeljene lokacije
koji sadrzi samo jedno presjedanje.

A1 9D
W B9 W
| N N oY)
N D W O\ W
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Pomoc¢u matrice A> vidimo da je broj moguéih putovanja s dva presjedanja od v, do vs
jednak 3. Ovako moZemo nastaviti za proizvoljan broj presjedanja. Vidimo da broj Setnji
izmedu bilo koja dva vrha brzo raste ovisno o duljini Setnje i stoga je potenciranje matrice
susjedstva puno brzi nacin odredivanja broja mogucih puteva odredene duljine od ru¢nog
brojanja iz grafa.

U nastavku ¢emo promatrati svojstva matrica susjedstva raznih grafova.
Kako je matrica susjedstva kvadratna, korisno je doznati §to viSe 0 njenim svojstvenim
vrijednostima jer ju tada mozemo zapisati u dijagonalnom obliku. Svojstvene vrijednosti
A, ..., 4, redom postavimo na dijagonalu, dok su ostale vrijednosti jednake nuli.
Matrica tada poprima oblik

A0 ... 0
0 A 0
0 0 ... 4

Rang dijagonalizabilne matrice jednak je broju svojstvenih vrijednosti razli¢itih od nule
racunajuéi njihove kratnosti.

Lema 2.1.4. Neka je G povezan graf s vrhovima vy, ..., v, i neka je A matrica susjedstva
grafa G. Neka su v; i v; vrhovi grafa. Ako je udaljenost d(v;,v;) = m tada su matrice
LA, A%, ..., A" linearno nezavisne.

Dokaz. Nekajei # j, tada ne postoji put kraci od m od vrha v; do vrha v;. Primjenjujemo
teorem 2.1.2 na matrice 1, A,...,A""! i vidimo da je element (i, j) jednak 0 u svakoj od
njih. Jedino je u matrici A™ element (i, j) razli¢it od 0. Slijedi da A™ nije linearna kombi-
nacija niZih potencija od A. Za dokaz tvrdnje linearne nezavisnosti skupa A%, A, A%, ... A"
provodimo matematicku indukciju po potencijama m. Nekajem = 1 tadaje A" = A' = Ai
niz matrica sadrzi samo matrice / 1 A. OCito matrica A nije linearna kombinacija jedini¢ne
matrice te su stoga matrice A i / linearno nezavisne. Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi

za sve prirodne brojeve 1,...,m. Ako u grafu ne postoje vrhovi udaljeni za m + 1, onda
tvrdnja slijedi iz pretpostavke. Ako u grafu G postoje neka dva vrha udaljeni za m + 1,
onda postoje i vrhovi udaljeni za m. Stoga su prema pretpostavci potencije A°, ..., A™
linearno nezavisne. Element na poziciji (i, j) matrice A™*! je razli¢it od nule, dok je u
matricama A°, ..., A™ jednak nuli. Slijedi da A™*! nije linearna kombinacija A, ..., A™,
odnosno A, ..., A" su linearno nezavisne.

O
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Teorem 2.1.5. 1) Svojstvene vrijednosti grafa K, su n — 1 s kratnosti 1 i —1 s kratnosti
n—1.
2) Svojstvene vrijednosti grafa K, ; su \/pq, —+/pq i 0 kratnosti p + q — 2.

Dokaz. 1) Promotrimo matricu jedinica J,, ona ima samo jednu svojstvenu vrijednost
razli¢itu od 0 i to je n s kratnosti 1. Nula ima kratnost n — 1.

Prateci svojstva matrice susjedstva vidimo da vrijedi A(G) = J, — I,. Svojstveni vektor
matrice J, za svojstvenu vrijednost n je vektor 1= (1,...,1). Sada je

AG =, —I) = J,1 -1,

odnosno nova svojstvena vrijednost jednaka je n — 1 kratnosti 1. Za svojstvenu vrijednost 0
matrice J, vrijedi J,x =0, za x = (xq,..., x,) i slijedi x; + x, + ... + x,_; = x,,. Dobivamo
n — 1 linearno nezavisnih svojstvenih vektora oblika e, — e; gdje je e; vektor s koordinatom
i vrijednosti jedan i nula za sve ostale koordinate, ¢; uzimamo za sve 1 <i <n— 1. Vrijedi

AG)(en =€) = (Jn = In)(en — €) = Ju(en — €) = In(en —€) = 0 — (en —€;) = —1- (e, — €)).
Takvih vektora ima n — 1, odnosno matrici A(G) je svojstvena vrijednosti —1 kratnosti n—1.

2)

o J
e[ %)

gdje su J,, 1 J,, matrice jedinica.
rang(A(K,,)) = rang(J,,) + rang(J,,) = 2

S obzirom na to da je A(G) simetri¢na matrica, znamo da se ona uvijek moZe dijagonali-
zirati. Zbroj svih svojstvenih vrijednosti jednak je tragu matrice A trA = 0, a kako je rang
matrice A jednak 2, tada postoje to¢no dvije svojstvene vrijednosti koje su razliCite od O te
su one suprotnih vrijednosti kako bi se u zbroju ponistile. Odredimo svojstvene vrijednosti
razlicite od nule tako da rijeSimo jednadzbu Ax = Ax. Zbog Cinjenice da graf K, , ima dva
podskupa vrhova uzmimo x kao vektor s koordinatama x = (o, «a,...,a,8,5,...,[5) tako
da koordinata jednakih a ima p, a koordinata jednakih 8 ima ¢. Tada slijedi

Ax=(pB,....pB.qa,qa,...) = (Aa,...da, AB. .., AB).

Dobivamo jednakosti pf = Aa 1 ga = A iz kojih slijedi 4 = +/pqg. Dakle, svojstvene
vrijednosti razli¢ite od 0 su \/pg i —+/pq |

Svojstvene vrijednosti i njihove kratnosti za grafove koje smo definirali u prvom po-
glavlju predstavit ¢emo pomocu tablice 2.3.
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Graf Svojstvene vijednosti Kratnosti
Kn n-1,-1 1,n-1
Krs ﬁ, 0, —Vﬁ 1,r+s-2,1
2km 2,1,1,..,1,2nparan, 1,1,..,1,2
Cn 2cos|— |, k=1,..,n
n n neparan
km
Pn 2 cos k=1,...n i 5 et |
n+1
d
Qd d_Zk,k=0.1,....d k ,FC:D,I, ,d
CP (7 /K rz} 2r—2,0,-2 Lirr—1

Slika 2.3: Tablica svojstvenih vrijednosti

2.2 Matrica susjedstva tezinskog grafa

Neka je G graf s vrthovima V(G) = {v,vs,...,v,} 1 bridovima E(G) = {ej,es,...,en,}.
Neka svaki brid e; ima tezinu w; za j = 1,...,m. Matrica susjedstva ili “matrica troSka”
tezinskog grafa G je n X n matrica A(G) = (a;;), gdje je a;; = w;; teZina brida koji povezuje
vrhove v; 1 v;. Ako ne postoji brid koji povezuje v; 1 v; u matricu upisujemo beskonacnost.

Primjer 2.2.1. Odredimo matricu troska A,(G) teZinskog grafa G danog slikom 2.4.

Tezinsku matricu A,(G) popunjavamo po navedenim pravilima te dobivamo

A(G) =

g w8 wg
g 8 &8 w
g -8 &8
DY~ 8w
g 8 8 8

Vidimo da znacenje teZina ovog grafa nije navedeno. Prema izgledu moglo bi se pret-
postaviti da se radi o duljinama bridova.
Tezinski grafovi se koriste u razne svrhe, mogu predstavljati udaljenosti izmedu dva vrha,
vrijeme potrebno za prijelaz iz v; u v;, troSak putovanja medu vrhovima, kapacitet brida
(primjer: bridovi su rute kojima voze putnicki vlakovi, a teZina brida je kapacitet vlaka
koji prolazi tom rutom) i jo§ mnogo razlicitih primjena.
Tezinski grafovi su popularni medu programerima i informaticarima. Glavno pitanje koje
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Slika 2.4: Tezinski graf

se prirodno postavlja je pitanje najmanje udaljenosti izmedu neka dva vrha. Naravno,
ne mora biti pitanje samo najmanje udaljenosti, moZe biti i pitanje najjeftinijeg puta ili
najbrzeg puta i sli¢no, ovisno o kontekstu grafa i motiva promatranja istog.

S matematickog gledista problem se svodi na biranje minimalnog razapinjuceg stabla.
Razapinjuce stablo je podgraf pocetnog grafa koji sadrzi sve vrhove 1 kojem bridovi Cine
podskup bridova pocetnog grafa tako da nema ciklus 1 nema izoliranih vrhova. Minimalno
takvo stablo je ono stablo ¢iji je zbroj teZina bridova najmanyji.

Kad se radi o malim grafovima kao u primjeru 2.2.1, tada je jednostavno ru¢no odre-
diti sva raspinjuca stabla, odrediti njihove ukupne teZine i zakljuditi koji je najmanji. Ako
Zelimo, naprimjer, unaprijediti sustave za navigaciju tada to viSe nije nimalo jednostavan
graf.

Razvijeni su algoritmi za odredivanje najkracih 1 najjeftinijih puteva. Medu najpoznati-
jima su Kruskalov algoritam, Primov algoritam (Pohlepni algoritam) 1 Dijkstrin algoritam
koji se koristi u navigacijskim sustavima.
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2.3 Matrica susjedstva usmjerenog grafa

Neka je G usmjeren graf s vrhovima vy, ..., v, i bridovima ey, ..., e,. Matrica susjedstva
A(G) ima elemente na dijagonali jednake nuli. Element (i, j) izvan dijagonale ima vrijed-
nost 1 ako postoji brid iz vrha v; prema vrhu v; ili vrijednost 0 ako tako usmjeren brid ne
postoji. Uo¢imo da tako definirana matrica ne mora biti simetri¢na kao Sto je slucaj kod
neusmjerenih grafova.

Primjer 2.3.1. Matrica susjedstva se koristi u skladistu tvrtke koja je dio zracne luke.
Tvrtka se bavi uslugom ”Sky Shop” koja je ukljuc¢ena u standardnu ponudu letova.
Unutar Hrvatske postoje aerodromi Zagreb, Zadar, Split, Dubrovnik, Rijeka, Osijek, Pula
i Brac. Nisu svi aerodromi povezani istim letovima svaki dan. Takoder, kako u zracnom
prometu uvijek dolazi do promjena sto zbog tehnickih poteskoca, Sto zbog prognoze i
ostalih nepredvidivih situacija, nema stalnog rasporeda po kojem radnici skladista slaZu i
Salju kolica prodaje.

Osim domacih letova imamo i medunarodne letove u gradove Miinchen, Dublin, Frankfurt,
Barcelona, Tel Aviv, Bec, Stockholm, Atena i tako dalje. Nema pravila iz kojeg ce
hrvatskog grada postojati let za grad izvan Hrvatske na odreden dan.

Skladiste na pocetku svakog dana ima na raspolaganju 5 velikih kompleta kolica i 5 malih
kompleta kolica. Veliki komplet kolica koristi se za takozvane rotacije koje podrazumijevaju
ciklus letova koji sadrZi jedan medunarodni let i ne sadrZi vise od 3 leta (pocinje i zavrsava
u Zagrebu).

Mali komplet kolica koristi se za povratne letove iz Zagreba za bilo koji grad ne nuZno
hrvatski. Na odredeni dan skica letova dana je slikom 2.5 .

Graf G 2.6 dobijemo direktno iz skice na sljedeci nacin. Vidimo da graf sadrzi 1 dvos-
truko orijentirane bridove, Sto znac¢i da su zbog pojednostavljenja prikaza, koji je vec i
ovako tesko Citljiv, dva leta suprotnih orijentacija spojena u jedan brid.

Numeriranje vrhova je proizvoljno stoga recimo da pratimo abecedu. Slijedi, pri-
druZivanje Atena - v;, Barcelona - v,, BeC - v, Dubrovnik - v4, Dublin - vs, Milan - vg,
Miinchen - v7, Pariz - vg, Split - vy, Zagreb - vyy.

'Pozadinska slika za izradu slike 2.5 je preuzeta 15. kolovoza 2022. s poveznice:
https://i.pinimg.com/originals/03/23/68/03236896d90ac2d8accfd8541f3230fa.gif
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B

Slika 2.5: Prikaz letova na karti.

Dublin

unich

Split
L]

Barcelona

4 Dubraynik
[ & @

Atena

Slika 2.6: Graf letova

Matricu A(G) popunjavamo po definiciji te dobivamo kvadratnu matricu reda 10.
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—_— O OO OO O oo
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22 POGLAVLIJE 2. MATRICA SUSJEDSTVA

Zelimo saznati broj rotacija i povratnih letova na taj dan (iz Zagreba) kako bi radnici
skladiSta znali koliko kompleta kolica pripremiti.

Teorem 2.1.2 vrijedi i za usmjerene grafove te se dokazuje na analogan nacin. RjeSenje
primjera slijedi iz potenciranja matrice A(G), odnosno broj povratnih letova iz Zagreba
odgovaraju elementu (10, 10) matrice A2, a broj rotacija istom elementu matrice A>.

0011111110
0011111110
0011111110
00000O0O0OO0?2

, loo1r 1111110

AGr=lo o1 1111110
0011111110
0011111110
00000O0O0OO0?2
110011000S5
1100110005
1100110005
110011000S5
0022222220

, (1100110005

AGr =11 100110005
1100110005
110011000S5
0022222220
0055555554

Vidimo da ¢e radnicima trebati 5 kompleta malih kolica i 4 kompleta velikih.

Napomena: u ovom primjeru smo smanjili broj letova naspram stvarnog broja letova
kako bismo omogudili relativno pregledan prikaz grafa za mogucnost provjere to¢nosti
rjeSenja.



Poglavlje 3

Matrica incidencije

3.1 Matrica incidencije usmjerenog grafa

Gradivo poglavlja prati drugo poglavlje knjige [2] i drugo poglavlje knjige [3].
Primjer primjene 3.1.4 je modificirana verzija primjera iz knjige [5] u potpoglavlju 5.6.
”Graphs and Networks”.

Neka je G usmjeren graf s vrhovima V(G) = {vi,v,...,v,} 1 bridovima E(G) =
{e1, ez, ... e}
Matrica incidencije usmjerenog grafa G je n X m matrica Q(G) = (m;;). Element matrice
m;; jednak je nuli ako vrh v; ne pripada bridu e;. Ako v; pripada bridu e; i v; je poCetak
brida e;, element m;; = 1, a ako brid e; zavrSava u vrhu v; element m;; = —1.

Primjer 3.1.1. Odredimo matricu incidencije Q grafa G danog na slici 3.1.

Slika 3.1: Primjer 3.1.1.

23
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!1 0 0 1 -1 0 O O
-1 1 0 0 O O -1 O
o=({0 -1 1. 0 0 1 0 O

O 0 -1 -1 0 0 O -1
o o o0 o0 1 -1 1 1

Primjecujemo da je suma svakog stupca jednaka O te bi zbog toga zbrajanjem svih redova
dobili 0. Stoga su redci linearno zavisni. Slijedi da je rang matrice rang(Q) < n, odnosno

rang(Q) <n-—1.
Lema 3.1.2. Rang matrice Q(G) povezanog grafa G s n vrhova jednak je n — 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je x vektor lijevog nul-prostora, odnosno x’A = 0. Slijedi

x; — x; = 0 kada su x; i x; susjedni vrhovi. S obzirom na to da promatramo povezani graf,
znamo da x mora imati sve komponente jednake. Odavde je lijevi nul-potprostor ranga
najviSe jedan, koristeci teorem o rangu i1 defektu dobivamo da je rang Q(G) najmanje n— 1.
Takoder, redci matrice su linearno zavisni pa rang mora biti manji od n. Rang matrice Q
ima granice n — 1 <rang(Q) < n — 1, dakle rang(Q) = n — 1. |

Teorem 3.1.3. Neka je G graf s n vrhova i sastoji se od k komponenti povezanosti. Tada je
rang matrice Q(G) jednak n — k.

Dokaz. Ako se graf G sastoji od k povezanih dijelova, oznacimo sa n;, i = 1,...,k broj
vrhova u pojedinim povezanim dijelovima G;,i = 1, ..., k. Matrica Q(G), uz odgovarajucu
numeraciju vrhova, poprima oblik

o0G) 0 ... 0

G 0

06)=| ¢ 0(Gy) o
0 0 ... OGY

Tvrdnja teorema slijedi iz sljedeceg niza jednakosti, pri cemu je druga jednakost posljedica
leme 3.1.2,

rang(Q) = rang(Q(G1)) + rang(Q(G2)) + ... + rang(Q(Gy))

(n1—1)+(n2—1)+...+(nk—1)
n1+n2+...+nk—k-(—1)

=n-—k.
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Matrica incidencije svoju naj¢eS¢u primjenu nalazi u protocima mreza. Pod time
mislimo na sve prirodne i umjetne strukture u kojima neka vrsta materije ima svoj orijen-
tirani smjer kretanja. Primjeri takvih mreZa mogu biti vodovodne mreZe, telefonske mreze
(svaki mobitel/telefon je vrh grafa, a poziv brid grafa), internet (svaka internetska stranica
je vrh grafa, a ako postoji poveznica jedne stranice na drugu tada je to brid grafa), drustvene
mreze, strujni krugovi i tako dalje.

Zadrzimo se na primjeru strujnih krugova. Pokazat éemo na primjeru kako povezati
matricu incidencije grafa strujnog kruga i Kirchhoffov zakon.

Primjer 3.1.4. Neka je G graf koji predstavlja strujni krug s Cetiri vrha i sedam bridova u
oznakama v, i =1,2,3,4ie; j=1,...,7 kao na slici. Neka svaki vrh ima svoj elektricni
potencijal i svaki brid e; struju I;.

Slika 3.2: Primjer 3.1.4

Iz grafa slijedi matrica incidencije Q kojoj redci predstavljaju vrhove, a stupci bridove
grafa G.

-1 -1 0 0 0 1 O
O 0 -1 0 0 -1 1
G = O 0 0 -1 -1 0 -1
1 1 1 1 1 0 O

Koristeci lemu 3.1.2 slijedi da je rang matrice rang(Q) = 3, odnosno imamo maksi-
malno tri linearno nezavisna reda. Eliminacijom bilo kojeg reda dobivamo tri linearno
nezavisna reda, odnosno bilo koja kombinacija tri reda je linearno nezavisna. U ovom pri-
mjeru eliminirat ¢emo 4. red matrice. Ovaj korak je ekvivalentan uzemljenju jedne tocke
strujnog kruga, odnosno fiksiranju elektricnog potencijala te tocke na nulu (u ovom slucaju
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je to vrh v4). Novu, reduciranu matricu, nazovimo Q.

Promotrimo sada jednadzbu
Q1-y=0

gdjejey = (1, ..., I;) vektor koji predstavlja struju u pojedinim bridovima

I 0
L 0
-1 -1 0 0 O 1 O I3 0
0O 0 -1 0 0 -1 1/{-{L]|=|0].
O 0 o0 -1 -1 0 -1) | 0
Is 0
I 0
Slijedi niz jednadzbi
16_11_12:0
17_13_16:0

-y + 15+ 17) =0.

Umnozak Q,y zapravo promatra odnose struja koje ulaze ili izlaze iz pojedinog vrha,
tocnije zbraja koliko struje ulazi, a koliko izlazi iz vrha u odredenom trenutku. Izjednacavanjem
s nulom, to jest Q;y = 0, izjednacava se koli¢ina (zbroj) struje koja ulazi i koja izlazi iz
vrha. Vidimo da je to upravo Kirchhoffov zakon za vrhove vy, v,, vs3.

Podsjetnik: Kirchhoffov zakon glasi - zbroj struja koje ulaze u neki ¢vor jednak je zbroju
struja koje iz tog ¢vora izlaze.

Preostaje komentirati zaSto smo reducirali matricu Q. Jedno od slikovitih objasSnjenja
se nalazi u interpretaciji rjeSenja jednadzbe x' - Q = 0. Neka je x = (x1, x, x3, x4) vektor
koji predstavlja elektri¢ne potencijale vrhova.

-1 -1 0 0 0 1
( .0 0 -0 0 -1
X1, X2, X3, X4 0 0 0 -1 -1 0 -1

1 1.1 1 1 0 O

=(0,0,0,0,0,0).
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Odakle je
x4—x; =0
x4—x, =0
xs—x3 =0
x—x1 =0
xo—x3 = 0.

Osim trivijalnog rjeSenja, rjeSenje sustava je vektor (1,1, 1, 1). Poznato je kako struja pos-
toji samo ako postoji razlika potencijala na krajevima vodica. Znaci nulvektor i prostor
generiran vektorom (1, 1, 1, 1) nam nisu zanimljivi jer u takvom strujnom krugu nema
protoka struje.

Teorem 3.1.5. Neka je G graf s n vrhova. Stupci ji, ..., jx matrice Q(G) su linearno ne-
zavisni ako i samo ako odgovarajuci bridovi grafa G induciraju podgraf koji nema ciklus.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, postoji podgraf koji sadrzi ciklus i neka taj ciklus sacinjavaju
bridovi ji, ..., j,. Matrica podgrafa Q,(G) poprima oblik (g), gdje je B kvadratna matrica

reda p. Suma svakog stupca matrice B jednaka je O te je stoga B singularna matrica. Slijedi

da su stupci ji, ..., j, linearno zavisni. Ovime smo dokazali obrat.

Pretpostavimo da bridovi j,..., j; induciraju podgraf bez ciklusa. Ako podgraf ima m
komponenti povezanosti tada po teoremu 3.1.3 rang(Q) = n — m. Dakle, stupci ji, ..., ji
su linearno nezavisni. O

Neka je G usmjeren graf s vrthovima V(G) = {vy, ..., v,}1bridovima E(G) = {ey, ..., e}
te neka postoji put P. Vektor puta je vektor pridruZen putu P kojem koordinate predstav-
ljaju bridove E(G). Ako je e; € E(G), tada je koordinata na poziciji i jednaka nuli ako
brid e; nije sadrzan u putu P. Ako je brid sadrzan u putu P tada je koordinata na poziciji i
jednaka 1 ako je orijentacija brida e; jednaka orijentaciji puta P, ili —1 ako je orijentacija
brida e; suprotna orijentaciji puta P.

Neka je G stablo s vrthovima V(G) = {vy,...,v,}. Fiksiramo neki vrh, recimo v,, kao
korijen stabla. Matricu puta P, grafa G u odnosu na vrh v, popunjavamo na sljede¢i nacin:

J-ti stupac je vektor puta iz vrha v; prema vthuv, zasve j=1,...,n - 1.

Primjer 3.1.6. Odredi matricu puta P, grafa G ako je v, korijen stabla kao na slici 3.3.
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Slika 3.3: Primjer 3.1.6.

Kako je graf G ukorijenjeno stablo, orijentacija bridova je od vrha blize korijenu do
vrha koji je dalje od korijena. Slijedi matrica puta P, po definicji:

o 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 0 0 O O O O
o 0 -1.0 0 O O 0 O
o -1 0 0 0 O O 0 O
Pr={0 0 O O O O -1 -1 -1
o 0o 0 o0 -1 0 0 0 O
o 0 0 o0 o0 -1 0 0 O
o 0 0 o o O O -1 0
o 0 0 o0 o O o0 0 -1

Teorem 3.1.7. Neka je G stablo s vrhovima V(G) = {v{,Vva,...,v,}. Matrica Q(G) je
matrica incidencije, a Q,(G) matrica dobivena ukidanjem n-tog reda matrice Q. Tada
vrijedi Q' = P,, gdje je P, matrica puta stabla G.

Dokaz. Nekajem = n—1,zai # jpromatramo element (i, j) matrice P,Q,, odnosno sumu
Yiie1 Pikqkj- Pretpostavimo da je brid e; usmjeren od vrha v, do vrha vy, a brid ¢; od vrha
vy, do v,. Vidimo da vrhovi v,, 1 v, oznaCavaju pocCetak i kraj brida e; te je stoga q; = 0
osim kada je vrh v, jednak ili v,, ili v,. Suma se svodi na Y, puqr; = Piwqw; + Pizq:;-
Vidimo da put iz vrha v,, do vrha v, sadrZi e;, a tada i put od vrha v, do vrha v, sadrzi
ei. Za p;, 1 p;; razliCite od nula vrijedi da su istog predznaka jer je orijentacija brida e;
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jednaka orijentaciji puta. Takoder, kako su v,, 1 v, poCetak, odnosno kraj brida e;, vrijedi
gwj = 1 = —q.;. Slijedi };_, puqx; = 0. Ako su v; i v; isti vrhovi, tada analognim dokazom
slijedi da je Y'}", piuqui = 1. Dakle, P,Q, =1, Q;' = P,. m]

3.2 Matrica incidencije neusmjerenog grafa
Neka je G graf s vthovima V(G) = {vi,v,,...,v,} 1 bridovima E(G) = {ej,e,...,en}.

Matrica incidencije neusmjerenog grafa G je n X m matrica M(G) = (m;;). Element ma-
trice m;; jednak je nuli ako vrh v; ne pripada bridu e;, odnosno jedan ako v; pripada bridu e;.

Primjer 3.2.1. Odredimo matricu incidencije neusmjerenog grafa G danog na slici 3.4.

Slika 3.4: Primjer neusmjerenog grafa

Vrhovi grafa G indeksiraju retke, a bridovi stupce matrice M(G).
Slijedi nam matrica incidencije:

100000
111000
010010

M@ =160 11 0 o
000111
000001







Poglavlje 4

Laplaceova matrica

Poglavlje "Laplaceova matrica” prati Cetvrto poglavlje knjige [2] 1 Cetvrto poglavlje knjige

[3].

Neka je G neusmjeren graf bez petlji s vrthovima V(G) = {v{,v,,...,v,} 1 bridovima
EG) ={ey,...,en}.
Laplaceova matrica je kvadratna matrica reda n kojoj 1 stupci i redovi predstavljaju vrhove.
Zai # jelement matrice L(G) na poziciji (7, j) ima vrijednost —1 ako su vrhovi v; i v; pove-
zani 1 vrijednost 0 ako nisu povezani bridom. Elementi dijagonale (i, i) su jednaki stupnju
vrha v;.

Laplaceova matrica se na elegantan nain moze povezati s prijasnje razradenim
matricama susjedstva i incidencije.
Neka je G graf, A(G) matrica susjedstva grafa G i definiramo D(G) kao dijagonalnu matricu
kojoj je element na poziciji (i, i) jednak stupnju vrha v;. Tada jednostavno slijedi jednakost

L(G) = D(G) - A(G).

Ako bridovima grafa G dodijelimo orijentaciju, tada moZemo promatrati njegovu matricu
incidencije Q(G). Znamo da su u matrici incidencije vrhovi predstavljeni redcima, a bri-
dovi stupcima. Zelimo pomocu n x m matrice dobiti n X n matricu, stoga je intuitivno
pomnoziti Q(G) sa Q(G)'.

Vidimo da je element na poziciji (i, j) matrice Q(G)Q(G)" jednak produktu umnoska i-tog
1 j-tog retka matrice Q(G). Elementi dijagonale su tada stupnjevi vrhova, a preostali ele-
menti su jednaki —1 ako su 71 j susjedni, odnosno 0 ako nisu susjedni. Vidimo da su takva
svojstva elemenata matrice jednaka definiciji Laplaceove matrice. Slijedi jednakost

L(G) = Q(G)Q(G)".

31
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Primjer 4.0.1. Odredimo Laplaceovu matricu L za dani graf G 4.1.

Slika 4.1: Primjer 4.

2 -1 0 -1
-1 3 -1 -1
0 -1 2 -1
LO=1_1 1 1 5
0 0 0 -1
0 0 0 -1

Promotrimo neka svojstva Laplaceove matrice.

Teorem 4.0.2. Neka je G graf s vrhovima V(G) = {vy,
Tada vrijede sljedece tvrdnje.

0.1.

0 O
0 O
0 O
-1 -1
2 -1
-1 2

..., Vptibridovima E(G) = {eq, ...

s m).

1) Rang Laplaceove matrice L(G) jednak je n —k ako graf ima k komponenata povezanosti.

2) Za svaki vektor x = (x1, ..., X,), X; € R vrijedi

YLG)x = ) (x; = x))2.

i~j

3) Sume redaka i stupaca matrice L(G) su jednake 0.

4) Algebarski komplement bilo koja dva elementa matrice L(G) je jednak.

Dokaz. 1) Tvrdnja slijedi iz jednadzbe L(G) = Q(G)Q(G)'. Rang produkta ulancanih
matrica nije veci od ranga pojedinih matrica, a rang(Q(G)") = rang(Q(G)). Slijedi da je
rang od L(G) manji ili jednak rangu od Q(G). L(G) je simetri¢na matrica te iz X' L(G)x =
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X'Q(G)Q(G)' x slijedi da je pozitivno semidefinitna te je stoga regularna, odnosno ranga
jednakog Q(G). 1z teorema 3.1.3 slijedi tvrdnja.

2) Kao i u dokazu tvrdnje 1) koristimo jednakost x'L(G)x = x'Q(G)Q(G)' x.
Rezultat umnoska x'Q(G) je vektor s koordinatama x; — x; ako su u grafu vrhovi v; i v; po-
vezani bridom. Umnozak Q(G)'x daje isti vektor, ali transponiran. MnoZenjem dobivenih
vektora slijedi tvrdnja.

3) Tvrdnju dobijemo razmatranjem jednakosti L(G) = D(G) — A(G). Ako gledamo
redak i vidimo ukupno m ¢lanova koji imaju vrijednost —1 i jedan ¢lan koji ima vrijednost
m. Svaki €lan (i, j) koji ima vrijednost —1 ima zajednicki brid s vthom v;, a element (i, i) je
stupanj vrha v; te je stoga suma elemenata svakog retka i jednaka 0. Analogno je za stupce.

4) Neka je L = L(G) matrica u kojoj je zbroj vrijednosti elemenata stupaca jednak nula i
zbroj vrijednosti elemenata redaka jednak nula. Tada je L(i|j) matrica iz koje je maknut i-ti
red i j-ti stupac. U L(1|1) pribrojimo sve stupce prvom stupcu, tada iz tvrdnje 3) slijedi da
je prvi stupac jednak —(l»y, ..., [,)", gdje su /;; elementi Laplaceove matrice L na poziciji
(i, j). Slijedi da je detL(1|1) =-det L(1|2), odnosno algebarski komplement A;; = Aj,.
Analognim dokazom i ponovnim koriStenjem tvrdnje 3) slijedi jednakost A;; = Ay; za sve
i, k.

O
Lema 4.0.3. Svojstvene vrijednosti n X n matrice al, + bJ, su a kratnostin — 1 i a + nb
kratnosti 1.

Dokaz. Matrica J, ima svojstvene vrijednosti O kratnosti n — 1 i n kratnosti 1, §to smo vec
rekli u dokazu teorema 2.1.5.

Slijedi, bJ,, ima svojstvene vrijednosti O kratnosti n — 1 1 nb kratnosti 1. Matrica bJ,, ima
svojstvene vektore iste kao 1 J, odnosno e, —¢; zasve 1 < i < n—111. matrica al
ima svojstvenu vrijednost a s kratnosti n te joj svojstveni vektori moZe biti bilo koji n-
Clani linearno nezavisni skup n-dimenzionalnih vektora pa mozemo iskoristiti svojstvene
vektore matrice bJ,. Kona¢no, matrica al + bJ ima svojstvene vrijednosti a kratnosti n — 1

1 a + nb kratnosti 1. O

Neka nam je zadan potpun graf K,,. Za K,, znamo da je svaki vrh spojen sa n— 1 vrhova,
stoga je vrijednost svakog elementa dijagonale Laplaceove matrice jednak n — 1, a isto tako
znamo da je u matrici susjedstva svaki element koji nije na dijagonali jednak 1.

Slijedi L(K,) = nl — J. Ako primijenimo lemu 4.0.3 vidimo da L(G) ima svojstvene vri-
jednosti ni 0 s kratnostima n — 11 1 redom.



34 POGLAVLIJE 4. LAPLACEOVA MATRICA

Lema 4.0.4. Neka je G graf s vrhovima V(G) = {vy,...,Vv,} i neka su svojstvene vrijednosti
Laplaceove matrice L(G) A, > ... > A, = 0. Tada su svojstvene vrijednosti matrice L + aJ
A1 >2...24,4in-a.

Detaljan dokaz nalazi se u Cetvrtom poglavlju knjige [2].

Teorem 4.0.5. Neka je G graf s vrhovima V(G) = {vy,...,v,} i barem jednim bridom.
Neka su svojstvene vrijednosti L(G) 41 > ... > A, = 0 A najveci stupanj vrha. Tada je
A =>A+1.

Dokaz. Bez smanjenja openitosti moZemo pretpostaviti da je stupanj d; vrha v; najveci
stupanj. Postoji donje trokutasta matrica 7 = (t;;), gdje su #;; nenegativni realni brojevi,

takva da je L(G) = ;; = TT'. Tada je d; = l;; = £2,, odnosno t;; = Vd;. 1z jednakosti

L(G) = TT'slijedi I;; = dta,i = 1,2,...,n. Sada racunamo element (1, 1) matrice

L(G):
n 1 n 1
§ 2 _ = § 2 _ ~(q2 _

Najveca svojstvena vrijednost matrice 7T je veca ili jednaka najvecoj vrijednosti elementa
dijagonale iste matrice. O

Teorem 4.0.6. Neka je G graf s vrhovima V(G) = {vi,...,v,}. Neka je L(G) Laplaceova
matrica grafa G s najvecom svojstvenom vrijednosti A,. Tada vrijedi jednakost

Ay <max{di+d;j—c(i, Il i< j<n,i~j}
gdje je c(i, j) broj vrhova koji su susjedni i vrhu v; i vrhu v;.

Detaljan dokaz nalazi se u ¢etvrtom poglavlju knjige [2].



Poglavlje 5

Matrica udaljenosti stabla

Ovo poglavlje sadrZajno prati deveto poglavlje knjige [2].

Neka je G povezan neusmjeren graf s vrhovima V(G) = {v,...,v,}. Matrica uda-
ljenosti D(G) je simetricna matrica reda n kojoj redci 1 stupci oznaCavaju vrhove grafa.
Element (i, j) matrice jednak je udaljenosti vrhova v; i v;.

Udaljenost vrhova grafa jednaka je najkra¢em putu koji spaja te vrhove. Slijedi da su
elementi dijagonale matrice D(G) jednaki nula, a ostali elementi pozitivni brojevi.
Primijetimo da elementi matrice zadovoljavaju nejednakost trokuta. Za sve vrhove v;,v; i
Vs

d(vi,vi) <dW;,v;) +dWj, vi).

Primjer 5.0.1. Odredimo matricu udaljenosti za stablo dano na slici 5.1.

Slika 5.1: Primjer 5.0.1.

35
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Matricu D(G) popunjavamo po definiciji

0111222
1 022333
1 202333
DG)=|1 22 0111
2331022
2331202
2331220

Matrica udaljenosti grafa za grafove stabla ima razna zanimljiva svojstva. Jedno od
njih je Cinjenica da determinanta matrice udaljenosti stabla ne ovisi o izgledu grafa ve¢ o
broju njegovih vrhova.

Teorem 5.0.2. Neka je G stablo s vrhovima v(G) = {vy,...,n} i neka je D matrica udalje-
nosti. Determinanta matrice D jednaka je

detD = (—1)""'(n — 1)2" 2.
Dokaz. Neka je vrh v, list stabla i neka je susjedan vrhu v,_;. Tada je
dvy,v,) =dvi, v+ 1,i=1,...,n— 1.

Radimo elementarne transformacije nad D. Oduzimamo red vrha v,_; od reda vrha v, 1 ana-
logno za stupce. Novonastalu matricu nazovimo D;. Matrica D; u zadnjem stupcu i retku
ima sve elemente jednake 1 osim (7, n) elementa koji je jednak —2. Postupak ponavljamo
za sve sljedece susjedne retke i stupce sve dok ne dobijemo matricu D,

o 1 1 ... 1
1 -2 0 ... 0
D,=(1 0 =2 0
1 0 0 ... =2

Determinanta matrice D jednaka je determinanti matrice D,. Lagano se izraCuna vrijednost
determinante

detD, = (-1)"'(n - 1)2" 2.
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Pomocu teorema 5.0.2 vidimo da je matrica udaljenosti D stabla G regularna, odnosno
postoji inverzna matrica D(G)'. Sljedece pokazujemo poveznicu izmedu D'(G) i Laplace-
ove matrice L(G).

Neka je G graf s vthovima v(G) = {v,...,v,} 1 neka je d; stupanj vrha v;, definiramo
7, =2-d;zasvei=1,...,n Tadaje T n X 1 vektor s koordinatama 74, ..., T,.
Vektor T ima zanimljiva svojstva, koja ¢emo izreci u sljedece tri leme, a pomo¢i ¢e nam u
dokazu poveznice matrica D(G)" i L(G).

Lema 5.0.3. Neka je 1 vektor sa svim koordinatama jednakim 1. Vrijedi
I -7=2.

Vrijede sljedece jednakosti:

n

1t~T:ZT,-=Zn:(2—di):2n—2(n—1)22,

i=1 i=1

gdje druga jednakost slijedi iz ¢injenice da je suma stupnjeva vrhova grafa jednaka dvos-
trukom broju bridova grafa.

Lema 5.0.4. Neka je G stablo s vrhovima V(G) = {vy,...,v,} i D(G) matrica udaljenosti
stabla. Tada vrijedi
Dr=n-1)-1.

Dokaz se provodi indukcijom po broju vrhova grafa. Detaljan dokaz ove leme nalazi
se u devetom poglavlju knjige[2].

Lema 5.0.5. Neka je graf G stablo s vrhovima V(G) = {vy,...v,} i D matrica udaljenosti
stabla G, a L Laplaceova matrica stabla G. Tada vrijedi

LD +2I =7I',
gdje je T vektor pridruZen grafu G s koordinatama t; =2 —-d;, i =1,...n.

Dokaz. Odaberimo dva vrha v; i v; stabla G 1 pretpostavimo da je vrh v; susjedan s vrho-
vimavy,..., v 1d; = k. Neka su vrhovi v; 1 v; razliCiti. Graf G\ {i} je povezan, bez ciklusa i
s k komponenti povezanosti. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da v; pripada dijelu
koji sadrzi v,. Uz dane pretpostavke vrijedi

AW, vj)) =dv,v)) +2=dv,v))+1,m=2,... k.
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Jednakost primjenjujemo na LD + 21:

(LD + 2I);; = (LD);;
=did(vi,vj) — (d(vi,vj)) + ... +d(v,v)))
= kd(v;,v;) — (kd(v;,v;) + k = 2)
=2-k

=T;.
Ako pretpostavimo da su v; i v; isti vrh tada:
(LD + 2[),',' = —(d(V,', V]) +...+ d(V,’, Vk)) +2
=2-k

=T;.
ZakljuCujemo da jednakost (LD + 2I);; = 7; vrijedi za svaki izbor vrhova v; 1 v;. |

Pomocu lema 5.0.4 1 5.0.5 dokazat ¢emo jednakost koja povezuje matricu udaljenosti i
Laplaceovu matricu stabla G.

Teorem 5.0.6. Neka je G stablo s vrhovima V(G) = {vy,...,v,}, D matrica udaljenosti sta-
bla G, L Laplaceova matrica stabla G i T vektor pridruzen nekom grafu G s koordinatama
T7,=2-d;,i=1,...n Tada vrijedi:

1

D! = —lL + 7.
27 2m-1)

Dokaz. Tvrdnja teorema slijedi iz sljedeceg niza jednakosti, pri ¢emu je druga jednakost
posljedica leme 5.0.4, a trea jednakost leme 5.0.5:

'D

1 1 1
) \D=—=LD
( 2" o - 1)”) i I

1 1
= LD+ 11’
T
1
Yy
2( )

=T
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Matrica otpora

Gradivo poglavlja prati tocke 1.3 1 10.5 knjige [2].

6.1 Generalizirani inverz matrice

Neka je A = (a;;) m X n matrica, tada je generalizirani inverz n X m matrica G = (g;;)
ako vrijedi AGA = A. Generalizirani inverz matrice A se oznacuje i s A~. Ako je matrica
A kvadratna regularna matrica, tada je A~! jedinstven generalizirani inverz matrice A. Ako
matrica A nije simetrina niti regularna matrica, tada matrica A ima beskonacno generali-
ziranih inverza.

Neka je A m X n matrica s generaliziranim inverzom G. Ako imamo jednadZbu Ax = b tada
je x = Gb rjesenje te jednadzbe.

Neka je A = BC faktorizacija punog ranga matrice A, gdje je B m X r matrica, a C r X n
matrica. Tada B ima lijevi inverz B}, a C desni invez C, . Generalizirani inverz G matrice
Ajetada G = C;B; ivrijedi

AGA = BC(C;B;)BC = BC = A.

Generalizirani inverz matrice A je refleksivan ako osim AGA = A vrijedi i GAG = G.
Generalizirani inverz G matrice A je inverz minimalne norme ako osim AGA = A vrijedi
(GA)' = GA. Ako je G generalizirani inverz minimalne norme matrice A i y vektor iz vek-
torskog prostora koji je odreden stupcima matrice A, onda jednadzba Ax = y ima rjeSenje
x = Gy minimalne norme. Dokaz tvrdnje nalazi se u devetom poglavlju knjige [2].
Generalizirani inverz G nazivamo generalizirani inverz najmanjih kvadrata matrice A ako
osim AGA = A vrijedi (AG)" = AG i za sve x, y vrijedi [|[AGy — y|| < ||Ax — y||.

39
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Moore-Penroseov inverz matrice A je refleksivni generalizirani inverz od A koji je
ujedno minimalne norme i najmanjeg kvadrata. Oznacavamo ga s A*. Dakle, generali-
zirani inverz je Moore-Penroseov ako zadovoljava:

AGA = A, GAG = G, (AG)' = AG, (GA)' = GA.

Moore-Penroseov inverz matrice A je jedinstven.
Pretpostavimo da postoje dva generalizirana inverza G, i G, koji zadovoljavaju navedene
jednadzbe, tada:

G = G1AG, = GG\ A" = G,G A'GLA" = G G A'AG,
= G1AG,AG; = G1AG, = G|AG,AG, = GAA'G,G,
= A'G'A'G,G, = A'GyG, = GLAG, = G,.

Ovime smo pokazali jedinstvenost, joS treba pokazati postojanje takvog generaliziranog
inverza. Neka je A = BC faktorizacija po rangovima. Tada vrijedi

B" = (B'B"'B'iCt = (C'C)"'C".

Sada je A* = C*B*.
Neka je A simetri¢na matrica reda n i neka je P orotogonalna matrica takva da

A = Pdiag(4,,...,4,)P".

Ako su A4y, ..., 4, svojstvene vrijednosti razli¢ite od nule, tada vrijedi
N . 1 1 .
A" = Pdiag| —,...,—,0,...,0| P".
Ay Ay

Specijalno, ako je matrica A pozitivno semidefinitna tada je i matrica A™ pozitivno semi-
definintna. Vise o Moore-Penroseovom inverzu se takoder nalazi se u tocki 1.3 knjige [2].



6.2. OSNOVNA SVOIJSTVA MATRICE OTPORA 41

6.2 Osnovna svojstva matrice otpora

Slika 6.1: Razliciti otpori

Neka imamo dva grafa kao na slici 6.1. Tada vidimo da je udaljenost vrhova v; i v; na
oba grafa jednaka, ali da drugi graf ima viSe nacina za doc¢i iz vrha v; u vrh v; putevima
duljine 3. Intuitivno moZemo reci da je otpor prelaska iz vrha v; u vrh v; manji u drugom
grafu.

Neka je G neusmjeren graf s vchovima V(G) = {vy,...,v,}1bridovima E(G) = {ey, ..., e,}.
Otpor izmedu vrhova v; 1 v; u oznaci r(v;, v;) definiramo kao

12
r(vi,vy) = ejHeij = hi + hjj = hij = hj.

Neka je H = (h;;) generalizirani inverz Laplaceove matrice L(G).
Ako je H simetri¢na matrica, jednakost postaje

r(v,-, Vj) = eﬁjHeij = I’ll‘i + hjj - 2h,‘j.

Neka je G povezan graf s vrthovima V(G) = {vy,...,v,}. Matrica otpora R(G) je kva-
dratna matrica reda n kojoj stupce i retke predstavljaju vrhovi grafa. Element (i, j) matrice
R definiramo kao r;; = r(v;, v;), odnosno kao otpor izmedu vrhova v; 1 v;.

Kada je G stablo, matrica otpora R postaje matrica udaljenosti stabla D koju smo obradili
u pro§lom poglavlju.

Neka je L(G) Laplaceova matrica grafa G. Zbog leme 4.0.4 znamo da matrica L + %J
ima pozitivne svojstvene vrijednosti te je stoga regularna.

Neka je X = (L + %J)_l.

1z jednakosti

1 1
X(L+—J):(L+—J)X:I,
n n
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slijedi
N 1
L"=X--J
n
Definiramo dijagonalnu matricu X s elementima dijagonale x; zasvei = 1,...,n.

Lema 6.2.1. Neka je G graf s vrhovima V(G) = {vi, ..., v,}, R matrica otpora grafa G i X
dijagonalna matrica grafa G kako smo ju definirali. Tada vrijedi

R=XJ+JX-2X.
Dokaz. 1z L* = X — ﬁ] element na poziciji (i, j) desne strane jednakosti jednak je

TR +
Xii + Xjj— 2X,‘j = lii + ljj - 2lij’

gdje su [;; elementi Moore—Penrose inverza Laplaceove matrice grafa G. Vidimo da izraz
zadovoljava definiciju otpora izmedu vrhova v; 1 v;.

O
Definiramo n X 1 vektor 7 slicno kao i za matricu otpora stabla. Zai=1,...,n
T, = 2 - Z I"(Vl',Vj).
j~i
Lema 6.2.2. Vrijedi jednakost:
- 2
T=LX1+-1,
n
gdje su L Laplaceova matrica, X dijagonalna matrica diag(xyy, X2, . . ., Xnn), 1 vektor sa

svim koordinatama jednakim 1 i T vektor pridruZen grafu G.

Lema 6.2.3. Neka je G graf s vrhovima V(G) = {vi,...,v,} i neka je r(v;,v;) otpor izmedu
vrhova v; i v;. Tada za zbroj svih otpora susjednih vrhova vrijedi izraz:

Zn: D rviv) =2n = 1).

=1 j~i

Detaljni dokazi lema 6.2.2 1 6.2.3 nalaze se u knjizi [2], a rijeC je o lemama 10.8 1 10.9
tocke 10.5.

Korolar 6.2.4. Neka je T nx 1 vektor koji pridruzujemo matrici otpora R i 1 vektor sa svim
koordinatama jednakim 1. Vrijedi
I't=2.
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Dokaz. Tvrdnju korolara dobivamo iz sljedecCeg niza jednakosti, pri cemu prva jednakost
slijedi iz leme 6.2.3:

Ur=2n- ) 3 rv,v)=2n-20n-1)=2.

=1 je~i
O
Lema 6.2.5. Neka je G graf, R matrica otpora pridruzena grafu G, L Laplaceova matrica

grafa G i neka je % nx 1 vektor sacinjen od dijagonalnih vrijednosti matrice X. Tada vrijedi
Jjednakost:

8
TRt = 2¥Lx + —tr(L"Y).
n
Dokaz. Primjenjujemo lemu 6.2.2 na lijevu stranu jednakosti
t 1y 2 t v 2
TRt =(1'XL+ -1"|R[LX1 + -1
n n
1y ¥ 4 v 4 t
= I'XLRLX1 + —1'XLR1 + —1'R1.
n n
Primijetimo da dva ¢lana sadrZze LRL te stoga koristimo lemu 6.2.3

LRL = L(XJ + JX - 2X)L
= -2L.

Prvi €lan izrazimo kao 1'’XLRLX1 = -2%L%, a drugi ¢lan 21'XLR1 = 2n¥L% = 4¥LX.
Zadnji ¢lan je jednak 51'R1 = 52ntr(L*). Konagno, zbrajanjem svih ¢lanova slijedi jed-
nakost leme. O

Koristeéi rezultat leme 6.2.5 i ¢injenicu da su matrice L*(G) i X' LX pozitivno semidefi-
nitne slijedi da je matrica otpora R pozitivno semidefinitna te je invertibilna.

Teorem 6.2.6. Neka su R matrica otpora grafa, L Laplaceova matrica grafa G. Tada

vrijedi jednakost:

4 1 1
R =—=L+
2 TIRT

7.

Dokaz. 1z leme 6.2.2 slijedi jednakost
- 2
LR+2I=LXJ+-J=11".
n

Mnozenjem jednakosti s 7 i primjenom korolara 6.2.4 dobivamo

(LR + 2Dt = 11't = 21.
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Sredivanjem jednakosti slijedi LRt = 0 te iz leme 6.2.5 zakljuCujemo da je Rt vektor
razli¢it od nulvektora, odnosno postoji skalar @ razlicit od O takav da

Rt = al.

. . . 1
Ponovnom primjenom korolara 6.2.4 dobivamo & = X%, odnosno

TRt

Rr= 20,
=7

Uvrstavanjem dobivenog u jednakost iskaza teorema 6.2.6 slijedi

1 | 1 |
—=L+ 7T |R=—-zLR + TTR

2 TRt 2 T'RT
1 1 (7Rt
=I-=-71"+ 1
2" T'Rt ( 2 )T
=1
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Sazetak

Glavna svrha ovog rada je pokazati na koji nacin su povezana podrucja linearne algebre i
teorije grafova te kako njihovu vezu mozZemo iskoristiti za rjeSavanje problema u stvarnom
Zivotu. U prvom poglavlju navodimo definicije, teoreme i rezultate iz linearne algebre 1
teorije grafova koji su nuzni za shvacanje glavnog dijela rada. Drugo, trece i Cetvrto po-
glavlje bavi se proucavanjem matrice susjedstva, matrice incidencije i Laplaceove matrice.
Definiramo svaku od navedenih matrica, na stvarnim primjerima prikazujemo nacine nji-
hovog odredivanja te prezentiramo njihove primjene u proucavanju pripadnih grafova. U
petom 1 Sestom poglavlju promatramo matricu udaljenosti stabla 1 matricu otpora. De-
finiramo navedene matrice 1 prou¢avamo njihova svojstva 1 primjene. Poseban naglasak
je dan na rezultate vezane uz njihove svojstvene vrijednosti, determinante i povezanosti s
Laplaceovom matricom.






Summary

The main purpose of this thesis is to show the connections between linear algebra and
graph theory and their applications to solving real life problems. In the first chapter we give
basic definitions, theorems and results from linear algebra and graph theory which are vital
for further understanding of the thesis. In chapters two, three and four we are focused on
adjacency and incidence matrices along with the Laplacian matrix. We define each of these
matrices, we show how to determine them by using real life examples and we present their
applications to the study of the underlying graphs. In the last two chapters, chapters five
and six, we examine the distance matrix of a tree and the resistance matrix. We introduce
the aforementioned matrices and study their properties and applications. Special emphasis
is given to the results concerning their eigenvalues, determinants and connections with the
Laplacian matrix.
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