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Uvod

U ovom diplomskom radu proucavat ¢emo pojam neprekidne funkcije.

U prvom poglavlju dajemo definiciju neprekidne funkcije te zatim prou¢avamo nizove
1 njihovu vezu s neprekidnosc¢u. Nakon toga prou¢avamo omedene podskupove od R te
neka svojstva nizova, a zatim uvodimo pojam limesa funkcije te ispitujemo njegovu vezu
s neprekidnoScu. Na kraju prvog poglavlja navodimo aksiom potpunosti realnih brojeva.

U drugom poglavlju se bavimo neprekidnim funkcijama na segmentu. Prvo dokazu-
jemo da neprekidna funkcija na segmentu poprima sve meduvrijednosti, a zatim uvodimo
pojmove gomiliSta 1 skupiliSta niza te dokazujemo da svaki omeden niz realnih brojeva
ima konvergentan podniz. Nadalje dokazujemo da je svaka neprekidna funkcija na seg-
mentu omedena te da StoviSe poprima minimum i maksimum. Na kraju drugog poglavlja
dokazujemo da je svaka funkcija na segmentu uniformno neprekidna.

U treéem poglavlju prou¢avamo neprekidnost u kontekstu metri¢kih prostora. Prvo da-
jemo definiciju metrickog prostora i neke osnovne primjere, a zatim proucavamo otvorene
skupove u metrickom prostoru. Na kraju tre€eg poglavlja se bavimo neprekidnim funkci-
jama izmedu metri¢kih prostora te odnosom neprekidnih funkcija, konvergentnih nizova i
otvorenih skupova.






Poglavlje 1

Osnovna svojstva neprekidnih funkcija

U ovom poglavlju uvodimo pojam neprekidnosti za realnu funkciju realne varijable.

1.1 Definicija neprekidne funkcije

Definicija 1.1.1. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija. Neka je x, € S. KaZemo
da je f neprekidna u tocki xy ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S
vrijedi:
lx = xol <6 = |f(x) = f(xo)l <&
Napomena 1.1.2. Neka su a,b € R te neka je r € R, r > 0. Tada je
b—al<rebela—ra+r).
To slijedi iz sljedecih ekvivalencija:

b—al<ro -r<b-a<roa-r<b<a+rebe{a—ra+r).

Napomena 1.1.3. Nekaje S CR, f: S — R funkcija te xy € S. Iz napomene 1.1.2 slijedi
da je f neprekidna u xy ako i samo ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S
vrijedi:

X €{xg — 6, x0 +0) = [f(x) € {f(x0) — &, f(x0) + &).

Definicija 1.1.4. Nekaje S C Rte f: S — R funkcija. KaZemo da je f neprekidna ako je
f neprekidna u xq za svaki xy € S.

Primjer 1.1.5. Nekaje S CR,S # 0,c € Rte f : S — R funkcija definirana s f(x) = c,
za svaki x € S. Tvrdimo da je f neprekidna funkcija.

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNA SVOJSTVA NEPREKIDNIH FUNKCIJA

Neka je xo € S te neka je € > 0. Zelimo dokazati da postoji 6 > 0 takav da za svaki
x € S vrijedi sljedeca implikacija:

lx = xol <6 = |f(x) = f(x0)| < &. (L.1)

No, za svaki x € S vrijedi |f(x) — f(xo)| < € jer je |f(x) — f(x0)| = |c — c| = 0. Prema tome,
za bilo koji 6 > 0 implikacija (1.1) vrijedi za svaki x € S. Stoga, f je neprekidna u x.
Dakle, f je neprekidna.

Primjer 1.1.6. Neka je f : R — R funkcija definirana s

-1, x<0
fx)=4 0, x=0
1, x>0

Tvrdimo da funkcija f nije neprekidna u tocki 0.
Pretpostavimo suprotno. Neka je € = % Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € R
vrijedi

X €(=06,0) = f(x) € (f(0) —¢&, f(0) + &). (1.2)

Neka je x = %. Tada je 0 < x < 6 pa je onda x € (—0,0) pa iz (1.2) slijedi da je
f(x) € (—¢,¢&), to jest f(x) € (—%,% .

Iz 0 < x slijedi f(x) = 1, no to je u kontradikciji s f(x) € (—%,%
neprekidna u 0.

Neka je xy € R takav da je xy > 0. DokaZimo da je f neprekidna u x.

Neka je € > 0. Definirajmo 6 = xo. Neka je x € {(xy — 9, xo + 0), to jest x € {0, 2xy). Tada je

x> 0paje f(x) = 1. Prema tome f(x) = f(xo). Dakle,

). Prema tome, f nije

F(x) € {(f(x0) — &, f(x0) + &).
Stoga, vrijedi
x € {xo = 6, X0 +6) = f(x) € (f(x0) — & flxo) + &)

Sto znaci da je f neprekidna u x.

Uzmimo sada x, € R takav da je xo < 0. Zelimo dokazati da je f neprekidna u x,.

Neka je € > 0. Odaberimo 6 = —xy. Ocito je 6 > 0. Ako je x € (xo — 9, xo + 0), onda je
x € (2x0,0) pa je f(x) = —1 to jest f(x) = f(xp), te vrijedi

f(x) € {f(x0) = & f(x0) + &).

Stoga je f neprekidna u x.
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Primjer 1.1.7. Neka je g : R — R funkcija definirana s

) = -1, x<0
EY=1 L x>0

Funkcija g je neprekidna u xy za svaki xy € R takav da je xo # 0, sto vidimo posve ana-
logno kao u prethodnom primjeru. Tvrdimo da g nije neprekidna u tocki 0. Pretpostavimo
suprotno. Neka je € = % Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € R vrijedi:

x€(-0,0) > gx)e(l —g,1+¢). (1.3)

Neka je x = —%. Tada je —6 < x < 0 pa je x € (—0,0). Iz (1.3) slijedi da je

13

Iz x < 0 i definicije funkcije g slijedi g(x) = —1 sto je u kontradikciji s (1.4). Prema tome,
g nije neprekidna u 0.

Primjer 1.1.8. NekajeS C R, S # O tenekaje f : S — R, f(x) = x za svaki x € S.
Tvrdimo da je funkcija f neprekidna. Neka je xy € S te neka je € > 0. Definiramo 6 = &.
Tada za svaki x € S ocito vrijedi implikacija:

XxX€{xg—0,x90+0) = x€{xy—&,x9+ &),
to jest implikacija:
x € {xg— 6, x0 +0) = f(x) € {(f(x0) — &, f(x0) + &).

Prema tome, funkcija f je neprekidna u x,. Dakle, f je neprekidna funkcija.

1.2 Nizovi i neprekidnost

Definicija 1.2.1. Neka je S skup. Za bilo koju funkciju x : N — S kaZemo da je niz u
skupu S. Ako je x niz u skupu S i n € N, onda x(n) oznacavamo s x,, a x oznacavamo i s

(xn)neN ili (xn)

Definicija 1.2.2. Neka je (x,) niz u R te neka je L € R. KaZemo da niz (x,) teZi ili konver-
gira prema L ako za svaki € > 0 postoji no € N takav da za svaki n € N, n > ng vrijedi
|x, — L| <&, to jest x, e ({L—¢&,L+ ¢&).

Ako niz (x,) teZi prema L, onda pisemo x, — L.
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Primjer 1.2.3. Neka je k € R te (x,) niz u R definiran s x,, = k, za svaki n € N. Tada niz
(x,) teZi prema k. PokaZimo to.
Neka je € > 0. Odaberimo bilo koji ny € N. Neka je n > ny. Tada je x, € (k — €,k + &) jer
je x, = k. Prema tome x,, — k.

Primjer 1.2.4. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran s x,, = %, za svaki n € N.
DokaZimo da x, teZi u 0. Neka je € > 0. Odaberimo ny € N takav da je ny > é (to sigurno
moZemo). Neka je n > ny. Tada je n > é pa je ,ll < & §to povlaci da je }l € (—&,¢), to jest
X, € (0 —¢&,0+ &). Dakle, x, € (0 —¢,0 + &) za svaki n > ny. Prema tome x,, — 0.

Propozicija 1.2.5. Neka je S C R, xo € S te f : § — R funkcija neprekidna u x.
Pretpostavimo da je (x,) niz u R takav da je x, € S za svaki n € N te takav da x,, — Xx.
Tada f(x,) = f(xo).

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi

X €{(xg—0,x0+09) = f(x) € {(f(x0) — &, f(x0) + &). (1.5

Imamo da x,, — x(. Stoga postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € (xo—09, x9+0).
Iz (1.5) sada slijedi da za svaki n > ng vrijedi f(x,) € (f(xo) — &, f(xo) + €). Prema tome

J(xn) = f(xo). 0

Teorem 1.2.6. NekajeS CR, f:S — Rixy€S. Pretpostavimo da vrijedi sljedece:
ako je (x,) niz u R takav da je x, € S za svakin € N i x, = xo, onda f(x,) = f(xo). Tada
je f neprekidna u x.

Dokaz. Prepostavimo suprotno. Tada postoji € > 0 takav da za svaki 6 > 0 postoji x € S
takav da je
X€{(xg—0,x0+0),

ali
J(x) ¢ (f(x0) — &, f(x0) + &).

Stoga, za svaki n € N (ako uzmemo ¢ = %) postoji x,, € S takav da je

1
Xy € {Xo— =, X0 + =),
n n

ali
S(xn) & (f(x0) — &, f(x0) + &).

Dakle, postoji € > 0 te za svaki n € N postoji

1
Xy €{x0— =, X0+ =)
n n
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takav da
F(xn) & (f(xo0) — &, f(xo) + &). (1.6)

Za svaki n € N imamo |
|x, — xol < —. (L.7)
n

Tvrdimo da x, — xo. Neka je & > 0. Prema primjeru 1.2.4 postoji ny € N takav da za
svaki n > ng vrijedi |1 — 0] < &. Dakle, za svaki n > ng vrijedi 1 < &". Stoga, iz (1.7)
slijedi da je |x, — xo| < & za svaki n > ny. Prema tome, x, — X,. 1z prepostavke teorema
slijedi da f(x,) — f(xo). Iz ovoga slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi
£ 06 = F(xo)] < & to jest

f(xn) € (f(x0) — &, f(x0) + &).

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da (1.6) vrijedi za svaki n € N. Zakljucak: funkcija f
je neprekidna u xy.
O

Napomena 1.2.7. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je xy € R takav da | x, — xo |< %,
za svaki n € N. U dokazu prethodnog teorema smo vidjeli da tada x,, — x.

Propozicija 1.2.8. Neka su (x,) i (y,) nizovi u R te neka su a, b € R takvi da x, — ai
yn — b. Tada niz (x,, + Y,)nen teZi prema a + b, to jest x, +y, — a+ b.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoje né), ng € N tako da za svakin > n;) vrijedi |x, —a| < %8
te takvi da za svaki n > ng vrijedi |y, — b| < %8. Stavimo ny = max{n;), ng}. Tada za svaki
n > ng vrijedi:

1 1
G+ yu) = (@ + D) = [(xn = @) + G = D < |xw —al + [y =Dl < Se+ Ze =&

Dakle, |(x, + y,) — (a + b)| < €. Prema tome x, +y, — a + b.

1.3 Omedenost

Definicija 1.3.1. Neka je S C R. Za realan broj M kaZemo da je gornja meda skupa S ako
za svaki x € S vrijedi x < M.

Definicija 1.3.2. Za podskup S od R kaZemo da je odozgo omeden ako ima barem jednu
gornju medu.
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Definicija 1.3.3. Neka je S C R. Za realan broj m kaZemo da je donja meda skupa S ako
za svaki x € S vrijedi x > m.

Definicija 1.3.4. Za podskup S od R kaZemo da je odozdo omeden ako ima barem jednu
donju medu.

Definicija 1.3.5. Ako je skup S i odozdo i odozgo omeden, onda kaZemo da je S omeden
skup.

Propozicija 1.3.6. Neka su S i T odozgo omedeni skupovi. Tada je S U T odozgo omeden
skup.

Dokaz. Kako su § 1T odozgo omedeni skupovi postoje M; € R1 M, € R takvi da za svaki
x € S vrijedi x < M; 1 zasvaki x € T vrijedi x < M,. Tada za svaki x € § U T vrijedi
x < max{M,, M,}. Dakle, max{M;, M,} je gornja meda skupa S U 7. Time je tvrdnja

dokazana.
|

Propozicija 1.3.7. Neka su S i T odozdo omedeni skupovi. Tada jei S UT odozdo omeden
skup.

Dokaz. Analogno dokazu prethodne propozicije. O
Korolar 1.3.8. Neka su S i T omedeni skupovi. Tada je S U T omeden skup.
Dokaz. Ovo slijedi direktno iz prethodne dvije propozicije. O

Korolar 1.3.9. Ako je n € N te ako su S, ..., S, omedeni skupovi, onda je S; U ...U S,
omeden.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom.
Baza: za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi: ako su S4,...,5, omedeni skupovi, onda je i
S1U...US, omeden.
Korak. Trebamo dokazati da tvrdnja vrijedi zan+ 1. Nekasu S+, ..., S ,,+; omedeni skupovi.
Vrijedi

Sl U"'US,H_l = (Sl U"'USn)USn+1.
Stoga, iz pretpostavke indukcije i propozicije 1.3.7 slijedi da je S; U --- U §,,; omeden
skup. Zakljucak: tvrdnja teorema je dokazana. m|

Definicija 1.3.10. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je konvergentan ako postoji a € R
takav da x, — a.
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Definicija 1.3.11. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je omeden ako je skup {x, | n € N}
omeden.

Primjer 1.3.12. Neka je (x,) niz u R definiran s x,, = n, za svaki n € N. Vrijedi:
{x, | n € N} = N, a N nije omeden skup (nije odozgo omeden). Prema tome, niz (x,) nije
omeden.

Primjer 1.3.13. Neka je (x,) niz u R definiran s

-1, n paran
= { 1, n neparan
Imamo {x, | n € N} = {-1,1} pa je ocito (x,) omeden niz. Tvrdimo da niz (x,) nije
konvergentan. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji L € R takav da x,, — L.
L.slucaj: L # 1. Definirajmo € = |1 — L|. Tada je € > 0 pa postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi
lx, — L] < |1 —=LJ. (1.8)

Odaberimo n > ng takav da je n paran broj. Tada je x, = 1 pa iz (1.8) slijedi |1 -L| < |1 -L|
sto je kontradikcija.

2.slucaj: L = 1. Uzmemo € = % Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
lx, — 1] < % Odaberemo n > ng takav da je n neparan broj. Tada je x, = —1 pa vrijedi
|-1-1]< % to jest2 < % Sto je nemoguce.

U oba slucaja smo dobili kontradikciju pa zaklju¢ujemo da (x,) nije konvergentan niz.
Propozicija 1.3.14. Neka je (x,) konvergentan niz. Tada je (x,) omeden niz.

Dokaz. Buduci da je (x,) konvergentan niz, postoji L € R takav da x, — L. Odaberimo
neki € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > n vrijedi x,, € (L — &, L + ). Slijedi
da je

(X, |n=nyg) S(L—¢,L+¢).

Iz ovoga je ocito da je {x, | n > ny} omeden skup. Vrijedi
{x, IneN}={x1}U...U{x,} Ulx, | n=ne}. (1.9)

Svaki jednoclan podskup od R je ocito omeden pa iz (1.9) i korolara 1.3.9 slijedi da je skup
{x, | n € N} omeden. Prema tome, niz (x,) je omeden. O

Propozicija 1.3.15. Neka je S C R. Tada je S omeden skup ako i samo ako postoji M € R
takav da je |x| < M, za svaki x € §.
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Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden skup. Tada postoje m 1 N takvi da je m donja
meda, a N gornja meda skupa S. Dakle, za svaki x € § vrijedi m < x < N. Neka je
M = max{—m,N}. Tada za svaki x € § vrijedi x < M. S druge strane, za svaki x € § iz
m < x slijedi —x < —m pa je —x < M. Po definiciji apsolutne vrijednosti zaklju¢ujemo da
jelx| < M, zasvakix € §.

Obratno, pretpostavimo da postoji M € R takav da je |x| < M, za svaki x € §. Tada za
svaki x € § vrijedi —-M < x < M. Iz ovoga je oCito da je —M donja meda skupa S, a M
gornja meda skupa S pa slijedi da je skup § omeden. O

Korolar 1.3.16. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Tada je (x,) omeden niz ako i samo ako
postoji M € R takav da je |x,| < M za svaki n € N.

Dokaz. Dokaz ove tvrdnje slijedi direktno iz prethodne propozicije.
m]

Propozicija 1.3.17. Neka su (x,) i (y,) nizovi u R, te neka su a,b € R takvida x, — a i
Y. = b. Tada x,, -y, — a - b.

Dokaz. Niz (x,) je konvergentan pa je i omeden po propoziciji 1.3.15. Iz korolara 1.3.16
slijedi da postoji M € R takav da je |x,| < M, za svaki n € N. Ocito je M > 0. Neka je
n € N. Imamo:

Xy -y —a-bl=|x, -y —Xx,-b+x,-b—a-bl=|x,-(y,—b)+b-(x,—a)l

<X -Ou =D+ b (x,—a)l = |xu| - [y, = bl + 16| - |x, —al < M - |y, — bl + |x, — al - |b].

Dakle,
X, Yo —a-b| < M-y, — bl +|x, —al-|bl, (1.10)

zasvakin € N.
Neka je € > 0. Buduéi da y, — b postoji n; € N takav da za svaki n > n; vrijedi

£
n— bl < ——. 1.11
=Bl < 50D (L11)
Bududi da x,, — a postoji n, € N takav da za svaki n > n, vrijedi
g
w—dal < —————. 1.12
X, — al Bl D) (1.12)

Neka je ny = max{n;,n,}, te n > ny. Tada vrijedi (1.11) i (1.12) pa koristeci (1.10) dobi-
vamo

| bl < My, —blthe—alp| < M—2—1— & = M &, Pl & _¢
xn. n_a. < 1Vn— xn_a . < . . e .— J— —_
Y Y XM+ 1) 2(b[+ 1) M+12 p+12 2
Dakle, |x, - y, —a - b| < &, za svaki n > ny. Time smo dokazali da x,, -y, — a - b. m|

+

e
2

=E&.
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Napomena 1.3.18. Neka su u, v € R. Tada vrijedi

el = Il < e = vl (1.13)
Naime, imamo |u| = lu —v +v| < lu —v| + || to jest |u| < |u —v| + |v| pa je

lu| — v < |lu—v). (1.14)
Zamjenom uloga u i v dobijemo |v| — |u| < |v — ul, to jest

Wl = lul < lu— . (1.15)
Iz (1.15) i (1.14) slijedi (1.13).

Propozicija 1.3.19. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
Tada —x,, — —ai|x,| — |al.

Dokaz. Neka je € > (. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < €.
Za svaki n € N vrijedi

| =Xy = (=a)l = |=x, +al =|(=1)- (x, —a)| = |x, —al.
Stoga, za svaki n > ny vrijedi
| =X, — (=a)| = |x, —al < e&.

Zaklju¢ujemo da —x, — —a.
Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi |x, —a| < €. 1z
prethodne napomene 1.3.18 slijedi da za svaki n > ng vrijedi

lx, — lall < |x, —al < e&.
Prema tome |x,| — |al. -

Lema 1.3.20. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x,, — a. Pretpos-
tavimo da je a # 0 te da je x, # 0, za svaki n € N. Tada je niz (xi) omeden.

Dokaz. Prema propoziciji 1.3.19 vrijedi |x,| — |a|. Definiramo & = 'g—' Tada je € > 0 pa
postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x,| € (|la| — &, |a| + €). Stoga, za svaki n > n
vrijedi |a| — € < |x,| pa iz definicije broja ¢ slijedi da je "21—' < |x,|, za svaki n > ny. Iz ovoga

slijedi da je le| < |§_| za svaki n > ng pa iz propozicije 1.3.15 slijedi da je skup {xl | n > no}
omeden. Vrijedi

wen)= oo ftmen

pa iz korolara 1.3.9 slijedi da je {xi |neN } omeden skup. Time je tvrdnja leme dokazana.
]
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Propozicija 1.3.21. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.

Pretpostavimo da je a # 0 te da je x, # 0, za svaki n € N. Tada xi - i

Dokaz. Prema prethodnoj lemi niz (- : -) je omeden pa prema korolaru 1.3.16 postoji M € R
takav da |- L | < M, za svaki n € N. Iz ovoga slijedi da je M > 0. Neka je € > 0. Uo¢imo da
je glal > O (jer je a # 0). Budu¢i da x,, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

£
X — al < 7-7lal.

Za svaki n > ng vrijedi

1 1 X, —a &
—_— =] = n :lxn—al. ._<_.|a|.M._:8,
X, a Xy a lx,| lal M |al
1
to jest |— - —| < & pa po definiciji konvergencije niza slijedi da - = - O

Neka je S neki skup.
Za funkcije f, g : S — R definiramo funkciju f+g:S — Rs

(f + &) = f(x) + g(x),

zasvakix € S.
Nadalje, definiramo funkciju f-g:S — R's

(f - &) = f(x) - g(x)

zasvakix € S.
Za funkciju f : S — R definiramo funkcije [f|: S = Ri—f:S5 — Rs

IA1(x) = [f ()

=Nx) = =f),

zasvakix € S.
Nadalje, ako je f(x) # 0 za svaki x € S definiramo funkciju % :S - Rs

o=
77 ey

zasvaki x € S.
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Propozicija 1.3.22. Neka je S C R, neka je xo € S te neka su f, g : S — R funkcije
neprekidne u xy. Tada su funkcije f + g, f - g, |f| i (—f) neprekidne u xo. Nadalje, ako je
f(x) # 0 za svaki x € S, onda je % neprekidna u x.

Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € § za svaki n € N te takav da
X, — Xo. Zelimo dokazati da

(f + 8)(xn) = (f + 8)(x0). (1.16)

Ako to dokazemo, onda Ce iz teorema 1.2.6 slijediti da je funkcija f + g neprekidna u xy.
Iz propozicije 1.2.5 slijedi da f(x,) — f(x0)1g(x,) — g(xo). Iz propozicije 1.2.8 slijedi da
f(xn)+g(x,) = f(xo)+ g(xp), to je upravo (1.16). Dakle, funkcija f + g je neprekidna u x.
Na isti nacin, koristeéi propoziciju 1.3.17 dobivamo da je funkcija f - g neprekidna u x.
Takoder iz propozicije 1.3.19 slijedi da su funkcije —f 1 | f| neprekidne u x,. Pretpostavimo
daje f(x) # 0, za svaki x € §. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € § za svaki
n € N te takav da x, — xo. Tada f(x,) — f(xo) paiz propozicije 1.3.21 slijedi ﬁ - %,
to jest }(x,,) — }(xo). Prema teoremu 1.2.6 funkcija % je neprekidna u xy. m|

1.4 Limes funkcije

Definicija 1.4.1. Nekaje S C R, f : S - R, xp € Rte L € R. KaZemo da je L limes
Sfunkcije f u tocki xy ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S takav da je
X # Xxo vrijedi:

lx —xo|l <d=|[f(x)-L| <e. (1.17)

Uocimo da je implikacija (1.17) ekvivalentna implikaciji
x€(xg—0,x0+0)= f(x) e(L—¢,L+e¢).

Primjer 1.4.2. Neka je f : R — R funkcija definirana s f(x) = 1, za svaki x € R.
Tvrdimo da je 1 limes od f u tocki 2.
Naime, neka je € > 0. Uzmimo bilo koji 6 > 0. Za svaki x € R takav da je x # 2 vrijedi
implikacija:

x=2|<d=|f(x)—-1l<e

jerje f(x) =1, za svaki x € R.

Primjer 1.4.3. Neka je g : R — R funkcija definirana s

) = 1, x#2
= 3, x=2
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Takoder, tvrdimo da je 1 limes od g u tocki 2.

Naime, ako je € > 0, uzmemo bilo koji 6 > 0 te za svaki x € R, x # 2 vrijedi:
x-2l<o=glx)—-1l<e

jerje g(x) = 1, za svaki x € R\{2}.

Propozicija 1.4.4. NekajeS CR, f:S — Rte xy € S. Tada je f neprekidna u x, ako i
samo ako je f(xg) limes od f u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:

|x = X0l <6 = [f(%) = fx0)l <e&.

Posebno, za svaki x € S, x # x( vrijedi prethodna implikacija. To znaci da je f(xy) limes
od f u tocki xy.

Obratno, pretpostavimo da je f(xy) limes od f u x,. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0
takav da za svaki x € §, x # x vrijedi:

|x = X0l <0 = [f(%) = f(x0)l <e&.

Prethodna implikacija o€ito vrijedi i za x = x, pa stoga vrijedi za svaki x € §, a to znaci da
je f neprekidna.
O

Propozicija 1.4.5. Nekaje S C R, f: S — R, xyp € Rte L € R. Pretpostavimo da
je L limes od f u xo. Nadalje, pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je
X, € S\{xo} za svaki n € N te takav da x, — x,. Tada f(x,) — L.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € §, x # xq vrijedi:
X€{xg—0,x0+0)= f(x)e(L—¢,L+¢). (1.18)

Zbog x, — X, postoji ny € N takav da je za svaki n > ng, x, € (xo — 0, Xo + 9).

Dakle, za svaki n > ng vrijedi x,, € (xo — 9, xo + 9), X, € S 1 x, # Xy (prema pretpostavci),
pa iz (1.18) slijedi f(x,) € (L — &, L + &). Prema tome, za svaki n > ngy vrijedi f(x,) €
(L —¢&,L + ¢&). Time je tvrdnja propozicije dokazana. m|

Teorem 1.4.6. Nekaje S CR, f: S — Rteneka su xy, L € R. Pretpostavimo da za svaki
niz realnih brojeva takvih da je x, € S\{xo}, za svaki n € N te takav da x, — xo vrijedi
f(x,) = L. Tada je L limes od f u x.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji & > 0 takav da za svaki 6 > 0 postoji
x €S, x # xptakavdajex € (xo —0,x0+9)1 f(x) &€ (L—¢,L+ &). Stoga, za svaki
n € N, ako uzmemo 6 = 1, postoji x, € S, x, # 0 takav da je x, € (xo — %, x0 + 1), ali
fx) &L -5, L+é).

Iz Cinjenice da je |x, — x| < % za svaki n € N slijedi, na isti nacin kao u dokazu teorema
1.2.6, da x, — x(. Iz pretpostavke teorema slijedi f(x,) — L, a to je u kontradikciji s
¢injenicom da f(x,) ¢ (L —&,L + &), za svakin € N.

Time je tvrdnja teorema dokazana. O

1.5 Aksiom potpunosti

Definicija 1.5.1. Neka je S C R te M € R. KaZemo da je M supremum skupa S ako je M
gornja meda od S te ako za svaku gornju medu M od S vrijedi M < M .

Propozicija 1.5.2. Neka je S C R te neka je M € R. Tada je M supremum od S ako i samo
ako vrijedi sljedece:

1) M je gornja meda od S
2) Za svaki € > 0 postoji x € S takav da je x + & > M.

Dokaz. Pretpostavimo da je M supremum od S. Tada prema prethodnoj definiciji vrijedi
D).

DokaZimo 2). Neka je € > 0. Zelimo dokazati da postoji x € S takav da je x + & > M.
Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki x € § vrijedi x + € < M. Dakle, x < M — ¢, za
svaki x € §. Tada je M — & gornja meda od S, a to je kontradikcija s pretpostavkom da
je M najmanja gornja meda (po definiciji supremuma). Dakle, postoji x € § takav da je
x + &> M. Time smo dokazali da vrijedi 2).

Obratno, pretpostavimo da vrijedi 1) i 2). Zelimo dokazati da je M supremum.

Neka je M' gornja meda od S. Zelimo dokazati da je M < M. Pretpostavimo suprotno.
Tadaje M > M. Nekajes = M — M . OCito je & > 0, pa prema 2) postoji x € S takav
da x + & > M. Bududi da je M gornja meda od S vrijedi da je x < M, iz &ega slijedi da
jex+e< M +& tojest x+& < M (jer je M + & = M prema definiciji od &). Ovo je u
kontradikciji s ¢injenicom da je x + & > M. Prema tome M < M i time smo pokazali da je
M supremum skupa S . O

Aksiom potpunosti Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je x <y, za sve
x€Aiye B. Tadapostoji z € Rtakavdajex <z<y,zasvexc€ Aiye€ B.

Propozicija 1.5.3. Svaki neprazan odozgo omeden skup u R ima supremum.
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Dokaz. Neka je S odozgo omeden neprazan podskup od R. Neka je T skup svih gornjih
meda od S. Uocimo da je T neprazan skup (jer je S odozgo omeden). Neka jey € T.
Kako je T skup svih gornjih meda od S vrijedi da je x <y, za svaki x € S. Prema aksiomu
potpunosti postoji z € Rtakavdajex <z <y, zasvex € §,y € T. Slijedi da je z
supremum skupa S. O

Propozicija 1.5.4. Neka je S C R te neka je M gornja meda od S. Tada je M supremum
od S ako i samo ako postoji niz (x,) u R takav da je x, € S za svaki n € N te takav da
x, > M.

Dokaz. Pretpostavimo da je M supremum od S. Neka je £ > 0. Po propoziciji 1.5.2 postoji
x € S takavdaje M — e < x. OCito je x < M paimamo M — & < x < M + & $to povlaci da
je |x — M| < €. Dakle, za svaki € > 0 postoji x € § takav da je |x — M| < &. Stoga, za svaki
n € N postoji x, € S takav da je |x, — M| < % Iz dokaza teorema 1.2.6 vidimo da x, —» M.
Obratno, pretpostavimo da postoji niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S zasvakin € N
te takav da x, — M. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
|x, — M| < &. Odaberimo bilo koji n > ny. 1z |x, — M| < g, to jest iz |M — x,| < & slijedi
M—x, < &. Stogaje M—¢& < x,. Iz ovoga i propozicije 1.5.2 slijedi da je M supremum. O

Definicija 1.5.5. Neka je S C R te neka je m € R. KaZemo da je m infimum skupa S ako
je m najveca donja meda od S, to jest ako vrijedi sljedece:

1) m je donja meda skupa S ;
2) za svaki donju medu m’ skupa S vrijedi m’ < m.

Propozicija 1.5.6. Neka je S C R, te neka je m € R. Tada je m infimum skupa S ako i
samo ako vrijedi sljedece:

1) mje donja meda od S ;
2) za svaki € > 0 postoji x € S takav da je x — & < m.

Dokaz. Pretpostavimo da je m infimum skupa S. Tada po definiciji vrijedi 1).

Dokazimo da vrijedi 2.) Neka je € > 0. Zelimo dokazati da postoji x € S takav da je
xX—g<m.

Pretpostavimo da vrijedi suprotno. Tada za svaki x € S vrijedi x—¢ > m. Dakle, x > m+e¢.
Tada je m + € donja meda skupa S, a to je kontradikcija jer je m najve¢a donja meda od S .
Time smo dokazali da vrijedi 2.)

Obratno, pretpostavimo da vrijedi 1.) i 2.). Zelimo dokazati da je m infimum. Neka je m’
donja meda od S. Zelimo pokazati da je m’ < m.
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Pretpostavimo suprotno. Tada je m’ > m. Neka je € = m’ — m. OCito je € > 0 pa prema 2.)
postoji x € S takav da
x—ge<m. (1.19)

Kako je m’ donja meda skupa S, onda je m’ < x. 1z (1.19) slijedi da je x < m + € pa

je m’ < m+ & §to je u kontradikciji s definicijom od &. Zakljucak: m’ < m. Stoga je m
infimum skupa §'. i

Propozicija 1.5.7. Svaki odozdo omeden neprazan skup ima infimum.

Dokaz. Neka je S neprazan odozdo omeden skup. Neka je T skup svih donjih meda od
S. Uocimo da je T neprazan skup jer je S odozdo omeden. Neka je y € T. Kako je T
skup svih donjih meda od S vrijedi da je y < x, za svaki x € S. Prema aksiomu potpunosti
postoji z € Rtakavdajey < z < x,zasvaki x € §,y € T. Slijedi da je z infimum skupa
S. O

Propozicija 1.5.8. Neka je S C R te neka je m donja meda skupa S. Tada je m infimum
skupa S ako i samo ako postoji niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S za svaki n € N
te takav da x, — m.

Dokaz. Pretpostavimo da je m infimum skupa §. Neka je € > 0. Po propoziciji 1.5.6
postoji x € S takavdaje x <m+e. OCitoje m < xpavrijedim — e < x <m + €. [z ovoga
slijedi | x — m |< &. Dakle, za svaki € > 0 postoji x € S takav da je | x — m |< &. Stoga, za
svaki n € N postoji x,, € § takavdaje| x, —m|< % Iz ovoga slijedi x,, — m.

Obratno, pretpostavimo da postoji niz realnih brojeva (x,) takav da x, € S te takav da
x, — m. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi | x, —m |[< &.
Odaberimo bilo koji n > ny. 1z | x, — m |< e slijedi x, —m < g, to jest x, — & < m. Po
propoziciji slijedi da je m infimum skupa S . O

Primjer 1.5.9. Neka su a, b € R, a < b. Tada je a infimum skupa {a, b]. Ocito je a donja
meda ovog skupa. Pretpostavimo da je m donja meda skupa {a,b] takva da je a < m.
Tada je a < min {m, b} pa moZemo odabrati x € R takav da je a < x < min{m, b}. Slijedi
a<x<bix<m,tojestx e {ablix<m Ovojeukontradikciji s ¢injenicom da je m
donja meda od {a, b). Zakljucak: za svaku donju medu od {a, b] vrijedi da je m < a. Prema
tome a je infimum skupa {a, b].

Lema 1.5.10. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je xo € R takav da x,, — xo. Neka je
acR

1) Pretpostavimo da je x, < a, za svaki n € N. Tada je x, < a.

2) Pretpostavimo da je x, > a, za svaki n € N. Tada je xy > a.
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Dokaz. 1) Pretpostavimo suprotno, to jest da je xo > a. Definirajmo & = xy — a. OCito je
e > 0. Iz x, — xp slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

X, €E{(X0— & X0+ &). (1.20)

Odaberimo neki n > ny. Iz (1.20) slijedi xo — & < x,. Iz definicije od € slijedi da je
Xy — & = a. Prema tome, a < x,, $to je nemoguce. Zaklju¢ujemo da je xy < a.
2) Imamo —x, < —a, za svaki n € N. Prema propoziciji 1.3.19 vrijedi —x,, —» —x,. Prema

1) vrijedi —xp < —a. Stoga je xp > a. O



Poglavlje 2

Neprekidne funkcije na segmentu

2.1 Meduvrijednosti neprekidnih funkcija

Definicija 2.1.1. Neka je S C R te neka je f : S — R. Neka je xo € S. KaZemo da je x
nultocka funkcije f ako je f(xq) = 0.

Primjer 2.1.2. Neka su a, b € R, a < b. Tada postoji funkcija f : [a,b] — R takva da
je f(a) <0, f(b) > 0i f nema nultocku. Naime, moZemo odabrati bilo koji c € {a,b) te
definirati funkciju f : [a,b] - R's

-1, x>

c

f(X)={

1, x<c

Teorem 2.1.3. Neka sua, b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija takva
daje f(a) <01i f(b) > 0. Tada f ima nultocku.

Dokaz. Definirajmo
S ={xela,b]| f(x)<0}.

Ocito je a € S. Dakle, S je neprazan skup. Nadalje, oCito je S C [a, b] pa slijedi da je S
odozgo omeden skup. Stoga prema propoziciji 1.5.3 postoji ¢ € R takav da je ¢ supremum
skupa §. Imamo a < c (jer je a € §) i c < b (jer je b gornja meda skupa S). Dakle,
a <c < bpajec € [a,b]. Iz propozicije 1.5.4 slijedi da postoji niz realnih brojeva (x,)
takav da je x, € § za svaki n € N te takav da x, — c. Slijedi da je x,, € [a,b] 1 f(x,) <O,
za svaki n € N. Prema propoziciji 1.2.5 vrijedi f(x,) — f(c). 1z leme 1.5.10 slijedi da je
f(c) £ 0. Iz ovoga sada zakljucujemo da je a # b. Stoga je ¢ < b. Neka je x € (c, b].
Tvrdimo da je f(x) > 0. Pretpostavimo suprotno. Tada je f(x) < 0 paje x € §, §to povlaci
daje x < ¢ (jer je ¢ supremum od S'). Ovo je nemoguce jer je x € {c, b]. Dakle, f(x) > 0 za
svaki x € (c,b]. Prema primjeru 1.5.9 ¢ je infimum skupa (c, b]. Prema propoziciji 1.5.8

19
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postoji niz realnih brojeva (z,) takav da je z, € {c, b] za svaki n € N te takav da z, — c.
Prema propoziciji 1.2.5 vrijedi da f(z,) — f(c). Iz f(x) > 0, za svaki x € {c, b], slijedi da
je f(z,) = 0, za svaki n € N. Iz leme 1.5.10 slijedi da je f(c) > 0. Ranije smo vidjeli da je
f(c) <0 pa zakljucujemo da je f(c) = 0. O

Korolar 2.1.4. Neka su a, b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je y, € R takav da je f(a) < yo < f(b). Tada postoji x € |a, b] takav da

je f(x) = yo.

Dokaz. Definirajmo funkciju g : [a,b] — R's g(x) = f(x) — yo, za svaki x € [a, b].

Definirajmo funkciju 4 : [a,b] — R s h(x) = —yy. Prema primjeru 1.1.5 & je neprekidna
funkcija. Vrijedi g = f + h pa iz propozicije 1.3.22 slijedi da je g neprekidna funkcija.
Imamo g(a) = f(a) —yo < 01 g(b) = f(b) —yo > 0 pa iz prethodnog teorema zakljuCujemo
da postoji x € [a, b] takav da je g(x) = 0. Dakle, f(x) — yo = 0 paje f(x) = yo. O

Korolar 2.1.5. Neka su a, b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je y, € R takav da je f(a) > yo > f(b). Tada postoji x € |a, b] takav da

je f(x) = yo.

Dokaz. Definirajmo funkciju g : [a,b] — R's g(x) = —=(f(x) — yo), za svaki x € [a, b].

Definirajmo funkciju £ : [a,b] — R s h(x) = —yy. Tada je h neprekidna funkcija. Vrijedi
da je g = —(f + h) pa iz propozicije 1.3.22 slijedi da je g neprekidna. Imamo g(c) =
—(f(c) —y0) < 01gb) = —-(f(b) —yy) > 0 pa iz teorema 2.1.3 zakljuCujemo da postoji
x € [a, b] takav da je g(x) = 0. Dakle, —(f(x) — yo) = 0, to jest f(x) = yo. O

2.2 Gomilista i skupiliSta nizova

Definicija 2.2.1. Neka je (x,,) niz realnih brojeva te neka je a € R. KaZemo da je a gomiliste
niza (x,) ako za svaki € > 0 i za svaki n € N postoji n’ > n takav da je | x,, — a |< ¢.

Primjer 2.2.2. Pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva te da je a € R takav da x, — a.
Tada je a gomiliste niza (x,). Naime, neka su € > 0in € N. Zelimo nacéi n' > n takav
da je | x;, — a |< &. Buduci da x,, — a postoji my € N takav da za svaki m > my vrijedi
| X, — a |< &. Definirajmo n’ = max {m,n}. Ocitojen' > n, aizn’ > mslijedi | x, — a |< ¢.
Prema tome, a je gomiliste niza (x,).

Primjer 2.2.3. Definirajmo niz realnih brojeva (x,) s

1, nparan
Xy =
—1, nneparan

Tvrdimo da je 1 gomiliste niza (x,). Neka su e > 0in € N.
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19 n je paran.
Neka jen’ = n+2. Tada vrijedida jen’ >ni|x,—1|<e.
2% n je neparan.
Neka jen’ = n+ 1. Tada vrijedida jen’ > ni| x, -1 |< &.
Dokazali smo da je 1 gomiliste niza (x,). Dokaz da je —1 gomiliste niza (x,) provodi se
analogno.
Niz nije konvergentan sto smo vidjeli u primjeru 1.3.13.

Definicija 2.2.4. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je S C R. Za S kazZemo da je
skupiliste niza (x,) ako za svaki n € N postoji n’ > n takav da je x, € S.

Napomena 2.2.5. Neka je (x,) niz realnih brojeva te a € R. Tada je a gomiliste niza (x,)
ako i samo ako za svaki € > 0 vrijedi da je (a — €,a + &) skupiliste niza (x,).

Primjer 2.2.6. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je S C R takav da je x, € S, za
svaki n € N. Tada je ocito S skupiliste niza (x,).

Propozicija 2.2.7. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su S i T podskupovi od R.

1) Pretpostavimo da je S skupiliste niza (x,) te da je S C T. Tada je i T skupiliste niza
().

2) Pretpostavimo da je S skupiliste niza (x,) te da T nije skupiliste niza (x,). Tada je
S\T skupiliste niza (x,).

Dokaz. Tvrdnja 1) slijedi direktno iz definicije skupiliSta.

Iz ¢injenice da T nije skupiliSte niza (x,) slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n’ > ng
vrijedi da x;, ¢ T. Neka je n € N. Buduci da je S skupiliSte, postoji n’ > max {n, ny} takav
dajex;, € S. Izn' > max{n,np} slijedidajen’ > nin’ > ngy, ato povlatida x, ¢ T. Stoga
je x;, € S\T. Time smo dokazali da je S\T skupiliSte niza (x,). O

Lema 2.2.8. Neka je (x,) omeden niz realnih brojeva. Neka je
Q ={a € R|{(a, +o0) skupiliste niza (x,)} .
Tada je Q neprazan odozgo omeden podskup od R.

Dokaz. Bududi da je (x,) omeden niz postoje mi M € R takvi da je m < x,, < M, za svaki
n € N. Iz ovoga je o€ito da je x, € (m — 1, +00), za svaki n € N. Iz ovoga i primjera 2.2.6
je jasno da je (m — 1, +oo) skupiliSte niza (x,). Stoga je m — 1 € Q. Dakle, Q je neprazan
skup. Tvrdimo da je M gornja meda skupa €. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji a € Q
takav da je M < a. Budu¢i da je x, < M < a, vrijedi da je x, < a, za svaki n € N. Stoga,
X, & {a,+o0), za svaki n € N, Sto povlaci da {a, +o0) nije skupiliSte niza (x,) (iz definicije
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je jasno da skupiliSte niza uvijek sadrzi bar jedan ¢lan niza). No, ovo je nemoguce jer iz
a € Q slijedi da je (a, +oo) skupiliSte niza (x,). Prema tome, M je gornja meda od Q.
Slijedi da je Q2 omeden skup. O

Teorem 2.2.9. Neka je (x,) omeden niz realnih brojeva. Tada postoji a € R takav da je a
gomiliste niza (x,).

Dokaz. Neka je Q = {b € R| (b, +o0) skupiliSte niza (x,)}. Prema prethodnoj lemi Q je
neprazan, odozgo omeden skup. Prema propoziciji 1.5.3 postoji a € R takav da je a
supremum skupa Q. Tvrdimo da je a gomiliSte niza (x,). U tu svrhu ¢e prema napomeni
2.2.5 biti dovoljno dokazati da za svaki € > 0 vrijedi da je {(a — &, a + &) skupiliSte niza (x,,).
Neka je £ > 0. Prema propoziciji 1.5.2 postoji b € Q takav da je a — € < b. Odaberimo
reRtakavdajea <r<a+e. lza < rslijedidar ¢ Q (jer je a supremum od Q). Stoga,
(r, +00) nije skupiliSte niza (x,). Imamo b < a (jer je b € Q) pa je b < r. Bududi da je
b € Q, vrijedi da je (b, +o0) skupiliSte niza (x,). Po propoziciji 2.2.7 je (b, +c0) \ (r, +0)
skupiliSte niza (x,). OCito je (b, +oo) \ (r, +o0) = (b, r]. Dakle, (b, r] je skupiliSte niza (x,).
lza-e<bir<a+eslijedidaje (b,r] C (a—€,a+ &) papo propoziciji 2.2.7 slijedi da
je {a — &,a + &) skupiliste niza (x,). Time smo dokazali tvrdnju teorema. O

Definicija 2.2.10. Za funkciju p : N — N kaZemo da je strogo rastuca ako je p(n) <
p(n+ 1) za svaki n € N.

Propozicija 2.2.11. Neka je p : N — N strogo rastuca funkcija.
1) Ako sun, m € N takvi da je n < m, onda je p(n) < p(m).
2) Za svaki n € N vrijedi n < p(n).

Dokaz. 1) Fiksirajmo n € N. Dokazimo indukcijom po m > n da je p(n) < p(m). Za
m = n+ 1 tvrdnja vrijedi prema definiciji strogo rastuce funkcije. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za neki m > n. Tada je p(n) < p(m) pazbog p(m) < p(m+1) imamo p(n) < p(m+1).
Time smo dokazali da je p(n) < p(m), za svaki m > n. Dakle, 1) vrijedi.

Tvrdnju 2) dokazujemo indukcijom pon € N. Zan = 1 vrijedi 1 < p(1) jer je p(1) € N.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi n < p(n). Iz toga i p(n) < p(n + 1) slijedi
n < p(n+1). Buduéidasuni p(n+ 1) prirodni brojevi slijedi n + 1 < p(n + 1). Time je
tvrdnja 2) dokazana. O

Definicija 2.2.12. Neka je S skup te neka su (x,) i (y,) nizovi u skupu S. KaZemo da je (y,)
podniz niza (x,) ako postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da je y, = x,,, za
svaki n € N.
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Primjer 2.2.13. Neka je (x,) niz u R definiran s (x,,) s

0, nparan
Xn =
3, nneparan

Neka je (y,) niz u R definiran s y,, = 0, za svaki n € N. Tada je (y,) podniz niza (x,). Naime,
za funkciju p : N — N definiranu s p(n) = 2n vrijedi da je strogo rastuca funkcija te da je
p(n) paran broj za svaki n € N pa je jasno da je y, = Xpu), za svakin € N.

Uocimo sljedece:
Ako je (x,) niz u skupu § te p : N — N strogo rastuca funkcija onda za niz (xXpp))een U S
vrijedi da je podniz niza (x,).

Propozicija 2.2.14. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
Pretpostavimo da je (y,) podniz niza (x,). Tada y, — a.

Dokaz. Postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da je y, = x,,,, za svaki n € N.
Neka je € > 0. Buduéi da x, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi
| x, —a |< e. Neka jen > ng. Iz propozicije [2.2.11 (2)] slijedi da je p(n) > n pa je
p(n) > ng. Stoga je | x,,) —a |< &. Dakle, zadnja nejednakost vrijedi za svaki n > ny. Time

smo dokazali da x,,) — a, to jesty, — a. |

Propozicija 2.2.15. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je (y,) podniz od (x,). Pret-
postavimo da je a € R tako da y, — a. Tada je a gomiliste niza (x,,).

Dokaz. Neka je p : N — N strogo rastuca funkcija takva da je y, = xpm), za svakin € N.
Neka su € > 01 n” € N. Budu¢i da (y,) tezi u a postoji ny € N takav da za svaki n > ny
vrijedi | X, — a |[< €. Neka je n = max {n”, ny}. Tada je n > ny pa vrijedi | x,,) — a |< &.
Stavimo n’ = p(n). Dakle, | x;, —a |< &. Prema propoziciji [2.2.11 (2)] i definicije od n
vrijedi p(n) > n > n”. To znac¢i da je n’ > n”. ZakljuCak: za svaki € > 01 za svaki n” € N
postoji n’ > n” takav da | x,, — a |< &. Stoga je a gomiliSte niza (x,). i

Propozicija 2.2.16. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Pretpostavimo da je a gomiliste niza
(x,). Tada postoji podniz od (x,) koji teZi prema a.

Dokaz. Definiramo funkciju p : N — N induktivno na sljedeci nacin:
prema definiciji gomiliSta jasno je da postoji k € N takav da | x, —a |< 1. Definirajmo
p(1) = k. Dakle,

| Xpy —a |< 1. (21)

Pretpostavimo da smo za neki n € N definirali p(n). Prema definiciji gomiliSta postoji
n > pn)+1takavdaje| x, —a|< nlj Definirajmo p(n + 1) = n’. Imamo

| Xpne1) — @ |< (2.2)

n+1
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p(n+1)> p(n). (2.3)
Na taj nacin smo konstruirali funkciju p : N — N. 1z (2.3) slijedi da je p strogo rastuca
funkcija. Stoga je (x,(,)) podniz niza (x,). 1z (2.1)1(2.2) slijedida je | Xy —a |< %, za svaki
n € N. Po napomeni 1.2.7 slijedi da x,,) — a. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 2.2.17. Svaki omeden niz ima konvergentan podniz. Cak $tovise, ako je (x,) niz u
R te ako su a, b € R takvi da je a < x,, < b, za svaki n € N, onda postoji podniz (y,) od
(x,)ice€la,b]takav day, — c.

Dokaz. Neka je (x,) nizu R te nekasua, b € Rtakvidajea < x, < b, za svakin € N.
Tada je (x,) omeden niz pa prema teoremu 2.2.9 postoji ¢ € R takav da je ¢ gomiliSte niza
(x,). Prema propoziciji 2.2.16 postoji podniz (y,) od (x,) takav da y, — c. Iz definicije
podniza je oCito daje a <y, < b, za svakin € N. Iz leme 1.5.10 slijedi daje a < ¢ < b.
Time je tvrdnja dokazana. m|

2.3 Omedene funkcije

Definicija 2.3.1. Neka je S skup te neka je f : S — R funkcija. KaZemo da je f
omedena funkcija ako je Imf omeden skup, pri cemu je Imf slika funkcije f, to jest

Imf ={f(x)| xeS§}.

Napomena 2.3.2. Neka je S skup te f : S — R funkcija. Tada je f omedena funkcija ako
i samo ako postoje mi M € R takvi da je m < f(x) < M, za svaki x € S.

Primjer 2.3.3. Neka je f : {0, 1] — R funkcija definirana s f(x) = i, za svaki x € 0, 1].
Tvrdimo da je Imf = [1,+00). Neka je x € (0,1]). d Dakle, 0 < x < 1 pa je 1 < %, to jest
1 < f(x). Time smo pokazali da je Imf C [1,+00). Neka jey € [1,+0c0). Tada je 0 < )l <1

pa ako definiramo x = }l imamo da je x € {0, 1] te da je f(x) = y. Stoga je y € Imf. Time

smo dokazali da je Imf = [1,+00). Skup [1, +00) ocito nije omeden pa onda imamo da
Imf nije omeden skup. To znaci da funkcija f nije omedena.

Primjer 2.3.4. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana s
1
-, x€(0,1]
J(x)=1x
0, x=0
Koristeci prethodni primjer dobivamo da je slika od f:

Imf ={f(x) | x€[0, 11} = {f(x) | x €0, 11} U{f(0)} = [1, +c0) U {0}.
Dakle, Imf = {0} U [1, +00) pa je jasno da f nije omedena funkcija.



2.3. OMEDENE FUNKCIJE 25

Propozicija 2.3.5. Neka sua, b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada je Imf odozgo omeden skup.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki n € N vrijedi da n nije gornja meda od Im f
pa postoji y, € Imf takav dan < y,. Za svaki n € N, zbog y, € Imf, postoji x,, € [a,b]
takav da je y, = f(x,).
Na taj nacin smo dobili (x,) u R takav da je x, € [a, b], za svaki n € N. Prema korolaru
2.2.17 postoje ¢ € [a, b] 1 podniz (z,,) niza (x,) takvi da z, — c.
Bududi da je (z,) podniz niza (x,) postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da je
Zn = Xpn), Za svakin € N.
Znamo da je n < f(x,), za svakin € N, pa je p(n) < f(x,m), za svaki n € N. Iz propozicije
2.2.11 slijedidajen < p(n) pajen < f(xpm), to jestn < f(z,), za svakin € N.
S druge strane iz z, — c 1 Cinjenice da je f neprekidna funkcija (pa posebno neprekidna i
u tocki c) slijedi da f(z,) — f(c). Ovo znaci da je niz f(z,) omeden. Dakle, {f(z,) | n € N}
je omeden skup pa je posebno i odozgo omeden Sto povlaci da postoji A € R takav da
f(z,) € A, zasvakin € N. Iz ovoga i zbog n < f(z,) slijedi da je n < A, za svakin € N. To
je ocito nemoguce. Slijedi da je Imf odozgo omeden skup.

O

Teorem 2.3.6. Neka sua,b € R,a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
je f omedena funkcija.

Dokaz. Treba dokazati da je Imf omeden skup. Da je Imf odozgo omeden skup slijedi iz
prethodne propozicije. Da je Imf odozdo omeden skup dokazujemo na sljedeci nacin.

1z propozicije 1.3.22 slijedi da je —f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Prema prethodnoj
propoziciji slijedi da je Im(—f) odozgo omeden skup, to jest postoji A € R takav da je
y <A, zasvakiy € Im(-f).

Neka je x € [a, b] proizvoljan. Tada je (—f)(x) € Im(—f) pa slijedi da je (—f)(x) < A.
Dakle, —f(x) < A, to jest f(x) > —A. Stoga je f(x) > —A za svaki x € [a, b], $to znaci da
je —A donja meda od Imf. Prema tome, Imf je odozdo omeden skup. Zakljucujemo da je
Imf omeden skup pa je f omedena funkcija. O

Definicija 2.3.7. Neka je S C R te neka je M € S. KaZemo da je M maksimum skupa S
ako za svaki x € S vrijedi x < M.

Dakle, maksimum nekog skupa je gornja meda tog skupa koja je ujedno i element tog
skupa.

Napomena 2.3.8. Pretpostavimo da je M maksimum skupa S . Tada je M supremum skupa
S. To slijedi iz definicije supremuma. Naime, ocito je M gornja meda skupa S, a ako je M’
neka gornja meda skupa S, onda je M < M’ jer je M € S.
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Primjer 2.3.9. Tvrdimo da je O supremum skupa (—oo,0).

Jasno je da je O gornja meda tog skupa. Neka je € > 0. Tada je —& < 0 pa moZemo
odabrati x € R takav da je —e < x < 0. OCito je x € (—00,0), a iz —& < x slijedi 0 < x + &.
Iz propozicije 1.5.2 slijedi da je O supremum skupa (—c0,0). Ovaj skup nema maksimum.
Naime, kada bi M bio maksimum ovog skupa onda bi M bio i supremum tog skupa pa
bismo zbog jedinstvenosti supremuma imali da je M = 0, $to je nemoguce jer O ¢ (—o0,0).

Definicija 2.3.10. Neka je S C R te neka je m € S. KaZemo da je m minimum skupa S ako
za svaki x € S vrijedi x > m. Dakle, minimum nekog skupa je donja meda tog skupa koja
Jje ujedno i element tog skupa.

Napomena 2.3.11. Analogno kao u slucaju maksimuma vidimo da minimum nekog skupa
mora biti ujedno i infimum tog skupa.

Definicija 2.3.12. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija. Neka je xy € S. KaZemo
da f poprima minimum u tocki xo ako je f(xo) < f(x), za svaki x € S.
Uocimo da je ovo ekvivalentno tome da je f(xo) minimum skupa Imf.

Definicija 2.3.13. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija. Neka je xo € S. KaZemo
da f poprima maksimum u tocki xy ako je f(xo) > f(x), za svaki x € S.
Uocimo da je ovo ekvivalentno tome da je f(xo) maksimum skupa Imf.

Primjer 2.3.14. Skup (0, 1) je oc¢ito omeden. Tvrdimo da ovaj skup nema minimum. Kada
bi postojao minimum m ovog skupa, onda bismo zbog m € {0, 1) imali 0 < m < 1 pa bismo
mogli odabrati x € R takav da je 0 < x < m iz ¢ega bi slijedilo da je x € (0,1) i x <m, a
to je u kontradikciji s definicijom minimuma.

Analogno, vidimo da skup (0, 1) nema maksimuma. Neka je f : (0,1) — R funkcija
definirana s f(x) = x, za svaki x € {0, 1). Tada je Imf = {0, 1) pa vidimo da je f omedena
Sfunkcija koja ne poprima ni minimum ni maksimum u niti jednoj tocki. Uocimo da je prema
primjeru 1.1.8 funkcija f neprekidna.

Neka je g : [0, 1] — R funkcija definirana s

x, x€(0,1)
xX) =11
8(x) 5 x=01ilix=1

Tada je Img = 0, 1) pa zakljucujemo da je g omedena funkcija koja ne poprima ni mini-
mum ni maksimum u niti jednoj tocki.

Lema 2.3.15. Neka je (z,) niz realnih brojeva definiran s z, = 0, za svaki n € N. Pretpos-
tavimo da je L € R takav da z,, — L. Tada je L = 0.
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Dokaz. Za svaki € > 0 postoji n, € N takav da za svaki n > n, vrijedi |z, — L| < &, to jest
|L| < &. Dakle, za svaki € > 0 vrijedi 0 < |L| < &. Stogaje |L| =0 paje L = 0. ]

Propozicija 2.3.16. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da x, — a i
x, = b. Tada je a = b.

Dokaz. 1z propozicije 1.3.19 slijedi da —x,, — —b, pa iz propozicije 1.2.8 slijedi da x,, —
X, — a — b. 1z prethodne leme slijedidajea —b =0pajea =b. O

Teorem 2.3.17. Neka sua,b € R, a < b. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
postoji xy € a, b] takav da f poprima maksimum u tocki x.

Dokaz. Prema teoremu 2.3.6 funkcija f je omedena, Sto povlaci da je Imf omeden skup.
1z propozicije 1.5.3 slijedi da postoji S € R takav da je S supremum skupa Imf.

Neka je n € N. Iz propozicije 1.5.2 slijedi da postoji y, € Imf takav da je y, + % > S.
Dakle, S — i < yn, zasvakin € N. Zasvakin € N iz y, € Imf slijedi da postoji x, € [a, b]
takav da je y, = f(x,). Prema tome,

S - ! < f(xy), (2.4)
n

za svaki n € N. Prema korolaru 2.2.17 postoje podniz (z,,) niza (x,) i ¢ € [a, b] takav da
z, — c. Kako je (z,) podniz niza (x,) postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da
J€ Xpmy = Zn, za svaki n € N. Dakle, x,.,, — ¢ pa iz propozicije 1.2.5 slijedi da

S Gepay) = f(o). (2.5)
1z (2.4) slijedi da je
1
S__<f(x n)a (26)
za svaki n € N. Zbog n < p(n) (propozicija 2.2.11) je ; > —= passlijedi § - < § — -,

za svaki n € N. Iz ovoga i (2.5) slijedi da je § — % < f(xpm)), za svaki n € N. Za svaki
n € N ocito vrijedi f(x,m) € Imf paje f(x,m) < S jer je S supremum od Imf. Slijedi da
je f(xpm) < S + i pa stoga za svaki n € N vrijedi

1 1
S-= m) < S +—.
n<f(xp<>)< "

Iz ovoga slijedi da je [f(x,u) — S| < % Iz napomene 1.2.7 slijedi da f(x,u) — S. 1z
ovoga, (2.5) i propozicije 2.3.16 slijedi da je f(c¢) = §. Ovo znaci da je S € Imf. Dakle,
S je maksimum skupa Imf, to jest f(c) je maksimum skupa Imf. Prema tome, funkcija f

poprima maksimum u tocki c. m|
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Korolar 2.3.18. Neka su a,b € R, a < b te neka je [ : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada postoji x € |a, b] takav da f poprima minimum u x,.

Dokaz. 1z propozicije 1.3.22 slijedi da je funkcija —f : [a,b] — R neprekidna. 1z pret-
hodnog teorema slijedi da postoji xy € [a, b] takav da —f poprima maksimum u X, to jest
—f(x) < —f(x0), za svaki x € [a, b]. 1z toga slijedi da je f(xy) < f(x), za svaki x € [a, D]
pa vrijedi da f poprima minimum u tocki x. O

2.4 Uniformna neprekidnost

Definicija 2.4.1. Neka je S C Rte nekaje f : S — R funkcija. KaZemo da je f uniformno
neprekidna ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve x, y € S vrijedi sljedeca
implikacija:

lx—yl<é=[f(x) - fOI<e. 2.7

Uocimo sljedeée: ako je f : § — R uniformno neprekidna funkcija, onda je f nepre-
kidna. Naime, neka su xy € S 1 € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za sve y € § vrijedi
(2.7). 1z toga slijedi da posebno za svaki x € S vrijedi implikacija

lx = xol <6 = [f(x) = f(x0)l < &.

Prema tome, f je neprekidna u x,. Kako je xy bio proizvoljan zakljucujemo da je f nepre-
kidna.

Primjer 2.4.2. Neka je f : (0,1] — R funkcija definirana s f(x) = i, za svaki x € {0, 1].
Tvrdimo da je f neprekidna funkcija koja nije uniformno neprekidna. Prema primjeru 1.1.8
Sfunkcija g : {0,1] — R definirana s g(x) = x, za svaki x € {0, 1] je neprekidna. Iz propo-
zicije 1.3.22 slijedi da je funkcija é neprekidna. OCcito je f = é. Dakle, f je neprekidna
funkcija. KaZemo sad da f nije uniformno neprekidna. Pretpostavimo suprotno. Tada za
svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve x, y € 0, 1] vrijedi implikacija:

1 1
x—yl<do=|---|<e.
Xy
Posebno, za € = 1 postoji 6 > 0 takav da za sve x, y € {0, 1] vrijedi implikacija:
1 1
x—yl<d=>|--—-]<1. (2.8)
Xy

Odaberimo n € N takav da je %5 < n (to sigurno moZemo). Slijedi da je 21_)1 < 0. Definirajmo
X = ,ll iy= zl Tada imamo x, y € 0, 1] te vrijedi

ne

= - = L <o
x—yl=|--=—|==— <6
Y n 2n 2n
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Dakle, |x —y| < 8. Iz (2.8) slijedi da je |* — 1| < 1. No, to je nemoguce jer prema definiciji

X y
od x iy imamo |§ - %l = n. Zakljucak: f nije uniformno neprekidna.

Primjer 2.4.3. Neka je f : R — R funkcija definirana s f(x) = x, za svaki x € R. Neka je
e > 0. Uzmimo 6 = &. Tada za sve x, y € R ocito vrijedi implikacija:

x—yl<d=x—yl <e.

To znaci da je funkcija f uniformno neprekidna. Stoga je f neprekidna pa je prema propo-
ziciji 1.3.22 i funkcija g = f - f neprekidna.
No, tvrdimo da g nije uniformno neprekidna. Imamo g : R — R, g(x) = x%, za svaki x € R.
Pretpostavimo da je g uniformno neprekidna. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x, y € R
vrijedi

lx =yl <6 =lgx) - gl < 1.

Dakle, za sve x, y € R vrijedi
Ix—yl<d=x* -y < 1. (2.9)

Odaberimo x € R takav da x > (1—5. Definirajmo y = x + g. Tada je |x — y| = g < 0 pa prema
(2.9) vrijedi da je
X —y* < 1. (2.10)

Imamo:

5 5 5\
|x2—y2|=|x—y|~|x+y|:5(2x+ 5):5x+(5) >o0x> 1.

Pri tome smo kod zadnje nejednakosti koristili da je x > %.
Dakle, |x* —y?| > 1 $to je u kontradikciji s (2.10) . Zakljucak: g nije uniformno neprekidna.

Lema 2.4.4. Neka su p, q : N — N strogo rastuce funkcije. Tada je p o g : N — N strogo
rastuca funkcija.

Dokaz. Neka je n € N. Kako je g strogo rastuca funkcija imamo g(n) < g(n + 1). Po
propoziciji 2.2.11 imamo p(g(n)) < p(g(n + 1)), to jest (p o q)(n) < (p o g)(n+ 1) pa slijedi
da je p o g strogo rastuca funkcija. O

Lema 2.4.5. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva takvi da je |x, — y,| < i, za svaki
n € N. Pretpostavimo da je a € R takav da x, — a. Tada y, — a.

Dokaz. Zasvakin € N vrijedi |(y,—x,)—0] < ﬁ paiz napomene 1.2.7 slijedida y,—x, — 0.
Prema propoziciji 1.2.8 vrijedi x,, + (v, — x,) = a + 0, to jest y, — a. O

Teorem 2.4.6. Neka sua, b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
je f uniformno neprekidna.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest f nije uniformno neprekidna. Tada postoji € > 0
takav da za svaki 6 > 0 postoje x, y € [a,b] takvida |x —y| < d1|f(x) — f(y)| = €. Posebno
za svaki n € N postoje x,, v, € [a, b] takvi da je |x, — y,| < % i|f(x,) — fOu)l = €. Tako
smo dobili nizove realnih brojeva (x,) i (y,) takve da za svaki n € N vrijedi x,, y, € [a, b],

1
I = Yl < = (2.11)

1f () = fra)l = & (2.12)

Prema korolaru 2.2.17 postoje strogo rastuca funkcija p : N — N i c € [a, b] takvi da
Xpn) = C. (2.13)

Prema propoziciji 2.2.11 za svaki n € N vrijedi n < p,, Sto povlaci da je i < ipaiz(2.11)
slijedi
1
|xp(n) _yp(n)l <—<-

pn) n

to jest
x < .
| p(n) yp(n)l

Iz ovoga, (2.13) i leme 2.4.5 slijedi da y,,, — c. 1z ovoga, (2.13) i propozicije 1.2.5 slijedi
da f(xp(n)) - f(C) i f(yp(n)) - f(C)

Stoga —f(ypm) — —f(c) pa f(xpm) — fOpw) — 0. 1z ovoga slijedi da postoji ny € N takav
da za svaki n > ny vrijedi

|f(xp(n)) - f()/p(n)) - 0| <g,

to jest

| Cepiny) = FOpam)l < &

Odaberimo bilo koji n > ny. Imamo

|f(xp(n)) - f(yp(n))l <g,

a kada u (2.12) umjesto n stavimo p(n) dobivamo

|fGpen) = FOpm)l = &.

Kontradikcija. Slijedi da je f uniformno neprekidna. O



Poglavlje 3

Metricki prostori

3.1 Definicija metrike i primjeri

Definicija 3.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija sa sljedecim
svojstvima:

1) d(x,y) >0 za svaki x, y € X;
2) zasve x, y € X vrijedi d(x,y) =0 & x =y,
3) d(x,y) =d(y, x), zasve x, y € X;
4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) za sve x, y, z € X (nejednakost trokuta).
Tada funkciju d nazivamo metrika na X. Uredeni par (X, d) nazivamo metricki prostor.

Primjer 3.1.2. Neka je d : R X R — R funkcija definirana s d(x,y) = |x — y|.

Koristeci osnovna svojstva apsolutne vrijednosti vidimo da funkcija d zadovoljava prva tri
svojstva iz definicije metrike. DokaZimo da d zadovoljava svojstvo 4) iz definicije metrike.
Neka su x, y, z € R. Koristeci Cinjenicu da za sve a, b, ¢ € R vrijedi nejednakost

la + b| < |a| + |b|
dobivamo da je
dx,y)=lx=yl=lx—z+z-y < |x—z+z—yl=d(x,2) +d(z,Y).

Stoga vrijedi Cetvrto svojstvo pa je d metrika na R.
Za d kaZemo da je euklidska metrika na R.

31
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Lema 3.1.3. Neka je n € N te neka su u,,...,u,,vy,...,v, € R. Tada je

Vi + V)% + - Uy +1,)? < \/”%"‘"""”%"' \/V%"'"""V%t' G.1

Dokaz. Kvadriranjem dobivamo da je nejednakost (3.1) ekvivalentna s

(u1+v1)2+---+(un+vn)2§u%+---+uﬁ+2\/u$+---+uﬁ\/vf+---+v§+v%+---+vﬁ.

Sredivanjem dobivamo da je prethodna nejednakost ekvivalentna nejednakosti:

u1v1+---+unv,,§\/u%+---+u,21\/v%+---+v,2l. (3.2)
DokazZimo da vrijedi (3.2). OCito je da (3.2) vrijedi akoje u; = --- =u, = 0.
Pretpostavimo da je bar jedan od brojeva uy,...,u, razli¢it od 0. Definirajmo funkciju

f:R—>Rs
FOO) = @ix +v1)* + -+ (X + )%,

za svaki x € R.
Kvadriranjem zagrada u definiciji od f dobivamo da za svaki x € R vrijedi:

f(x):xz(u%+"‘+ui)+2.X(M1V1+---+unvn)+v%+...+vi.

Iz ovoga vidimo da je f kvadratna funkcija pa buduéi da je f(x) > 0 za svaki x € R imamo
daje D <0, gdje je D diskriminanta ove funkcije. Vrijedi:

D = 4(uvi+ -+, =4+ - Au2) V4 A2 = AU vy - H V) =+ ) (Vi VD))
paiz D < 0 slijedi

(v + o+ uv) = U+ )W+ +12) <0

paje
2 2 2v(:,2 2
Uvi + -+ upvy)” < U+ +u)(vi+ - +vy).

Korjenovanjem dobivamo:

| ugvy + - + v, |< \/(uf+---+u%)(v%+---+v%).
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Primjer 3.1.4. Neka je n € N te neka je d : R" X R" funkcija definirana s:

A1y %) G5 ¥n) = V= Y% -+ (5 = )

DokaZimo da je d metrika na R".

Lako se vidi da d zadovoljava svojstva (1)-(3) iz definicije metrike.
Neka sux,y, z€ R", x = (x1,...,%.), Y= V155 V) 2= (215, 20)-
Zaie{l,..., n}definirajmo:

Ui = Xi = Zi Vi = 2 = Yi-

Prema lemi 3.1.3 vrijedi:

\/(u1+v1)2+--~+(un+vn)zs \/uf+--~+u%+ \/vf+--~+v,%. (3.3)

Uocimo da je u; +v; = x; —y;, za svaki i € {1,...,n}. Stoga, prema (3.3) imamo:

VO =yD)2 4+ (o =y < Vg =20+ 4+ (= 22+ V@ =3P+ + (@ = y)%

to jest
d(x,y) <d(x,z) +d(z,).

Prema tome d je metrika na R".
Za d kaZemo da je euklidska metrika na R".
Uocimo da se za n = 1 ova metrika podudara s metrikom iz primjera 3.1.2.

Primjer 3.1.5. Neka je X neprazan skup. Definiramod : X X X — R s:

0, akojex=y

d(x,y) =
(x.) {1, ako je x + y.

Tvrdimo da je d metrika na X. Svojstva (1)-(3) iz definicije metrike su ocito zadovoljena.
Neka su x, y, z € X. Tvrdimo da je

d(x,y) <d(x,7) + d(z,y). (3.4)

Ako je x # zili 7 # y, onda je bar jedan od brojeva na desnoj strani od (3.4) jednak 1 pa je
ocito da (3.4) vrijedi.

Inace, imamo x =y = z pa i u tom slucaju (3.4) vrijedi.

Dakle, d je metrika na X. Za d kaZemo da je diskretna metrika na X.
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3.2 Otvoreni skupovi
Definicija 3.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za xo € X i r > 0 definiramo
K(xp,r) ={xe X |d(x,xy) <r}.

Za K(xo, r) kaZemo da je otvorena kugla u (X, d) oko xy radijusa r.
Ako Zelimo istaknuti o kojoj se metrici radi, otvorenu kuglu oko x, radijusa r u metrickom
prostoru (X, d) oznacavamo s K (xg, r).

Primjer 3.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su xo € Rir > 0. Tada je
K(xo,7r) = (xo — 1, X0 + ). Naime, neka je x € R. Vrijede sljedece ekvivalencije:

xeK(xg,r)odx,xp)) <re|x—xl<rexel{xy—rxg+r).

Dakle, svaka otvorena kugla u (R, d) je otvoreni interval u R.
Obratno, svaki otvoreni interval u R oblika {a, b), gdje sua, b € R, a < b je otvorena kugla
u (R, d). Naime, koristeci dokazano dobivamo da je

(a,b):<a+b b-—a a+b b—a>:K(a+b b—a).

— + —_—
2 27 2 2 2 7 2
Definicija 3.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. KaZemo da je U otvoren
skup u (X, d) ako za svaki xo € U postoji r > 0 takav da je K(xy,r) C U.

Propozicija 3.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Svaka otvorena kugla u (X, d) je otvoren
skup u (X, d).

Dokaz. Neka su xy € X, r > 0. Zelimo dokazati da je K(xo, r) otvoren skup u (X, d). Neka
je x € K(xp,r). Slijedi da je d(x, xo) < r. Odaberimo ¢ > 0 takav da je € < r — d(x, x).
Tvrdimo da je

K(x,&) C K(xg,r). 3.5)

Neka je y € K(x, ¢). Tada je d(y, x) < &.
Koriste¢i nejednakost trokuta dobivamo da je

d(y, xo) <d(y,x) +d(x,yy) < &+ d(x, xp) < (r—d(x,xp)) +d(x,x9) =r.

Dakle, d(y, xy) < r pajey € K(xo, r). Time smo dokazali da vrijedi (3.5).
Prema tome, K(x, r) je otvoren skup u (X, d). O

Definicija 3.2.5. Neka su A i X skupovi te neka je U : A — P(X) funkcija, gdje je P(X)
partitivni skup od X (to jest skup svih podskupova od X). Tada za U kaZemo da je indeksi-
rana familija podskupova od X. Za a € A umjesto U(a) pisemo U,. Indeksiranu familiju
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U oznacavamo i sa (U,)eea. Ako je (Uy)gea indeksirana familija podskupova od X onda
definiramo
U U, ={x e X | postoji a € A takav da je x € U,}.

aeA
Propozicija 3.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor.

1) Skupovi 0 i X su otvoreni u (X, d).

2) Neka je (U,),en indeksirana familija podskupova od X takva da je U, otvoren skup u
(X,d) za svaki a € A. Tada je | ,eq U, otvoren skup u (X, d).

3) Neka su U iV otvoreni skupovi u (X, d). Tada je U NV otvoren skup u (X, d).

Dokaz.

1) Prazan skup je trivijalno otvoren u (X, d).

Za svaki xy € X je ocito K(xg,r) C X, za svaki r > 0. Prema tome, X je otvoren skup u
(X, d).

2) Neka je x € |J U,. Stoga, postoji @ € A takav da je x € U,,. Budu¢i da je U,, otvoren
skup u (X, d) postoji r > 0 takav da je K(x,r) € U,,. Prema tome, K(x,r) C |J U,. Stoga
je U U, otvoren skup.

3) Nekajexe UNV.Tadaje x € Uix e V. Kakosu UiV otvoreni skupovi postoje r > 0
is>0takvidaje K(x,r) CU1K(x,5)CV.

Definirajmo
m = min{r, s}.
Vrijedidajem >0, m<rim<s.
Iz toga slijedi da je K(x,m) C K(x, r) Sto povlaci da je K(x,m) C U.
Isto tako, imamo K(x,m) C K(x, s) paje K(x,m) C V.
ZakljuCujemo da je K(x,m) € U N V. Prema tome, slijedi da je U N V otvoren skup u
(X,d). |

Definicija 3.2.7. Neka je (X, d) metricki prostor, xy € X te U otvoren skup u (X, d) takav
da je xo € U. Tada za U kaZemo da je otvorena okolina od x u (X, d).

3.3 Neprekidne funkcije izmedu metrickih prostora
Definicija 3.3.1. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori. Neka je f : X — Y funkcija te
Xo € X. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u x, (s obzirom na metrike d i d’') ako za

svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi sljedeca implikacija:

d(x, x0) <6 = d'(f(%), f(x0)) < &.
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Napomena 3.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je Y neprazan podskup od X.
Ocito je da je dlyxy : Y X Y — R metrika na Y. Dakle, (Y,d\yxy) je metricki prostor. Za
(Y, d|yxy) kazemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Definicija 3.3.3. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je X neprazan
podskup od R". Tada za d|x«x kaZemo da je euklidska metrika na X.

Napomena 3.3.4. Nekaje S C R, S # 0 te neka je f : S — R. Neka je xo € S. Neka je d
euklidska metrika na S te neka je d’ euklidska metrika na R. Tada je ocito f neprekidna u
Xo (u smislu definicije 1.1.1) ako i samo ako je f neprekidna u x, s obzirom na metrike d i

d'.

Propozicija 3.3.5. Neka su (X,d), (Y,d") metricki prostori. Neka je f : X — Y te xy € X.
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) f je neprekidna u xo s obziromnadid’;
(2) za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da je f(K.(xo,0)) € Ky (f(x0,€));

(3) za svaku otvorenu okolinu 'V od f(xy) u (Y,d") postoji otvorena okolina U od xy u (X, d)
takva da je f(U) C V.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi (1).
Dokazimo (2). Neka je € > 0. Budu¢i da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da za
svaki x € X vrijedi:

d(x,x0) <6 = d'(f(x), f(x0)) < &.

Iz ovoga zaklju€ujemo za svaki x € K;(xg, o) vrijedi f(x) € K;(f(xp), €). Ovo upravo znaci
da je
Jf(Ka(x0,0)) € Ko (f(x0,€))-

Dakle, vrijedi (2).
Obratno, na isti na¢in vidimo da (2) povlaci (1).
Pretpostavimo sada da vrijedi (2) i pokazimo da vrijedi (3). Neka je V otvorena okolina od
f(xo) u (¥,d"). Dakle, V je otvoren skup u (Y¥,d’) takav da je f(xo) € V pa postoji € > 0
takav da je

Ko (f(x0),8) C V. (3.6)

Prema (2) postoji 6 > 0 takav da je
J(Ka(xo,0)) € Ki(f(x0), &)

Iz ovoga i (3.6) slijedi da je f(K;(xp,0)) € V. OCito je K;(xy,0) otvorena okolina od xy u
(X, d). Time smo pokazali da vrijedi (3).
Obratno, pretpostavimo da vrijedi (3). DokaZzimo (2). Neka je € > 0. Buduci da je
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K (f(x0), &) otvorena okolina od f(xp) u (¥,d") prema (3) postoji U otvorena okolina od
xo u (X, d) takva da je
JWU) € Ko (f(x0), &) (3.7)

Kako je U otvorena okolina od x, postoji 6 > 0 takva da je K;(xg,0) C U. Stoga je

f(Ka(x0,0)) € f(U)

paiz ovogai (3.7) slijedi
S(Ka(x0,0)) € Ko (f(x0), €).

Stoga vrijedi (2). Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 3.3.6. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija.
Kazemo da je f neprekidna (s obzirom na d i d’) ako je f neprekidna u xy s obzirom na d i
d’, za svaki xy € X.

Napomena 3.3.7. Neka je S € R, S # 0 te neka je f : S — R funkcija. Neka je
d euklidska metrika na S te neka je d’ euklidska metrika na R. OCcito je da je tada f
neprekidna (u smislu definicije 1.1.4) ako i samo ako je f neprekidna s obziromnadid'.

Lema 3.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je W C X. Pretpostavimo da za svaki
x € W postoji otvorena okolina U od x u (X, d) takva da je U C W. Tada je W otvoren
skup.

Dokaz. Neka je x € W. Tada postoji otvorena okolina U od x takva da je U € W. Nadalje,
postoji r > 0 takav da je K(x,r) € U. Slijedi K(x,r) € W. Time smo dokazali da je W
otvoren skup. O

Teorem 3.3.9. Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija. Tada
je f neprekidna s obzirom na d i d' ako i samo ako za svaki otvoren skup V u (Y,d") vrijedi
da je =Y (V) otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na d 1 d’. Neka je V otvoren skup u
X.d).

Zelimo dokazati da je f~'(V) otvoren skup u (X,d). Neka je x € f~'(V). Tada je f(x) €
V. Dakle, V je otvorena okolina od f(x) u (Y,d’) pa budu¢i da je f neprekidna u x iz
propozicije 3.3.5 slijedi da postoji otvorena okolina U od x u (X, d) takva da je f(U) C V.
Tvrdimo da je U € f~'(V). Neka je z € U. Tada je f(z) € f(U) paje f(z) € V jer je
f(U)c V. Stogajez e f~(V). Prematome, U C f~1(V). Iz leme 3.3.8 slijedi da je (V)
otvoren skup u (X, d).

Obratno, pretpostavimo da je f~!(V) otvoren skup u (X, d) za svaki otvoren skup V u (¥, d").
Dokazimo da je f neprekidna. Neka je xy € X. Pretpostavimo da je V otvorena okolina od
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f(x0) u (Y,d"). Definirajmo U = f~'(V). Prema pretpostavci U je otvoren skup u (X, d). Iz
f(xo) € V slijedi da je xo € f~1(V), to jest xo € U. Prema tome, U je otvorena okolina od
Xo u (X,d). Tvrdimo da je f(U) C V. Neka je z € f(U). Tada je z = f(x) zaneki x € U.
Izxe UiU = f1(V)slijedi da je f(x) € V, to jest z € V. Time smo dokazali da je
f)cv.

Dokazali smo sljedece: Za svaku otvorenu okolinu V od f(xy) u (¥,d") postoji otvorena
okolina U od xy u (X, d) takva da f(U) C V. Iz propozicije 3.3.5 slijedi da je f neprekidna
u xo. Zakljucak: f je neprekidna. O

Definicija 3.3.10. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te L € X. KaZemo da niz
(x,) tezi prema L u (X, d) i piSemo x, — L ako za svaki € > 0 postoji n, € N takav da za
svaki n > n. vrijedi d(x,,L) < &.

Napomena 3.3.11. Neka je d euklidska metrika na R, neka je (x,) nizu R te xy € R. Tada
ocito vrijedi sljedece: x, — xo u metrickom prostoru (R, d) ako i samo ako x, — xo u
smislu definicije 1.2.1.

Napomena 3.3.12. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te L € X. Tada x, — L
u (X,d) ako i samo ako za svaki € > 0 postoji n, € N takav da za svaki n > n, vrijedi
x, € K(L, &).

Propozicija 3.3.13. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te L € X. Tada x, — L
ako i samo ako za svaku otvorenu okolinu U od L u (X, d) postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi x, € U.

Dokaz. Pretpostavimo x, — L. Neka je U otvorena okolina od L u (X,d). Kako je U
otvoren skup postoji & > 0 takav da je K(L,g) € U. Iz prethodne napomene slijedi da
postoji n. € N takav da za svaki n > n, vrijedi x,, € K(L, €). Iz ovoga je ocito da je x, € U,
za svaki n > n,.

Obratno, pretpostavimo da za svaku otvorenu okolinu U od L u (X, d) postoji ny € N takav
da za svaki n > ng vrijedi x, € U.

DokaZimo da x, — L. Neka je € > 0. Definirajmo

U=K(L,eée).

Tada je U otvorena okolina od L. Po pretpostavci postoji ny € N takav da za svaki n > n
vrijedi x, € U. Dakle, za svaki n > ny vrijedi x,, € K(L, ). 1z prethodne napomene slijedi
dax, — L. m|

Propozicija 3.3.14. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori. Nekaje f : X — Y te L € X.
Pretpostavimo da je f neprekidna u tocki L. Nadalje, pretpostavimo da je (x,) niz u X
takav da x, — L. Tada f(x,) — f(L).
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Dokaz. Neka je € > 0. Budu¢i da je f neprekidna prema propoziciji 3.3.5 postoji 6 > 0
takav da je

J(K4(L,6)) € Ko (f(L), ). (3.8)
Kako x, — L postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € K;(L, 6). 1z ovoga slijedi
da za svaki n > ny vrijedi

f(xn) € f(Ko(L,96))

pa iz (3.8) slijedi da za svaki n > ny vrijedi
Jf(xn) € Ky (f(L), &)

Stoga f(x,) — f(L). m|

Lema 3.3.15. Neka je (X,d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je L € X.
Pretpostavimo da za svaki n € N vrijedi x, € K(L, %). Tada x,, — L.

Dokaz. Uzmimo & > 0 i odaberimo n, takav da je ni < & Uzmimo n € N takav da je

&

n > n,. Tadaje 1 <-L. Prema pretpostavci leme imamo
&

1
d(-xna L) < -,
n

to jest

1
d(x,,L) < — < &.

&

Stoga prema napomeni 3.3.12 x, — L. |

Teorem 3.3.16. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori. Neka je f : X — Y funkcija te
neka je L € X. Pretpostavimo da za svaki niz (x,) u X takav da x, — L vrijedi f(x,) —
f(L). Tada je f neprekidna u tocki L.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji £ > 0 takav da za svaki 6 > 0 postoji x € X
takav da je x € K;(L,0), ali f(x) ¢ K;(f(L), ). Stoga za svaki n € N (ako uzmemo ¢ = %)
postoji x, € X takav da je x, € Ky(L, rll), ali f(x,) ¢ Ky(f(L),e). Na ovaj naCin smo
definirali niz (x,) u X takav da je x, € K (L, 1) za svaki n € N te takav da

f(x,) ¢ Ky(f(L), &) zasvakin € N. (3.9)

Iz leme 3.3.15 slijedi da x, — L. 1z pretpostavke teorema slijedi da f(x,) — f(L). Stoga,
postoji n, € N takav da za svaki n > n, vrijedi f(x,) € Ky(f(L), ) Sto je u kontradikciji s
(3.9). Zakljucak: funkcija f je neprekidna u L. O

Vise o neprekidnim funkcija i metrickim prostorima moze se naci u [1], [2] i [3].
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijelili smo na tri veca poglavlja u kojima smo promatrali neke ele-
mentarne aspekte neprekidnosti.

U prvom poglavlju smo definirali neprekidne funkcije te proucavali nizove. Zatim smo
promatrali omedene podskupove od R te neka svojstva nizova, a uveli smo 1 pojam limesa
funkcije te ispitivali njegovu vezu s neprekidnoS¢u. Na kraju prvog poglavlja smo naveli
aksiom potpunosti realnih brojeva.

U drugom poglavlju smo se bavili neprekidnim funkcijama na segmentu. Dokazali smo da
neprekidna funkcija na segmentu poprima sve meduvrijednosti te uveli pojmove gomiliSta
1 skupiliSta niza. Takoder smo dokazali da svaki omeden niz realnih brojeva ima konver-
gentan podniz i da je svaka neprekidna funkcija na segmentu omedena.

U treCem poglavlju proucavali smo neprekidnost u kontekstu metri¢kih prostora. Na pocetku
smo iskazali definiciju metrickog prostora i neke osnovne primjere, a zatim smo se bavili
otvorenim skupovima u metrickom prostoru. Naposljetku smo proucavali neprekidne funk-
cije izmedu metrickih prostora.






Summary

We divided this thesis into three larger chapters in which we observed some elementary
aspects of continuity.

In the first chapter, we defined continuous functions and studied sequences. Then we con-
sidered bounded subsets of R and some properties of sequences, and we also introduced
the notion of the limit of a function and examined its connection with continuity. At the
end of the first chapter, we stated the axiom of completeness of real numbers.

In the second chapter we dealt with continuous functions on a segment. We proved that
a continuous function on a segment takes on all intermediate values and introduced the
notions of an accumulation point of a sequence. We also proved that every bounded sequ-
ence of real numbers has a convergent subsequence and that every continuous function on
a segment is bounded.

In the third chapter we studied continuity in the context of metric spaces. At the beginning,
we stated the definition of the metric space and some basic examples, and then we dealt
with open sets in the metric space. At the end, we observed continuous functions between
metric spaces.






Zivotopis

Rodena sam 23. rujna 1996. godine u Dubrovniku gdje zapocinjem Skolovanje u Osnovnoj
$koli Marina Drzi¢a. Skolovanje nastavljam u Gimnaziji Dubrovnik, a 2016. godine upi-
sujem preddiplomski sveudiliSni studij Matematike, nastavni¢ki smjer na Prirodoslovno-
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postajem prvostupnica edukacije matematike te iste godine obrazovanje nastavljam na di-
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