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Uvod

Engleski matematicar John Pell roden je 1611. godine u Southwicku, a umro
je 1685. godine u Londonu. Kao trinaestogodisnjak je upisao studij mate-
matike na Cambridgeu na kojem je 1630. godine i magistrirao. Radio je
kao sveucilisni profesor matematike u Londonu i Amsterdamu, a bavio se i
znanstvenim radom koji ukljucuje algebru i teoriju brojeva. Neka od njegovih
vaznih djela su FEliptica prognostica, Un idea of the mathematcis, A table of
ten thounshand of square numbers. lako ih je Svicarski matematicar Leonhard
Euler pogresno pripisao Johnu Pellu, Pellovi brojevi ¢e u povijesti zauvijek
nositi njegovo ime. Naime, Euler je u 18. stolje¢u greskom proglasio Pella
prvim matematicarem koji se bavio netrivijalnim rjesenjima jednadzbi oblika
2% — dy? = £1, danas poznate pod nazivom Pellova jednadzba. Buduéi da
nema dokaza kako je Pell doprinio rjesavanju ovih jednadzbi, mozemo tvrditi
da je Euler pogrijesio.

Cilj ovog diplomskog rada je opis i prikaz nekih osnovnih svojstava niza
Pellovih brojeva (P,) te pripadnih Pell-Lucasovih brojeva (Q,,). Kao i puno
poznatiji niz Fibonaccijevih brojeva, niz Pellovih brojeva zadaje se rekurzi-
jom drugog reda P, = 2P, 1 + P,_» uz pocetne uvjete P, =1, P, = 2, a niz
Pell-Lucasovih brojeva zadovoljava istu rekurziju, @, = 2Q,_1 + Q,_2, ali
druge pocetne uvjete @1 = 1, ()2 = 3. Osnovna veza izmedu ova dva niza
dana je sljede¢im relacijama:

Qn:Pn+Pn—17 2Pn:Qn+Qn—1

Postoje jo§ brojni identiteti s Pellovim i Pell-Lucasovim brojevima. U radu
su iskazani i dokazani samo neki od njih. Opisujemo i vezu s Pellovom,
odnosno pelovskom jednadzbom za d = 2, 22 —2y* = &1. Zaista, sva rjeSenja
jednadzbe 22 —2y* = —1 u skupu prirodnih brojeva su (Q2,_1, Pon_1), n > 1,
a sva rjesenja jednadzbe 2% — 2y? = 1 dana su a (Qay,, P2n), n > 1. Uz to
Pellovi brojevi mogu posluziti kao dobra racionalna aproksimacija broja v/2.
Vrijedi
V2 = lim %: lim M

n—00 n—00 P,

n

3 577
Cesto koristena racionalna aproksimacija broja v/2, 108 zapravo je %.

U radu se jos bavimo s trokutastim shemama u kojima se pojavljuju Pel-
lovi i Pell-Lucasovi brojevi. Nadalje ispitujemo medusobnu djeljivost Pello-
vih brojeva. Tako je P, | P, ako i samo ako m | n. Nadalje, iz svojstva da
je nzd(P,,, P,) = 1 ako i samo ako nzd(m,n) = 1 dobivamo jos jedan dokaz

poznate tvrdnje o beskonacno mnogo prostih brojeva.



Pellovi brojevi mogu se dovesti u vezu s Pitagorinim trojkama i s jos ne-
kim poznatim brojevima, npr. figurativnim. Tako je u nizu Pellovih brojeva
P, = 1 jedini trokutasti broj, a P, = 1, P3 = 5, P, = 12, Py = 70 su jedini
peterokutni brojevi.



1 Pellovi brojevi

Pellovi brojevi su nazvani po engleskom matematicaru Johnu Pellu (1611.-
1685.), buduéi da imaju veze s Pellovom jednadzbom x? — dy? = 1, gdje je d
prirodni broj koji nije potpuni kvadrat. Nadalje, pojavljuju se u racionalnoj
aproksimaciji broja v/2. Za pocetak ¢emo ih definirati pomoéu rekurzivne
relacije drugog reda.

1.1 Definicija i osnovna svojstva

Definirajmo Pellove brojeve i navedimo karakterizaciju Pellovih brojeva.

Definicija 1.1. Niz Pellovih brojeva (FP,) zadan je pocetnim uvjetima
P=1 P=2
1 rekurzivnom relacijom
P,=2P, 1+ P, o, (1)
za sven > 3.

Ponekad se Pellov niz inicijalizira s Py = 0 i P, = 1. Nadalje, ovom nizu
se ¢esto pridruzuje niz zadan istom rekurzivnom formulom i drugim pocetnim
uvjetima.

Definicija 1.2. Niz (Q,,) zadan je pocetnim uvjetima

Q=1 Q=3

i rekurzijom

Qn = 2Qn71 + Qn727 (2)

za sve n > 3 naziva se niz Pell-Lucasovih brojeva.

Treba napomenuti da se u brojnim izvorima niz Pell-Lucasovih brojeva
naziva niz (2Q),,). Naime, Pellovi brojevi i Pell-Lucasovi brojevi su svojevrsni
matematicki ,,blizanci” — na isti nacin kao sto su to Fibonaccijevi i Lucasovi
brojevi. Pell-Lucasov niz se takoder ponekad inicijalizira pomocu Qg = 1 i
@1 = 1. Zanimljivo je da ni Pell ni Lucas nisu imali veze s s nizovima (P,) i

(Qn)-

Prvih nekoliko ¢lanova Pellovog niza su:

1,2,5,12,29, 70,169, 408, 985, 2378, 5741, 13860 . . .



n 0 1 2 3 4 5 6

p,olo| 1 2 5 12 29 70
Q, 1] 1 3 7 17 41 99
n

1 _ 3 __ T _ 17 41 99 ~
l=1]2=15|T=14| T ~14166 | & ~1.4138 | £ ~ 1414

Tablica 1: Pellovi i Pell-Lucasovi brojevi te njihovi kvocijenti

Prvih nekoliko ¢lanova Pell-Lucasovog niza su:

1,3,7,17,41,99,239,577,1393, 3363, 8119, 19601 . . .

Iz tablice 1.1 mozemo uociti sljedece:

12-2.12 = —1, 32=2.22 =1, 7*—2.52 = —1, 177—2.12> = 1, 41*—2.29* = —1,.. ..

Opcenito vrijedi da je
Qn — 2P = (-1)",
odnosno da je (Qzn, P2n) rjesenje Pellove jednadzbe 22 — 2y? = 1, a (Qapy1,
P, 41) pelovske jednadzbe 22 — 2y? = —1. O tome ¢e biti rijeci u jednom od
sljedec¢ih odjeljaka.
Nadalje, kvocijenti Pell-Lucasovih brojeva i Pellovih brojeva ¢ine dobru

racionalnu aproksimaciju broja v/2 sto se takoder moze vidjeti u tablici 1.1,
a is time ¢emo se baviti nesto kasnije.

Teorem 1.3. Nizovi (P,) i (Q,) racunaju se eksplicitno pomocéu formula:
(1+2)" — (1 —V2)"

22 ’
(1+V2)" + (1 —V2)"

2 Y

P, =

Qn:

zan > 0.

Dokaz. Oba niza, (P,) i (Q,), zadana su istom rekurzivnom relacijom kojoj
je pridruzena kvadratna jednadzba

= 2x—1=0,
Gija su rjesenja v = 1+ /2, 6 = 1 — /2. Stoga je
P, =Ay"+ Bd", Q,=Cy"+ D",
pri ¢emu su A, B, C, D konstante koje odredimo iz pocetnih uvjeta Py = 0,

Pr=11Qy=1, Q, =1 te dobijemo formule iz tvrdnje. O]
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2 1
10

n o __ Pn+1 Pn
P _(Pn Pn—l)

Dokaz. Matricnu formulu ¢emo dokazati pomoc¢u principa matematicke in-
dukcije.
Baza: Za n =1 ocito vrijedi

L (2 1\ (R P
r=(00)=(7 7)

Pretpostavka: Pretpostavimo da dana formula vrijedi za neki prirodan broj
n.
Korak: 1z

Propozicija 1.4. Neka je P = < ) Tada vrijedi sljedeca matricna

formula:

za sven € N.

prtt=pr.p

. Pn+1 Pn . P2 Pl
B Pn Pn—l Pl PO
o 2Pn+1+Pn Pn+1
B 2Pn+Pn—1 Pn

— Pn+2 PnJrl
Pn+1 Pn
zakljucujemo da matri¢na formula vrijedi za n 4+ 1, pa princip matematicke
indukcije povlaci da vrijedi i za svaki n € N. m

Propozicija 1.5. Vrijede sljedeca svojstva:

(a) Pellov broj s parnim indeksom Py, je paran, a s neparnim indeksom
Py, 11 neparan.

(b) Svaki Pell-Lucasov broj je neparan.

(¢) Svaki Pell-Lucasov broj mozZe zavrsiti samo sa znamenkom iz skupa
{1,3,7,9}, tj. s neparnom znamenkom razlicitom od 5.

(d) P, 1 Q, su relativno prosti brojevi.
Dokaz. (a) Pp=0,P =11
P,=2P, 1+ P, 5=PF, 2 (mod2).
Stoga je
Py, =F =0 (mod?2), Popr7=P =1 (mod 2).

5



(b) Q=1,Q1=11i
Qn=2Qn 1+ Qn2=0Q, 2 (mod?2).
Stoga je

QQTL = QO =1 (IIlOd 2)7 Q2n+1 = Ql =1 (mOd 2)

(¢) Izra¢unajmo ¢lanove niza (@, mod 5):
1,1,3,2,2,1,4,4,2,3,3,4,1,1,3,2, ...

Dakle, mozemo primijetiti da je niz (Q,, mod 5) periodi¢an s periodom
duljine 12. Nadalje, ocito je @, mod 5 € {1,2,3,4}, a buduéi da je
Q. neparan, slijedi da je @, mod 10 € {1,3,7,9}.

(d) Tvrdnja slijedi direktno iz identiteta Q? — 2P? = (—1)" (v. odjeljak
1.3).
[

1.2 Identiteti s Pellovim i Pell-Lucasovim brojevima

Rjesenja jednadzbe 22 — 22 = 1 oznac¢imo s
v=14+V2, 6=1-v2.
Uz te oznake formule iz teorema 1.3 mozemo zapisati kao

,yn — ,yn + o

Prethodne relacije se ponekad nazivaju Binetove formule za nizove Pel-
lovih i Pell-Lucasovih brojeva. Nadalje, lako se pokaze da vrijedi:

1 1
75: _177: _76: BE]

Sto ¢emo korisiti u dokazu sljedeceg teorema.



Teorem 1.6. Za Pellove i Pell-Lucasove brojeve vrijede sljedeci identitets:

2Qn = Ipy1 + Pnfla (4)

Qn =P, + P,_1, (5)

2P, = Qn+ Qna (6)

6P, = Pyyo — P, o, (7)

Qn-1+ Qni1 = 45, (8)
Vnzfypn‘i_Pn—l’ (9)

P, =2P,Q,, (10)

Qn +2P; = Qan, (11)

PQn-1— QnPyy = (1", (12)
Prin =PnPyi1+ PPy, (13)

Dokaz. Identitet (4) pokazujemo pomoc¢u Binetovih formula (3):

n+1 n+1 n (1 n (1
n+1l _ 5n+1 n—1 _ 5n71 Y — 5 + Y <—> — (5 (5)
P7’L-l-1—|—Pn—1:,y +,y - !

o) ) )
_ M = N (=0) =0 (=) (v =)+ (v =)
v—20 v—20

— (Y™ + 0"
_O0=0E ) ey
v—20

Identiteti (5), (6) (7) i (8) se lako pokazuju pomocu prethodno dokazanog
identiteta (4) i Binetovih formula (3).
Identitet (9) dokazujemo pomoc¢u principa matematicke indukcije.
Baza: Zan =1jeocitoy=~vP,+ Fyjerje Fihb =01 P, = 1.
Pretpostavka: Neka vrijedi identitet (9) za neki prirodan broj n.
Korak: 1z

Y =yt
= ’Y(’Vpn + Pn—l)
= 72Pn +vP,1
= (2y+1)P, + P,
=v(2P,+ P,1) + P,
= 7pn+1 + P,

zakljucujemo da identitet (9) vrijedi za n+ 1, pa princip matematicke induk-
cije povlaci da vrijedi i za svaki n € N.



Identitet (10) slijedi iz

n__§n n n 2n _ S$2n 1
PQ, =1 A i R
v—9 2 2(y—0) 2

Identiteti (11) i (12) slijede direktno iz Binetovih formula.
Naposljetku, dokazimo identitet (13) koriste¢i matricni zapis. Iz ¢injenice
P — Pmpn yrijedi:

Pm+n+1 Pm+n o Pm+1 Pm Pn+1 Pn

Pm+n Pm+n—1 N Pm Pm—l Pn Pn—1
o Pm+1Pn+1+PmPn Pm+1Pn+PmPn—1
- PmPn+1+Pm—1Pn PmPn+Pm—1Pn—1 .

O

31

Propozicija 1.7. Neka je () = (1 )

). Tada vrijedi sljedeca matricna

formula

w [ Py P, , .
22 +1 , ako je n paran broj
Qn o Pn Pn—l

ol5) (QCSH QQn > , ako je n meparan broj,
n n—1

za sve n € N.

Dokaz. Matricnu formulu ¢emo dokazati pomocu principa matematicke in-
dukcije.
Baza: Za n =1 imamo:

3 1
2\_lJ QQ Ql) —1. _ !
: <Q1 Qo L1 @
a za n = 2 dobivamo
Py P\ 5. 5 2
P P 2 1)/)°

10 4
- (Y 3).

slijedi da odgovarajuca jednakost za n = 2.
Pretpostavka: Pretpostavimo da zadana formula vrijedi za prirodan broj

[SIIN)

2

Kako je

8



n > 2.
Korak: Neka je n + 1 neparan broj. Budu¢i da je tada n paran vrijedi

QH=qQ-Q

oz (Pon Pa) (31
P, P )\1 1

(3Pn+1+Pn Pn+1+Pn>

(NE]

=2 3Pn+Pn—1 Pn"'Pn—l

Koristeci identitete (1) i (4) dobivamo

Qn+1:2"772 Pn+2+Pn+1 Pn+1+Pn
Pn+1+Pn Pn+Pn—1

— 2% (Qn+2 Qn+1>
Qn—H Qn .

Kako je za paran broj n vrijedi 2 = [2], slijedi da je

nt+l _ o % Qni2 Qni1
Q 2 (QnJrl Qn ) '

Ako je n + 1 paran broj, odnosno n neparan, tada je

oo (G &)Y

— ZL%J (SQn-i‘l + Qn Qn-l—l + Qn)
3Qn + Qn—l Qn + Qn—l '

Zbog (2) je

O+l — ol3l (Qn+2 + Qny1 Qnir + Qn)
Qn-i—l + Qn Qn + Qn—l '

Iz (6) imamo:

Q! — ol3) 2P0s 281\ _ o1z (Dave Bar)
2Pn+1 2Pn Pn+1 Pn

Odnosno

n+l _ ontl Pn+2 PTL+1
Q =27 (Pn—i—l Pn)

Zakljucujemo da matri¢na formula vrijedi za n + 1, pa princip matematicke
indukcije povlaci da vrijedi i za svaki n € N. ]

9



1.3 Veza s Pellovom jednadzbom

Diofantska jednadzba
2 —dy? =1

gdje je d € N i d nije potpuni kvadrat, naziva se Pellova jednadzba. Njoj
pridruzenu jednadzbu
22— dy* = —1

zvat ¢emo pelovskom jednadZzbom . Rjesenja navedenih jednadzbi trazimo
u skupu prirodnih brojeva. Ocito je da Pellova jednadzba uvijek ima trivi-
jalno rjesenje (1,0), no pokazuje se da je rjesiva i skupu prirodnih brojeva za
svaki d (koji nije potpuni kvadrat). Za razliku od toga, pelovska jednadzba
ne mora imati rjeSenje u skupu N.

Ve¢ smo spomenuli da ova jednadzba nosi ime po engleskom matematicaru
Johnu Pellu koji bas i nije doprinio njenom rjesavanju. Naime, 1657. godine
Fermat je izazvao matematicare Johna Wallisa i Williama V. Brounckera da
rijese jednadzbu 22 — dy? = 1. lako je Brouncker prvi uspio rijesiti nave-
denu jednadzbu, Euler je greskom tu zaslugu pripisao Pellu. Inace Pellovim
jednadzbama bavili su se i indijski matematicari od 7. stolje¢a nadalje (npr.
Brahmagupta, Bhaskara), no i gréki matematicari cak 4 stolje¢a pr. Kr. koji
su upravo proucavali jednadzbe 2% — 2y% = £1.

Rjesenja Pellove, odnosno pelovske jednadzbe (u,v) ¢esto zapisujemo i
kao element kvadratnog polja Q(v/d): u+ vv/d. Prednosti tog zapisa vide se
u iskazu sljedeceg teorema.

Teorem 1.8. Neka je d prirodni broj koji nije potpuni kvadrat. Sva rjesenja
Pellove jednadzbe x* — dy? = 1 u skupu prirodnih brojeva su

Tn 4 yoVd = (21 + Vd)", n €N, (14)

pri éemu je (x1,y1) tzv. fundamentalno rjesSenje, tj. najmanje rjeSenje u
skupu prirodnih brojeva.

Dokaz. Prvi korak u dokazu ove tvrdnje jest pokazati da uvijek postoji
rjeSenje Pellove jednadzbe u skupu prirodnih brojeva. Taj dio ¢emo pre-
skociti, a dokaz se moze naci u [2] (Teorem 10.10). Stoga pretpostavimo da
je (z1,y1) najmanje Pellove jednadzbe rjesenje u skupu prirodnih brojeva.

Pokazimo da je (x,,y,) dano s (14) rjesenje Pellove jednadzbe. Zaista,
mnozenjem jednakosti (14) s jednakoséu

Ty — yn\/a = (xl - yl\/g)n

10



slijedi
(xn + yn\/a)(xn - yn\/a) = (xl + yl\/a)n(xl - yl\/a)n = (:U% - dy%)na

odnosno
2 —dy? = 1.

Jos preostaje pokazati da su formulom (14) dana sva rjesenja Pellove jed-
nadzbe. Pretpostavimo da postoji rjesenje (a, b) koje nije oblika (x,,y,),n €
N. Budu¢i da vrijedi x; + y1Vd > 11a+bvd>1, postoji m € N takav da:

(21 4+ yVd)™ < a+bVd < (21 + i Vd)™ (15)
Ako izraz (15) pomnozimo s (z; + y1Vd)™™ = (21 — y1v/d)™. dobijemo:
1 < (a+bVd)(z, — i Vd)™ < 21+ y1Vd.
Definirajmo sada s,t € Z kao s + tv/d = (a 4+ bv/d)(z1 — y1V/d)™. Vrijedi:
s —dt? = (a* — db*)(2? — dy?)™ = 1.

Slijedi 0 < s — tv/d < 1, te zakljuéujemo s > 01t > 0. Iz navedenog
zakljucujemo da je (s, t) rjesenje jednazbe 22 —dy? = 11 s+tVd < z1+y1V/d
u prirodnim brojevima, a to je kontradikcija. O]

Sljedeci teorem olasava racunanje nizova (x,) i (y,) pomoc¢u rekurzivnih
formula.

Teorem 1.9. Ako je (zn,yn), n € N niz svih rjesenja Pellove jednadzbe

22 — dy* = 1 u prirodnim brojevima dobiven pomoéu (14), onda vrijedi
Tpyo = 201 Ty 41 — T, (16)
Yn+2 = 2x1yn+1 — Yn, (17)

za sven > 0, pri cemu je (zo,yo) = (1,0) (tzv. trivijalno rjesenge), a (x1,y1)
fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe.

Dokaz. Tz teorema 1.8 zakljucujemo da vrijedi z, + y,vVd = (x1 + yl\/g)".
Iz navedenog slijedi:

(T4t + Ynp1 V) (@1 + 11 Vd) = Tngo + Yoi2Vd
(Zns1 + Yo V) (@1 — 1 Vd) = 2, + yp V.
Imamo:
Tpi2 = T1Tpi1 + AY1Yni1 (18)
Ty = T1Tps1 — AY1Ynt1- (19)
Zbrajanjem (18) i (19) dobivamo x,,9 = 222,41 — T,. Analognim postup-

kom dobivamo ¥, 10 = 221Ynt1 — Yn. O

11



Lako se moze vidjeti da je (z1,y1) = (3,2) fundamentalno rjesenje Pellove
jednadzbe x? — 2y* = 1. Stoga su prema teoremu 1.9 sva rjeSenja (z,,y,) u
skupu prirodnih brojeva dana s

Tpio = 62y — Ty, (20)
Yn+2 = 6yn+1 — Yn, (21)
uz pocetne uvjete (zo,y0) = (1,0), (z1,51) = (3,2).
Propozicija 1.10. Nizovi Pellovih i Pell-Lucasovih brojeva s parnim, od-
nosno neparnim indeksima zadovoljavaju rekurziju
Zn4+2 = 6Zn+1 — Zn,
za sve n > 0.

Dokaz. 1z rekurzije (1) koja definira Pellove brojeve imamo

P2n = 2P2n—1 + P2n—2a
Popyo = 2Pon 1 + Poy.

Oduzimanjem prethodnih relacijama dobivamo

Ponys — Por, = 2(Pony1 — Pon1) + Pon — Papo,
—_—————
=Pop
a odatle je
Popio2 = 6Py, — Popa.

Analogno vrijedi i za sve ostale slucajeve. O

Uocimo da je i jednadzba 22 —2y? = —1 rjesiva u skupu prirodnih brojeva.
Ocito je (1,1) njeno najmanje rjesenje u prirodnim brojevima. Opcenito,
jednadzba 22 — dy?> = —1 ne mora biti rjesiva u skupu prirodnih brojeva,
no ako jest rjesiva postoji veza izmedu rjesenja jednadzbi z? — dy? = 1 i
r? — dy* = —1. Naime, ako je (a,b) rjeSenje jednadzbe z? — dy* = —1, onda
je

(a4 bVd)? = a® + db* + 2abVd
rjeSenje jednadzbe 2% — dy? = 1. Zaista,
(a® + db?)? — d(2ab)? = (a® + db*> — 2abVd)(a® + db* + 2abV/d)

= (a — bVd)?(a + bV d)?
= (a® —db®)* = (-1)* = 1.

Opcenito moze se dokazati sljedeca tvrdnja (v. teorem 10.14 iz [2]).
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Teorem 1.11. Ako je jednadiba x* — 2y* = —1 rjesiva i (x1,v1) njeno fun-
damentalno rjesenje, onda su (Ta,11,Yons1), 1 > 0 sva rjesenja te jednadzbe,
a (Ton, Yon), n > 1 su sva rjesenja jednadzbe x* — dy* = 1 u prirodnim broje-
vima, pri éemu su (Ton, Yon) dani s (14).

Korolar 1.12. Sva rjesenja Pellove jednadzbe x® —2y? = 1 u skupu prirodnih
brojeva dana su s

(Q2n>P2n)an 2 17

a sva rjesenja pelovske jednadibe x* — 2y* = —1 s

(Q2n+17 P2n+1), n 2 0

Posebno vrijeds
QEL - dPg = <_1)n7

za sve n > 0.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji 1.10 i relacijama (20), (21) te zbog
odgovarajuc¢ih pocetnih uvjeta slijedi tvrdnja za rjesenja Pellove jednadzbe.
Teoremi 1.9 i 1.11 te propozicija 1.10 povlace analognu tvrdnju za rjeSenja
pelovske jednadzbe. O

1.4 Aproksimacija broja /2

Matematicari su veé¢ u 5. stoljeéu prije Krista uspjeli aproksimirati v/2 kao

2z@

408

Danas znamo da se iza te aproksimacije krije pojam razvoja u jednostavni
veriznog razlomka. Buduéi da je jednostavni verizni razlomak broja v/d u
vezi s jednadzbama 22 — dy? = +1, aproksimacija broja v/2 imat ¢e veze i s
Pellovim brojevima.

Neka je @ € R. Definiramo broj ag € Z, te niz prirodnih brojeva
ai,Qs,...,0,, ... na sljeded¢i nacin:

ap = |a,

ako je a — ap > 0, onda postoji oy € (0, 1) za koji je

CV:aO—i__7
631

13



pa definiramo
ap = LOélj .
Ako je a; = aq, dobili smo

o =ag+ —
a1

i postupak staje, no ako je a; —aq > 0, postupak se nastavlja. Opcenito, sve
dok je a; — a; > 0, mozemo definirati

Qi1 = Lai+1J,

gdje je
1
i+l = € (0,1).
Qit1 o — a; (0,1)
Ako je a, = «,, za neki n € N, tada je
., 1
a=a
0 . 1
a —_—
1 . 1
an

i kazemo da smo broj a razvili u jednostavan konacan verizni razlomak. Krace
piSemo
a = [ag,ay,...,an.

Uoc¢imo da je u uvom slucaju o € Q. No vrijedi i obratno. Ako je « raciona-
lan broj, moze ga se prikazati pomocu konacnog veriznog razlomka, odnosno
opisani postupak ¢e stati nakon kona¢no mnogo koraka. Brojevi ag, ai, as, . ..
nazivaju se parcijalni kvocijenti veriznog razlomka. U uvom slucaju, dakle
kada je « = T, m € Z, n € N, parcijalni kvocijenti su upravo kovocijenti
kojii se dobiju promjenom Euklidovog algoritma na brojeve m i n.

S druge strane, ako je o iracionalan broj, postupak se nastavlja u nedogled
i tada kazemo da smo broj a razvili u jednostavan beskonacni verizni razlomak
i piSemo

a:ao—k;: lag, a1, as, . . ] (22)

ay + ———
! 1
CL2+—
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Izraz na desnoj strani prethodnog izraza je zapravo limes niza racionalnih
brojeva oblika

1
Pk =aqy+ ———=ag,a1,..., a5, k>0
o ay + !
1 ' 1
.. _"_ -
a
koji se nazivaju konvergente veriznog razlomka broja «. Jednakost u izrazu

(22) zapravo shvac¢amo kao

. Pk
a= lim —.
k—o0 qr

Prethodno tvrdnju nije sasvim jednostavno pokazati. Navodimo neka os-
novna svojstva konvergenti iz kojih ona proizlazi.

Teorem 1.13. Neka je <&> niz konvergenti jednostavnog veriZnog raz-
dn

lomka broja . Vrigeds:

1.
Pn = QuPn-1+ Pn-2, P_2= 07 pP-1= ]-7

In = OpQn—1 + Gn—2, q—2=1, q1 =0, n>0;
2. qnPn—1 — PnQn—1 = (_l)n zamn > _1;

3. nzd(pp,qn) =1 zan > —2;

4. <@> je rastuci niz, a <p2”+1) padajudi;

q2n qon+1

2 2m+1
J. ban < Pamt1 za sve m,n € Ny;
d2n Q2m+1

6. lim 2% = o;
n—oo qn
1
7. ‘ _bn < .
Qn qn

Tada je b neka konvergenta od .
q
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Iz prethodna dva teorema zakljucuje se da su konvergente veriznog raz-
lomka jako dobre aproksimacije nekog realnog (iracionalnog) broja. Stovige,
ako je racionalan broj dobro aproksimira neki realan broj «, onda on mora
biti konvergenta od « (teorem 1.14). Bududi da za rjesenje (x,y) Pellove
jednadzbe 2% — dy? = 1 vrijedi

Vit

Y

1 1
= < .
yle+yvdl — 2vdy?

x
Legendreov teorem 1.14 povlaci da je — neka konvergenta u razvoju broja

V.

Broj v/d spada u skupinu brojeva koje nazivamo kvadratne iracionalnosti,
odnosno u skupinu iracionalnih rjesenja kvadratne jednadzbe s racionalnim
koeficijentima. Verizni razlomci kvadratnih iracionalnosti su periodski. No
vrijedi 1 obrat. Ako je razvoj u verizni razlomak nekog broja periodski,
on je kvadratna iracionalnost. Razvoj u verizni razlomak broja v/d je vrlo
specifican i ima sljede¢i oblik

\/E - [a07a17a27 ce 7a€—172a0]7

pri ¢emu se kvocijenti aq, as, ..., a,_1,a; = 2ag9 ponavljaju u nedogled. Na-
dalje, ay,as,...,aps_1 je palindrom sto znaci da je a; = ay_1, as = ay_s, itd.
Broj ¢ je tzv. duljina perioda. Parcijalni kvocijenti ag, ay, as, . .., a, mogu se

odrediti pomocu sljedeceg algoritma:

2
s; + \/E d— Sit1
— s Sit1 = Al — Siy iy = ————

a; = LOéiJ , O = ‘. ‘

gdje su sg = 0,tg = 1,d,8;,t; € Z,tg # 0ty | (d— s2). Algoritam staje kada
se s; 1 t; prvi put ponove.
Primjenom danog algoritma dobivamo da je

1 _

ﬁ:1+—1:[1,2].
2+

1
2+ —

Prema tome rekurzija za konvergente (teorem 1.13, 1.) broja /2 glasi

Pn = 2pnfl +DPn—2, N > 17
qn = 2qn—1 +qn—2, 1N > 1,
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uz pocetne uvjete

po=1,p1=3,q=1¢=2
Ocito je su nizovi (p,,) i (¢,) upravo Pell-Lucasov niz i Pellov niz (v. definicije
1.111.2). Dakle,

Pn = Qni1;, o = Poy1, n >0

pa je stoga
V2 = lim P _ lim %

n—oo (¢, n—oo P, .
Zbog identiteta (4) ¢esto se pise

P, P, _
V2 = lim ot et

n—00 P,

577
Racionalna aproksimacija broja v/2 koju smo spomenuli na pocetku — —

408
jednaka je sedmoj konvergenti, tj.

577
Van 2T P _ s
408 ¢ Bg
Sljedeci teorem samo potvrduje ono sto smo veé¢ ustanovili u prethodnom
odjeljku (korolar 1.12).

Teorem 1.15. Neka su Pn konvergente i { duljina perioda u razvoju u verizZni
dn

razlomak od \/d. Tada vrijedi:

1. Za £ paran broj, jednadzba x* — dy?> = —1 nema rjesenje. Rjesenja
jednadzbe x* — dy? = 1 su oblika (z,y) = (Pne—1,@ne—1),n € N. Funda-
mentalno rjesenge je (pe_1, qo—1)-

2. Za | neparan broj, rjesenja jednadzbe x* — dy* = —1 dana su s (z,y) =
(P@n—1)e-1, 4@2n-1y0-1)- Sva rjesenja jednadibe 2* — dy* = 1 dana su s
(2,9) = (P2ne—1, Gone—1),n € N. Fundamentalno rjesenje od x> —dy* = 1
je (Pae—1, q2e-1)-

Zaista, za d = 2 je £ = 1 i sva rjesenja jednadzbe 2% — 2y? = —1 su

(p(Qn—l)—17Q(2n—1)—1) = (p2n727Q2n72) = (Q2n717 Panl)a n>1,

a sva rjesenja jednadzbe 2% — 2y? = 1 su

(P2n—1,G2n—1) = (Qan, Pan), n > 1.
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Buduéi da Pellovi brojevi aproksimiraju /2, mogu se upotrijebiti za ra-
cionalne aproksimacije pravilnih osmerokuta. Tocke s cjelobrojnim koordi-
natama (+(P; + Pi11),0), (0, £(P; + P;11)) i (£ P;, £P;) predstavljaju vrhove
osmerokuta koji nalikuje pravilnom osmerokut. Naime, vrhovi tog osmero-
kuta nisu jednako udaljeni od ishodista koordinatnog sustava, a i unutarnji
kutovi nisu svi jednaki. Veli¢ina unutarnjeg kuta u pravilnom osmerokutu
jednaka 135°, dok se u Pellovom osmerokutu prikazanom na slici 1 pojavljuju
kutovi od 143.13° i 126.87°.

Slika 1: Osmerokut s koordinatama (+(P, + /%),0),(0,£(P, + P)) i
(£P1, +P)
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2 Pellovi brojevi u trokutastim shemama

U ovom poglavlju pokazujemo da se Pellovi brojevi pojavljuju u trokutastim
shemama slicnim Pascalovu trokutu.

2.1 Modificirani Pascalov trokut

Pellove brojeve mozemo povezati s trokutom koji nalikuje Pascalovu trokutu.
Generiramo trokutastu shemu na nacin da zapocinjemo s brojem 1 te svaki
redak zapoc¢injemo i zavrsavamo s 1, a svaki clan retka (pocevsi od treceg
retka nadalje) izmedu jedinica na krajevima jednak je zbroju tri broja iznad
njega. Taj trokut nazivamo modificirani Pascalov trokut (slika 2).

1
1 1
1 3 1
1 5 5 1
1 7 13 7 1
1 9 25 25 9 1
1 11 41 63 41 11

Slika 2: Modificirani Pascalov trokut
Elemente n-tog retka modificiranog Pascalova trokuta oznacit ¢emo s
A(n,0),A(n,1),..., A(n,n),

pri ¢emu je vrh trokuta shvacen kao nulti redak (n = 0). Neka je a,, n > 0,
zbroj svih ¢lanova n - tog retka modificiranog Pascalova trokuta, tj.

a, = An,0)+ A(n,1) +---+ A(n,n).
Promatrajudi sliku 2 opazamo da je
ag=1,a1 =2,a9 =5,a3 =12,a4 = 29, ...,
S§to je prvih nekoliko Pellovih brojeva. To vrijedi i opéenito.

Teorem 2.1. Za svakin > 0 vrijedi a, = P, 1.

Dokaz. Promotrimo li n-ti redak modificiranog Pascalova trokuta mozemo
primijetiti da je svaki clan (n — 1)-og retka iskoristen dva puta pri izracunu
¢lanova n-tog reda (za ¢lanove lijevo i desno ispod sebe). Takoder, treba
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primijetiti da su ¢lanovi (n —2)-og reda koristeni samo jednom za generiranje
¢lanova n-tog retka. To znaci da se elementi niza (a,,) generiraju pomocu iste
rekurzije kao i Pellovi brojevi. Ustanovimo to i formalno. Za n > 2 vrijedi

:zn:A(n,k) = A(n,0)+ A(n, 1) +---+ A(n, k) +--- + A(n,n)

=A(n—1,0)+ (A(n — 1,0) + A(n — 1,1) + A(n — 2,0))
+ (An—1,1)+ An—1,2) + A(n — 2,1)) +--- +
+(An—-Lk—-1)+An—1k)+An—2,k—1)) +-- -+
+(An—1,n=2)+An—1,n—1)+ A(n—2,n—2)) + A(n — 1,n — 1)

=2(A(n—1,00+24A(n—1,1)+ A(n—1,2) +---+ A(n — 1,n — 1))
+An—-2,00+An—2,1)+---+ A(n—2,n —2)

=2ap_1 + Ap_s.

Dakle, niz (a,) zadovoljava istu rekurzivnu relaciju kao i niz Pellovih brojeva.
Kakojeag=1,a1 =21 P =1, P, =2, vrijedi a,, = P41, zasven > 0. [

2.2 Pellov trokut

Konsturirajmo trokutastu shemu prikazanu na slici 3 na na¢in da u vrh
stavimo broj 0, u prvi redak brojeve 1,1 te u sredinu drugog retka takoder
broj 1. Ostale elemente dobivamo kao linearnu kombinaciju, s koeficijentima
211, elementa iz prethodna dva retka, a novodobiveni element i dva elementa
koja ga generiraju paralelni su stranicama trokuta. Mozemo opaziti da se
neki elementi mogu generirati na dva nacina, na primjer

19=2-84+3=2-7T+5.

2 2
5 5
12 \\ \“ E — 12
29 17 |\1_9 19 ) / 17 29
70 41 46 45 46 41‘\ ?0'\\
QTI Pn

Slika 3: Pellov trokut
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Nadalje, na slici 3 primjec¢ujemo da se u ovako konstruiranom trokutu
pojavljuju Pellovi i Pell-Lucasovi brojevi. Zato se navedeni trokut naziva
Pellov trokut.

Sada ¢emo preciznije opisati generiranje elemenata Pellova trokuta. Oznacimo
s g(i,7) j-ti po redu element slijeva i-tog retka Pellovog trokuta, 7,5 €
{0,1,2,...}. Pocetni uvjeti su

9(070) = 079(170) = 9(17 1) = 9(27 1) = 17

a ostale elemente Pellovog trokuta dobivamo koristeéi sljedece rekurzije:

g(n,j) = 29(n—1,j)+g(n—2,j),1<j<n-2 (24)
g(nan_l) = 29(n—1,n—2)—|—g(n—2,n—3), (25)
g(0,0)
g(1.,0) g(1.1)
29(10) + 9(0,0) 8(21) 29(L1) + g(0,0)
=g(2.0) =g(2.2)
2g(2,0)+ g(1,0) 2g(21)+g(1,1) 29(21)+g(1.0) 2g(22)+ g(1.1)
=g(3.0) =g(31) =g(3.2) =g(3.3)

Slika 4: Konstrukciju Pellovog trokuta

Odredivanje prvih nekoliko elemenata Pellovog trokuta prikazano je na
slici 4. Nadalje, iz same konstrukcije moze se vidjeti da je Pellov trokut
zrcalno simetrican s obzirom na glavnu os simetrije, odnosno

g(nvj) = g(”vn - ])
Zbog simetrije i rekurzije (25) vrijedi
Usporedujuéi prethodnu relaciju i (24) zakljuéujemo da se elementi g(n, j)
za j € {2,...,n — 2} mogu prikazati na dva nacina:
9(n,j) =29(n = 1,j) + g(n—2,j) =29(n—1,j = 1) + g(n — 2,j - 2).
Za odgovarajuée j, uzastopnom primjenom relacije (24) imamo:
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Koristedi princip matematicke indukcije moze se pokazati da vrijedi
9, j) = Pey1-gn —k,j) + P - g(n — k = 1,7), (27)
zal<j<n—k-—1.
Propozicija 2.2. Vrijed:
9(n,0) = g(n,n) = Py, (28)
g(n7 1) = g(n7n - 1) = anh (29)
za sve n € N.

Dokaz. Jednakost (28) slijedi direktno iz rekurzije (23) i odgovarajuéih pocetnih
uvjeta.
Prema (27) za j = 11 k = n — 2 dobivamo (29),

g(na 1) = Pn—l : 9(27 1) + Pn—Z : g(la ]-) = Pn—l + Pn—2 = Qn—l-

]
Propozicija 2.3. Vrijed:
9(n,j) = PojQj + Paejr B,
za sven € N, 0<j53<n—1.
Dokaz. Za k =n — j — 1 relacija (27) daje
g(”a]) = Pnfjg(j + 17]) + Pnfjflg(jaj)
= P jQj + Poja P
= P jQ; + Poja Py
]

2.3 Jos neke trokutaste sheme s Pellovim brojevima

Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi se eksplicitno mogu racunati pomocu sljedec¢ih

formula:
L1252 )

n—j—1
R=3 (")
=0 J

[5]

—n—j\

za n > 1, a slicna formula vrijedi i za Pellove brojeve.
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Teorem 2.4.
2 .
P, = _ (n _J' - 1) on—2j-1
=0 J

Dokaz. Teorem 2.4 ¢emo dokazati pomocu principa matematicke indukcije.
Baza: Zan =11n =2 imamo:

i(8)2°:1zpl

Jj=0

0 1— 4
Z( .]>—212j—2_P2.
j

j=0
Pretpostavka: Pretpostavimo da formula vrijedi za svaki prirodan broj n,

n < k, gdje je k proizvoljan cijeli broj i k > 2. Korak: Pokazimo da formula
vrijedi zan = k+ 1. Iz (1) imamo:

Pyi1 =2P + P (30)
L1552 1552 ]

S (I e X (e

J=0

Rastavit ¢emo dokaz na dva slucaja.
1.sluc¢aj: Neka je k = 2m + 1 neparan broj. Tada iz (30) imamo:

m . m—1 .
3 2m — S om — j — 1 .
Pk+1 ( m . j> 22m72j+1 < m ]j ) 22m72_]71

j=0 J j—O
_ i (2m '_ j> 92m—2j+1 | Z (2m ])22m 2j—1
=0 N/ =Nl
B )
= J J—=1
7))
pars J J—1
_ Zm: (Qm —.j + 1) 92m—2j+1
J
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2.slucaj: Neka je k = 2m paran broj. Tada iz (30) imamo:

s 2m —] -1 2m—2j = 2m _j —2 2m—2j5—2
P =5 (1 s 5 (T2,

7=0 7=0
m—1 . m .

_ (Qm —.J - 1) 92m=2j | Z <2m .— ]1— 1) 92m—2j
j=0 J j=1 I

_ Z (2m — ] 1) 22m—2j i Z (2m - ]1— 1) 22m_2]
=0 J =\ T

_ i [(Qm—j - 1) N <2m—j 1)] p2m-2j
= J J—1

_ Z <2m. j) 92m—2j
Jj=0 J

Zakljucujemo da formula vrijedi za n = k 4 1, pa princip matematicke in-
dukcije povlaci da vrijedi i za svaki n € N. O]

Teorem 2.4 sugerira da Pellove brojeve mozemo pronac¢i u trokutastoj
shemi koju dobivamo tako $to odgovarajuce elemente mnozimo odredenom
potencijom broja dva. konkretno, svaki element na poziciji (n, k) mnozimo
potencijom 2"~ *. Takav trokut nazvat éemo skalirani Pascalov trokut (slika
5).

2 1
4 4 1
8 12 6 1
16 32 24 8 1
32 80 80 40 10 1
64 192 240 160 60 12

Slika 5: Skalirani Pascalov trokut

Dodamo li elemente Pascalovog trokuta kao na slici 6, dobivamo Pellove
brojeve. Na primjer P; = 16 + 12 + 1 = 29. Mozemo izracunati i za P:

P, =169 =64+80+24+ 1
=1-2645.24+6.224+1.-2°

(- O (e 0
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- P i
R e
8 = 6 1
16— 32 24 8 1
32 80 80 40 10 1
64 192 240 160 60 i3

Slika 6: Skalirani Pascalov trokut i Pellovi brojevi

Treba uociti da se svaki element skaliranog Pascalovog trokuta B(n,r) moze
definirati rekurzivno:

2n

) akor =20
B(n,r)={ 2B(n—1,71)+Bn—1,r—1), ako0<r<n
1, akor =1

Na primjer:

2B(4,3) + B(4,2) =2 -8+ 24 = 40 = B(5,3).
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3 Djeljivost Pellovih brojeva

U ovom dijelu ¢emo iskazati i dokazati nekoliko teorema koji su povezani
s djeljivosti Pellovih brojeva. Iskoristit ¢emo navedene teoreme kako bismo
povezali Pellove brojeve s prostim brojevima, odnosno kako bismo dokazali
da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

Teorem 3.1. Neka su m,n pozitivni cijelt brojevi. Tada vrijedi:
P | Pun.

Dokaz. Tvrdnja trivijalno vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
zan > 1. Tada iz (13) imamo:

Pm(n+l) = Pmn+m = Pman+1 + Pon—1Pp.

Bududi da P,, | P, prema pretpostavci, slijedi da P, | Ppmn41). Prema
principu matematicke indukcije vrijedi P, | P, za svaki cijeli broj n >
1. m

Teorem 3.2. Ako P, | P, , tada m | n.
Dokaz. Neka je n =mk+r,0 <r <m. Tada iz (13) imamo:
Pn = Pmk—i—r = mkPT-l—l + Pmk—lpr~

Buduéi da P, | P, i P, | Py, slijedi da P,, | Pux—1F,. 1z ¢injenice da je
nzd( Pk, Prk—1) = 1 slijedi da P, J Puk—1. Zaklju¢ujemo da P, | P,. To je
nemogudce osim ako je r = 0. Dakle, n = mk, odnosno m | n. O

Najvedi zajednicki djelitelj brojeva a i b oznacavat ¢emo s nzd(a, b).
Lema 3.3. Za prirodan broj m vrijedi:
nzd(Py,, Pr-1) = 1.
Lema 3.4. Za pozitivne cijele brojeve q © n vrijedi:
nzd(Py,—1, P,) = 1.

Dokaz. Neka je d = nzd(P,,—1,P,). Tada znamo da d | P,,—1,P,. 1z 3.1
slijedi da P, | Py, odnosno d | P,,. Kako je nzd(P,,, Py,—1) = 1 prema 3.3,
zakljucujemo da d | 1, tj. d = 1. ]

Lema 3.5. Neka je m = qgn+r, 0 < r < n. Tada vrijedi nzd(P,,, P,) =
nzd(P,, B,).

26



Dokaz. 1z identiteta (13) i leme 3.4 imamo:
nzd(P,,, P,) = nzd(Pysr, P) = nzd( Py Pry1 + Pp1 Py Py)
= n2d(Pyy1 Py, P,) = 1zd(Py, P,) = nzd(Py, P,).
O

Sada mozemo iskazati i dokazati najvazniji teorem koji ¢e nam pomodi pri
odredivanju najveceg zajednickog djelitelja i najmanjeg zajednickog visekratnika
dvaju Pellovih brojeva.

Teorem 3.6. Za m,n € N vrijedi:
IlZd(Pm, Pn) — Pnzd(m,n)‘

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti m > n. Iz Euklido-
vog algoritma dobivamo jednadzbe:

m = qon + 11, 0 <r <n
n=qiry + ro, 0 ST‘Q <r
1 = @ar2 + T3, 0 <rz3 <r

Thne2 = Qn—2oTp_1 1 Tn, 0 <r, <rp—1
Th—1 = QnTn + 0
Lema 3.4 povlaci da je

nzd(P,,, P,) = nzd(P,, P,,) = nzd(P,,, P.,) = --- =nzd(P,,_,, P,,).

Bududi da je r,—1 = ¢,1, mozemo pisati nzd(P,, ,, P, ) = nzd(P,,,., P, )-
Prema teoremu 3.1 imamo P, | P, ., . Dakle, nzd(P,,, , P, ) = P.,. No
r, = nzd(m,n), iz cega slijedi da je nzd(P,,,,, Pr.) = Puad(m,n), odnosno
12d(Pyn, P) = Prsdtmum)- O

Na primjeru ¢emo pokazati kako odrediti najveci zajednicki djelitelj dvaju
Pellovih brojeva koristeci teorem 3.6.

Primjer 3.7. Odredite najveci zajednicki djelitely Pellovih brojeva Py i Py.
Rjesenje. Koristeéi teorem 3.6 imamo:
nzd(Poy, Pra) = Pusaceia = Pr

odnosno

nzd (38613965, 80782) = 169.
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Najmanji zajednicki visekratnik prirodnih brojeva a i b oznacit ¢emo s
nzv(a,b). Buduéi da je

ab

HZV(CI, b) = m,

prema teoremu 3.6 dobivamo da se najmanji zajednicki visekratnik dva Pel-
lova broja P,, i P, moze racunati prema formuli
P, P, P, P,

P, Py) = =
nZV( ) nZd(Pm7 Pn) Pnzd(m,n)

Primjer 3.8. Odredite najmangi zajednicki visekratnik Pellovih brojeva Py
1 P15.

Rjesenje. Vrijedi:

P, P Py, P. 1
w0hs _ Pobis 2378195025 0000
Prza(10,15) Ps 29

HZV(Plo, P15) =

]

Napomena 3.9. Teorem 3.6 opcenito ne vrijedi za Pell-Lucasove brojeve.
Na primjer, nzd(Qﬁ,ng) =1, al and(ﬁ,lz) = Qs = 99 pa and(6,12) #
nzd(Qs, Q12)-

Korolar 3.10. nzd(P,,, B,) = 1 ako i samo ako nzd(m,n) = 1.
Korolar 3.11. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji tocno k prostih brojeva: qi,qa, ..., qr. Neka
su P, Py, ..., P, pripadajuci Pellovi brojevi. Prema 3.10, za i # j vrijedi
nzd(g;, ;) = 1,nzd(F,,, P,;) = 1. Iz pretpostavke znamo da postoji tocno k
prostih brojeva, iz Cega slijedi da je svaki Pellov broj P, ¢ =1,...,k, prost.
No to je u kontradikciji s ¢injenicom da Py = 1136689 = 137 - 8297 slozen.
Dakle, postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva. O]
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4 Primjeri

U ovom poglavlju izdvojili smo nekoliko zanimljivih zadataka u kojima se
pojavljuju Pellovi i Pell-Lucasovi brojevi.

Primjer 4.1. PokaZite da postoji niz (Ay) takav da vrijedi:
Priok = PoypAr — (=1,

Niz (Ay) definirajte rekurzivno.

Rjesenje. 1z Binetove formule (3) slijedi

J ) (L1 = )
Y — M) 4 (v6)F (" — 0")
2R gy o ntkgh kgt
R Ry (k4 gk

(v = 0)(Pasar + (1) P) = (
= (
= (
= (

Dakle,
Pn+2k + (_1)kPn = 2Pn+ka-

Stoga zakljucujemo da je A, = 2Q. Buduéi da je 1 = 1,Q2 = 3, imamo
A = 2, Ay = 6. Nadalje, vrijedi

241 + Ap—o = 4Qk—1 + 2Q—2
= 2(2Q-1 + Qi—2) = 2Q) = Ay,

Niz (Ax) zadan je rekurzijom
A = 2451 + Ap—2, k>3,
uz pocetne uvjete A; = 2, Ay = 6. n
Primjer 4.2. Pronadite cijele brojeve a,b,c i d takve da vrijedi
P,=P, ,+444P, y+ P, .+ P,_4
1l<a<b<e<d.

Rjesenje. Za r,s nenegativne cijele brojeve i » > s ima Prema P, s =
2P, Qs — (—1)°P._,, gdje su r i s cijeli brojevi. Oznac¢imo li r + s = m,
navedeni identitet mozemo pisati kao:

Pm == 2Pm—st - (_1)8Pm—25-
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Iz navedenog identiteta slijede

P, = Popyis = 2P0 4Qp — (—1)° Py, (32)
Ptk = Plntyrk = 2P0 sQr — (—1)F Py (33)

Oduzimajuéi (33) od (32) dobivamo
Py — Pypir = 2P, 4(Qy — Q1) — (=1)°Py_op + (=1)*P —n —b— k. (34)
Za neparan broj b neparan i paran broj k paran broj iz (34) slijedi
Py = Py + 2P0 (Qy — Qk) + Prpi + Prap.

Bududi da zelimo @, — Qr = 222 = 239 — 17 izabrat ¢emo b =71k =4. 1z
toga nam slijedi da jea =b—k =3,c=b+ k = 111 2b = 14. Dakle, nas
identitet glasi

P, =P, 3+444P, 7+ P11 + Pn7147

odnosno
a=3,b=7 c=11, d=14.

Na primjer za n = 17 je

Py + 444Pyy + Py + P3 = 80782 + 444 - 2378 + 70 + 5
= 1136689
- P17.

]

U sljede¢em primjeru primjenjuje se tzv. Candidov identitet koji je dobio
ime po talijanskom matematicaru Giacomu Candidu (1871.-1941.) i glasi

P+ +@+y)?)° =2+ + (+v)Y). (35)
Primjer 4.3. Koristenjem (35) pokaZite identitete:
(P5—2 + 4P§—1 + P3)2 = Q(Pif_z + 16P;{L—1 + Pif),

(QZ—2 + 4@31—1 + Qiy = 2(@i—2 + 16@31—1 + Qi)a

zan > 0.
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Rjesenje. Uvrstavanjem x = P, o iy = 2P, 1 u (35) dobivamo

2

Pl o+ 4P+ (Puo+2P )" | =2( Py +16P, 4 (P o+ 2P, )"
—— ——— ——
:Pn :Pn

Konkretno za n = 5 imamo:

(P} +4P] + P2)* = (5% + 4122 +29%)?
= 2079364 = 2(5" + 16 - 12* + 29%)
= 2(P§ +16P} + Py).
Zar=Qu oiy=20Q, 1 iz (35) analogno dobivamo

2

Q'?L—2 + 4@31—1 + (Qn—? + 2Qn—1)2 =2 Qi—2 + 16Qi—1 + (Qn—Q + 2Qn—1)4
— —
Zan=>5]je

(QF +4Q% +Q3)* = (7 +4- 177 +417)°
= 8328996 = 2(7* + 16 - 17* + 41%)
= 2(Q3 + 16Q1 + Qs).

]

Dokaz Candidovog identiteta. Koristimo tzv. dokaz bez rijeci prikazan na
slici 7. ]
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(z+y)*

(z+y)*

a2 yz a2 2ry yz_ o2 2xy y?

Slika 7: Vizualna interpretacija Candidovog identiteta
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5 Pellovi i neki poznati brojevi

U ovom poglavlju éemo povezati Pellove brojeve s Pitagorinim trojkama i
figurativnim brojevima. Navest ¢emo samo kljucne korake za dokaz nekih
tvrdnji jer su tehnicki zahtjevne i nadilaze podrucje ovog rada.

5.1 Pitagorine trojke

Pitagorin trokut je pravokutan trokut ¢ije su duljine stranica prirodni brojevi.
Ako su a, b katete, a ¢ hipotenuza Pitagorinog trokuta, tada vrijedi

a®+b* =2
Uredenu trojku (a, b, ¢) nazivamo Pitagorina trojka. Ako su brojevi a,b i ¢
relativno prosti, kazemo da je (a, b, ¢) primitivna Pitagorina trojka.

Teorem 5.1. Neka je b paran broj. Sve primitivne Pitagorine trojke (a, b, c)
su zadane formulama:

a=a*—y% b=2xy, c=az>+%
gdje su x,y relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosti © x > y.

Koriste¢i ve¢ dokazane identitete, prikazat ¢emo primitivne Pitagorine
trojke pomoc¢u Pellovih brojeva. Iz identiteta (10) i (11) znamo da vrijedi:

2Q2np2n = P4n7
Neka su x = Qg, 1 y = Ps,. Brojevi Py, i (Q2, su razlicite parnosti i vrijedi
Qaon > Py,. Kako iz (12) vrijedi (Ps,, Q2,) = 1, tada je 2zy = Py,. Nadalje,

kako je
2 — = P22n +1

te
2 +y* =Q5, + Py, = (2P, +1) + Py, = 3P;, + 1,
slijedi da je

primitivna Pitagorina trojka.
Na primjer, za n = 2 dobivamo primitivnu Pitagorinu trojku

(P, P? +1,3P% + 1) = (408, 145, 433),

a pripadni z 1y iz teorema 5.1 suz = Q, =171y = Py = 12,(P;,Q4) = 1.
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5.2 Trokutasti brojevi

Poligonalni brojevi su pozitivni cijeli brojevi koji se u ravnini mogu prikazati
pravilnim n-terokutima pri ¢emu je n > 3 (slika 8').

@
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© 006 000 000
@00 000 OCO00C 0000O®
1

3 6 10 15

0000
e®® 0O0QO

00 086 0000

@ 00 @00 0000

1 4 9 16
@,ﬁﬁﬁg
"o %
O OO C X X ]
1 5 12

Slika 8: Trokutasti, kvadratni i peterokutni brojevi

Trokutasti brojevi su najjednostavniji poligonalni brojevi koje u ravnini
prikazujemo tockama rasporedenim u obliku trokuta.

Definicija 5.2. Za n € N n-ti trokutasti broj T,, jednak je zbroju prvih n
prirodnih brojeva.
Ocito je
n(n+1)
2
Prvih nekoliko trokutastih brojeva je 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... Ocito je
P, =17 =1 no pokazuje se da je to i jedini trokutasti Pellov broj. Kako je

T, = , neN.

1
m(m2+ ) _p

ekvivalentno s
(2m +1)> =8P, + 1,

slijedi da se problem svodi na karakterizaciju od n za koji je 8P, + 1 potpuni
kvadrat.

!Slika je preuzeta iz [1]
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Teorem 5.3. Pellov broj P, je trokutast ako v samo ako jen =1

U ovom radu neé¢emo dokazati teorem 5.3, no dokaz mozemo pronaci u
[4] (str. 138.-140.). Dokaz slijedi iz sljedec¢ih identiteta s Pellovim i Pell-
Lucasovim brojevima:

e Poin=2P,Q,— (—1)"Pp_n

o Py = Po(2Q0)(2Q20)(2Qun), - - -, (2Q2:-1,)
o Q) =2P7+(-1)"

o Qo =20Q; — (—1)".

te svojstava Jacobijevog simbola.

5.3 Peterokutni brojevi

Peterokutni brojevi su pozitivni cijeli brojevi koje mozemo u ravnini prikazati
pravilnim peterokutima.

Definicija 5.4. Za n € N n-ti peterokutni broj p,, jednak je
Pn=1+44+T7+--+(3n—2).

Kako je ocito

pn = 3T, — 2n,
slijedi
3n—1

Prvih nekoliko peterokutnih brojeva su 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, ... Mozemo
primijetiti da su ¢etiri medu navedenim ujedno i Pellovi brojevi: 1,5, 12, 70.
Pokazuje se da su to i jedini Pellovi peterokutni brojevi.lz
3m—1
m( 7721 ) _p.

mnozenjem s 24 slijedi
36m* — 12m = 24P,

te
(6m —1)* = 24P, + 1.

Problem se sada svodi na karakterizaciju prirodnih brojeva n za koje je 24 P,+
1 potpuni kvadrat (v. [4] str. 141.-143.).

Teorem 5.5 (Teorem 7.2. iz [4]). Pellov broj P, je peterokutan broj ako i
samo ako jen =1,3,4 ili 6.
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5.4 Sedmerokutni brojevi

Sedmerokutni brojevi su poligonalni brojevi koje u ravnini mozemo prikazati
pravilnim sedmerokutima.

Definicija 5.6. Za n € N n-ti sedmerokutni broj S, jednak je

Sp=1464+11+16+---+ (5n —4).

Slika 9: Sedmerokutni brojevi (preuzeto iz [7])

Prvih nekoliko sedmerokutnih brojeva 1, 7, 18, 34, 55, 81, 112, ... Iz
prethodne definicije mozemo zakljuciti da je

Sp = 5T, — 4n,
pa je
n(bn — 3)
Sp=——".
2
Zelimo odrediti m,n € N za koje je
m(577; —3) _p.

MnozZenjem prethodne relacije s 40 dobivamo
100m?* — 60m = 40P,

odnosno
(10m — 3)* = 40P, + 9.

Dakle, P, je sedmerokutan broj ako i samo ako je 40P, + 9 potpuni
kvadrat, a to vrijedi samo za n = 1.

Teorem 5.7. Pellov broj P, je sedmerokutan ako i samo ako je n = 1.
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Teorem ne¢emo u potpunosti dokazati. Koristit ¢emo samo korolar i lemu
iz koje dokaz direktno slijedi. U [4] (str. 146. i 147.) moze se pronadi detaljan
dokaz.

Korolar 5.8. Neka je n = 0,+1 ili 6 (mod 2% - 5% - 7?). Tada je 40P, + 9
potpun kvadrat ako © samo ako je n = 0,+1 li 6.

Lema 5.9. Neka je n # 0,41 ili 6 (mod 22 - 53 - 7%). Tada 40P, + 9 nije
potpun kvadrat.

Skica dokaza teorema 5.7. 1z 5.8 1 5.9 mozemo zakljuciti da je 40P, + 9 pot-
puni kvadrat ako i samo ako je n = 0,+£1 ili 6. Budu¢i da je n > 1, n ne
moze biti —1 ili 0. Za n = 6 imamo

40P, +9=40P; +9=40-70+9 = 53%

Stoga mora vrijediti

53% = (10m — 3)*,m > 1. (36)
Rjesavajuéi (36) dobijemo m = —5 §to ne moze biti. Zakljucujemo da je
n = 1, odnosno P; je jedini sedmerokutan Pellov broj. O
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Sazetak

Niz Pellovih brojeva zadan je pocetnim uvjetima P, = 1, P, = 2, te rekur-
zivnom relacijom P, = 2P, 1 + P,_s,n > 3. Uz definiciju Pellovih brojeva,
u radu su definirani i Pell-Lucasovi brojevi koji su s njima usko povezani.
Navedena su razlicita svojstva i identiteti s Pellovim i Pell-Lucasovima bro-
jevima, kao i najvazniji dokazi istih. Pellovi brojevi vezu se i uz Pellovu jed-
nadzbu 22 — 2y = 1 te uz racionalne aproksimacije v/2. U radu su opisane
i neke trokutaste sheme s Pellovim brojevima te njihova veza s Pitagorinim
trojkama i poligonalnim brojevima.
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Summary

The Pell numbers sequence is defined with initial conditions: P, =1, P, = 2
and by the recurrence relation P, = 2P, 1 + P,_3,n > 3. Since they are
closely related to Pell numbers, Pell-Lucas numbers are defined in this thesis.
We showed the properties and identities of both Pell and Pell-Lucas numbers
as proofs of the most important ones. Pell numbers are in close relation with
Pell’s equation 22 —2y% = 1, and we stated the relation between Pell numbers
and approximation of v/2. We described some triangular schemes with Pell’s
numbers and stated the relation between Pell numbers, Pythagorean triplets,
and polygonal numbers.
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