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Uvod

Sazimajuce ocitavanje je uzbudljivo, brzo rastuce podrucje koje je pronaslo veliku pri-
mjenu u elektrotehnici, primjenjenoj matematici, statistici, strojnom ucenju i raCunarstvu.
Podrucje je bazirano na rezultatu objavljenom 2004. godine koji su objavili Emmanuel
Candes, Justin Romberg, Terence Tao 1 David Donoho. Nakon objave tog rada [5] doslo
je do velikog broja novih rezultata kako prakti¢nih tako i teorijskih. Ideja ovog rada je
objasniti problem sazimajuceg ocCitavanja, uvesti potrebne pojmove te najvaznije rezultate.
Nakon toga ¢emo implementirati sustav za prepoznavanje lica koristeci razvijenu teoriju
sazimajuceg ocitavanja.

U prvom poglavlju obradit éemo uvodni dio u saZimajuée ocitavanje gdje ¢emo pre-
cizno definirati sve pojmove koji se pojavljuju u teoriji i opisati polazni problem te potrebne
uvjete kada ima smisla koristiti teoriju saZimajuéeg oCitavanja.

U drugom poglavlju opisati ¢emo nekoliko algoritama pomocu kojih na efikasan nacin
rjeSavamo problem, takoder ¢emo za svaki nabrojati neke prednosti i nedostatke te dati
primjere situacija u kojim je svaki od njih najbolje koristiti.

U trecem poglavlju dajemo jedan od mnogih primjera problema gdje koristimo teoriju
sazimajuceg oCitavanja. Uz neke prirodne pretpostavke, problem klasifikacije svodimo
na problem sazimajuceg ocitavanja, posebno koristimo neke od algoritama iz prethodnog
poglavlja pri samoj klasifikaciji.

U Cetvrtom poglavlju opisujemo implementaciju jednog sustava za klasifikaciju koji
je osnovan na teoriji sazimajuceg ocCitavanja. Specificno, implementirati ¢emo sustav za
prepoznavanje lica.






Poglavlje 1

Uvod u sazimajuce ocCitavanje

1.1 Uvod

Cesto u obradi signala ili slika dolazimo do problema gdje Zelimo rekonstruirati signal iz
izmjerenih podataka. Kada je proces prikupljanja informacija linearan, problem se svodi
na rjeSavanje linearnog sustava jednadzbi. Matematicki, na taj poblem mozemo gledati
tako da izmjerene podatke promatramo kao vektor y € C™ a originalan signal koji mjerimo
kao vektor x € CV pa zapravo imamo sustav jednadZbi:

Ax =y. (1.1)

Matrica A € C™¥ predstavlja model linearnih mjerenja procesa. Kada bi bez dodatnih
pretpostavki o vektoru x pokusSali rijeSiti sustav (1.1) za broj mjerenja m morali bi pretpos-
taviti da je vedi ili jednak od N (broju komponenata od x). Ta Cinjenica zapravo je osnova
velikog broja uredaja za mjerenje kao radar, uredaji za medicinsko snimanje 1 uredaji za
mobilnu komunikaciju. Pa tako vrijedi da ako je m < N bez dodatnih pretpostavki o x ne
mozZemo iz jednadZbe (1.1) rekonstruirati x.

Medutim uz dodatnu pretpostavku da je vektor x u (1.1) rijedak dobivamo nove, blaze
uvjete na m za koje ¢e sustav imati rjeSenje. Podrucje istraZivanja povezano s ovim feno-
menom postalo je poznato kao sazimajuce ocitavanje.

Za vektor x kaZzemo da je rijedak ako je vecina njegovih komponenti jednaka nuli.
Mnogo signala koje promatramo su kompresibilni u smislu da ih moZemo dobro aprok-
simirati rijetkim signalima, Cesto je signal rijedak u nekoj specijalnoj bazi, ali to nam ne
predstavlja problem. Veliki broj tehnika kompresiranja oslanjaju se na rijetkost signala,
neke od njih su JPEG, MPEG i MP3. Na primjer JPEG se oslanja na rijetkost uslikanih
slika u bazi diskretne valicke transformacije (BDVT) i ostvaraje saZimanje tako da sprema
samo najvece koeficijente u zapisima signala u bazi. Za primjer imamo sliku 1.1
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4 POGLAVLJE 1. UVOD U SAZIMAJUCE OCITAVANJE

(a) prikaz slike u kanonskoj bazi (b) prikaz slike u BDVT bazi

Slika 1.1: Veliki koeficijenti oznaceni su sa svijetlim pikselima, dok su mali sa tamnijim
pikselima. 1z slika je ocito kako je slika prikazana u (b) rijetka.

Glavno pitanje je na koji nain mozemo iskoristiti ¢injenicu da je vektor x rijedak, a cilj
nam je smanyjiti broj mjerenja m $to viSe. To je zapravo osnovni cilj sazimajuceg ocitavanja.
Potrebno je naglasiti da je najteze odrediti koje su komponente vektora x razli¢ite od nule,
inace bi samo reducirali matricu A na stupce ¢iji indeksi odgovaraju indeksima komponenti
razlicitih od nule u vektoru x.

Bududi da je broj komponenti razli€itih od nule signala kojeg moZemo saZeti puno ma-
nji od duljine signala N, intuitivno e i potreban broj mjerenja signala biti manji. Kada
promatramo problem sazimajuéeg oCitavanja gdje pokuSavamo rekonstruirati rijedak vek-
tor x € CV s neodredenim mjerenjem y = Ax € C", m < N, postavljamo si dva pitanja:

e Za koje matrice A € C™ postoji rjeSenje?
o Ako rjeSenje postoji, kakve efikasne algoritme imamo za rekonstruiranje vektora x?

Prije nego §to odgovorimo na sva pitanja, potrebno je precizno definirati neke od poj-
mova koje smo do sad spomenuli.

Rijetkost

Zelimo precizno definirati pojam rijetkog vektora koji smo do sada koristili. Cesto éemo
koristiti skup od prvih N prirodnih brojeva pa zato uvodimo oznaku [N] koja oznacava
skup {1, 2, ..., N}.

Definicija 1.1.1. Oslonac vektora x € CN je skup indeksa u kojima je komponenta od x
razlicita od nule, odnosno:

supp(x) := {j € [N] | x; # O}
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Definicija 1.1.2. Neka je x = (xy, x3, ..., X,) € C". Definiramo preslikavangje ||-||p : C* - N
dano s:
lIxllo = #(supp(x)) za svaki x € CV.

Drugim rijeCima, ||x]|p oznacava broj komponenti od x razli€itih od nule.

Definicija 1.1.3. Za vektor x € C" kaZemo da je s-rijedak ako ima najvise s elemenata
razlicitih od nule, odnosno ako vrijedi:

lixllo < s.

1.2 Minimalan broj mjerenja

Sad kada imamo precizno definiran pojam s-rijetkog vektora, moZemo preci na problem
odredivanja minimalnog broja mjerenja koji intuitivno ovisi o rijetkosti vektora x € CV i
eventualno o dimenziji N vektorskog prostora u kojem se x nalazi. Problem sazimajuceg
ocitavanja svodi se na problem rekonstruiranja s-rijetkog vektora x € CV iz jednadZzbe:

y = Ax,

gdje je A € C™V matrica mjerenja. Ako je m < N taj sustavi linearnih jednadZzbi je
neodreden, odnosno ne mora imati jedinstveno rjeSenje, ali ako pretpostavimo da je vektor
x rijedak to nam moZe pomoc¢i pri rjeSavanju sustava. U ovom potpoglavlju odrediti ¢emo
minimalan broj linearnih mjerenja m za koje moZemo egzaktno rekonstruirati s-rijedak
vektor x pomocu tih mjerenja. Prije nego dokaZemo nuzne i dovoljne uvjete za m, uvodimo
jos nekoliko oznaka:

e Ag koja za matricu A € C™ i skup S C [N] oznaava podmatricu od A koja se

sastoji samo od stupaca €iji indeks se nalazi u S.

e Na sli¢an nacin za x € C" uvodimo oznaku xs $to ovisno o kontekstu oznadava ili
podvektor u C*®) ¢&ije su komponente redom komponente od vektora x ¢iji indeksi
se nalaze u §, ili oznaCava vektor koji u komponentama ¢iji indeksi se nalaze u

S identi¢an vektoru x, a u svim ostalima ima vrijednost nula, odnosno za i € [N]
vrijedi:
Xi i€ S,
Xg); = .
( S)t { 0 i ¢ S

Sljededi teorem govori nam o uvjetima koje mora zadovoljavati matrica mjerenja A za koju
ée sustav uvijek imati jedinstveno rjeenje uz dodatnu pretpostavku da je x € CV s-rijedak.

Teorem 1.2.1. Za zadanu matricu A € C™, sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
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(i) Svaki s-rijedak vektor x € CN ima jedinstveno s-rijetko rijeSenje za Az = Ax od-
nosno, ako je Az = Ax i vrijedi da su x i z s-rijetki, tada vrijedi i x = z.

(i) Ker A ne sadrZi nijedan 2s-rijedak vektor osim nul vektora, odnosno KerA N {z €
CV | lzllo < 2s} = {0}.

(iii) Za svaki S C [N] takav da vrijedi #(S) < 2s, podmatrica Ay je injekcija sa C*S) na
cm.

(iv) Svaki podskup od 2s stupaca iz A je linearno nezavisan.

Dokaz. (i) = (ii) Pretpostavimo da za svaki s-rijedak vektor x € CY imamo {z € CV |
Az = Ax,|lzllo < s} = {x}. Neka je v € Ker A 2s-rijedak. MoZemo zapisati v = x — 7 za
s-rijetke vektore x 1 z takve da je supp(x) N supp(z) = @. Tada je Av = A(x —z) = O paje
1 Ax = Az, po pretpostavci vrijedi x = z. 1z supp(x) N supp(z) = @ slijedidaje x =z =10
dakle slijedi v = 0

(i) = (i) Neka su x 1 z s-rijetki i vrijedi Ax = Az. Tada je x — z 2s-rijedak vektor i
A(x—z) = 0. Ako jezgra ne sadrZi nijedan 2s-rijedak vektor razli¢it od nule, tada slijedi da
je x —z =01z Cega slijedi x = z.

(ii) = (iii) Pretpostavimo suprotno, neka Ker A ne sadrZi nijedan 2s-rijedak vektor
osim nul vektora i da za neki § C [N] podmatrica As nije injekcija. Tada postoje x,y €
C*S) takvi da vrijedi x # yi Ax = Ay, iz Cega slijedi da je Agx — Agy = Ag(x —y) = 0. Oz-
nacimo vektor z = x—y # 0, za proSireni vektor zg o€ito vrijedi: zg # 0,]|zllp < 2s,Azs =0,
Sto je u kontradikciji s pocetnom pretpostavkom

(iii) = (iv) Pretpostavimo suprotno, neka za svaki § C [N] takav da #(§) < 2§
vrijedi da je Ag injekcija i da postoji neki podskup indeksa S od 2s ¢lanova takav da je
skup stupaca V = {v; | v; je i-ti stupac od A,i € S} linearno zavisan. Kada bi taj skup bio
linearno zavisan iz definicije linearne zavisnosti dobili bi koeficijente pomocu kojih tvo-
rimo vektor z # 0 za kojeg e vrijediti da je Agz = 0 Sto je u kontradikciji s pretpostavkom
da je Ag injekcija.

(iv) = (ii) Kada bi svaka 2s stupca u A bili linearno nezavisni, jezgra od A ne bi
sadrzavala niti jedan 2s-rijedak vektor osim nul vektora, u suprotnom kad bi postojao neki
2s-rijedak vektor x u jezgri razlicit od nul vektora bi skup stupaca od A kojima indeksi od-
govaraju pripadaju¢im indeksima unutar S = supp(x) imali svojstvo da je Agxs = 0. Kako
je xs razlicit od 0 o€ito bi i stupci bili linearno zavisni pa dolazimo do kontradikcije. O

Iz prethodnog teorema vidimo da ako je moguce rekonstruirati svaki s-rijedak vektor
x € CV iz izmjerenog vektora y = Ax € C™, tada oCito vrijedi (i), ali i po prethodnom
teoremu, vrijedi i (iv). OCito slijedi i da je rang(A) > 2s, uz ve¢ poznatu ogradu rang(A) <
m dobijamo donju ogradu za broj mjerenja m:

m>2s.
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Zapravo moZemo dokazati i jacu tvrdnju. Dovoljno nam je to¢no m = 2s mjerenja kako bi
mogli rekonstruirati s-rijedak vektor. Dokaz kako uvijek moZemo pronaéi matricu mjerenja
A € C?>N koja zadovoljava uvjete teorema 1.2.1 moZe se pronaéi u [7].

Iako imamo dovoljan uvjet koji nam govori kada polazni sustav ima jedinstveno rjese-
nje, nemamo efektivan algoritam koji ¢e nam egzaktno rekonstruirati x. Stovi§e moZemo
dokazati da je taj problem NP-tezak. Dokaz za tu tvrdnju moZe se pronaci u [7].






Poglavlje 2

Algoritmi rekonstrukcije rijetkog
signala

U ovom poglavlju pokriti éemo dvije najraSirenije familije algoritama za rjeSavanje pro-
blema rekonstrukcije rijetkog signala x. Formalno, za A € C™" iy € C™ Zelimo rekons-
truirati rijedak signal x € C iz sustava jednadzbi:

Ax =y. (2.1)

Prvo ¢emo opisati dvije najraSirenije familije algoritama: algoritmi /; minimizacije i
pohlepni algoritmi, za svaki ¢emo dati barem jedan konkretan primjer algoritma i neke od
njih implementirati kao glavnu komponentu u sustavu prepoznavanja lica.

2.1 [, minimizacija

Ako imamo izmjereni vektor y i poznatu ¢injenicu da je originalan vektor x rijedak, idealno
bi bilo kad bi postojao efikasan algoritam koji rjeSava sljedeci problem optimizacije

X = arg min|[]lo, (2.2)
z€B(y)
gdje B(y) oznacava skup rjesenja koji su nam prihvatljivi. Ako na primjer trazimo egzaktna
rjeSenja, tada je B(y) = {z | Az = y}. Ono Sto se u praksi ¢esce koristi je B(y) = {z |
IAz — y|l» < €} za neki € € R.

Napomena 2.1.1. U (2.2) imamo inicijalnu pretpostavku da je vektor x rijedak u kanon-
skoj bazi, ali cesto promatramo slucaje kada je x rijedak u nekoj drugoj bazi, odnosno za
matricu prijelaza © vrijedi x = ®c, gdje je c rijedak vektor, uz malu modifikaciju problema

9



10 POGLAVLIJE 2. ALGORITMI REKONSTRUKCIJE RIJETKOG SIGNALA

(2.2) imamo
¢ = arg minl|zl|o (2.3)
z€B(y)

gdje je B(y) = {z | ADz = y}ili B(y) = {z | |A®z —yll» < €}. Ako uvedemo oznaku

A = A® vidi se da su problemi (2.2) i (2.3) zapravo identicni i u ovom radu ¢emo uvijek
pretpostavljati da je vektor x rijedak u kanonskoj bazi, odnosno ® = I.

No kako smo zakljucili na kraju prethodnog poglavlja, mi zapravo nemamo efikasan
algoritam za rjeSavanje (2.2). On je opéenito za matrice A NP-tezZak [7].

Jedan nacin da si olakSamo inicijalan problem (2.2) je umjesto da minimiziramo po
nekonveksnoj funkciji ||-||p, zamijenimo ju sa njenom konveksnom aproksimacijom ||-||;.
Drugim rijeCima promatramo novi problem:

X = arg min||z[};. (2.4)
Z€B(y)
Ako je B(y) konveksan skup, postoji dobro razvijena teorija van okvira saZimajuceg ocita-
vanja koja se bavi rjeSavanjem tog problema. Posebno ako je B(y) = {z | Az = y}, na (2.4)
mozemo gledati kao problem linearnog programiranja.

Jasno je da promatranjem (2.4) umjesto (2.2) imamo problem za koji postoje efektivni
algoritmi koji ga rijeSavaju, ali mozda nije ocito za$to bi /; minimizacijom dobili vektor x
koji je rijedak. Slika 2.1 nam daje intuiciju zaSto za p < 1, [, minimizacijom dobivamo
rijetka rjeSenja. Vidimo da za sve manji p vrhovi kugla su sve oStriji prema koordinatnim
osima i povecavanjem radijusa kugle velika je vjerojatnos da ¢emo s kuglom dodirnuti
skup rjeSenja nekom tockom kugle koja se nalazi na koordinatnoj osi. Vise o tome zaSto /,
minimizacija potice rijetkost moze se pronaci u [5].

Problem (2.4) moZemo rijesiti kao problem linearnog programiranja s visokom preciz-
no$éu koriste¢i metodu unutrasnje tocke [17], ali on nam nije dovoljno dobar za velike
dimenzije m vektora y jer se svaka iteracija odvija u kubnom vremenu ovisno o m. Kako
se razvija potreba za koriStenje tehnika sazimajuceg ocitavanja tako se razvijaju i brzi al-
goritmi za problem /; minimizacije s neSto manjom preciznosScu.

Opisati ¢emo jedan algoritam /; minimizacije koji se ¢esto koristi u sazZimaju¢em oci-
tavanju i implementirati ga u sustav za prepoznavanje lica.

ProSireni Lagrangeov Multiplikator

ProSireni Lagrangeov Multiplikator (PLM) algoritam se koristi u sustavima za prepozna-
vanje lica jer on osim §to minimizira vektor x, ujedno minimizira i gresku e §to je korisno
jer u vecini sluc¢ajeva ne moZemo dobiti egzaktno rjeSenje u takvim sustavima pa imamo
problem koji se malo razlikuje od standardnog. Zelimo pronaéi rjeSenje jednadzbe:
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Slika 2.1: Prikazane su tocke s najmanjom normom koje pripadaju nekom skupu za raz-
licite [, norme. Plava linija prikazuje rjeSenja nekog neodredenog sustava jednadzbi, a
crvene krivulje najmanje kugle p norme koji dodiruje skup rjeSenja

min (||x||; + |le]l;) tako da vrijediy = Ax + e. (2.5)

Algoritam se oslanja na metodu Lagrangeovih multiplikatora [3], ali i koristi ubrzani gra-
dijentni algoritam [2] za rjeSavanje potproblema. Uz to koristi 1 neke osnovne rezultate
teorije /; minimizacije.

Jedno od kljucnih svojstava /; norme koje nam daje mnoge efikasne algoritme je Sto
imamo efikasno rjeSenje za problem proksimalne minimizacije:

) 1
§ale] = arg min Alely + Slle - 2l

c

gdje suc,z € R"1 4 > 0. Lako se pokaZe da rjeSenje problema proksimalne minimizacije
nad R dobijemo pozivom funkcije mekog praga, koja je za skalar z € R definirana kao:

z—A, 7> A4,
Salzl =< z+4, z<-4, (2.6)
0, lz| < A
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Funkcija se proSiruje na vektore i matrice tako $to se primjenjuje po elementima (u al-
goritmu 1 funkciju mekog praga oznaCavamo sa shrink). Jednostavna je za implementirat,
izvodi se u linearnom vremenu i korak je u mnogim algoritmima za /; minimizaciju. PLM
se u vise koraka iteracije oslanja na funkciju mekog praga.

Metoda Lagrangeovih multiplikatora je popularan alat u konveksnoj optimizaciji, os-
novna ideja je eliminirati uvjete jednakosti dodavanjem pripadne kazne funkciji cilja za
nedostizne toc¢ke. Ideja je da rijeSimo novi problem bez uvjeta jednakosti za koji imamo
algoritme koji ga efikasno rjeSavaju. Za na$§ problem formiramo Lagrangeovu funkciju na
sljede¢i nacin:

u
Ly(x,e,v) = ||xll; + llelli + v,y —Ax—e) + Elly —Ax—el}}

gdje je u > 01 v je vektor Lagrangeovih multiplikatora. Lagrangeova funkcija je konveksna
u c i e 1 ako imamo optimalno rjeSenje (c*, e*) za originalan problem (2.5) tada za dovoljno
velik parametar u postoji v* takav da vrijedi:

(x*,e") = argmin L, (x,e, V")
c,e
Problem je naravno §to nam a priori nisu poznati v* i . To rijeSavamo tako Sto v* iterativno
racunamo zajedno sa x i e, a u monotono povecavamo na kraju svake iteracije. Tako u k+ 1
iteraciji PLM algoritma racunamo:

al‘g min L,uk (.X, e, Vk) >

X,e

Vi + ik ( — AXpy1 — €xi1) -

Koriste¢i metodu alternirajucih smjerova multiplikatora [9], prethodnu iteraciju moZemo
zapisati kao:

(Xk+15 €x+1)

Vi+1

€rs] = arg min L, (xz, e, i),
e
Xep1 = argmin Ly, (X, €1, Vi),
X
Viel = Vit e (Y — AXpgr — €xi) -

Koristeci definiciju funkcije L, lako se pokaze da vrijedi:

1
er1 =51 [—vk +y —Axk] .
Hk l’tk

Nazalost za raCunanje izraza x;,; nemamo zatvorenu formulu. Ali koriste¢i Cinjenicu
da se L,(x, ex+1, i) moZe rastaviti kao suma dvije funkcije: ||x|[; + llexs1lli + (v, y — Ac —e)

koja je konveksna i neprekidna u x i funkciju '%Hy - Ax — €||§ koja je konveksna, pripada

klasi C* i ima Lipschitz neprekidan gradijent, moZemo koristiti FISTA [2] algoritam kako
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bi efikasno izracunali x;,;. U pseudokodu PLM algoritma 1 u unutra$njoj petlji vidimo
kako koristimo FISTA algoritam pri raCunanju izraza x;,;, gdje nam 7y oznacava najvecu
svojstvenu vrijednost matrice ATA. Iako se algoritam sastoji od dvije petlje, prosjecno
vrijeme izvrSavanja algoritma nije veliko jer u praksi unutarnja petlja konvergira nakon
nekoliko iteracija.

Algorithm 1 ProSireni Lagrangeov Multiplikator (PLM)
Input: y e R", A € R™",
Initilize: x; =0,e; =y,v; =0
while not converged (k =1, 2, ...) do

exy1 < shrink(y — Axy + —vi, —)
He Mk
I ,21 < Xk, Wy < X

while not converged (I = 1,2, ...) do

1 1 1
w1 < shrink (z[ + —AT (y — Az — ey + _Vk) ) —)
Y Mk

1 Hiy
t1h1 < 5(1 + 1[1 +4tl2)

-1
sl < Wit + — (Wi —wy)
. tl+1
end while

Xk+1 << Wi

Viel < Vi + e (v — AXpy1 — €g41)
end while
Output x* « x, e « ¢y,

2.2 Pohlepni algoritmi

Sazimajuce ocitavanje Cesto je sinonim za /; optimizaciju, ali kada odabiremo algoritam
za rjeSavanje nekog specificnog problema moramo procijeniti koja svojstva Zelimo da al-
goritam ima te odrediti koji je optimalan. Neka od svojstava koja nas Cesto zanimaju su
brzina, prostorna sloZenost, teZina implementacije i fleksibilnost. Za primjer dajemo neke
od alternativnih algoritama koji su brzi od algoritama /; minimizacije, ali imaju slabiju
teorijsku preciznost.

U ovom potpoglavlju promatramo pohlepne algoritme za rekonstrukciju signala x iz
jednadzbe (2.2). Takve metode moZemo definirati kao skup metoda gdje iterativno konstru-
iramo aproksimaciju od x poc€evsi od nul-vektora. Ovim metodama pokuSavamo odrediti
skup indeksa komponenata u kojima je x razli¢it od nule tako Sto iterativno dodajemo novu
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komponentu za koju smatramo da je razliita od nule. Uz pohlepnu selekciju jo§ radimo
1 korak procjene gdje optimiziramo same vrijednosti komponenti za koje smatramo da su
razli¢ite od nule. Ove metode nam Cesto daju vrlo brze algoritme koje mozemo koristiti
za probleme s velikim dimenzijama m i N, ali teorijske performanse su u vecini slucajeva
slabije nego za neke druge metode.

Prije nego opiSemo neke konkretne pohlepne algoritme, prvo ¢emo opisati fundemen-
talne korake koje imaju svi pohlepni algoritmi u okviru sazimajuceg oCitavanja. Opcenito
u ovim metodama na pocetku inicijaliziramo aproksimaciju vektora x sa X, = 0, pocetni
ostatak sa 7y = y — AXy = y 1 skup oslonaca (skup indeksa elemenata od x koji su razliciti
od nule) sa Ty = @. Glavna ideja ovih algoritama je da nakon svake iteracije na neki nacin
dodajemo novi element u skup oslonaca 7' i dajemo novu, bolju aproksimaciju X takav da
je supp(X) = T dok same vrijednosti elemenata ovise o konkretnom algoritmu. Na kraju
svake iteracije aZuriramo i ostatak r.

Za prvi primjer dajemo jedan od najjednostavnijih algoritama iz familije pohlepnih
algoritama - Matching Pursuit (MP).

Algorithm 2 Matching Pursuit (MP)

Input: y e R", A e R™" ke N
Initilize: ro=y,% =0,T) =@
fori=1,i:=i+1,i<kdo

gi— ATr

ji e arg max; |g;| /14;l2

T T,V

(£, — G, + || /1413

ri=rio— (8 * A /IIAG I
end for
Output

U MP algoritmu aproksimaciju x raunamo postepeno tako Sto prvo odabiremo jedan
stupac matrice A i u svakoj iteraciji mijenjamo samo koeficijent unutar vektora x koji od-
govara odabranom stupcu matrice. Koeficijent komponente aZuriramo formulom:

(£, = sGi-1);, + (8] /A1 2.7)

koja minimizira funkciju cilja ||y — A)Acillg gdje je jedino dozvoljeno mijenjati komponentu
s indeksom j koju smo odredili na poCetku iteracije. Oznaka A; u formuli (2.7) i u ostatku
ovog poglavlja oznaCava j-ti stupac matrice A. VaZno je napomenuti da je u MP algoritmu
dozvoljeno vise puta odabrati isti indeks stupca j matrice A ako ¢emo aZuriranjem pripada-
juc¢e komponente pohlepno dobiti najbolju moguéu aproksimaciju vektora x. Jedno snazno
svojstvo ovog algoritma je da ||r;||, linearno konvergira u nulu kad stupci od A razapinju
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R™, dokaz za tu tvrdnju moZe se pronaci u [14]. Ali u praksi ¢eSce algoritam zavrSavamo
nakon k broja iteracija ili ako nakon neke iteracije norma ostatka dovoljno mala, odnosno
ako vrijedi ||r;]|, < € zaneki € € R.

Za svaku iteraciju algoritma MP potrebno je izvrSiti matri¢no mnoZenje s matricom A7,
to je korak koji najviSe utjeCe na kompleksnost algoritma. Iz tog razloga MP se najcesce
koristi za matrice gdje su stupci od matrice A rijetki. Za takve matrice imamo iznimno brze
implementacije algoritma MP [11].

Algorithm 3 Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

In ye R", A e R™ keN
Initilize: n=y, )?0 =0, TO =0
fori=1,i:=i+1,i<kdo

gi—Alriy
Ji < arg max;|(g);| /A1l
T TV
% & arg minly - Arzll
ri=y—A%;

end for

Output x;

Nesto sloZeniji algoritam od prethodnog je Orthogonal Matching Pursuit (OMP). U
OMP-u nakon svake iteracije algoritma dobivamo aproksimaciju X koja je ortogonalna na
sve stupce iz A ¢iji indeksi se nalaze u skupu oslonaca T za tu iteraciju algoritma, upravo
po tom svojstvu algoritam dobiva i ime. Tako osiguravamo da na kraju svake iteracije OMP
algoritam minimzira ||y — AX||, za sve X tako da vrijedi supp(x) € T (2.8). Najveca razlika
u odnosu na MP algoritam je Sto u koraku minimizacije aZuriramo sve komponente od X
¢iji indeksi se nalaze unutar T, a ne samo komponentu ¢iji indeks smo odabrali na pocetku
iteracije. Bas zbog toga, u OMP algoritmu nikada u pocetku iteracije ne odabiremo indeks
koji se ve¢ nalazi u skupu oslonaca T, dakle

xg, = argmin|ly — Ar,z7,|[3. (2.8)
1

Za opcenite matrice A, kao i u MP algoritmu vremenskoj sloZenosti najviSe doprinosi
mnozenje vektora i matrice, ali u praksi se algoritam primjenjuje za matrice gdje se taj
korak moZe implementirati na efikasan nacin. Zapravo u praksi kritina tocka algoritma je
ortogonalizacija (2.8) odnosno problem najmanjih kvadrata koji rjeSavamo QR faktoriza-
cijom [19] ili Cholesky faktorizacijom [18]. lako je OMP algoritam vremenski sloZeniji od
MP algoritma, u praksi ima znatno bolje performanse, posebno u kontekstu sazimajuceg

ocitavanja.
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Dva su glavna problema sa primjenom OMP algoritma za velike matrice A. Prvi je Sto
je prostorna i vremenska sloZenost jedne iteracije algoritma velika i za rekreiranje jednog
vektora x algoritam ¢e imati k iteracija pa je algoritam za veliku rijetkost k nepraktican.

OMP algoritam ima razne varijacije koje pokusavaju rijesiti ova dva problema, vise o njima
nalazi se u [12] 1 [20].



Poglavlje 3

SaZzimajuce ocitavanje u sustavima za
prepoznavanje lica

U ovom poglavlju pokazujemo kako rijesiti dobro poznati problem prepoznavanja lica ko-
risteéi teoriju i algoritme saZimajuceg ocitavanja. Ovaj pristup zove se klasifikacija lica
pomocu rijetke reprezentacije (KLPRR) i1 bazira se na tome da sliku lica po kojoj radimo
upit izrazimo kao linearnu kombinaciju malog broja slika s kojima smo trenirali sustav. U
posljednjem koraku ¢emo pomocu dobivene linearne kombinacije odrediti koja osoba se
nalazi na slici.

3.1 Klasifikacija lica pomocu rijetke reprezentacije

[lustriramo osnovnu ideju iza KLPRR-a u idealnom scenariju gdje su slike koriStene za tre-
niranje i testiranje uvijek slikane u crno-bijeloj tehnici iz istog kuta za svaku osobu i jedina
znacajna razlika izmedu slika osoba je osvjetljenje. Vidjeti ¢emo kako na vrlo jednostavan
nacin problem prepoznavanja osobe moZemo postaviti kao problem rekonstruiranja signala
rijetkog vektora i rijeSiti ga pomocu prethodno opisanih algoritama.

Opcenito sustavi za prepoznavanje lica rade tako da ih prvo treniramo oznacenim sli-
kama za treniranje {¢;, /;} koje pripadaju nekima od C osoba koje ¢emo pri testiranju iden-
tficirati. Tu je ¢; € R™ vektorska reprezentacija digitalne slike, gdje je m = W x H broj
piksela slike koji ovisi o njeno Sirini W i visini H, a [; € [C] oznacava koja se osoba od njih
C se nalazi na slici i. Zadaca sustava je da za potpuno novu sliku reprezentiranu vektorom
y € R™ odredi kojoj ona osobi pripada, ili da odbije sliku ako ne pripada ni jednoj od C
osoba koje smo koristili za treniranje sustava.

Napomena 3.1.1. Kako su slike crno-bijele, vektorska reprezentacija digitalne slike je
vektor kojem je svaka komponenta prirodni broj u intervalu [0,255] i predstavlja nijansu

17
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Slika 3.1: Primjeri slika koje su koriStene pri treniranju sustava za prepoznavanje lica.

sive pojedinog piksela gdje 0 predstavlja potpuno crni piksel, a 255 potpuno bijeli piksel.

Sustavi za prepoznavanje lica koji koriste teoriju saZimajuéeg ocitavanja baziraju se na
pretpostavci da uz dovoljnu koli¢inu kvalitetnih slika s raznim osvjetljenima novu digitalnu
sliku osobe k reprezentiranu kao vektor y moZemo aproksimirati kao linearnu kombinaciju
vektora slika koje smo koristili za treniranje sustava:

y= Z ¢ix; = Orxy,
{jelNI =k}
gdje je @, € R™" matrica ¢iji su stupci svi vektori koji reprezentiraju slike osobe k koje
smo koristili pri treniranju sustava, a x; € R odgovarajuéi vektor koeficijenta linearne
kombinacije.
Naravno, pri testiranju sustava nije prethodno poznato kojoj osobi k slika pripada. Naj-
bolje $to moZemo je rijesiti sljededi sustav jednadZzbi:

y = [0, D,,..Dc]x = Ox € R”, 3.1
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gdje je x € R". Sustav ¢emo rijeSiti nekim od poznatih algoritama za rekonstrukciju rijet-
kog vektora gdje ocekujemo da ¢e ve¢ina komponenti u rjeSenju x koje su razlicite od nule
biti one koje se mnoze s pripadaju¢im stupcima iz @.
Upravo to je glavna ideja SRC-a, postavljanje problema prepoznavanja lica kao poznati
sustav jednadzbi
y = Ox,

gdje pretpostavljamo da je x rijedak vektor. Na osnovu rekonstruiranog vektora x sustav
donosi odluku koja osoba je na novoj slici (ako se na slici uopée nalazi neka od C osoba).
Ovdje zapravo mozemo i pretpostaviti koliko je x zapravo rijedak. U prosjeku ocekujemo
da ¢e ¢ njegovih komponenti biti razlicite od nule jer je toliko slika svake osobe koriSteno
pri treniranju sustava.

U praksi se rijetko dogada da su rekonstruiranom vektoru x sve komponente koje su
razli¢ite od nule vezane uz jednu osobu k pa je potreban neki algoritam koji nam govori
kada za sliku upita mozemo reci da je ona slika osobe k, a kada se radi o slici koja ne
predstavlja ni jednu od C osoba. Opisujemo jedan jednostavan algoritam koji ne ovisi o
algoritmu koji smo koristili za rekonstrukciju vektora x. Ako vektor x zapiSemo kao

T T TqT
X =[x;,%,...,xc]

te za osobu k definiramo
|1

ay = (3.2)

llxlly

i pronalaskom z € [C] takav da vrijedi

Z = arg max a,
kelC]

dobili smo osobu za koju imamo najvecu vjerojatnost da se nalazi na slici vektora y. Ko-
nacna odluka jos ovisi o tome je li zadovoljen uvjet a, > &€ za neki & € (0, 1). Ako je uvjet
zadovoljen, sustav vra¢a odgovor da se na slici vektora y nalazi osoba z, u suprotnom sus-
tav odgovara kako ne prepoznaje osobu sa slike. Neke kompleksnije metode klasifikacije
ovisne o rijetkim koeficijentima u x mogu se pronaci u [21] 1 [22].

3.2 Smanjivanje uzorkovanja (Downsampling)

Jedan problem koji nismo spomenuli je ogromna veliina podataka veéih sustava. Dimen-
zija jedne slike moZe biti u milijinuma, a potreban broj slika za treniranja sustava propor-
cionalan je sa dimenzijom slike i brojem osoba koje Zelimo dodati u sustav. Naravno, uz
vece dimenzije povecava se i vrijeme izvrSavanja algoritama za rekonstrukciju vektora. To
je problem koji se Cesto pojavljuje kada prepoznajemo uzorke nekih slika i najcesce se
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rjeSava tako $to se originalne reprezentacije slika iz R™ projiciraju u RY gdje je d < m.
Projekcijom pokuSavamo sacuvati sva vazna svojstva originalne slike.

Ne postoji jedinstvena projekcija koja je najbolja u svim slucajevima, za svaki problem
traZimo onu koja nam najvise odgovara. Ako za projekciju uzmemo neki linearni operator
A € R®™ originalan problem moZemo postaviti na sljede¢i nadin:

$:= Ay ~ ADx = Px € R%.

I tako ponovno imamo problem rekonstrukcije rijetkog signala. Pri odabiru projekcije
potrebno je paziti da ne uzmemo premalu dimenziju d jer je moguce da rjeSenje jednadzbe
A®x = ¥ ne bude jedinstveno. Iako ¢e algoritmi za rekonstrukciju rijetkog vektora uvijek
vracati jedinstveno, najrjede rjeSenje, niska dimenzionalnost vektorskog prostora sa sobom
donosi 1 odredenu nestabilnost jer uz manju dimenziju slike se ujedno i manje razlikuju
jedna od druge i tako ¢eSée dolazi do pogresne klasifikacije.

Neizbjezno je da projekcijom na manji vektorski prostor gubimo preciznost sustava,
ali uz pametan odabir matrije proekcije A, dimenzija d mozZe i dalje biti puno manja od
originalne dimenzije m uz minimalan gubitak preciznosti. Potrebno je joS naglasiti da nam
je ponekad vrlo vazna preciznost sustava, a ne brzina kojom sustav prepoznaje osobu, tada
ako imamo dovoljno memorije moZemo traZiti rjeSenje za originalan problem (3.1).
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Implementacija sustava za
prepoznavanje lica

U ovom poglavlju opisujemo postupak izrade aplikacije koja implementira sustav za pre-
poznavanje lica baziranom na teoriji saZimajuceg oCitavanja. Prvo ¢emo navesti koriStene
tehnologije pri izradi aplikacije, a zatim detaljno proci kroz korake implementacije koju
dijelimo na dva dijela:

e treniranje sustava,
e testiranje sustava.

Pri treniranju sustava cilj nam je pomocu odredenog skupa slika dobiti matricu treni-
ranja koja u klasicnom problemu rekonstrukcije rijetkog vektora (2.1) predstavlja matricu
A, ali u ovom poglavlju oznaCavamo ju sa ®@. Vektorsku reprezentaciju slike upita ozna-
¢avamo s y 1 iz jednadzbe (2.1) raCunamo rijetko rjeSenje x te pomocu njega odredujemo
koja osoba se nalazi na slici upita (ako nam je poznata).

Programski kod aplikacije napisan je u programskom jeziku Java i javno je dostupan na
GitHub repositoriju SparseRepresentationClassification [15]. Za razvoj aplikacije koriSteni
su:

Java SE Development Kit (JDK) 11 [16],

e sustav za izgradnju aplikacija Gradle 7 [1],

ND4]J biblioteka za matri¢ne operacije [4],

e razvojno okruZenje Intellij IDEA Community [10].

21
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4.1 Treniranje sustava

Baza podataka slika

Za treniranje i testiranje sustava koriStena je javno dostupna Yale B Extended baza poda-
taka [8]. U njoj se nalazi po pedeset slika lica izbliza za dvadeset razli¢itih osoba (vidi
sliku 4.1). Dimenzije svih slika su 168 x 192.

Slike su originalno preuzete kao .mat (MATLAB) datoteka u kojoj se nalazi matrica Ciji
su elementi slike, zatim su pomocu python skripte 4.1 slike izvucene iz matrice i spremljene
kao crno-bijela slika u .png formatu kako bi ih mogli koristiti u Java aplikaciji. Od ukupno
pedeset slika, trideset su koriStene za treniranje sustava, a dvadeset za testiranje.
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Slika 4.1: Na lijevoj strani nalaze se pojedine slike svih osoba u Yale B bazi podataka, a na
desnoj strani imamo sve slike jedne osobe.

Listing 4.1: extract_images.ipynb

import matplotlib.pyplot as plt
import os

import scipy.io

from skimage.transform import resize
from PIL import Image

mat = scipy.io.loadmat(os.path.join(’..’,’DATA’,’allFaces.mat’))
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X = mat[’faces’]

nfaces = mat[’nfaces’].reshape(-1)
n = mat[’n’]

int(n)

mat[’m’]

int (m)

n
m
m

nTrain = 30

nTest = 20

nPeople = 20

Train = np.zeros((X.shape[0],nTrain*nPeople))
Test = np.zeros((X.shape[0],nTest*nPeople))

for k in range(nPeople):
baseind = 0
if k > 0:
baseind = np.sum(nfaces[:k])
inds = range(baseind,baseind+nfaces[k])
Train[:,k*nTrain: (k+1)*nTrain] = X[:,inds[:nTrain]]
Test[:,k*nTest: (k+1)*nTest] = X[:,inds[nTrain: (nTrain+nTest)]]
for i in range (nTrain):
im = Image.fromarray(np.reshape(Train[:,k*nTrain + i], (m,n)).T)
im = im.convert(’L’)
im.save(’Train/train_subject_’ + str(k) + ’_sample_’ + str(i) +
".png’)
for i in range (nTest):
im = Image.fromarray(np.reshape(Test[:,k*nTest + i], (m,n)).T)
im = im.convert(’'L’)
im.save(’'Test/test_subject_’ + str(k) +
".png’)

_sample_’ + str(i) +

Smanjenje uzoraka

Iduca stavka koju je potrebno implementirati je metoda koja ¢e smanjiti dimenzije origi-
nalne slike. U ovom sustavu implementiran je jednostavan algoritam koji originalne sliku
dimenzija 168 X 192 skalira na sliku dimenzija 10 x 12 koriste¢i metodu getScaledInstance
paketa java.awt.Image. Pri pozivu metode traZimo da koristi zadani algoritam za skaliranje
gdje je nova vrijednost pojeding piksela prosjec¢na vrijednost podrucja kojeg je pokrivao
prije skaliranja.

Listing 4.2: Metoda downsampleImage
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private static BufferedImage downsampleImage(BufferedImage

originalImage, int targetWidth, int targetHeight) {

Image resultingImage = originalImage.getScaledInstance(targetWidth,
targetHeight, Image.SCALE_DEFAULT);

BufferedImage outputImage = new BufferedImage(targetWidth,
targetHeight, BufferedImage.TYPE_BYTE_GRAY);

outputImage.getGraphics() .drawImage(resultingImage, 0, 0, null);

return outputlImage;

Slika 4.2: Uc¢inak metode downsamplelmage na jednoj slici.

Pri treniranju 1 testiranju sustava neCemo koristiti same slike ve¢ njihove vektorske
reprezentacije, zato implementiramo metodu grayscalelmageToColumnVector koja uzima
crno-bijelu sliku, spljosti ju i kreira vektor kojem svaka komponenta odgovara jednom
pikselu slike. Vrijednost pojedine komponente je cijeli broj u intervalu [0, 255], gdje 0
oznacava da je pripadajuci piksel potpuno crn, a vrijednost 255 oznacava da je pripadajuci
piksel potpuno bijel.

Listing 4.3: Metoda grayscalelmageToColumnVector

private static INDArray grayscaleImageToColumnVector (BufferedImage
image) {
INDArray array = Nd4j.zeros(image.getWidth() * image.getHeight(),
D;
Raster raster = image.getData();

for (int i = 0; i < image.getWidth(); i++) {
for (int j = 0; j < image.getHeight(); j++) {
array.put(i * image.getHeight() + j, 0, raster.getSample(i,
i, 0));
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}

return array;

Matrica treniranja

Za potrebe treniranja sustava implementirano je gotovo sve S$to je potrebno. JoS je potrebno
iz skupa slika za treniranje kreirati matricu ¢iji su stupci vektorske reprezentacije slika sa
smanjenim dimenzijama. Kako imamo metode downsamplelmage i grayscalelmageToCo-
lumnVector, dovoljno je da za svaku sliku koju koristimo za treniranje u¢itamo, redom
pozovemo te dvije metode te konstruiramo matricu tako §to spojimo sve dobijene vektore.
Upravo to radi funkcija concatlmageColumns. Buduci da pri testiranju sustava koristimo
implementaciju PLM algoritma 1, za matricu treniranja @ je potrebno izracunati dominatnu
svojstvenu vrijednost ¢ (svojstvena vrijednost s najve¢om apsolutnom vrijednosti) matrice
®T®. Broj § aproksimiramo tako $to implementiramo metodu potencija [6] s metodom
findLargestEigenvalue. Matricu koju dobijemo pozivom metode concatlmageColumns na-
zivamo matrica treniranja i oznacavamo ju sa @.

Listing 4.4: Metoda concatImageColumns

public static INDArray concatImageColumns() throws URISyntaxException,
IOException {
INDArray theta = Nd4j.zeros(ImageProcessor.columnSize,
numberOfSamples * numberOfSubjects);
for (int i = 0; i < numberOfSubjects; i++) {
for (int j = 0; j < numberOfSamples; j++) {
theta.putColumn(i * numberOfSamples + j,
ImageProcessor.transformTrainImageToColumn(i, j));

}

return theta;

Listing 4.5: Metoda findLargestEigenvalue

public static double findLargestEigenvalue(INDArray matrix) {
INDArray vector = Nd4j.ones(matrix.rows(), 1);
INDArray shownVector;
double a = 1, aPrev = 1;
for(int i = 0; i < 20; i++) {
vector = matrix.mmul (vector);
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aPrev = a;
a *= vector.normmax(0).getDouble(0,0);
vector = vector.mul(l / vector.normmax(0).getDouble(0,0));

}

return a / aPrev;

4.2 Testiranje sustava

Sustav testiramo tako $to mu dajemo novu sliku na upit koju nismo koristili pri njegovom
treniranju 1 oCekujemo da nam odgovori koja osoba se nalazi na slici. U sustavima za
prepoznavanje lica baziranim na saZimajucem oc€itavanje pri testiranju potrebno je redom
provesti korake:

e odrediti vektorsku reprezentaciju y slike upita sa smanjenom dimenzijom,

e za matricu treniranja @ proizvoljnim algoritmom pronadi rijetko rjeSenje sustava y =
Oux,

e ovisno o rjeSenju sustava x odgovoriti koja osoba se nalazi na slici upita.

Ve¢ pri treniranju sustava koristili smo metode downsamplelmage i greyscalelmageTo-
ColumnVector kako bi smanjili dimenziju slike 1 izracunali njenu vektorsku reprezentaciju,
iste dvije metode koristimo i na slici upita.

Implementacija algoritama za rekonstrukciju rijetkog vektora

Za potrebe sustava implementirana su dva algoritma, ProSireni Lagrangeov Multiplikator
1 i Orthogonal Matching Pursuit 3. Naknadno ¢emo usporediti performanse oba algoritma
kako bi odredili koji je pogodniji za ovaj problem i koji ¢emo ultimativno Koristiti u sus-
tavu.

Prije nego implementiramo PLM algoritam, potrebno je implementirati shrink funkciju.
Za proizvoljan x € R" 1 A € R, shrink (x, A1) definiran je kao poziv funkcije mekog praga S ,
(2.6) na sve komponente vektora x. Implementacije softThreshold i shrink su vrlo prirodne
1 jednostavne.

Listing 4.6: Metoda softThreshold

public static double softThreshold(double x, double lambda) {
return Math.signum(x) * Math.max(Math.abs(x) - lambda, 0);

}
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Listing 4.7: Metoda shrink

public static INDArray shrink(INDArray array, double lambda) {
INDArray newArray = Nd4j.zeros(array.rows(), 1);
for(int i = -1; i < newArray.rows() - 1; i++) {
newArray.put(i, 1, softThreshold(array.getDouble(i,1), lambda));

}

return newArray;

Metoda algorithmALM prati pseudokod PLM algoritma 1, jedino je vaZzno napomenuti
da je za uvijet konvergencije odabran fiksan broj iteracija za unutarnju i vanjsku petlju.
Vanjsku petlju izvodimo 1000 puta dok unutarnju 5 puta, a za niz y; uzeli smo konstantan
niz jer algoritam nije bio konzistentan za nizove koji se obi¢no koriste u PLM algoritmu
paje Vk e N,y = ﬁ.

Listing 4.8: Metoda algorithmALM

public static INDArray algorithmALM(INDArray A, INDArray b) {
INDArray x = Nd4j.zeros(A.columns(), 1);
INDArray e;
INDArray theta = Nd4j.zeros(b.rows(), 1);
INDArray xPrev;
INDArray z, w, wPrev;
double t, tPrev;
double L = ThetaUtil.findLargestEigenvalue(A.mmul (A.transpose()));
double epsilon = 0.00001;
int i;
int k = 0;

do {
e = ShrinkOperatorUtil.shrink(b.sub(A.mmul(x)).add(theta.mul(1l
/ epsilon)), 1 / epsilon);

t =1;

z = x.dupQ;
w = x.dupQ;
i=0;

do {

wPrev = w.dupQ;

w = ShrinkOperatorUtil.shrink(z.add(A.transpose().mul(l /
L) .mmul (b.sub(A.mmul (z)).sub(e).add(theta.mul(l /
epsilon)))), 1 / (L * epsilon));

tPrev = t;
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t 0.5 * (1 + Math.sqrt(l1 + 4 * t * t));
z = w.add(w.sub(wPrev) .mul ((tPrev - 1) / t));
} while (i++ < 10);
xPrev = x.dupQ;
X = w.dupQ;
theta = theta.add(b.sub(A.mmul(x)).sub(e).mul(epsilon));
} while(++k < 1000);
return Xx;

}

Pri implementiranju OMP algoritma potrebno je donijeti dvije odluke:
e Kako efikasno rijesiti problem ortogonalizacije (2.8)?
e Koji je uvjet konvergencije?

Za problem ortogonalizacije koriStena je QR faktorizacija [13] ¢ija implementacija pos-
toji u biblioteci ND4J. Glavna ideja je da zbog ortogonalnosti matrice Q, QR faktorizaci-
jom problem ortogonalizacije moZemo svesti na problem rjeSavanja sustava Ry xr, = %y
koji moZemo brzo rijesiti jer je Ry, € R™ gornje-trokutasta matrica. Za rjeSavanje sustava
ponovno koristimo ND4J biblioteku.

Kao uvjet konvergencije odabran je fiksan broj k iteracija OMP algoritma. Za k je
odabran broj slika pojedine osobe koriStenih pri treniranju sustava, u nasem slucaju je
k = 30.

Listing 4.9: Metoda algorithmOMP

public static INDArray algorithmOMP(INDArray A, INDArray b) {
Set<Integer> omega = new HashSet<>();
Set<Integer> omegaC = new HashSet<>();
for (int i = 0; i < A.columns(Q); i++) {
omegaC.add(i);

3

int maxIndex;

INDArray r = b.dupQ;

INDArray[] decompositionQR;

ArrayList<Integer> usedIndexesOrderList = new ArraylList<>();

INDArray AOmega = Nd4j.zeros(A.rows(), 1);

INDArray x = Nd4j.zeros(A.columns(), 1);

for (int i = 0; i < ThetaUtil.numberOfSamples; i++) {
maxIndex = findMaxIndex(A, r, omega();
omega.add(maxIndex) ;
omegaC.remove (maxIndex) ;
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}

usedIndexesOrderList.add(maxIndex) ;
if (usedIndexesOrderList.size() == 1) {
AOmega = convertToColumn(A.getColumn(maxIndex));
} else {
AOmega = Nd4j.hstack(AOmega,
convertToColumn(A.getColumn(maxIndex)));
}
NDLinalg linAlg = new NDLinalg();
decompositionQR = linAlg.qr(AOmega);
INDArray xOmega = linAlg.solve(decompositionQR[1],
decompositionQR[0].transpose() .mmul (b));
for (int j = 0; j < usedIndexesOrderList.size(); j++) {
x.put(usedIndexesOrderList.get(j), 0, xOmega.getDouble(j,
0);

r = b.sub(AOmega.mmul (xOmega)) ;

return X;

29

Ocitavanje rjesenja

Nakon S$to rekonstruiramo rijetki vektor x, potrebno je jo§ pomocu njega odrediti nalazi
li se na slici upita neka osoba iz [C], 1 ako da, koja to¢no osoba je na slici. Postoji vise
algoritama koji se mogu koristiti i naj¢e$¢e se biraju ovisno o algoritmu rekonstrukcije,
ali kako radimo pojednostavljeni sustav, dovoljno dobar se pokazuje jednostavan algoritam
opisan u prethodnom poglavlju.

Metoda evaluateS ub jectProbabilities raCuna parametre oy, Yk € [C] iz jednadZbe
(3.2), dok metoda evaluateS olution ju koristi kako bi izracunala koja osoba se najvjerojat-
nije nalazi na slici i koliko je sustav siguran u tu odluku. Metoda rjeSenje vraca u obliku
insance klase SolutionModel. U implementaciji klase vidi se da je za parametar praga &
odabrana vrijednost 0.2.

Listing 4.10: Metoda evaluateSubjectProbabilities

public static double[] evaluateSubjectProbabilities(INDArray x) {
double xL1 = x.norml(0).getDouble(0,0);
double[] evaluations = new double[ThetaUtil.numberOfSubjects];
for (int i = 0; i < ThetaUtil.numberOfSubjects; i++) {
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double sum = 0;
for (int j = 0; j < ThetaUtil.numberOfSamples; j++) {
sum += Math.abs(x.getDouble(i * ThetaUtil.numberOfSamples +
i)

}
evaluations[i] = sum / xL1;
}

return evaluations;

Listing 4.11: Metoda evaluateSolution

public static SolutionModel evaluateSolution(INDArray x) throws
Exception {
double[] subjectProbabilities = evaluateSubjectProbabilities(x);
if(subjectProbabilities.length == 0) {
return null;
}
int maxIndex = 0;
double maxValue = subjectProbabilities[0];
for(int i = 1; i < subjectProbabilities.length; i++) {
if(subjectProbabilities[i] > maxValue) {
maxIndex = i;
maxValue = subjectProbabilities[i];
}
3

return new SolutionModel (maxIndex, maxValue);

Listing 4.12: Klasa SolutionModel

public class SolutionModel {
private int subject;
private double probability;
private boolean isCertain;
private static final double xi = 0.2;

public SolutionModel(int subject, double probability) {
this.subject = subject;
this.probability = probability;
this.isCertain = xi < probability;
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public int getSubject() {
return subject;

}

public double getProbability() {
return probability;

}

public boolean isCertain() {
return isCertain;

}

4.3 Usporedba algoritama

Algoritme OMP i PLM ¢emo usporedivati za tri razli¢ite vrijednosti parametra & = 0.05,
0.2, 0.3. Buduci da sustav treniramo s dvadeset osoba, za ¢ = 0.05 sustav Ce uvijek potvrditi
da se na slici upita nalazi neka osoba iz [C] 1 odgovor ¢e biti osoba z s najvecom vrijednosti
a,. Sustav testiramo sa ukupno 400 slika, po dvadeset slika lica od dvadeset razlicitih osoba
Cije slike su koriStene pri treniranju sustava.

Iz grafa 4.3 je oCito da se za smislene parametre & OMP pokazuje kao bolji algoritam
za sustave prepoznavanja lica, ali u slucaju da smo sigurni da se na slici upita nalazi neka
osoba iz [C] PLM algoritam je znatno bolji. Naravno, puno je korisniji sustav koji moze
prepoznati da se na slici upita ne nalazi niti jedna poznata osoba pa za konac¢nu aplikaciju
odabiremo OMP algoritam kao zadani. Za mogucu nadogradnju sustava potrebno je istra-
Ziti alternativni algoritam za ocitavanje rjeSenja koji bi koristili zajedno s PLM algoritmom.
Idealan algoritam iskoristio bi dobru intuiciju PLM algoritma, ali ujedno bi sa sigurno$éu
odbio sliku upita koja ne pripada ni jednoj osobi u sustavu.
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Usporedba to¢nosti ALM i OMP algoritma
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Slika 4.3: Prikazane su to¢nosti oba algoritma na testnom skupu slika za razne parametre
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Sazetak

U ovom radu dan je uvod u saZimajuce oCitavanje gdje su objaSnjeni osnovni pojmovi,
rezultati i neke najpoznatije primjene ovog aktualnog, brzo rastuceg podru¢ja matematike.
Pokazano je kakvi uvjeti moraju biti zadovoljeni ako Zelimo raCunati egzaktno rjeSenje
problema i zaSto zapravo rijetko raCunamo egzaktno rjesenje.

Analizirane su dvije najzastpuljenije familije algoritama za aproksimiranje rjeSenja,
dani su i neki konkretni primjeri algoritama te navedene neke njihove prednosti i nedostatci.
Posebni naglasak stavljen je na algoritme Orthogonal Matching Pursuit (OMP) i ProSireni
Lagrangeov Multiplikator (PLM) koji su naknadno implementirani i Cije perfromanse su
usporedene za problem prepoznavanja lica.

Detaljnije je obradena primjena saZimajuéeg ocCitavanja u problemu klasifikacije, spe-
cificno u sustavima za prepoznavanje lica. Opisano je kako problem prepoznavanja lica
postaviti kao klasi¢ni problem sazimajuceg ocitavanja.

Na kraju rada, opisana je aplikacija koja implementira sustav za prepoznavanje lica
baziranom na saZimajucem ocitavanju. Za treniranje i testiranje sustava koriStena je exten-
ded Yale B baza podataka lica, a sama aplikacija napisana je u programskom jeziku Java
koristeci biblioteku ND4J za brze matri¢ne operacije.






Summary

This paper gives an introduction to compressed sensing where the basic terms, results and
some of the most famous applications of this rapidly growing field of mathematics are
explained. It is shown which conditions must be met if we want to calculate the exact
solution to the problem and why we rarely calculate the exact solution.

The two most common families of algorithms for approximating solutions are analyzed,
some specific examples of algorithms are given, and some of their advantages and disa-
dvantages are listed. Special emphasis was placed on the Orthogonal Matching Pursuit
(OMP) and Augmented Lagrange Multiplier (ALM) algorithms, which were subsequently
implemented and whose performances were compared for the face recognition problem.

The application of compressed sensing in the problem of classification, specific to facial
recognition systems, is treated in more detail. It is described how the problem of face
recognition is posed as a classic problem of compressed sensing.

At the end of the paper, an application that implements a face recognition system based
on summarizing reading is described. The extended Yale B face database is used for tra-
ining and testing the system, and the application itself is written in the Java programming
language using the ND4J library for faster matrix operations.
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