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Uvod

Cilj ovoga rada je uvodenje pojma jako konveksnih funkcija kao poopéenje konveksnih
funkcija. Da bi smo mogli uopée govoriti o jako konveksnim funkcijama u prvom po-
glavlju ¢emo prvo definirati konveksne funkcije. Dano je nekoliko konkretnih primjerima
radi boljeg razumijevanja definicije konveksnosti funkcije i opisana su neka svojstva ko-
nveksnih funkcija. Na kraju prvog poglavlja iskazana je Jensenova nejednakost koja u
biti proSiruje definicijsku nejednakost konveksnosti i Hermite-Hadamardovom nejednakost
koja je ujedno i karakterizacija konveksne funkcije. U drugom poglavlju definiramo jako
konveksne funkcije 1 dajemo primjere jako konveksnih funkcija. Jako konveksne funk-
cije uveo je Polyak [10]. Imaju korisna svojstva u teoriji optimizacije. Buduci da je jaka
konveksnost ja¢anje pojma konveksnosti, neka svojstva jako konveksnih funkcija samo
su ’jaCe verzije” poznatih svojstava konveksnih funkcija. Kroz ostatak rada poopéavamo
svojstva konveksnih funkcija za jako konveksne funkcije i karakteriziramo unitarni prostor
pomocu jako konveksnih funkcija.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Definicija 1.0.1. (a) Neka je I interval u R. KaZemo da je funkcija f : I — R konveksna
ako za sve x,y € I i svaki A € [0, 1], vrijedi

Jx+ (1 =Dy) < Af(x) + A = Df ). (1.1)

Ako za sve x £ yi A € (0, 1) u (1.1) vrijedi stroga nejednakost onda je f strogo konveksna.
(b) Ako u (1.1) vrijedi obrnuta nejednakost, onda je f konkavna funkcija. Ako za sve
x #yide0,1) vrijedi stroga nejednakost onda je f strogo konkavna.

U sljedecoj napomeni navest cemo nekoliko svojstava konveksne funkcije. Ova se
svojstva, kao 1 svojstva iskazana u sljede¢em poglavlju mogu naci u knjigama u kojima se
razmatraju konveksne funkcije kao Sto su knjige [5] 1 [9].

Napomena 1.0.2. (a) Jednostavna geometrijska interpretacija (1.1) je da se graf funkcije
f nalazi ispod njezinih tetiva.
(b) Ako su xy, x5, x3 tri tocke u I takve da x\ < x, < x3, onda je (1.1) ekvivaletno s

xir flxp) 1
X2 f(x2) 1) = (a3 —x)f(x) + (x1 — x3) f(x2) + (x2 — x1) f(x3) 2 0, (1.2)
X3 flx) 1
sto je ekvivalentno s
FOm) < 2222 Fn) + 22 ), (1.3)
X1 — X3 X1 — X3

ili simetricno, bez uvjeta mnonotonosti na xi, X, X3,

f(xp) + f(x2) + f(x3) >0 (1.4)

(X1 —x)(x1 —x3) (o —x3)(x2 —x1) (3 —x)(x3 —x2) '

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI

Slika 1.1: Konveksna funkcija: graf je ispod tetive

Dokazimo ovu tvrdnju.
(b) Ako je x, € {(x1,x3) tada se A definira ovako: A = =2, Tada je 1 € (0,1)i1 -1 =

xp—x3°

A2 (0, 1). Definicijska nejednakost (1.1) sada glasi:

X1—X3
(xz — X3X1 ;I x2x3) <2- X3f(x1) 42T xzf(xs)-
X1 — X3 X1 — X3 X1 — X3 X1 — X3
Slijedi,
X1X2 — X1X3 + X1X3 — X X3 Xy — X3 X1 — X2
it ) < o) + Fxs).
X1 — X3 X1 — X3 X1 — X3
Tada je,
Xo(x1 — x3) X2 — X3 X1 — X2
7 )< 2220 p 4 S
X1 — X3 X1 — X3 X1 — X3
odnosno,
Xy — X3 X1 — X2
flx) < S + f(x3).
X1 — X3 X1 — X3
(c) Drugi nacin zapisa nejednakosti (1.3) je:
x1) — f(x X)) — f(x
J(x1) = f(x) sf( 2) — f( 3), (41 < x5, 30 23 % X, (1.5)

X1 — X X2 — X3

tako da vrijedi sljedeci rezultat: Funkcija f je konveksna na I ako za svaku tocku ¢ € I
funkcija
0= f©
xX—c

raste na I (x # c).



(d) Koristeci (1.5) lako moZemo dokazati sljedeci rezultat: Ako je f konveksna funkcija
na l i ako je x; < yy, Xa < Y2, X1 # X2, Y1 # Y2, onda vrijedi sljedeca nejednakost:

fx) = f(x1) < FOn2) _f()’I).

(1.6)
X2 — X1 Y2—=MVi
DokaZimo tu tvrdnju.
(d) U (1.5) stavimo x; = Xy, X, = X, X3 =y 1 dobijemo
FG) = f(x2) < f(x2)_f(yl)' (1.7)
X1 — X2 X2 =1
U (1.5) stavimo x| = x5, X, = y1, X3 = y; i dobijemo
J(x2) = f) < f()’l)_f(yZ)- (1.8)

X2 = V1 Yi—=»n
1z (1.7) i (1.8) slijedi (1.6).
Teorem 1.0.3. (a) f : [a,b] — R je (strogo) konveksna funkcija ako i samo ako postoji

(strogo) rastuca funkcija g : [a,b] — R i realni broj c (a < ¢ < b) takav da za svaki x,
a < x < bvrijedi

£ = fle) + f ¢t

(b) Ako je f diferencijabilna, onda je f (strogo) konveksna ako i samo ako je f’ (strogo)
rastuca.

(c) Ako f" postoji na (a,b), onda je f konveksna na {a,b) ako i samo ako je f"”(x) > O.
Ako je f"(x) > 0, onda je f strogo konveksna.

Teorem 1.0.4. (a) f : (a,b) — R je konveksna funkcija ako i samo ako postoji barem jedan
potporni pravac za svaki xy € (a, b), odnosno

f(x) = f(xo) + Ax = x0),  Vx € (a,b),

gdje A ovisi 0 xg i dana je s A = f'(xo) kada f" postoji i A € [f'(xo), f1(x0)] kada f’(xy) #

fi(xo).
(b) f : (a,b) — R je konveksna funkcija ako funkcija x — f(x) — f(xo) — A(x — xo) (razlika
izmedu funkcije i njezine potpore) raste za x < xq i pada za x > X,.

Primjer 1.0.5. Za k > 1, funkcija f(x) = x* je konveksna na {0, +oo).
Dokaz. 1zracunajmo drugu derivaciju:
7 (x) = k(k — 1)x*2.

Ocito je f”(x) > 0 zak > 1 paje prema teoremu 1.0.3(c) f konveksna funkcija na (0, +o0).
]
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Primjer 1.0.6. Eksponencijalna funkcija f(x) = e* je konveksna na R.

Dokaz. Izracunajmo drugu derivaciju:
f(x)=e".

Ocito je f(x) > 0 za svaki x € R pa je prema teoremu 1.0.3(c) f konveksna funkcija na
R. |

Primjer 1.0.7. Trigonometrijska funkcija kosinus je konveksna na intervalima [5+2kr, 37”+
2kn), k € Z.

Dokaz. Pokazat ¢emo da je cos x konveksna funkcija na intervalu [’%—r, 37”]. Znamo da je
cos x < 0 na intervalu [’—ZT, 32—”] 1 cos x < 0 na otvorenom intervalu g, 7"). Takoder, znamo

da je sinx < O na [, 27r] odnosno sin x < 0 na {r, 27). Prva derivacija funkcije kosinus je:

f'(x) = —sinx,
a druga derivacija je:

f"(x) = —cos x.
Posto je na [7, 37”], cosx < 0 onda je f”(x) > O na [7, 37”]. Iz ovoga slijedi da je prema
teoremu 1.0.3(c) cos x konveksna funkcija na intervalu [7, 37”]. O

Primjer 1.0.8. Trigonometrijska funkcija sinus je konveksna na intervalima [—n+2kn, 2kr)
pri cemu je k € Z.

Dokaz. Pokazat ¢emo da je sin x konveksna funkcija na intervalu [—n,0]. Znamo da je
sinx < 0 na intervalu [—m,0] i sinx < 0 na otvorenom intervalu (-, 0). Prva derivacija
funkcije sinus je:

f'(x) = cos x,

a druga derivacija je:

f"(x) = —sinx.
Posto je na [-m, 0], sinx < 0 onda je f”(x) > 0 na [-mx, 0]. Iz ovoga slijedi da je prema
teoremu 1.0.3(c) sin x konveksna funkcija na intervalu [—, 0]. O

Propozicija 1.0.9. (Operacije s konveksnim funkcijama)

1. Zbrajanjem dvije konveksne funkcije dobiva se konveksna funkcija. Ako je jedna od
funkcija strogo konveksna, tada je i suma strogo konveksna.

2. MnoZenjem (strogo) konveksne funkcije s pozitivnim skalarom dobiva se takoder
(strogo) konveksna funkcija.



3. Restrikcija svake (strogo) konveksne funkcije na podinterval njezine domene je (strogo)
konveksna funkcija.

4. Ako je f : R — R rastuca (odnosno strogo rastuca) konveksna (odnosno strogo
konveksna) funkcija i g : I — R konveksna funkcija, tada je i f o g je konveksna
(odnosno strogo konveksna) funkcija.

5. Ako je f bijekcija izmedu dva intervala 1 i J, onda je f (strogo) konveksna ako i
samo ako je f~' (strogo) konveksna funkcija.

Dokaz. 1.) Nekasu f,g : S — R konveksne funkcije, S C R interval, te A € [0, 1]. Treba
pokazati da je h = f + g konveksna funkcija.

h(Ax + (1 = Qy) = (f + &)(Ax + (1 = D)y)
= f(Ax+ (1 = y) + g(Ax + (1 = Dy)
< (Af() + (1 =Df) + (Ag(x) + (1 = Dg(y))
= A(f(x) + g(x) + (1 = H(f ) + g(n)
= Ah(x) + (1 = Dh(y),

odatle slijedi da je & konveksna funkcija.
2.) Neka je g : S — R konveksna funkcija, S C R interval, te @ pozitivan skalar. Treba
pokazati da je f = ag konveksna funkcija.

fAx+ (1 = Dy) = ag(dx + (1 = y)
< Adag(x) + (1 — Dag(y)
=Af(x0)+ (1 =Df ),

odatle slijedi da je f konveksna funkcija.
4.) Nekasu f : R - R1g: I — R konveksne funkcije te neka je f rastuca funkcija.
Treba pokazati da je i f o g konveksna. Funkcija g je konveksna pa vrijedi da je:

gAx + (1 = Qy) < Ag(x) + (1 = )g(y).

Funkcija f je rastuca funkcija pa je:

fg(x + (1 = )y) < f(Ag(x) + (1 = Dg(y)).
Kako je f konveksna slijedi

f(g(Ax + (1 = )y)) < Af(g(x)) + (1 = ) f(g()

pajei f o g konveksna. m|
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Teorem 1.0.10. (Diskretna Jensenova nejednakost) Ako je f konveksna funkcija na nekom
intervalul CR, x; e [ (i=1,...,n) tada je

f(Pi Zn: pixi) < Pi Zn: pif(x), (1.9)
=1 ni=1

pri cemu je P, = Z pi Ako je f strogo konveksna funkcija, tada je nejednakost (1.9) stroga
i=1
osim ako je x| = ... = Xx,,.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n.
Zan=2(1.9)sesvodina(1.1).

Pretpostavimo da (1.9) vrijedi za neki n — 1.

Tada je na osnovu slucaja baze indukcije i1 induktivne pretpostavke

= i=1
n—1
Pn Pn—l 1 )
< 5 /() + iXi
B nf(x ) Pn f Pn—] -1 pix
n—1
Pn Pn—] 1
< () + if (xi
B nf(x ) Pn Pn—l i—1 pf(X)
1 n
= P_n Z pif(xt)

O

Teorem 1.0.11. (Integralna Jensenova nejednakost) Neka je f integrabilna funkcija defi-
nirana na [a, b) te neka je ¢ neprekidna konveksna funkcija definirana na [m, M| gdje je
m =inf f i M = sup f. Tada vrijedi

¢(ﬁ f b f(x)dx)s ﬁ f s

U sljedecem je teoremu dana jedna bitna nejednakost kojom je ocijenjen integral ko-
nveksne funkcije. Tradicionalno se naziva Hermite-Hadamardova nejednakost prema ma-
temati¢arima Hermiteu i Hadamardu koji su prvi u ¢ijim se radovima pojavljuje ova nejed-
nakost. Ova je nejednakost bitna jer se moZe dokazati (5to nije u fokusu ovog rada) da ako
za funkciju f vrijedi ta nejednakost, tada je f konveksna. Dakle, Hermite-Hadamardova
nejednakost jest karakterizacija konveksne funkcije.



Teorem 1.0.12. (Hermite-Hadamardova nejednakost) Neka je f : [a,b] — R konveksna
funkcija na [a, b]. Tada vrijedi

a+b 1 f(a) + f(b)
f( > )Smfaf(X)dxsT. (1.10)

Dokaz. Desnu stranu nejednakosti dobivamo integriranjem nejednakosti

f(x) < fla) + wu — a)

koja govori da se graf funkcije f nalazi ispod tetive koja spaja krajnje tocke grafa (a, f(a))
i (b, f(b)). Dakle,

ff(x)dx<f fla)dx + M —a)dx

WIOE f(a) (b-a)
b - 2

= E(f (@) + ()b — a),

= fla)(b -

odakle slijedi,

1 b fla) + f(b)
EL f(x)dx < —2 .

Lijevu stranu nejednakosti dokazujemo na sljedeci nacin. Vrijedi

1 b 1 gt b
1 f Fo)dx = _( f Fodx + f(x)dx)
—aJ, b—a a #

:lfol[f(a+b—/l(b—a))+f(a+b+/l(b—a))]d/l.

2 2 2
Za A € [0, 1] imamo

a+b_l a+b—-Ab-a) a+b+ Ab—-a)

1
2 "2 2 3 2 :

odakle zbog konveksnosti funkcije f slijedi

f(a-zkb)slf(a+b—2/l(b—a))+%f(a+b+2/l(b—a))
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pa se integriranjem dobije
a+b b ra+b
= dA
157, 57)
. %fl f(a+b-ﬂ(b-a>)+f(a+b+ﬂ(b—a))]d/1_
0

2 2
Time smo dokazali lijevu stranu nejednakosti (1.10). O

Sljedeci teorem daje gornju 1 donju ogradu integrala produkta dviju konveksnih funk-
cija. Iskaz tog teorema i njegov dokaz nalazi se u [8].

Teorem 1.0.13. Neka su f, g : [a,b] — [0, 0o) konveksne funkcije. Tada je

1 1 1
— f fIg(0dx < M(a, b) + =N(a, b)

b—ia fabf(x)g(x)dx > 2f(a er b)g(a J2r b

gdje je M(a, D) = g(a)g(a) + f(D)g(b), N(a,D) = f(a)g(D) + f(b)g(a).
Dokaz. Funkcije f i g su konveksne pa za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi
fta+ (1 -0b) <tf(a)+(1-0)f(D),
g(ta + (1 - 0b) < tg(a) + (1 — Dg(b).

Mnozenjem tih nejednakosti dobivamo

1 1
) - <M(@,b) - 3N(@.b),

fta+ (1 =0b)g(ta+ (1 —1)b) < |tf(a)+ (1 —1)f(b)

[t5(@ + (1 - ng)|
= £ f(@)3(@) + 11 = )| f@g(b) + g@fB)| + (1 = 17 F)D)
Kada integriramo tu nejednakost s varijablom 7 € [0, 1] dobivamo
fo 1 f(ta + (1 = b)g(ta + (1 — Dbt < f(a)g(a) fo ] 2dt + N(a, b) fo 1 11 = t)dt
+ﬂmgmlﬁ1—ﬁm

1 1 1
= fl@g(@ - 5+ N@b) - 2 + f)gb) 5

1 1
= 7 M(@.b) + N(a.b).
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Kada se u integralu na lijevoj strani primijeni supstitucija ta + (1 — 1)b = x, dt(a — b) = dx,
dobije se

1 b
f f(ta+ (1 —t)b)g(ta + (1 — 1)b)dt = b—la f f(x)g(x)dx
0 - a

Sto zajedno s gornjom nejednakosti ¢ini prvi rezultat teorema.
Za dokaz druge nejednakosti iskoristit ¢emo prikaz broja % na ovaj nacin:

a+b at+(1—t)b+ (I -0a+tb

2 2 2 '
Tada uz koriStenje konveksnosti od f i g imamo
a+b\ (a+b at+(1-0b (1 —t)a+tb) (at+(1 -nb (1 —t)a+tb)
= + +

/ ( 2 )g ( 2 ) / ( 2 AN 2

< %[f(at + (1 =0b)+ f(a(l — 1) + bt)]

. %[g(at + (1= b) + gla(l — 1) + bt)]

- }L[ flat+ (1 = Db)g(at + (1 = 0)b) + f(a(l = 1) + thyg(at + (1 — H)b)
+ flat+ (1 —t)b)g(a(l — 1) + bt) + f(a(l — 1) + th)g(a(l — 1) + bt)]

< %[f(at + (1 —b)glat + (1 —)b) + f(a(l — ) + th)g(a(l — 1) + bt)]
+ 3] - 7@ + 179 1zt + 1 - ngw)

+(tf@ + (1= 07®))((1 - Dg(@) + 10

- ;L[ flat+ (1 = Db)g(ar + (1 = 0b) + f(a(l = 1) + thyg(a(l — 1) + bt)]
+ 5[0 - 0 @s@ + F@1g®) + (1~ 17 gty + £ rg@
+F(@g(b) + (1 = 0 ()g(a)],

pri ¢emu smo drugi znak nejednakosti dobili primjenom konveksnosti od f i1 g na izraze u
druga dva pribrojnika. Sad se cijela nejednakost integrira po ¢ 1 uz koriStenje ovih izraza:

I 3
SIS L
ftdt—30—
(1 -

; 3
1 3

D

1-10)’dt = - ==

fo( : =3
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: : 2o\ 1
1 = dt = —Zd—(———) -2
foz( t)tfo(t £)di - (3 3‘0 -

dobivamo trazenu drugu nejednakost teorema. O



Poglavlje 2

Jako konveksne funkcije

Definicija 2.0.1. Neka je I C R interval i ¢ pozitivan broj. Znamo da je funkcija f : I - R
Jjako konveksna funkcija s modulom c ako vrijedi

FQAx+ (1= y) < Afx) + (1 = D) — e = D(x = y)’, 2.1)
za svaki x,y € I'i 1 € [0, 1].
Primjer 2.0.2. Funkcija f(x) = cx*, ¢ > 0 je jako konveksna funkcija na R s modulom c.
Dokaz.

fQx+ (1= y) = c(Ax + (1 - )y)?
= (2% +22(1 = Dxy + (1 = DHP)
= Aex* + (1 = Dey? — c(Ax* + (1 = D)y* = 222 =221 = Dxy — (1 = D*?)
= dex* + (1 = Dey? — c(A(1 = D)x? = A1 = D)2xy + A1 — A)y?)
= dex* + (1 = Dey? — cA(1 = D(x* = 2xy +y?)
= Acx® + (1 = Dey* — cA(1 = D(x — y)*.

Primjer 2.0.3. Afina funkcija f(x) = ax + b nije jako konveksna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Afina funkcija f(x) = ax + b je jako konveksna. Tada
vrijedi

aAx+ (1 -Dy)+b < Aax+b)+ (1 — D)(ay + b) —cA(1 — D)(x — y)2
Raspisivanjem nejednakosti dobivamo:

/lax+(l—/l)ay+bS/lax-i-/lb+(1—/l)oty+l)—/lb—C/l(l—/l)(x—y)2

13
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Iz toga slijedi da vrijedi nejednakost
0< —cA(1 = D(x—-y)
zasvaki A € [0,1]1zasve x,y € I, a to ne vrijedi za nijedan c. O

Propozicija 2.0.4. Neka su a,b € R. Funkcija g(x) = f(x) + ax + b je jako konveksna na I
ako i samo ako je funkcija f jako konveksna na I.

Dokaz. Neka je g(x) = f(x) + ax + b jako konveksna funkcija na /.
Dokazimo da je f jako konveksna funkcija na 1.

fAx+ (1 -Dy)=gAx+ (A -Dy)—a(dx+ (1 —A)y)—-b
<Ag(x)+ (1 = Dg(y) — cA(1 — D)(x — y)2 —dax—(1-Day—->b
=Agx)—Adax—Ab+ b+ (1 -Dgy) -1 -VDay-(1-Db+(1-Db->b
—cA(l = D(x-y)*
=Agx)—ax—-b)+ (1 -D(gQy)—ay—b)+b(A+1-2)
—b—cA(l = D)(x—y)?
= Af(0) + (1 = Df(y) = el = D)(x - y)*.

Obrnuto, neka je f jako konveksna funkcija na 1,
Dokazimo da je g(x) = f(x) + ax + b jako konveksna funkcija na /.

gAx+ (1 -y = f(Ax+ (1 =-Dy)+a(Ax+ (1 -ADy)+b
<A+ A =Df) —cA(1 = D(x—y)* + dax+ (1 = Day + b
=Af(x)+dax+ Wb -+ (1 -DfMN+A-Day+1-Db—-(1-Db+b
—cA(1 = )(x - y)?
=Af(X)+ax+b)+ (1 -D(fO)+ay+b)+b(—1—-1+ 1)
+b—cA(1 = D)(x —y)*
= Ag(x) + (1 = Dg(y) — cA(l = D)(x - y)*.

Propozicija 2.0.5. Ako su f i g jako konveksne funkcije na I s modulima c, i ¢, tada je
f + g jako konveksna funkcija na I s modulom c| + c,.
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Dokaz. Neka su f 1 g jako konveksne funkcije na /' s modulima c; i ¢,. Treba pokazati da
je h = f + g jako konveksna funkcija na I s modulom c; + c;.

h(Ax + (1 = )y = (f + g)(Ax + (1 = D)y)
= f(Ax+ (1 = Dy) + g(Ax + (1 - A)y)
<A + (1= Df ) = 1Al = D(x = y)* + g(Ax + (1 = )y)
< Af) + (1= Df ) = 1Al = H(x — y)’
+ Ag(x) + (1 = Dgy) = c24(1 = )(x - )
= Af0) + g(x) + (1 = D(FO) + ) = (1 + e2)(1 = V(x = y)?
= Ah(x) + (1 = Dh(y) = (c1 + e2)(1 = D(x = ).

Prva nejednakost slijedi iz Cinjenice da je f jako konveksna s modulom ¢y, a druga nejed-
nakost slijedi iz Cinjenice da je g jako konveksna s modulom c¢,. Dakle, dokazali smo da
vrijedi da je h = f + g jako konveksna funkcija na I s modulom c¢; + ;. O

Propozicija 2.0.6. Neka je M > 0. Ako je f jako konveksna na I s modulom c, tada je M f
Jjako konveksna na I s modulom Mc.

Dokaz. Neka je f jako konveksna na I s modulom c. Treba pokazati da je g = M f jako
konveksna na I s modulom Mec.

glAx + (1 = y) = Mf(Ax + (1 = Dy)
< AMF(x) + (1 = DMF() — McA(l — D)(x — y)*
= A8(x) + (1 = Dg(y) — McA(1 = )(x - y)*,

odatle slijedi da je g jako konveksna na I s modulom Mc. O

Lema 2.0.7. (Karakterizacija jako konveksne funkcije) Funkcija f : I — R je jako konvek-
sna s modulom ¢ ako i samo ako je funkcija g(x) = f(x) — cx* konveksna.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f jako konveksna funkcija s modulom c.
glAx + (1= )y) = f(Ax+ (1 = y) = c(Ax + (1 = )y)
< Af() + (1= Df () = Al = D(x = y)* = c(Ax + (1 = A)y)°
= Af(0) + (1 - Df@y) - c(/l(l — D = 2xy +y7) + 42X

+24(1 = Dxy + (1 — /l)zyz)

= Af(x) + (1 = DF) — c(Ax* = 2Axy + Ay* — 12x% + 2 %xy
— A2+ X%+ 2Axy = 2220y + 2 =207 + AHP)

= Af () + (1 = Df ) — c(Ax® + (1 - )y

= Af () + (1 = Dfy) = cax’ - c(1 - )y

= Af(x) — ex®) + (1 = D(F ) — )

= Ag(x) + (1 = Vg(y),

odnosno funkcija g je konveksna.
Obrnuto, ako je g konveksna, onda

FAx+ (1 = y) = g(Ax + (1 = Dy) + c(Ax + (1 = 2)y)?
< Ag(x) + (1 = Dg(y) + (2% + 221 = Dxy + (1 — DH?)
= Ag(x) + Acx? = Aex? + (1 = Dg(y) + (1 = Dey? — (1 = Aey?
+ (X% + 221 = Dxy + (1 = D)%)
= Ag(x) + cx’) + (1 = D) + )
— (A + (1 = D)y? = 22x% =221 = Dxy — (1 = DA
= A(g(x) + cx’) + (1 = (W) + ¢y*) — (Al = )
— A1 = D)2xy + A1 = )y?)
= Ag(x) + cx’) + (1 = (YY) + ¢y*) — cA(1 = (¥ = 2xy +¥7)
= Af(x0) + (1 = D) f(y) — A1) (x - y)*.

Sto dokazuje da je f jako konveksna s modulom c. O

Korolar 2.0.8. Neka je f : I — R dva puta diferencijabilna funkcija na I. Ako postoji
d:=minf"”(t) > 0,t € I, tada je f jako konveksna na I s modulom %d.

Dokaz. 1z definicije broja d slijedi da je d < f”(t), YVt € I . Definiramo funkciju g(x) =
f(x)— %dxz. Tada je g’(x) = f"(x) —dx, g”(x) = f”(x) —d i prema definiciji broja d vrijedi
g"(x) 2 0,Vx e I. To znaci da je g konveksna na /, a prema lemi 2.0.7 to znaci da je f jako
konveksna s modulom %d. m|
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Ovaj korolar se Cesto koristi pri ispitivanju je li funkcija jako konveksna.
Primjer 2.0.9. Funkcija f(x) = e* — 1 — x je jako konveksna na [0, co).
Dokaz. Druga derivacija funkcije f(x) =e*—1 - xje

1 = e

Funkcija e*, na skupu [0, co), postize minimum u tocki (0, 1), tj. d = 2 > 0 pa prema
korolaru 2.0.8 funkcija f(x) = e* — 1 — x je jako konveksna na [0, co). m|

Primjer 2.0.10. Funkcija f(x) = x*, k > 3 je jako konveksna na [a, o), a > 0.
Dokaz. Druga derivacija funkcije f(x) = x* je
' (x) = k(k — 1)x*>
Zax € [a,00),a> 01k > 3, treCa derivacija od f je pozitivna jer
(%) = k(k — 1)(k = 2)x*3 >0
tj. f” je rastuca. To znaci da za x > a vrijedi
[ = f(a),

tj. f”(a) = k(k — 1)a*? je donja meda za f”’ i uz to se radi o pozitivnom broju pa je prema
korolaru 2.0.8 f jako konveksna s modulom 3k(k — 1)a*~2. O






Poglavlje 3

Nejednakosti za jako konveksne funkcije

Kao S$to je za konveksnu funkciju dokazana Jensenova nejednakost koja u biti proSiruje
definicijsku nejednakost konveksnosti tako se i za jako konveksnu funkciju moze dokazati
odgovarajuci tip nejednakosti. Ovaj je rezultat iskazan 1 dokazan u ¢lanku [3].

3.1 Jensenova nejednakost

Teorem 3.1.1. Ako je f : I — R, I C R jako konveksna s modulom c, onda

n n n
-2
f(z lixi) < Ztif(xi)_czti(xi - X)7,
i=1 i=1 i=1
zasvaki xi,...,x, €lizasvet),...,t,>0takvedat;+...+t,=1ix=tx1+...+1,X,.
Dokaz. Neka su xy,...,x, € ['it,...,t, > 0takvidavrijedi t; + ...+ 1, = 1. Stavimo

X =1tx1 + ...+ t,x, 1 uzmimo funkciju g : I — R definiranu sa
g() = c(x =%’ +alx = X%) + f(X)
podrZzavajuci f na x. Tada za svakii = 1,...,n, imamo
f() 2 g(x) = c(x = %) + alxi =) + f().

MnoZenjem obje strane sa #; i sumiranjem, dobijemo

n n n

D)z e )t =0 +a ) ti(x =0 + f&).

i=1 i=1 i=1

19
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Posto je
n n n n
Zt,(x,—x) - Ztixi—Zt,}:}—} fi=%-%-1=0,
i=1 i=1 i=1 i=1
dobivamo
n n
- -2
FE < 0f () = ) 1 =%,
i=1 i=1
§to smo trebali dokazati. O

3.2 Hermite-Hadamardova nejednakost

U ovom poglavlju dajemo nekoliko teorema povezanih s Hermite-Hadamardovom nejed-
nakosti. Ti su rezultati dani u ¢lancima [3]1[1].

Teorem 3.2.1. Ako je funkcija f : I — R jako konveksna s modulom c, tada vrijedi

xX+y c ) 1 Y SO+ ¢ 2
AE2)+ Loy sy_—xfxf(s)dssT—g(x—y), G3.1)

za sve x,y € I takve da je x < y.
Vrijedi i obrat: ako je f neprekidna funkcija i zadovoljava nejednakosti (3.1) za svaki
x,y€l,x <y, tada je f jako konveksna s modulom c.

Dokaz. Desna nejednakost u (3.1) odnosno nejednakost

. f F(s)ds < f ) -y (32)

slijedi integriranjem nejednakosti (2.1) po A na segmentu [0, 1].

Izracunajmo prvo integral na lijevoj strani nejednakosti (2.1). Uvedimo supstituciju
s = Ax + (1 — A)y. Tada je ds = (x — y)dA odnosno dA = ;’T‘y Granice 01 1 postaju y i x.
Slijedi

1 " :
f f(Ax + (1 = )y)dA = Lf f(s)ds = L f} f(s)ds.
0 X=YJy y—XJs

Sada izraCunajmo integral na desnoj strani nejednakosti (2.1).

f@+f0) ¢

2
> 6u—w.

1 1 1
f/lf(x)d/l+f(1—/l)f(y)d/l—f cA(l = D(x—y)* =
0 0 0
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Dokazali smo nejednakost (3.2).
Kao $to znamo, u svakoj tocki sy € I za konveksnu funkciju g postoji potporni pravac, tj.
postoji realni broj k takav da je

g(s) < k(s — s9) + g(s9), Vsel.

Stovise, taj broj k je broj iz segmenta [g’ (so), g’.(s0)]. Pokazat cemo da za jako konveksnu
funkciju postoji potporna parabola. Ako je f jako konveksna funkcija, tada je g(x) =
f(x) — cx* konveksna funkcija pa za tofku sy postoji k € [g’ (sp), g..(so0)] = [f (s0) —
2c¢s0, f1(80) — 2¢s0] takav da je g(s) < k(s — o) + g(so). Uvrstimo li g(s) = f(s) — cs?
dobivamo

f(s) — cs? < k(s — so) + f(so) — cs(z)
= (k' = 2cs0)(s — s0) + f(s0) — 5.

pri cemu je k = k' — 2csy. Tada je

F(s) S k(s — so) + c(s* — 2s0(s — s0) — 53) + £(50)
= c(s — 50)> + kK'(s = 50) + f(50)

= p(s),

tj. na desnoj strani smo dobili tzv. potpornu parabolu p i uz to vrijedi f(s9) = p(so).

Za dokaz lijeve strane nejednakosti (3.1) stavimo sy = xzﬂ te definirajmo funkciju
p 1 — Rsap(s) = c(s — so)* + a(s — so) + f(so) koja je potporna parabola u %
Integriranjem obje strane nejednakosti f(s) < p(s) po s na intervalu [x, y] dobivamo lijevu
nejednakost u (3.1).

Ako je f neprekidna i zadovoljava lijevu ili desnu nejednakost u (3.1), tada je funkcija
g : I — R definirana s g(x) = f(x) — cx*, x € I takoder neprekidna i zadovoljava lijevu
ili desnu stranu izraza Herminte-Hadamardove nejednakosti, respektivno. U oba slucaja
slijedi da je g konveksna. Tada prema lemi 2.0.7 slijedi da je f jako konveksna s modulom

C. O

b
Teorem 3.2.2. Neka je g : [a,b] — [0, co) simetricna funkcija takva da je f gx)dx =1

i xg(x)dx = ath

f(a ; b) + c[fab x*g(x)dx — (#)2] < Lb F(x0)g(x)dx

2 2 b
OO [OE [

i f:[a,b] = R je jako konveksna funkcija s modulom c. Tada vrijedi

(3.3)
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Dokaz. Za dokazati lijevu stranu nejednakosti (3.3) stavimo s = #, 1 uzmimo funkciju

h : [a,b] — R definiranu sa i(x) = c(x — 5)> + m(x — s) + f(s). Tada vrijedi
b b
[ regear> [ nwgeodx
b b
= cf ng(x)dx + (—2cs + m)f xg(x)dx

b
+ (cs? —ms + f(s))f g(x)dx.

Stoga, koristeci integrale

a+b

b b
f gxydx=1 i f xg(x)dx = - =, (3.4)

dobivamo

b b
f F(x)g(x)dx > ¢ f ¥’ g(x)dx — cs* + f(s)

(5o [ s (57

U dokazu desne strane nejednakosti (3.3) koristimo nejednakost (2.1).

b b
b— _
f Fg(x)dx = f f(—a+ 7 =2b)e(xdx

xX—a (b —x)(x—a)

Pib—x 5
< [ (= @+ =510 = 20— 0 oo

_ fb(bf(a) —af®)  fb) - f@
—J, b—a b—a

x—c((a+b)x—ab- xz))g(x)dx.

Sada, koristeci integrale (3.4), dobivamo

bf(a)—af(D) +f(b)—f(a)a+b
b-a b-a 2

2 b
(@ -;b) —ab—f ng(x)dx]

2 2 b
= f(a) ;—f(b) - C[a ;—b _f -ng(x)d.x:l.

b
f J(0gxdx <

—-C
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U sljede¢em je teoremu dano profinjenje Hermite-Hadamardove nejednakosti za jako
konveksnu funkciju.

Teorem 3.2.3. Ako je f : [a,b] — R jako konveksna funkcija s modulom c, onda

f(a+b) (b ay? _2[f(3a+b)+f(a+3b)]+%(b—a)z

2 3
<
AR O] Ly
QL0 <,y

Dokaz. Primjenom Hermite-Hadamardove nejednakosti (3.1) na svaki od intervala [a, %]
i [42, b] dobivamo

3a+b 7 flay+ f(4) ﬂ”) c )
P+ g s 5= [ fondn s TSR - S

F52) + £b)
== 2

152) s o

_ S
b-a b

Sumiranjem ovih nejednakosti dobivamo

f(3a+b)+f(a+3b) 2c(b 2y _b_f Fodx

4 4
f(la)+ f(b) a+b 2¢ 5
< 527 +f( - )—Z—(b—a).

(3.5)

Sada, koristeci jaku konveksnost funkcije f 1 (3.5), dobivamo

<)) 555 -
:l[f(3a+b)+f(a+3b)]+%(b—a)z

2 4
_b— ff(x)dx

IA
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Sli¢no, koristeci opet (3.5) 1 jaku konveksnost funkcije f, dobivamo

1 b 11 (a+b\ fl@+f(b)] ¢ 2
z?aﬂf@”SEV(z)+ e R0

I fla+fb)  fla+fb) c 2] ¢ 2
ST T @ = 5w
fla@) + f(D)

_ ~Sh-ap
= 7 cb—ay,

¢ime se zavrsava dokaz. O



Poglavlje 4

Karakterizacija unitarnog prostora
pomocu jako konveksnih funkcija

U prethodnim poglavljima, razmatrali smo funkcije definirane na realnom intervalu /. Alj,
jako konveksne funkcije mogu se razmatrati i na konveksnom podskupu D realnog nor-
miranog prostora X. Definicija, a 1 osnovna svojstva vrlo su sli¢na svojstvima realnom
slucaju.

Definicija 4.0.1. Neka je (X, || - ||) realni normirani prostor, D konveksni podskup od X i ¢
pozitivna konstanta. KaZemo da je funkcija f : D — R jako konveksna s modulom c ako

JQx+ (1= y) < Af(x) + (1 = Df ) = cad = Dllx =7, (4.1)

za svaki x,y € Di A €0, 1).
Kazemo da je f jako J-konveksna s modulom c ako (4.1) vrijedi samo za A = % odnosno

lx-ylI* xyeD. (4.2)

x+y\ _ f+fQ) ¢
f( 2 )S > 4

Takve funkcije imaju vaznu ulogu u teoriji optimizacije.
Sljedeci rezultati prikazuju odnose izmedu jako konveksnih (jako J-konveksnih) 1 konvek-
snih (J-konveksnih) funkcija.

Lema 4.0.2. Neka je (X, ||-||) realni unitarni prostor, D konveksni podskup od X i ¢ pozitivna
konstanta.

1. Funkcija f : D — R je jako konveksna s modulom c ako i samo ako je funkcija
g = f—cll-|? konveksna.

2. Funkcija f : D — R je jako J-konveksna s modulom c ako i samo ako je funkcija
g = f—cll | J-konveksna.

25
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Dokaz. 1. Pretpostavimo da je f jako konveksna s modulom c. KoriStenjem elementarnih
svojstava skalarnog umogka i ¢injenice da je ||x||> = (x|x), dobivamo

gAx+ (1= )y) = f(Ax+ (1 = y) = cllax + (1 = Dyl
< Af() + (1 = Df ) = A = Dllx =y = clldx + (1 = Dyl

=Aﬂw+41—@ﬂw—c@a—amuW—zuwwwMﬁ
+ﬂmW+2M1—muwru1—mmwﬂ

= AF() + (1= D) — el = e(1 = DlylP

= Ag(x) + (1 = VO,

Sto dokazuje da je g konveksna.
Obrnuto, ako je g konveksna, onda

SQx+ (1= y) = gdx + (1 = Dy) + cllax + (1 = Dyl
< Ag(x) + (1 = V() + ([l +24(1 = Dxly) + (1 = %[yl
= Ag(x) + cllxd®) + (1 = V(g + clyll’) = e = (x> = 2xly) + [y
= Af () + (1 = Df ) = el = Vllx =yl

Sto dokazuje da je f jako konveksna s modulom c.
2. Pretpostavimo da je f jako J-konveksna s modulom c. Koriste¢i zakon paralelograma
xX+y

W fe) e

2

C
lx = yIP? ~ g+ v

2 4
:191;ﬁ2—§QWW+mMH
_ 8+

- £ 250

Sli¢no, ako je g J-konveksna tada

X+ y) _ (x + y)
! ( 2 )78 )T
< 8D +80)

2
_ 8+ |/ L8O+ [Iyll>

2 2
_f0+f0) ¢
2 4

x+y|]?

2

c 2
+ —||lx +
4|| i

C
+ 7l + P = 2ldll® = 21Iy)

Ilx = I
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O
Poznato je da u normiranom prostoru (X, || - ||) vrijedi Jordan-von Neumannov zakon
paralelograma
2 2 2 2
[l + YII7 + [l = yII7 < 2lx1” + 2[¥1I°,  xyeX,
ako 1 samo ako se norma || - || moZe izvesti iz skalarnog umnoska.

U literaturi se mogu pronaci i drugi uvjeti koji karakteriziraju unitarne prostore medu
normiranim prostorima. Ovdje ¢emo se baviti karakteriziranjem unitarnih prostora ko-
riste¢i jako konveksne i jako srednje konveksne funkcije.

Teorem 4.0.3. Neka je (X, || - ||) realni normirani prostor. Sljedece tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

1. Za svaki ¢ > 0 i za svaku funkciju f : D — R, f je jako konveksna s modulom ¢ ako
i samo ako je funkcija g = f — c|| - ||* konveksna;

2. Za svaki ¢ > 0 i za svaku funkciju f : D — R, f je jako J-konveksna s modulom c
ako i samo ako je funkcija g = f — c|| - ||* J-konveksna;

3. Postoji ¢ > 0 takav da za svaku funkciju f : D — R, g je konveksna funkcija ako i
samo ako je funkcija f = g + c|| - ||* jako konveksna s modulom c;

4. Postoji ¢ > 0 takav da za svaku funkciju f : D — R, funkcija g je J-konveksna ako i
samo ako je f = g + c|| - ||* jako J-konveksna s modulom c;

5. Funkcija || -|* : X — R je jako konveksna s modulom 1;
6. Funkcija || -||* : X — R je jako J-konveksna s modulom 1;
7. (X, || - 1|) je unitarni prostor.

Dokaz. Pokazati ¢emo sljedeci lanac implikacijal =23 =5=7T=1i2=24=6 =
7T=2.

Implikacije 1 = 312 = 4 su olite. Za pokazati 3 = 514 = 7 uzmimo g = 0. Tada je
f = c|| - |I* jako konveksna (odnosno jako J-konveksna) s modulom c. Slijedi, % f=1-17je
jako konveksna (odnosno jako J-konveksna) s modulom 1.

Da bismo vidjelida 5 = 71 6 = 7 takoder vrijedi, primijetimo da, zbog jake konveks-

nosti ili jake J-konveksnosti s modulom 1 od || - ||> imamo

X+y
2

2 2 2
x||” + 1
< lIxll® +1Iyll=

_ _ 2
< 5 4||x v,

dakle
e+ YIP + e = yIP < 2112 + 2llylP (4.3)
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za svaki x,y € X. Sada, uvrStavanjemu = x+ yiv = x — y u (4.1), dobijemo
20ull® + 2IVI* < llu+vIP +llu—vIP,  uveX. (4.4)

Nejednakosti (4.3) 1 (4.4) znaCe da norma || - || zadovoljava zakon paralelograma, iz Cega
slijedi da je (X, || - ||) unitarni prostor.
Implikacije 7 = 117 = 2 slijede iz leme 4.0.2. O



Poglavlje 5

Teoremi separacije

Dvije funkcije f, g : I — R mogu biti odvojene konveksnom funkcijom ako i samo ako
fAx+ (1 =y < A4gx) + (1 =)g(y), x,yel,A1€]0,1].

Ovaj je teorem separacije dokazan u ¢lanku [2]. Pokazat ¢emo analogon ovog rezultata za
jako konveksne funkcije. Ovaj je rezultat u modificiranom obliku dan u ¢lanku [4].

Teorem 5.0.1. Neka su f,g : I — R i neka je c > 0. Postoji jako konveksna funkcija
h: I — R takva da vrijedi f < h < g na I ako i samo ako vrijedi

fx+ (1= 0y) <18(x) + (1 = Dg(y) — ct(1 = )(x — y)*,. (5.1)
pri cemu je x,y € I,t € [0, 1].

Dokaz. Pretpostavimo da postoji jako konveksna funkcija & takva da za sve x € I vrijedi
JF(x) < h(x) < g(x).
Tada imamo ovaj niz nejednakosti:

fx+ (1 -1)y) h(tx + (1 = 1)y)

<
< th(x) + (1 = Dh() — ct(1 = H(x — y)?
< 1g(x0) + (1 = 0g() = er(1 = )(x = y)

Sto je upravo nejednakost (5.1).
Da bi smo dokazali drugi smjer, pretpostavimo da funkcije f, g zadovoljavaju (5.1) i uz-
mimo funkcije fi, g, : I — R takve da

fi) = f()—cx’, gD =gx)—cx’, xel.

29
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KoriStenjem (5.1) dobivamo

filtx + (1= 10)y) = f(ex + (1 = 0)y) — c(tx + (1 = )y))?
< 18(x) + (1 = Ng(y) — ct(1 = N)(x — y)* = c(tx + (1 = 1)y))?
= 1g(x) + (1 = g(y) — c1x® = c(1 = 1)y*
=181(x) + (1 = Dg1(y),
zasve x,y € I,t € [0, 1]. Dakle, postoji konveksna funkcija i : I — Rtakvada fi < h; <

g1 na I. Definirajmo h(x) = h(x) + cx?, x € I. Tada prema lemi 2.0.7, & je jako konveksna
funkcija s modulomci f <h < gnal. O

Kao posljedica prethodnog teorema dobivamo sljedeci rezultat.
Neka je € > 0. KaZzemo da je funkcija f : I — R e-jako konveksna s modulom c ako vrijedi

fx+ A =0y <tf(x)+ (1 -0Df(y) —c(l —=)(x—y) +¢,
zasve x,y € I,t € [0, 1].

Korolar 5.0.2. Ako je f : I — R e-jako konveksna s modulom c, onda postoji funkcija
h: I — R koja je jako konveksna s modulom c i za koju vrijedi

|ﬂm—huns§, xel

Dokaz. Stavimo g = f + €. Prema e-jakoj konveksnosti funkcije f slijedi da f i g za-
dovoljavaju (5.1). Dakle, prema teoremu 5.0.1, postoji funkcija #; : I — R koja je jako
konveksna s modulom c i za koju vrijedi f < h; < g = f+enal. Stavimo h = h; — 5 i
dobijemo

[f(x) = h(x)| <

i, oCito, A je jako konveksna s modulom c. O

xel,

SN

U ¢lanku [2] dokazan je sljedeci teorem.

Teorem 5.0.3. Neka su f i g realne funkcije definirane na intervalu I C R.
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. Postoji afina funkcijah : I — R takvada je f < h < g;
2. Vrijede sljedece nejednakosti:
fx+ 1 -0y <18(x) + (1 - 0gy)

gx+ (1 -0y <tf(x)+ (1 -0f ()
zasve x,yelitel0,1]
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Sljedeci teorem daje nam rezultat analogan gornjem, ali za jako konveksne funkcije.
Taj se rezultat moZe naci u ¢lanku [4], ali ovdje ¢emo mu dati drugaciji dokaz.

Teorem 5.0.4. Neka su f i g realne funkcije definirane na intervalu I C R.
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. Postoji kvadratna funkcija h : I — R, h(x) = cx> +bx+a, ¢ > 0 takvada f <h < g;
2. Vrijede sljedece nejednakosti
flx+ (1= 0y) <1g(x) + (1 - Hg(y) — cr(1 = D) (x - y)’,
gltx + (1 = 0)y) < 1f(x) + (1 = ) f(y) = et(1 = )(x = y)*.
Dokaz. Dokazimo (1) = (2). Pretpostavimo da za f, g postoji funkcija h(x) = cx> +bx+a,
¢ > 0 takva da je
J(x) < h(x) < g(x).
Definiramo funkcije fi, g1, h; ovako:
i) = f) =, g1(0) =gl —cx’,  m(x) = h(x) - ex’.
Tada je hi(x) = (cx* + bx + a) — cx*> = bx + a, tj. h; je afina funkcija.
Iz nejednakosti f(x) < h(x) < g(x), oduzimanjem izraza cx* dobivamo

Ji(x) < hi(x) < g1(%).

Dakle, vrijedi (1) iz teorema 5.0.3. Prema teoremu 5.0.3, tada za fi, g; vrijedi i (2), tj.
vrijede nejednakosti

filtx + (1 = 0)y) <1g1(x) + (1 = Ng1(y) (5.2)
gitx + (1 —-ny) < 2fi(x) + (1 = 0 f/i(y) (5.3)
zasve x,yel, te[0,1].
Uvrstavanjem fi(x) = f(x) — cx?, g1(x) = g(x) — cx* u (5.2) dobivamo:
fltx+ (1 = )y) — c(tx + (1 = 0)y)* < tg(x) — ctx* + (1 = Hg(y) — (1 — 1)y*
fltx+ (1= 0y) < 1g(x) + (1 = gy) — cltx® + (1 = )y* = (tx + (1 = 1)y)’] (5.4)
Sredimo izraz tx* + (1 — £)y? — (tx + (1 — 1)y)? iz (5.4):
P+ (=0 —(tx+ (1 =0y =t + (1 —0)y* — 2% = 26(1 = Hxy — (1 — 1)*y?
=x2(t—1*) = 2t(1 — Hxy + (1 —t — (1 — 1))
= x*t(1 — 1) = 2t(1 = Hxy + y*(1 = H)(1 = (1 — 1))
=1(1 — )(x* = 2xy +y?)
=1(1 - )(x —y)
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UvrStavanjem tog izraza natrag u (5.4) dobivamo da vrijedi prva nejednakost u (2). Druga
se nejednakost dokazuje na sli¢an nacin.

Pri dokazu implikacije (2) = (1) koristimo iste funkcije fi, g1,/h; koje smo definirali u
prvom dijelu dokaza. Pretpostavimo da vrijedi (2), tj. da za x,y € I, t € [0, 1] vrijede
nejednakosti

f@x+ (1 =1)y) < 1g(x) + (1 = 0g(y) = cr(1 = 1)(x = y)?,

gltx + (1 = 1)y) < 1f(x) + (1 = ) f(y) = et(1 = D(x = y)*.

Kao u dokazu prvog dijela dobijemo da tada vrijede nejednakosti
Hx+ (1 =0y) <181(x) + (1 = Dg1(y),

gitx+ (I -ny) < tfi(x) + A - fi(y).

Tada, prema teoremu 5.0.3, postoji afina funkcija /,(x) = bx + a takva da je
S0 < (x) < g1(x).
Dodavanjem izraza cx’ svakoj strani gornje nejednakosti dobivamo
Fi(x0) +cx? < h(x) + ex? < g1(x) + ¢x?

J(x) < h(x) < g(x),

tj. dobivamo (1). Time je dokazana druga implikacija. O
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Sazetak

Tema ovoga rada su jako konveksne funkcije. Rad je podijeljen na pet poglavlja.

Prvo poglavlje sadrzi osnovne pojmove i teoreme koje koristimo kroz rad. Dana je
definicija, primjeri i osnovna svojstva konveksnih funkcija, a zatim su opisane operacije
s konveksnim funkcijama. Na kraju prvog poglavlja dana je veza konveksnih funkcija s
Jensenovom nejednakosti i Hermite-Hadamardovom nejednakosti koja je ujedno 1 karak-
terizacija konveksne funkcije.

U drugom poglavlju uvodimo pojam jako konveksnih funkcija kao poop¢éenje konvek-
snih funkcija. Osnovna definicija jako konveksne funkcije glasi:

Neka je I C R interval 1 ¢ pozitivan broj. Znamo da je funkcija f : I — R jako konveksna
funkcija s modulom ¢ ako vrijedi

fQx+ (1 =y) < Af ) + (1 =D f() = el = D(x - y)?,

zasvaki x,yelide[0,1].
Takoder, u drugom poglavlju poopéavaju se neka svojstva konveksnih funkcija za jako
konveksne funkcije.

U tre¢em poglavlju navodimo i dokazujemo poopéenje Jensenove i Hermite-Hadamardove
nejednakosti za jako konveksne funkcije te nekoliko teorema povezanih s Hermite-Hadamardovom
nejednakosti.

Cetvrto poglavlje daje uvid u karakterizaciju unitarnog prostora pomoc¢u jako konvek-
snih funkcija.

U petom poglavlju dajemo poopcenje teorema separacije za jako konveksne funkcije.






Summary

The topic of this paper is strongly convex functions. The paper is divided into five chapters.
The first chapter contains basic concepts and theorems that we use in paper. The defini-
tion, examples and description of basic properties of convex functions are given, and then
the operations with convex functions are described. At the end of the first chapter there
is a connection of convex functions with Jensen’s inequality and the Hermite-Hadamard
inequality, which is also the characterization of convex functions.
In the second chapter, we introduce the notion of strongly convex functions as a gene-
ralization of convex functions. Definition of convex function is:
Let I C R be an interval and ¢ be a positive number. A function f : I — R s called strongly
convex function with modulus c if

fQx+ (1 =y) < Af0) + (1= D f() = el = D(x - y)?,

forall x,ye Iand A € [0, 1].
Also, in the second chapter, some properties of convex functions are generalized for stron-
gly convex functions.

In the third chapter, we state and prove the generalization of the Jensen and Hermite-
Hadamard inequalities for strongly convex functions and several theorems related to the
Hermite-Hadamard inequality.

The fourth chapter provides an insight into the characterization of the unitary space
using strongly convex functions.

In the fifth chapter, we give a generalization of the separation theorem for strongly
convex functions.
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