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Uvod

Teorija grafova je grana diskretne matematike koja se bavi grafovima, a ima primjenu u
razli¢itim podrucjima, primjerice u raCunarstvu, biologiji, fizici pa ¢ak i u socijalnim zna-
nostima. Jedan od najpoznatijih problema, a ujedno i jedan od prvih zapisa o teoriji grafova
je Eulerov problem sedam mostova Koeningsberga, objavljen 1736. Problem se sastoji od
toga da se treba pronaci put kroz grad tako da se preko svakog mosta prijede tocno jednom.
Vidimo da je teorija grafova relativno mlada grana matematike koja se pocinje detaljnjije
istrazivati tek u 18. stoljecu, a danas je njena primjena sve Sira. Danas su najpoznatiji
primjer upotrebe iste upravo druStvene mreze koje pocivaju na grafovima i upravo zbog
toga su postali poznati brojni algoritmi na grafovima koji omogucuju njihovo pretraZivanje
1 provjeravanje razlicitih svojstava.

Na samom pocetku rada, u poglavlju 1 moZemo pronaci osnovne pojmove teorije grafova
koji su nam potrebni za razumijevanje ostatka rada. Poglavlje prati dijelove knjige [3].

U poglavlju 2 prou¢avamo algoritme za detekciju ciklusa na usmjerenim grafovima o ko-
Jima se viSe moZze procitati u ¢lancima [6], [2] i [7]. Detekcija ciklusa je iznimno vazna
kod implementacije vezanih lista za osiguravanje konacnosti programa, a opisani algoritmi
sluZe za ostvarivanje navedenoga. U poglavlju su opisana Cetiri algoritma, Floydov, Bren-
tov, Gosperov i Nivaschov. U raCunarstvu se najces¢e spominje i koristi Floydov algoritam
koji zbog koristenja dvaju pokazivaca na vrhove grafa, brzog i sporog, stjeCe popularan
naziv algoritam “kornjace 1 zeca”. Svi od navedenih algoritama imaju slicnu sloZenost, a
zanimljivo je prouciti potpuno razliCite pristupe istom problemu. Naime, Floydov i Brentov
algoritam imaju pristup takav da se koriste dva pokazivaca koji se krec¢u koracima razlicite
veli¢ine po grafu i1 algoritmi ¢e se zaustaviti ako se pokazivaci nadu na istom vrhu grafa. S
druge strane, Gosperov algoritam se temelji na konstruiranju podskupova niza kojeg ¢ine
vrhovi grafa i traZzenja istih elemenata usporedbom. Nivaschov se algoritam razlikuje od
ostalih jer pretpostavlja da je skup vrhova grafa totalno ureden skup. Za svaki su algoritam
dani primjeri izvodenja na konkretnom grafu.

U poglavlju 3 opisuju se rekurzivni algoritmi za pronalaZzenje maksimalnih klika u grafu o
kojima se viSe moze procitati u ¢lancima [1] i [4]. Algoritmi koje prou¢avamo su Bron—
Kerboschov i Akkoyunluov. Opisali smo dvije verzije Bron—Kerboschovog algoritma, s
pivotiranjem 1 bez pivotiranja. Efikasnijom se pokazala verzija s pivotiranjem jer ima ma-
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nje rekurzivnih poziva. Ideja je odabrati pivotni element i traziti maksimalne klike kojima
on pripada i maksimalne klike kojima pripadaju njemu nesusjedni elementi jer vrh i njemu
nesusjedni vrhovi ne mogu biti sadrZani u istoj kliki koja je potpuni podgraf danog grafa.
Akkoyunluov algoritam je vrlo sli¢an Bron—Kerboschovom, ali ima potpuno drugaciji pris-
tup problemu te je formalnije definiran.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi u teoriji grafova

Definirat ¢emo pojmove koji su nuzni za razumijevanje sljedecih poglavlja, a detaljnjiji
uvod u teoriju grafova moZze se pronaci u [3].

Definicija 1.0.1. Graf G je uredeni par G = (V, E), gdje je V neprazan skup cije elemente
nazivamo vrhovima i E skup dvoclanih podskupova od V Cije elemente nazivamo brido-
vima.

Definicija 1.0.2. KaZemo da su dva vrha v,w grafa G = (V, E) susjedna ako vrijedi {v,w} €
E. KaZemo da je graf potpun ako su mu svaka dva vrha susjedna.

Definicija 1.0.3. Za svaki vrh x grafa G = (V, E) D, je skup svih vrhova koji nisu susjedni
vrhu x, a C, skup svih vrhova koji su susjedni vrhu x.

Definicija 1.0.4. Komplement grafa G = (V, E,) je graf G = (V, E,) s istim skupom vrhova
kao i G te vrijedi da su svaka dva vrha susjedna u G¢ ako i samo ako nisu susjedna u G,
tj. e € E; ako i samo ako e ¢ E,.

Definicija 1.0.5. Setnja W u grafu G je konacan niz voev, . . . exvi vrhova vj, j€10,...k}
i bridova e;, i € {1,...k} pri cemu su krajevi brida e; vrhovi v;_y i v;. Vrh vy nazivamo
pocetak, a vy, kraj Setnje. Ostale vrhove nazivamo unutarnjim vrhovima. Setnja je zatvo-
rena ako vrijedi vy = vi. Staza u grafu je Setnja u kojoj su svi bridovi medusobno razliciti.
Put je staza s medusobno razlicitim vrhovima. Ciklus je zatvorena staza koja sadrZi barem
jedan brid i unutarnji vrhovi su joj medusobno razliciti.

Definicija 1.0.6. Neka su G = (V,Ey) i H = (V,, E>) grafovi takvi da vrijedi V, C V; i
E, C E\. KaZemo da je H podgraf grafa G i pisemo H C G.

Definicija 1.0.7. Graf G = (V,E) je povezan ako su svaka dva vrha u,v € V povezana
putom. Klika u grafu G je svaki povezan potpun podgraf.
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Primjer 1.0.8. Promotrimo opisane pojmove na primjeru sljedeceg neusmjerenog grafa

O—_, P/CK

Slika 1.1: Neusmjeren graf G

Skup vrhova danog grafa je V = {0, 1,2,3,4,5, 6}, a bridova E = {{0, 1}, {1, 3}, {2, 3},
{3,4},{4, 6}, {4, 5}, {5, 6}}. Radi jednostavnosti, bridove smo oznacili slovima a, . .., g, gdje
jea=1{0,1}, b = {1,3}, itd. Graf nije potpun jer primjerice vrhovi 0 i 2 nisu susjedni. Za
vrh x = 1 skup susjednih vrhova je C, = {0, 3}, a nesusjednih D\ = {2,4,5, 6}.

Primjer jedne setnje je niz vrhova i bridova voe;vie,v, = 2,¢,3,d,4. Vidimo da je
ova Setnja ujedno i staza jer su svi bridovi medusobno razliciti, ali i put jer su medusobno
razliciti i svi vrhovi. Opisana Setnja (staza) nije ciklus jer nije zatvorena. Primjer ciklusa
je staza vpejvieav,es3vs = 4,¢e,5, f,6, g,4.

Vrhovi4, 516 zajedno s bridovima e, fi g ¢ine podgraf H = (V1, Ey) = ({4,5,6},{e, f. g})

grafa G. Podgraf H je potpun jer su mu svi vrhovi medusobno susjedni pa kazemo daje H
klika. Pogledajmo u nastavku i primjer grafa i njegovog komplementa.

i\?@ e

Slika 1.2: Graf G (lijevo) i njegov komplement G (desno)

Osim neusmjerenih grafova koji su opisani u definiciji (1.0.1), velik dio rada bit e
posvecen usmjerenim grafovima.
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Definicija 1.0.9. Usmyjereni graf (digraf) D je ureden par D = (V,A), gdje je V neprazan
skup cije elemente nazivamo vrhovima, a A skup uredenih parova (u,v) € V X V Cije
elemente nazivamo lukovima. Pri tome vrh u nazivamo pocetak, a v kraj luka. Luk kojem
su pocetak i kraj isti nazivamo petlja.

Definicija 1.0.10. Setnja u digrafu D je niz W = voavia, . .. agve Ciji su clanovi naiz-
mjenicno vrhovi i lukovi tako da je vrh v;_y pocetak, a vrh v; kraj luka a;. Usmjerena Setnja
Jje zatvorena ako su njezin pocetak i kraj isti, tj. vrijedi vo = vy. Usmjereni ciklus je za-
tvorena usmjerena Setnja kojoj su svi lukovi medusobno razliciti i vrhovi, osim pocetnog i
krajnjeg.

Primjer 1.0.11. Promotrimo opisane pojmove na primjeru sljedeceg usmjerenog grafa.
a
: % h e %
d
o8 g

Slika 1.3: Usmjeren graf

Skup vrhova danog digrafa je V = {0, 1,2,3,4,5,6}, a lukova E = {(0, 1), (1, 3), (2, 3),
(3,3),(3,4),(6,4),(4,5),(5,6)}. Radi jednostavnosti, lukove smo oznacili slovima a, . .., h,
gdjejea = (0,1), b = (1, 3), itd. Primjer usmjerene setnje u digrafu je niz W = voe vie2v, =
2,¢,3,d,4. Luk h je petlja jer mu je pocetak i kraj isti.



Poglavlje 2

Problem detekcije ciklusa

2.1 Opis problema i motivacija

U racunarstvu se problem detekcije ciklusa grafa svodi na pronalazenje ciklusa u nizu
vrijednosti iterirajuce funkcije.

Definicija 2.1.1. Neka je M konacan skup koji se sastoji od m elemenata. Za svako pri-
druZivanje f : M — M i proizvoljan element ay € M definiramo niz ay, ay, ... s

ap = fla,), n=0,1,... (2.1)

Reci ¢emo da postoji ciklus u pridruZivanju [ ako postoji A > 0 tako da se dani niz pocinje
ponavljati od elementa a,, tj. postoji T > 1 takav da je

a, = Quyry, zasven>A>0. (2.2)

Najmanyji broj T za koji vrijedi (2.2) nazivamo duljina ciklusa.

U nastavku ¢emo s A oznacavati prvi element u danom nizu nakon kojeg se elementi
pocinju ponavljati. Problem detekcije ciklusa svodi se na odredivanje vrijednosti 4 i T za
dane f i ag. Pridruzivanje f iz definicije (2.1.1) u terminima teorije grafova ima znacenje
usmjerenog grafa u kojem svaki vrh ima najvisSe najvise jedan izlazni brid. Slijedi primjer
grafa, odnosno pridruZivanja s ciklusom.

Primjer 2.1.2. U nastavku je dana tablica s vrijednostima pridruZivanja f na konacnom
skupu M = {0, 1,2, 3} i odgovarajuci graf.
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X J)
0 1
1 3
2 1
3 2

Tablica 2.1: Vrijednosti funkcije f

()

3

Slika 2.1: Graf

Za dano pridruZivanje i proizvoljni element ay = 0, definiramo niz 0,1,3,2,1,3,2,1, ...
kao u (2.1.1). TraZeni 1 it su jednaki 1 =3 = 7.

Postoji nekoliko efikasnih algoritama za detekciju ciklusa, od kojih gotovo svi imaju
razliit pristup samom problemu. Za detekciju ciklusa mozemo iskoristiti vrlo poznati
algoritam pretraZivanja po dubini grafa. Ideja je da je svaki vrh obojan nekom od triju boja:
bijelom, sivom ili crnom. Na samom pocetku svi su vrhovi bijele boje. Za svaki vrh znamo
koji su mu susjedni vrhovi, tj. poznati su nam svi bridovi grafa. Algoritam ponavljamo
za svaki vrh grafa dok ne pronademo ciklus ili dok se algoritam ne zavrsi za sve vrhove u
slucaju da ciklus ne postoji. Po¢nemo od proizvoljno odabranog vrha, obojimo ga u sivo
te trazZimo njemu susjedne vrhove koji su bijele boje te i njih bojimo u sivo. Kazemo da
su sivo obojani vrhovi koji su na trenutnom putu u grafu. Zatim rekurzivno pozivamo isti
algoritam na svim susjednim vrhovima. Vrh kojem su posjeéeni svi susjedi i nije viSe dio
nijednog puta u grafu bojimo u crno. Ukoliko je za vrijeme provjere susjeda neki od njih
ve€ obojan u sivo to znaci da smo pronasli ciklus i algoritam se prekida s porukom da ciklus
postoji. Medutim, prostorna sloZzenost ovog algoritma je O(V + E) gdje je V broj vrhova
grafa, a E broj bridova pa nam je u cilju promatrati algoritme manje prostorne sloZenosti
kako bi bili optimalni i za grafove s velikim brojem vrhova i bridova. U nastavku vidimo
primjer izvodenja opisanog algoritma na grafu sa slike (2.1).



POGLAVLIJE 2. PROBLEM DETEKCIJE CIKLUSA 8

(D)

Slika 2.2: Detekcija ciklusa pretraZivanjem po dubini

U danom primjeru svi vrhovi su ostali obojani u sivo jer su dio puta. OCito ciklus
postoji jer iz vrha 2 u zadnjem koraku posjeujemo njegovog susjeda vrh 1 koji je veé
obojan u sivo pa ciklus postoji. Primijetimo da ovaj algoritam samo prepoznaje postoji li
ciklus, ali ne 1 koji su vrhovi dio istoga. Algoritmi koje ¢emo opisati u nastavku opisani
su u ¢lanku [6] 1 promatraju povezane grafove u kojima svaki vrh ima najviSe jedan izlazni
brid i podrazumijeva se da stanu ako dodu do nekog vrha v takvog da f(v) nije definiran te
u tom slucaju kao izlaz vraéaju poruku da ciklus ne postoji.

Motivacija

Vezane liste imaju Siroku primjenu u racunarstvu. Pomocu njih implementiraju se struk-
ture stoga i reda, a pomoc€u njih moZemo reprezentirati i usmjerene grafove. Uz sve to,
jako su korisna struktura podataka kada moramo raditi veci broj brisanja i dodavanja poda-
taka, a manji broj traZzenja po podacima. Struktura se sastoji od ¢vorova od koji svaki ima
pokaziva¢ na iduci ¢vor.
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HEAD
4

=» H B nul

Slika 2.3: Primjer vezane liste

=

Upravo zbog njihove Siroke upotrebe moramo osigurati ispravno kretanje po istima.
Najcesc¢i nacin kretanja po vezanoj listi dan je u pseudokodu u nastavku:

Algoritam 1 Vezana lista
Ulazni podaci: vezana lista v

a « v.head
while a.next # null do
a < a.next
> code that depends on given task

A R

end while.

U slucaju da postoji ciklus u danoj vezanoj listi, petlja while postat e beskonacna, Sto
stvara prepreku daljnjem izvodenju programa. Stoga su algoritmi koje smo predstavili u
ovom poglavlju korisni kako bismo izbjegli taj problem.

2.2 Floydov algoritam

1968. Robert W. Floyd predstavio je prvi algoritam za detekciju ciklusa poznatog pod
nazivom “kornjaca 1 zec”. U algoritmu se koriste dva pokazivaca koja razli¢itom brzinom
prolaze nizom danog pridruzivanja koje predstavlja usmjeren graf. Na samom pocetku
algoritma, brzi pokaziva¢ postavljamo jedan korak ispred sporijega. Sporiji pokaziva€ ima
korake veli¢ine 1, a brzi pokaziva¢ ima korake veli¢ine 2. Algoritam se zaustavlja kada se
pokazivaci nadu na istom elementu grafa, Sto ¢e se dogoditi u slucaju postojanja ciklusa u
grafu. Formalno, algoritam se zasniva na sljedecoj tvrdnji: ako je zadovoljena jednakost

a, = Qs (2.3)

tada je 2n —n = n djeljiv s 7. S obzirom na definiciju pridruZivanja f i konacnost skupa
M, lako se vidi da ¢e u danom grafu uvijek postojati ciklus, tj. algoritam je fokusiran
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na trazenje ciklusa, a ne na utvrdivanje postoji li. U slucaju da graf ne sadrzi ciklus,
u algoritmu e se javiti pogreska jer neki od elemenata a € M nece imati pridruzenu
vrijednost f(a). Dakle, algoritam ¢e se uvijek zaustaviti s izlaznim podatkom 7 > 1.

Algoritam 2 Floydov algoritam
Ulazni podaci: /' : M — M, proizvoljan element a), € M
Izlazni podatak: duljina ciklusa 7

a < ap, b — f(a)
while a # b do

a < f(a),c < f(b),b < f(c)
end while
b« f(a), Tt < 1
whilea # bdo b « f(b), 7 — 1+1
end while

NN AR

Uz pretpostavku da vrijedi (2.3), slijedi da je 2n = n + k7, tj. n = kt za neki prirodan
broj k. Zaklju€ujemo da mora vrijediti k7 > A jer inaCe a, ne bi bio element ciklusa. Dakle,
k> %, a najmanji takav k je upravo k = H] Zaklju¢ujemo da je najmanji n takav da vrijedi

2.3)
. M _ 2.4)

T

Vremenskoj sloZenosti algoritma, osim dijela za traZzenje najmanjeg n dodajemo i 7 za
traZenje duljine ciklusa u drugoj while petlji. Vremenska slozenost ¢e stoga biti

7(3 E} + 1). (2.5)

Prostorna je sloZenost ocito O(3) = O(1) jer algoritam pohranjuje vrijednosti samo 3 va-
rijable, a, b i ¢, za svaki broj vrhova m, $to je znacajno bolja sloZenost od sloZenosti jed-
nostavnog algoritma opisanog u prethodnom potpoglavlju koji pohranjuje cijeli graf, tj.
prostorne je sloZenosti O(m).

Primjer 2.2.1. Pogledajmo primjenu Floydovog algoritma na grafu koji je dan pridruzivanjem
u sljedecoj tablici.
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X J)
0 1
1 3
2 3
3 4
4 5
5 6
6 4

Tablica 2.2: Vrijednosti funkcije f za odabrani graf

Promatramo varijable iz algoritma: a (spori pokazivac), b (brzi pokazivac) i c (pomocna
varijabla). Osim tih varijabli, u tablici se nalazi i varijabla i koja oznacava broj trenutnog
koraka. Za proizvoljni element ay € M odaberimo ay = 1. Pogledajmo prikaz izvodenja
algoritma po koracima s danim pridruZivanjem f i proizvoljnim elementom a.

1 a b c T
0 |1 3

1 |3 5 4

2 |4 4 6

3 5 1
4 6 2
5 4 3

Tablica 2.3: Izvodenje Floyda na grafu danom pridruZivanjem u (2.2)

Vidimo da se u nultom koraku inicijaliziraju varijable a i b. U koraku 2 brzi i spori
pokazivac se nadu na istom elementu u grafu i tada algoritam izlazi iz petlje u liniji 2
koda (2) te se pokazivac¢ b pomice za jedno mjesto, a t inicijalizira na 1. U posljednja
se 3 koraka traZi velicina ciklusa, tj. algoritam se odvija dok b ne postane jednak a,
inkrementirajuci u svakom koraku t za jedan. Pogledajmo sada graficki prikaz izvodenja
algoritma iz tablice (2.3). Zelena boja oznacava brzi pokazivac b, plava spori pokazivac
a, a ljubicasta oznacava trenutak kad su a i b na istom poloZaju.
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2.3 Brentov algoritam

Algoritam Richarda P. Brenta, 1969. predstavio je Donald Knuth. Poput Floydovog, ko-
riste se dva pokazivaca, ali u modificiranoj verziji. Brzi pokazivac krece se po indeksima
grafa koji su potencija broja dva te za svaki iduéi poloZaj, sporiji pokaziva¢ postavimo
na prethodni polozaj brzeg. Algoritam se odvija sve dok pokazivali ne postanu jednaki,
tj. dok se ne nadu na istom elementu grafa. Naposljetku racunamo duljinu ciklusa kao u
Floydovom algoritmu.

Algoritam 3 Brentov algoritam
Ulazni podaci: f : M — M, proizvoljan element a), € M
Izlazni podatak: duljina ciklusa 7

c—ap,a< flay),n—1,t«1
if a = cthenreturn 7 « 1
end if
ifn=2t—1thenc=a,t=2¢
end if
a«— f@,ne—n+1
if n > 3¢/4 then
if a # ¢ then return to line 4
end if
end if
T 1,a« f(c)
: whilea #cdoa « f(a), T —7+1
: end while

A e A A S oy

—
W N = O

Kako bismo objasnili sloZenost algoritma, definiramo funkciju / : N — N na sljedeci
nacin:
I(n) = 2tz (2.6)
Navedena funkcija pridruzuje broju n najvecu potenciju broja 2 koja nije vea od samog n.
Dakle, vrijedi /(n) < n < 2[(n). Definiramo
k = [log, max{d + 1,7}],

gdje su A1 7 definirani kao u Floydovom algoritmu. Neka je

1) + 1
T

ng=2F+1 - 1. (2.7)

Pokazat ¢emo da je ny upravo indeks u nizu (2.1) takav da vrijedi a,, = ax_;, gdje je k neki
prirodan broj takav da vrijedi 3 - 2! < ny < 281,
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Teorem 2.3.1. Vrijedi
(1) 2% < ny < 2k
(2) Za ny vrijedi a,, = ajpy)-1

3) %l(no) < ng < 2I(ny).

Dokaz. Dokazimo prvo (1). S obziromdajet > 11 [@1 > 1 jer su brojnik i naziv-
nik pozitivni pa je i gornje cijelo pozitivan cijeli broj, slijedi da je 7 [M%-I -1 > 0pa
zakljucujemo
() +1
PP S Dl IR,
T

Za nejednakost ny < 28!, dokaz ¢emo podijeliti na dva slu¢aja. Za 7 > I(A) slijedi

{l(/l)+ 1}
T =T,

T

a po definiciji k slijedi T < 2*. Dakle,

(D +1
T

no=2"+7 —1<2k42k—1 =22k =21 [ <2k,

U drugom slucaju, za 7 < I(A) vrijedi

T

IH+1 _l(/l)+1+5<l(/l)+7'<21(/1)
B T T I

za neki pozitivan cijeli broj 6 < 7. Slijedi

T{l(/l) + 1} < TZZi/l)

T

=2[(1) = 2 - 2ledl < g pllom d+ll < 5 ok — o+l

Time smo dokazali (1).
Za (2) moramo pokazati da je ny — (I(ng) — 1) djeljiv s 7. Po (1) imamo da je

I(ng) = 2tg2ml = ok,

Zakljucujemo sljedece

”O—(l(no)—1)=2k+7'y(/l)‘r+1}—1—2k+ 1 :T{l(/l)‘:l}’
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a to je kao umnozak broja 7 i cijelog broja djeljivo s 7. Time je dokazana i tvrdnja (2).
Desna nejednakost u tvrdnji (3) ocito slijedi iz jednakosti [(ng) = 2*. Za dokazati lijevu
nejednakost iskoristit cemo sljedeée dvije nejednakosti:

- l(/l) +1 1 >7— 1 = 2|_10g2‘rj -1 > 2|_10g21—1_],
T
T"l(/l) + 1“ 1> l(/l) — 2|—10g2/l+1-|—1.
T
Slijedi da vrijedi
. (D) +1 >0k
T
paje
(A+1 3l
no = 24+ | X }—122’%2"—‘ ELUD)
T 2
Time smo dokazali i tvrdnju (3). O

U danom teoremu dokazano je da je ny vrijednost indeksa niza (2.1) koji nam je po-
treban kako bismo izraCunali duljinu ciklusa 7, tj, to je broj koraka u algoritmu potrebnih
da dodemo do jednakosti a,, = ax_;, za neki k. Zatim u posljednja dva koraka algortima
pronademo duljinu ciklusa 7, ali ne ratunamo eksplicitno broj ny — 2% + 1 koji dijeli 7 veé
samo ocijenimo slozenost algoritma pomocu teorema (2.3.1) 1 broja k na sljedeci nacin:

3l(nog) 3

3
> =_.2k> =
o="H5"=5"% =75

max{d+1,71}. (2.8)

Dakle, sloZzenost Brentovog algoritma je Q(7 + %max{/l + 1, 7}), gdje 7 dolazi od posljednje
while petlje u kojoj racunamo duljinu ciklusa, a preostali dio od prvog dijela algoritma u
kojem trazimo odgovarajuci indeks ny. Prostorna je sloZenost, kao u Floydovom algoritmu
O(1) jer se za svaki broj vrhova m u algoritmu koriste fiksno Cetiri varijable.

Primjer 2.3.2. Pogledajmo u nastavku primjenu Brentovog algoritma na graf definiran
prodruZivanjem f iz tablice (2.2) s pocetnim proizvoljnim elementom ay = 0. Varijabla c
predstavlja brzi, a varijabla a spori pokazivac.
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1 |a c t n T
0 |1 0 1 1
1 |3 1 2 2
2 |4 1 2 3
3 |5 4 4 4
4 16 4 4 5
5 |4 4 4 6
715 4 4 6 1
8 |6 4 4 6 2
9 |4 4 4 6 3

Tablica 2.4: Izvodenje Brentovog algoritma na grafu iz tablice (2.2)

Za dani ay i pridruZivanje f, niz (2.1) ée biti jednak:
0,1,3,4,5,6,4,5,6,... (2.9)

Vidimo da brzi pokazivac¢ c poprima vrijednosti ay, a, i as, tj. vrijednosti ax_,, za k =
0, 1,2, sto odgovara opisu algoritma. Za dani primjer vrijedi A = 3it = 3 pa po (2.7)
imamo ny = 6, tj. ag = as po teoremu (2.3.1), a iz tablice vidimo da se algoritam zaustavio
nakon toc¢no 6 koraka upravo na toj jednakosti za a = ag i ¢ = as. U nastavku pogledajmo
graficki prikaz izvodenja algoritma na danim podacima. Boje su iste kao u Floydovom
algoritmu, zelena za brzi pokazivac, plava za spori, a ljubicasta kada su pokazivaci na
istom poloZaju.
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©O— ®
O @/\@T

=2

Slika 2.6: Nastavak

2.4 Gosperov algoritam

R. W. Gosperov algoritam nije poznat poput prethodno dva opisana i jedan od zapisa o
tom algoritmu pojavljuje se u knjizi Henrya S. Warrena [7], gdje je jako detaljno opisan i
implementiran u programskom jeziku C, a originalno Gosper o njemu pise u clanku [2].
Ideja algoritma je usporedivati element a,,, za neki n, iz niza (2.1) s elementima skupa M(n)
koji je definiran na sljedeci nacin:

M) ={a,,, an,, ..., an,}, n,m> 0, (2.10)
gdje su indeksi dani s
ny = max{r | vo(r + 1) = k}, k=0,1,... (2.11)

Vrijednost v,(r + 1) predstavlja najvecu potenciju broj 2 koja dijeli r + 1. Primjerice,
v(5) =1, vy(16) = 4. Ocito je da je skup M(n) konacan 1 da sadrzi maksimalno [log, n]+
1 elemenata te da ¢e se od skupa M(n + 1) razlikovati u samo jednom elementu.
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Primjer 2.4.1. Za n = 15 odredimo M(15). Slijedimo definiciju skupa M(n):
ng = max{r | vo(r + 1) = 0} = max{0,2,4,6,8, 10,12} = 12,

ny = max{r | vo(r + 1) = 1} = max{1,5,9,13} = 13,
n, = max{r | vo(r + 1) = 2} = max{3,11} = 11,
ny = max{r | vo(r + 1) = 3} = max{7} = 7.

Za ny ne postoji rjieSenje jer je najmanji broj r takav da je r + 1 djeljiv s 2* jednak 15, a
traZimo brojeve strogo manje od 15. Dakle, M(n) = {a,, a3, a1, as}.

Po opisu skupa M(n) ocito je da se svaki a, usporeduje s nekima od prethodnih ele-
menata niza (2.1) kako bismo pronasli ponavljanje. Binarna interpretacija algoritma je ta
da indekse k promatramo u binarnom obliku 1 zatim traZimo a; najbliZi a,, k < n, takav
da k + 1 zavrSava s bitom 1, zatim najbliZi prethodni element ¢iji indeks zavrSava jednom
nulom pa zatim s dvije nule itd. dok indeks ne postane veéi od n. Sljede¢im teoremom
dokazat ¢emo da skup M(n) sadrzi element a, takav da je zadovoljena jednakost a, = a,,

tj. dokazat ¢emo ispravnost algoritma.

Teorem 2.4.2. Neka su A it kao u definiciji (2.1.1). Tada postoji prirodan broj r takav da
jen =r+tivriedi:

(1) a, € M(n) i vrijedi a, = a,,
2) A+7<n<a+2r

Dokaz. Neka je k > 0 takav da je 2 < 7 < 2%*!. Definiramo prirodne brojeve r i n na
sljedeci nacin:

-1, n=r+rt (2.12)

Ocito je r < n za svaki 7 > 1. ZapiSimo r u sljedeCem obliku:

A+1

r=2k {T} =202l = 2Ms -1, (2.13)

gdje je [ > 0 prirodan broj i s = 2h + 1 neparan prirodan broj. Slijedi
r=2g 1 =2M0h+ 1) =1 = 2 — 1 + p2k+i*! (2.14)

pa zaklju¢ujemo r = 2! — 1 (mod 2*"*1), tj. v,(r + 1) = k + I. Kako bismo dokazali r €
M (n), moramo joS pokazati da je r najveci broj manji od n za kojeg vrijedi vo(r+1) = k+1.
Vrijedi

r+2- 2> r42 s rpr=n (2.15)
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pajer € M(n). S obzirom da je r > A za svaki k > 0 zaklju¢ujemo a, = a,,; = a, pa smo
time dokazali (1). DokaZimo tvrdnju (2). Vrijedi

A+1 A+1
k k
/l—2(2k) 1<2{2k

-1l=r (2.16)

pa zbog 7 > O slijjedi A + 7 < r + 7 = n. Time je dokazana lijeva nejednakost tvrdnje. 1z

A+1 A+1
r:Zk{ }—1<2k( o +1)—1:/1+2’<s/1+7 (2.17)

zakljuCujemo n = r + 7 < A + 271. Time smo dokazali i desnu nejednakost tvrdnje (2). O

Ideja algoritma je da iz ulaznih podataka f i proizvoljnog elementa a, € M gradimo
skupove M(n), za n > 0 dok ne pronademo ciklus. Elemente skupa M(n) pohranjujemo
u niz 7, tako da je inicijalno T'[0] = a,,, gdje je ny kao u (2.11), itd. U nastavku slijedi
pseudokod algoritma.

Algoritam 4 Gosperov algoritam
Ulazni podaci: /' : M — M, proizvoljan element a, € M
Izlazni podatak: duljina ciklusa 7

n<—n+1andk « v,(n)
ifk=tthenr=1r+1

end if

T[k] = a and return to line 2

I:a—ap,n<1,t<1,T[0] <« ap

2: a « f(a)

3: fori <~ Otot—1do

4 if T[il =athenreturn 7« n—25(1 + 2|22 )+ 1, k=i
5: end if

6: end for

7.

8:

9:

_
e

Time smo opisali Gosperov algoritam koji kao rezultat vrac¢a duljinu ciklusa 7. Pros-
torna sloZenost Gosperovog algoritma je O([log, m| + 4) = O([log, m]) jer pohranjuje
samo po [log, m] elemenata niza (2.1) te jo§ 4 pomocne varijable. Vremensku slozenost
vidimo iz tvrdnje 2 teorema (2.4.2), tj. jednakost a, = a,, za neki r < n, e se posti¢i za
neki n < 27 + A. Dakle, vremenska sloZenost je O(27 + A). ZakljuCujemo da je Gosperov
algoritam vrlo efikasan jer Stedi vrijeme i prostor.

Primjer 2.4.3. U tablici u nastavku pogledajmo kako se u ovisnosti o n mijenjaju varijable
a i T u Gosperovom algoritmu za ulazne podatke f iz tablice (2.2) i ap = 0.
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n |a TI0] | T[1] | TI2]
0

1 |1 0

2 |3 0 1

3 (4 3 1

4|5 3 1 4

5 6 5 1 4

6 |4 5 6 4

Tablica 2.5: Izvodenje Gosperovog algoritma na grafu iz tablice (2.2)

Za dane f i ag niz (2.1) je dan s (2.9). Sada moZemo primijetiti kako vrijednosti u nizu
T za svaki n odgovaraju vrijednostima skupa M(n):

M(1) = {ao} = {0},
M2) = {ap, a1} = {0, 1},
MQ@3 , 1,3
(3) ={a, a2} = {1,3}, (2.18)
M4) ={az,a1,a3} = {3,1,4},
M(5) = {as,a1,a3} = {5, 1,4,
M(6) {a47a5’a3} {5’ 67 4}
Algoritam se zaustavlja u koraku n = 6 jer je zadovoljena jednakost T[2] = a u liniji 4
algoritma (4) te kao povratnu vrijednost vraca duljinu ciklusa T.

2.5 Nivaschov algoritam

Za razliku od prethodno opisanih algoritama koji se baziraju na sli¢nim idejama, ali svaki
od njih ima razli¢it naCin odabira indeksa elemenata koje ¢emo usporedivati, algoritam
Gabriela Nivascha predstavljen 2004. drugacije pristupa problemu detekcije ciklusa Sto
¢emo opisati u nastavku. Kako bismo primijenili algoritam, moramo postaviti restrikciju
na skup M koji promatramo. Naime, skup M mora biti totalno ureden, tj. na skupu Mx M
definirano je pridruzivanje & : Mx M — {-1,0, 1} tako da za proizvoljne a, b € M vrijedi:

-1, a<b,
h(a,b) =4 0, a=0b, (2.19)
1, a>b.

Vrijedi h(ay,ar) = —1,zasvakik = A+ 1,...,A+7—-21h(ay,a.+—1) = 1. Kako bismo
proveli algoritam potreban nam je niz T, koji za svaki element pohranjuje dvije informacije:
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T[i].aje vrijednost nekog elementa u nizu (2.1), a T[i].n je indeks tog elementa u nizu (2.1).
Ideja algoritma je koristiti stog s kojeg cemo dodavati i izbacivati elemente kako bismo
na kraju pronasli “najmanji”’, tj. onaj koji je pocetni u ciklusu. U danom pseudokodu
nije koristen stog ve¢ niz koji imitira stog, tj. u trenutku pronalaska manjeg elementa od
trenutno posljednjeg u nizu, definiramo novi minimum na sljede¢em mjestu u nizu. U
nastavku slijedi pseudokod algoritma.

Algoritam 5 Nivaschov algoritam
Ulazni podaci: f : M — M, proizvoljan element a;, € M
Izlazni podatak: duljina ciklusa 7

a<—aypn<—0,k«1,T[0] « (ap,0)

1:

2. a« fla)y,ne—n+1,i—k

3: repeat i=1i—1

4: until ( > 0 and h(a, T[i].a) = —-1) > uklanjamo elemente vece od a
5: if h(a, T[i].a) = O thenreturn T = n — T[i].n

6: end if

7: if h(a,T[i].a) = 1 thendefine T[i + 1]l.a=a,T[i+ 1]l.n =n and k =i+ 2.

8: end if

9: return to line 2

Ocito Ce se algoritam zaustaviti nakon drugog pojavljivanja minimalnog elementa jer se
nakon njegovog prvog pojavljivanja nece definirati nijedan novi element niza zbog uvjeta
u liniji 7 koje e biti laZzan za svaki novi element niza (2.1) na koji naidemo. Stoga je
vremenska sloZenost algoritma O(27 + A), to¢nije, algoritam Ce se zaustaviti u nekom vre-
menu [4 + 7, 4 + 27) zbog gore opisanog pojavljivanja minimalnog elementa. Dakle, kada
algoritam ponovo naide na minimalan element, uvjet u liniji 5 bit Ce istinit 1 algoritam ¢e
se zaustaviti s povratnom informacijom o vrijednosti duljine ciklusa 7. Duljina niza T se
povecava za O(log, n) kako se n povecava pa mozemo zakljuciti da je prostorna sloZenost
algoritma logaritamska te ovisi o broju koraka koji ¢e se izvesti u algoritmu.

Primjer 2.5.1. U nastavku promotrimo izvodenje Nivaschovog algoritma na sljedecem
podgrafu grafa definiranog pridruZivanjem u tablici (2.2):

R

Slika 2.7: Graf
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Definiramo pridruzivanje h : M x M — M, za M = {0, 1,3,4,5, 6}, tako da za svaki
brid (a, b) grafa, a,b € M, vrijedi a < b. U sljedecoj tablici opisano je izvodenje algoritma
za dane f,hiay=0:

n |a TI0] |T[1] | T[2] | T[3] |T[4] | TI5]
010 (0,0)

I |1 0,0) | (1,1)

2 |3 0,00 | (L,1) | (23

3 14 0,00 [ (1,1) | 2,3) | (34

4 15 0,00 [(1,1) | 23) | (34 | 4)5)

S |6 0,00 [ (1,1) | 23) |34 | &5 |56
6 |4 0,00 [ (1,1) | 23) | (B4 | &5 |56

Tablica 2.6: Izvodenje Nivaschovog algoritma na grafu (2.7)

Algoritam se zaustavio u trenutku n = 6 jer vrijedi h(4,T[3].a) = 0. Stoga je povratna
vrijednost algoritma jednaka T = n — T[3].n = 6 — 3 = 3. Pogledajmo u nastavku graficki
prikaz kretanja pokazivaca a (zelena boja) po grafu i stanje na stogu T u svakom koraku
algoritma.
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Slika 2.8: Graficki prikaz izvodenja Nivaschovog algoritma
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az; =4
:) a =73
a =1
O—@ (9 [w=0
(@) h(4,a3) =0
Slika 2.8

2.6 Usporedba algoritama

U tablici u nastavku vidimo vremenske i prostorne sloZenosti svih opisanih algoritama.

Algoritam | Vremenska sloZenost Provstorna
sloZenost

Floyd O@B|z|+1) o)

Brent Q(r + Imax(A+ L,7) | O(1)

Gosper OQ2t+ A1) O([log, m))

Nivasch | OCr+4) Olog, 27 + 1)

Tablica 2.7: Vremenske i prostorne sloZenosti algoritama

Svi algoritmi su sliénih vremenskih sloZenosti, ali u prostornoj se sloZenosti isticu
Floydov i1 Brentov jer sloZenost ne ovisi ni o veli¢ini grafa ni o poziciji ciklusa u grafu,
a ne ovisi ni o samoj duljini ciklusa. Prema danim podacima lako je zakljuciti zbog cega
je Floydov algoritam najpoznatiji od navedenih. Naime, jednostavan je za implementirati i
ima najbolju prostornu sloZenost.



Poglavlje 3

Problem maksimalne klike u grafu

3.1 Opis problema

Problem pronalazenja maksimalne klike u grafu je problem pronalaZenja maksimalnih pot-
punih podgrafa danog grafa.

Definicija 3.1.1. Neka je G = (V, E) neusmjeren grafi S C V podskup skupa vrhova grafa
G. KaZemo da je S C V maksimalna klika grafa G ako vrijedi:

(1) svaka dva vrha a,b € S su povezana bridom
(2) S nije pravi podskup nijednog skupa vrhova S C 'V za kojeg vrijedi (1).

Problem pronalazenja maksimalne klike ekvivalentan je problemu traZzenja maksimal-
nog nezavisnog skupa, tj. komplement maksimalnog nezavisnog skupa vrhova sastojat ¢e
se od vrhova koji ¢ine maksimalnu kliku grafa.

Definicija 3.1.2. Za podskup S C V vrhova grafa G = (V, E) re¢i ¢emo da je nezavisan
ako nikoja dva vrha a,b € S nisu susjedna.

Primjer 3.1.3. Promotrimo opisane pojmove na sljedecem grafu.

;k ©)

Slika 3.1: Neusmjeren graf

27
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Maksimalne klike u ovom grafu su skupovi {1, 3,4} i{2,4,5}. S druge strane, nezavisni
su skupovi {1, 5}, {1, 2}, {2,3}i{3,5}.

Sada ¢emo, slijedeci [3] i [1], dokazati neke osnovne rezultate o klikama.

Teorem 3.1.4. Skup vrhova S C V grafa G = (V, E) je nezavisan ako i samo ako je S klika
u grafu G.

Dokaz. Neka je S C V nezavisan skup vrhova. Tada za sve a,b € S vrijedi ab ¢ E, a po
definiciji komplementa slijedi ab € E€, za G¢ = (V, E®). Analogno vrijedi za obrat.
O

Teorem 3.1.5. Neka je a € V vrh grafa G = (V, E) i C skup svih maksimalnih klika grafa.
Za svaku maksimalnu kliku C € C vrijedi tocno jedna od sljedece dvije tvrdnje:

1. Maksimalna klika ukljucuje vrh a.
2. Maksimalna klika ukljucuje barem jedan od vrhova iz D,.

Dokaz. Pretpostavimo da je C € C klika za koju su obje tvrdnje istinite i neka je a €
C. Tada bi podgraf kojeg definira klika C sadrzavao brid ab, za neki vth b € D, Sto
je kontradikcija s b € D,. Pretpostavimo sada da nijedna tvrdnja nije istinita. Tada bi
vrijedilo C, € C pa bi to bila kontradikcija s ¢injenicom da je C maksimalna klika jer
bismo mogli u taj skup dodati vrh a koji ne bi narusio strukturu klike. O

Lako se vidi da za graf sa slike 3.1 vrijedi tvrdnja prethodnog teorema.

U ovom ¢emo poglavlju opisati dva algoritma za pronalaZenje svih maksimalnih klika
u grafu. Prvi je, ujedno i najpoznatiji, Bron—Kerboschov algoritam predstavljen 1973. od
strane dvojice nizozemskih matematiCara Coenraada Bron—a 1 Joepa Kerboscha u ¢lanku
[4]. Drugi algoritam objavljuje E. A. Akkoyunlu takoder 1973. u Clanku [1] te se sma-
tra istim kao Bron—Kerboschov jer oba generiraju isto stablo pretraZivanja, ali ipak imaju
razliite pristupe problemu i opise algoritama. Stoga nam je u ovom poglavlju u cilju
opisati oba pristupa i usporediti ih.

3.2 Bron-Kerboschov algoritam

Postoje verzije ovog rekurzivnog algoritma bez i s pivotiranjem. Verzija bez pivotiranja
provjerava sve klike, dakle ukljucujuci i one koje nisu maksimalne pa je bolji izbor verzija
s pivotiranjem koja Stedi vrijeme. Naime, odabirom pivotnog vrha u € V znamo da e
svaka maksimalna klika sadrzavati ili u ili neki od vrhova koji mu nisu susjedni §to znamo
po teoremu 3.1.5. Pogledajmo oba algoritma u nastavku.
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Algoritam 6 BronKerbosch1

> bez pivotiranja

N R

Ulazni podaci: RCV,PCV,XCV
Izlazni podatak: maksimalna klika R ili 0
if P = () = X then return R
end if
for each v € P do
BronKerboschl(RU {v}, PNC,,XNC,)
P=P\{}
X =XU{v}
end for

Algoritam 7 BronKerbosch?2

> s pivotiranjem

A A T ot

Ulazni podaci: RCV,PCV,XCV
Izlazni podatak: maksimalna klika R ili ()

if P = () = X then return R

end if

u < x, x € PU X proizvoljan

for eachve P\ C, do
BronKerbosch2(RU {v}, PN C,, X NC,)
P=P\{}
X=XU{}

end for

> U je pivotni element

da smo pronasli maksimalnu kliku i vrhovi koje sadrZava nalaze se u R.

Kako bismo pronasli sve maksimalne klike za graf G = (V, E) kao ulazne podatke
prvog poziva algoritma odabrat éemo R = ) = X i P = V. Skup R predstavlja potencijalnu
maksimalnu kliku u koju ¢e se dodavati elementi daljnjim pozivanjima rekurzije. Skup P
predstavlja sve vrhove koji su povezani sa svim vrhovima iz R, tj. kandidate za dodavanje
u kliku. Skup X predstavlja vrhove koje ne uzimamo u obzir jer bi s trenutnim vrhovima u
R vodili definiranju klike koju smo ve¢ dobili rekurzijom. Kada su P i X oba prazni, znaci

Primjer 3.2.1. Odredimo sve maksimalne klike sljedeceg grafa koriste¢i Bron—Kerboschov
algoritam s pivotiranjem.
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Slika 3.2: Neusmjeren graf

Pogledajmo u tablici u nastavku primjer izvodenja algoritma, tj. redoslijed pozivanja
rekurzija.

BronKerbosch2(0.{1,2, 3,4, 5},0)
BronKerbosch2({1},{2, 3, 4},0)
BronKerbosch2({1, 2},{4},0)
BronKerbosch2({1, 2, 4},0,0)
BronKerbosch2({1, 3},{4},0)
BronKerbosch2({1, 3, 4},0,0)
BronKerbosch2({5},{2},0)
BronKerbosch2({5, 2},0,0)

Slika 3.3: Rekurzivni pozivi Bron—Kerboschovog algoritma s pivotiranjem na grafu (3.2)

Nakon inicijalnog poziva algoritma, biramo proizvoljan pivotni element u € PU X =
{1,2,3,4,5}). U ovom slucaju odabrali smo u = 1. Tada je P\ C, = {1,5}, tj. to je skup
vrhova s kojima ulazimo u for petlju. Za oba vrha c¢e se algoritam rekurzivno pozvati,
ponovno biramo pivotne elemente i na taj se nacin algoritam odvija dok ne pronade sve
maksimalne klike. Za bolje razumijevanje nacina na koji opisana rekurzija pronalazi klike,
pogledajmo graficki prikaz izvodenja algoritma. Sivom bojom oznaceni su vrhovi koji
su trenutno dio skupa R, zelenom su bojom oznaceni kandidati za dodavanje u kliku, tj.
elementi skupa P, a crvene ¢e boje biti elementi skupa X, ukoliko ih ima.
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Slika 3.4: Izvodenje Bron—Kerboschovog algoritma s pivotiranjem

Vidimo iz slike (3.4) da algoritam uspjesno pronalazi sve maksimalne klike: {1,2,4},
{1,3,4}, {2,5}. Stablo pretraZivanja se podijelilo na dvije glavne grane na temelju odabra-
nog pivotnog elementa u = 1. Lijeva grana pronalazi sve maksimalne klike koje sadrZe vrh

1, a desna grana sve koje ga ne sadrZe.

Primjer 3.2.2. Promotrimo za graf (3.2) redoslijed pozivanja rekurzija u algoritmu bez

pivotiranja.
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BronKerbosch1(0,{1,2, 3, 4 5},0)
BronKerbosch1({1},{2, 3, 4},0)
BronKerbosch1({1, 2} {4},@)
BronKerbosch1({1, 2, 4},0,0)
{4}

BronKerbosch1({1, 3},{4},0)
BronKerbosch1({1, 3, 4},0,0)
BronKerbosch1({2},{4, 5},{1})
BronKerbosch1({2, 4},0,{1})
BronKerbosch1({2, 5},0,0)
BronKerbosch1({3},{4},{1})
3,4}

BronKerboschl1({3,4},0,{1})
BronKerbosch1({4},0,{1, 2, 3})
BronKerbosch1({5},0,{2})

Slika 3.5: Rekurzivni pozivi algoritma Bron—Kerbosch1 na grafu (3.2)

Dakle, vidimo da algoritam bez pivotiranja ima puno veci broj rekurzivnih poziva i da
je zbog toga algoritam s pivotiranjem efikasniji.

Po rezultatima autora Moona i Mosera koji se mogu pronaci u [5], svaki graf s n vr-
hova ima najviSe 35 maksimalnih klika. Stoga vremenska sloZenost Bron—Kerboschovog
algoritma s pivotiranjem prati tu granicu i rekurzivnih ée poziva biti najvise O(35).

3.3 Akkoyunluov algoritam

E. A. Akkoyunlu je predstavio algoritam s istim stablom pretraZivanja kao 1 Bron—Kerboschov
s pivotiranjem, ali je sam algoritam drugaciji. U nastavku rada ¢emo za skup svih maksi-
malnih klika grafa koristiti oznaku C. 1z teorema 3.1.5 moZemo zakljuciti da ¢e za svaka
dva vrha a i b za koje vrijedi D, C D), vrijediti da je a u svakoj kliki u kojoj se pojavljuje

b. Za opisati algoritam potrebni su nam i pojmovi iz sljedeée definicije.

Definicija 3.3.1. Za podskup S C V skupa vrhova grafa G = (V, E) definiramo skupove
L(S) i E(S) na sljedeci nacin:

LS)={K|KeC,SNK 0} (3.1)
ES)={K|KeC,S CK}. (3.2)

L(S) je skup svih maksimalnih klika koje sadrze barem jedan vrh skupa S, a E(S) skup
svih maksimalnih klika koji sadrzi sve vrhove iz §. OCito vrijedi C = L(V). Za opisane
skupove vrijede jednakosti iz sljede¢e napomene.
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Napomena 3.3.2. 1. L(0) =
2. L({x}) = E({x}),
3. LS)NLS2) =L(S1),zaS1 S5
4. E(S))NE(S,) =ES,US)»),

E({x}), x€S,

5. E({X}) N L(S) = {E({X}) N L(S N Cx)’ inace.

6. Skup S, u kojem za bilo koja dva elementa x,y € S vrijedi x € C,, zadovoljava
sljedecu jednakost:

(s>_{{5} NiesCi = 0,
ES)NL(NsC,), inace.

7. L(S U {x}) = E({x}) U (L(S) N L(Dy)).

PokaZimo da vrijedi tvrdnja 5. Skup E({x}) uvjetuje da presjek E({x}) N L(S) sadrZi
samo maksimalne klike K takve da je x € K. Ako je x € S, skup L(S) ¢e po definiciji 3.1
sadrZavati sve klike u kojima se nalazi vrh x, tj. sve elemente skupa E({x}) pa jednakost
vrijedi. U slucaju x ¢ S, prisjetimo se teorema 3.1.5 koji kaZe da svaka maksimalna klika
sadrZi ili odabrani vrh ili neke od njemu nesusjednih vrhova. Stoga vrh x moZe Ciniti kliku
samo s onim vrhovima iz S koji su mu susjedi pa ¢e u skupu L(S') biti relevantne samo one
klike koje sadrZavaju neke od susjeda vrha x. Stoga L(S) moZemo reducirati na L(S N C,).

Promotrimo sada tvrdnju 6. Uz danu pretpostavku zakljucujemo da su svi vrhovi iz S
medusobno susjedni, tj. cine jednu kliku. Ukoliko ne postoji vih y € V '\ S koji je susjedan
svim vrhovima iz S, tada slijedi da se klika S ne moZe prosiriti nijednim vrhom, tj. mak-
simalna je i bit ¢e jedina koju cine vrhovi iz S. Inace, problem moZemo promatrati kao
presjek samog E(S) i skupa svih maksimalnih klika koje sadrZe neki od vrhova susjednih
svim vrhovima iz S, L(N s Cy).

U tvrdnji 7, skup L(S U {x}) sadrZavat ce sve maksimalne klike koje ukljucuju neki
podskup vrhova skupa S U {x}. Slijedi da ce taj skup sigurno sadrZavati sve maksimalne
klike koje ukljucuju vrh x, tj. sve klike iz skupa E({x}). Po teoremu 3.1.5 znamo da ce
sve maksimalne klike koje ne sadrZe x sadrZavati neke od njemu nesusjednih vrhova pa ¢e
ostatak maksimalnih klika sadrzanih u L(S U {x}) biti sadrZan u skupu L(S) N L(D,)

Ideja algoritma je pomocu gornjih jednakosti zapisati skup svih maksimalnih klika kao
uniju manjih skupova koje ¢e nam biti jednostavnije pronaci. Ideja algoritma je na stog
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stavljati skupove dok ne dobijemo manje skupove u obliku E(S). Na stogu ¢e se nalaziti
skupovi jednog od dva sljedeca oblika:

E(S") N (NierL(S 1) (3.3)

NierL(S 1) (3.4)

koje ¢emo zatim reducirati dok ne dodemo do Zeljenog oblika. Dani skupovi ¢e se uvijek
sastojati od presjeka skupova oblika L(S) i najvise jednog skupa oblika E(S). U nastavku
slijedi ideja algoritma.
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Algoritam 8 Akkoyunluov algoritam

1.
2.
3.

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.

Ulazni podaci: skup vrhova S, odabranog grafa, {C, | x € S¢}, {D, | x € S}
Izlazni podatak: skup svih maksimalnih klika C

Cc=0.
Stavimo L(S ) na stog.

(a) Ako je stog prazan, vrati C kao izlazni podatak i zaustavi algoritam.
(b) Neka je T izraz s vrha stoga. Ako je oblika (3.3), onda je V = §’, a ako je oblika
(3.4),ondaje V = 0.

T je oblika 3.3 ili 3.4. Odaberimo iz presjeka jedan od skupova oblika L(S ;) (skup
oblika 3.1) tako da odaberemo k € I takav da S, ima najmanje elemenata.

. Odaberimo x € Syinekaje S = S, \ {x}.
. Akoje § = 0 1idi na korak 10.
. Neka je

0={" y=0 (35)
B DN (ﬂyeva) , Inace. ’

. Ako je Q = 0 idi na korak 10.

Stavi na vrh stoga familiju koja se dobije kada se u T L(S;) zamijeni s presjekom

L(S) N L(Q).
NekajeJ={jljel,x¢S}.
Ako je J = 0 idi na korak 15.
Zasvaki j € JizraCunaj W; = S ;N C,.
Ako je W; = 0 zaneki j € J, idi na korak 3.
Sljedeci izraz stavi na stog:
E(V U {x}) 0 (NjesL(W))) (3.6)
1 1di na korak 3.
Izracunaj P = NyeyyyC,.
Ako je P = 0, dodaj V U {x} u C i idi na korak 3.

Dodaj na stog E(V U {x}) N L(P) i idi na korak 3.
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Vidimo da se cijeli algoritam temelji na odvajanju kliki kojima pripada element x i onih
kojima pripadaju njemu nesusjedni vrhovi.

Primjer 3.3.3. Na slici u nastavku vidimo primjer izvodenja Akkoyunluovog algoritma na

grafu (3.2).
L(1,2,3,4,5)
/ \
L(2,3,4,5) N L(5) E(1)NL(2,3,4)

| N

EGS)NL2) E)NL3,49)NL3) E,2)nL#4)

{5,2} E(1,3) N L(4) {1,2,4}

{1,3,4}

Slika 3.6: Akkoyunluov algoritam

Vidimo da se ve¢ u prvom koraku odabirom pivotnog elementa x = 1 algoritam po-
dijelio na dvije grane, lijevu koja ce generirati sve maksimalne klike kojima ne pripada
vrh x = 1 i desnu u kojima ce biti sve maksimalne klike kojima pripada. U narednim se
koracima promatraju elementi susjedni vrhovima skupa V iz opisa algoritma u liniji 3 pod
tockom (b) i vrhu x te se sukladno tomu dodaju elementi u skup oblika 3.2. Algoritam
¢e pronaci maksimalnu kliku kada je zadovoljen uvjet P = 0, gdje je P presjek susjednih
elemenata vrhova iz V U {x}, jer tada slijedi da ne postoji vrh koji moZemo dodati u V U {x}
koji bi prosirio kliku te je stoga ta klika maksimalna.
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Sazetak

Cilj ovog rada je opisati dio jedne grane matematike sa Sirokim rasponom primjena, teorije
grafova. Preciznije, u radu prou¢avamo neke algoritme na grafovima koji svoju primjenu
pronalaze u raCunarstvu. Prvo poglavlje rada posveceno je osnovnim pojmovima u teoriji
grafova koji su nam potrebni za daljnje razumijevanje tih algoritama. U drugom poglavlju
proucavamo Cetiri razlicita algoritma za detekciju ciklusa u grafu. Valja spomenuti kako
detekcija ciklusa ima istaknutu ulogu u raunarstvu zbog svoje primjene na vezane liste.
Opisani su Floydov, Brentov, Gosperov i Nivaschov algoritam, od kojih se najcesce koristi
Floydov, poznat pod nazivom algoritam “kornjale 1 zeca”. Trece poglavlje posveceno
je problemu pronalaska svih maksimalnih klika u grafu pomocu rekurzivnih algoritama.
Opisan je Bron—Kerboschov algoritam i algoritam autora Akkoyunlua koji generiraju isto
stablo pretraZivanja, ali imaju drugacije postavljen pristup problemu.



Summary

The goal of this thesis is to describe a part of one branch of mathematics with wide range
of applications, the graph theory. More specifically, we study several graph algorithms
which are used in computer science. In the first chapter of this thesis we present definitions
of the basic graph theory notions which are necessary for understanding of the aforemen-
tioned algorithms. In the second chapter we consider four cycle detection algorithms. It
is worth noting that cycle detection has a significant role in computer science due to its
application to linked lists. The algorithms which are described are due to Floyd, Brent,
Gosper and Nivasch, and, among them, the former is the most widely used and also known
as ’tortoise and hare” algorithm. The third chapter is devoted to the problem of finding all
maximal cliques in graph by using recursions. The algorithms described therein are Bron—
Kerbosch’s and Akkoyunlu’s algorithm which both generate the same search tree but have
different approach to problem.
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