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Uvod

Geometrija trokuta jedna je od najtrajnijih tema u matematici. U stedijenog zani-
manja su karakteristhe take, odnosno centri trokuta. dgnici se vé u sestom razredu
oshovneskole upoznaju setiri karakteristtne take trokuta: sreditem trokutu upisane
kruznice, teistem, sreditem trokutu opisane kemice te ortocentrom. Neki od njih su se
tijekom svog daljnjeg obrazovanja maa upoznali s jo nekim centrima trokuta kasio su
sredste kruznice devet toaka, Lemoineova ttka, Gergonneova ta ili Nagelova taka.
Danas su prorgene brojne zanimljive ttke vrijedne nazivacentar trokuta Americki
matemattar Clark Kimberling je u web enciklopediji Encyclopedia of Triangle Centers
(ETC) nastojao obuhvatisto vise takvih t@aka. Danas su u njoj opisane 52 122k, a
navedeno je dae se u skorije vrijeme opisati njingdl9 878 pae tako sadravati ukupno
72 000 tewaka. Enciklopedija omo@ava i opciju pretraivanja na temelju numaeakih
vrijednosti kod trokutaABC cije su stranice duljina;8 i 13. Prikladan je takav odabir na-
sumicnog trokuta jer se kod njega ne podudaraju nikoje karaktemestiacke. Na temelju
unesenih numetkih vrijednosti se mpe utvrditi o kojem se centru trokuta radi, odnosno
sadei li enciklopedija taj centar.

U ovom se diplomskom radu proavaju centri trokuta u tri poglavlja.

U prvom poglavlju de niran je pojam centra trokuta te pojam trilinearnih koordinata.
Zatim je navedeno prvih 20 taka koje sadi enciklopedija Encyclopedia of Triangle
Centers (ETC). Svaka od tihdaka je de nirana, navedena su njena osnovna svojstva te
trilinearne i baricentdke koordinate.

U drugom poglavlju se praaava centar elektrostatskog potencijala. Motivacija za
proucavanje te toke bio je trokut kao kontinuirani izvor naboja koji je homogeno ras-
poreden preko cijelog trokuta. Centar elektostatskog potencijalagieatoavnine u kojoj
elektrostatski potencijal trokuta pazsgi svoju maksimalnu vrijednost. Picavanjem nave-
dene take bavili su se Hrvoje Abraham i Vjekoslav Kavée je ona uwstena u enciklo-
pediju ETC pod brojenX(5626) U ovom radu su izvedene posebne geometrijske relacije
koje ta tacka zadovoljava te je pokazano da se oekuje da trilinearne koordinate tecte
imaju eksplicitne algebarske izraze.

U treCem poglavlju izvedena je 6p geometrijska relacija koju zadovoljavajucopo-
tencijali. Posebno se proava iluminacijski centar. Japanskom znanstveniku Katsuyukiju



SADRZAJ 2

Shibati motivacija za njegovo proavanje bio je sljed® problem:,,Na koje mjesto treba
postaviti ulcnu svjetiljku u parku trokutastog oblika naaia da osvjetljenost parka bude
maksimalna?” U radu je izvedena posebna geometrijska relacija koju zadovoljava ilumi-
nacijski centar. Na samom kraju rada ledeina je opcija preteavanja enciklopedije ETC

za slicajeve nekoliko potencijalnih centara. Unesene sicimmate numecke vrijednosti
koordinata kako bi se provijerilo sathva li enciklopedija oddene take ili ne.

Na kraju,zelim se zahvaliti svima koji su mi bili potpora tijekom dosadggskolova-
nja.

Hvala mentoru, izv. prof. dr. sc. Vjekoslavu Katg na ulazenom vremenu, trudu,
savjetima, strpljenju, pon@ i vodstvu pri izradi ovog diplomskog rada. Hvala mojim
roditeljima na bezuvjetnoj podci, povjerenju i razumijevanju koje su mi iskazali tijekom
studija. Hvala na svemsto ste mi praili i sto mi svakodnevno paate. Hvala mom bratu,
bakama, Danielu, cijeloj obitelji i svim prijateljima na pegr, motivaciji i nezaboravnim
trenucima. Na poslijetku, hvala Bogu koji je bio izvor snage i mira na mom putu prema
diplomi.



Poglavije 1

De niclja centra trokuta

Americki matemattar Clark Kimberling je progavao svojstva koja nekudku cine
posebnom te tako vrijednom naziva karaktectiséi tacka, odnosno centar trokuta. Svoje
je prowcavanje sistematizirao u enciklopediji Encyclopedia of Triangle Centers (ETC) [2]
koja danas sadr 72 000 t@aka. U ovontemo poglavlju nakon de nicije karakteristie
tocke i trilinearnih koordinata navesti prvih 20ctka iz te enciklopedije. Mnoge od tih
tocaka obrdene su u klasnim knjigama iz euklidske geometrije, poput [3], dok sama
enciklopedija mae (npr. wenicima) poslaiti za vjezbu samostalnog otkrivanja mate-
matickih koncepata i teorema, vidjeti rad [6].

1.1 De nicija trilinearnih koordinata i centra trokuta

De nicija 1.1.1. Neka je u ravnini trokuta ABC dana tocka P i neka st d,; d. redom
njezine orijentirane udaljenosti od pravaca BCA; AB: Udaljenost ¢ je pozitivha uko-

liko se tocke P i A nalaze s iste strane pravca BC, negativna ukoliko se nalaze sa suprotnih
strana, a jednak® ako tocka P pripada pravcu Bdrilinearne koordinate tocke P pred-
stavlja trojka(t,; ty; t.) ako postoji k, Otakav dajet = kd,, t, = kd,, t. = kd.. Trilinearne
koordinate tocke P su jednoznacno odexe do na skalarni visekratnik pa ih stoga pisemo
kaot : tp: te:

De nicija 1.1.2. Neka je u ravnini trokuta ABC dana tocka Pa tocku P kazemo da je
karakteristicna tocka trokuta ukoliko su njene trilinearne koordinate oblika
f(a;b;c): f(b;c;a) : f(c;a;b);

pricemu je f neka funkcija koja je de nirana na skupu svih mogucih tr@kb; ¢) duljina
stranica trokuta te ima sljedeta svojstva:
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Slika 1: Predznaci koordinata

1) Zasvaki k> 0i za svaku trojkua; b; ¢) iz domene, postoji realan broj p takav da je
f(ka kb; kc) = kPf(a; b; c) . Odnosno, f je homogena stupnja p

2) Za svaku trojk(a; b; c) iz domene vrijedi da je (k; c; b) = f(a; b; c): Za ovo svojstvo
mozemo re€i da je svojstvo svojevrsne parcijalne simetrije.

3) Funkcija f nije jednaka konstari

Bitno je naglasiti da raztite funckije f mogu odreivati isti centar trokutd. Upravo
zbog toga se obno bira funkcijaf koja je danasto jednostavnijom formulom.

Valja napomenuti je i da su tako zvane baricemke koordinate toke P dane for-
mulomad, : bd, : cd.. Stoga je lako pretvoriti baricentke koordinate u trilinearne i
obrnuto.
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1.2 Prvih 20 karakteristicnih tocaka trokuta

Navesttemo prvih 20 karakteristnih tocaka koje sadi enciklopedija Enyclopedia of
Triangle Centers (ETC) [2]. One su ozeme sX(1) X(20).

X(1) = Srediste trokutu upisane kruznice

De nicija 1.2.1. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Kruznicu koja dira svaku od stranica
danog trokuta ABC s unutarnje strane nazivamo tom trokutu upisanom kruznicom.

Sredste X(1) kruznice upisane trokutABC je tocka koja je jednako udaljena od svih
stranica trokuta. Geometrijsko mjestaéia koje su jednako udaljene od dviju zraka je
simetrala kuta kojcine te dvije zrake. Prema tome, si&tdiX(1) trokutu upisane kiznice
se nalazi u sjestu simetrala unutarnjih kutova trokuta.

Propozicija 1.2.2. Neka je u ravnini dan trokut ABGSrediste trokutu upisane kruznice
X(1) je sjeciste simetrala unutarnjih kutova tog trokuta.

Udaljenost take X(1) od stranica trokuta jednaka je radijusumice upisane trokutu
koji je dan s
2P(ABC)
r= ——;
atb+c
pri cemu jeP(ABC) povrsina danog trokuta, a; b; c duljine njegovih stranica. Lako se
vidi da su trilinearne koordinate tedke

1:1:1%

a baricentrcke

X(2) = Teziste

De nicija 1.2.3. Neka je dan trokut ABC u ravnini. Tezisnica trokuta je duzina koja spaja
vrh trokuta s polovistem nasuprotne stranice.

De nicija 1.2.4. Neka je dan trokut ABC u ravnini. Tocka u kojoj se sijeku sve tri tezisnice
trokuta naziva se teziste trokuta.

Teziste dijeli svaku teisnicu u omjeru 2 : 1Udaljenost teista do pojedinog vrha iz-
nosi% duljine odgovarajbe teisnice, a udaljenost zesta do polovéta nasuprotne stranice
iznosi% duljine odgovarajte tezisnice.
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Slika 3: Teiste trokuta

Teorem 1.2.5.Za udaljenosti g dy; d. tezista T trokuta ABC od stranicBC; AC; AB
vrijedi
1

IR
. . _da.db.dc’



POGLAVLJIE 1. DEFINICIJA CENTRA TROKUTA 7

odnosno
a d,=b dy=c d.:

Dokaz. Neka suA’ B% C°redom polovita stranic®8C; AC; AB:
S obzirom da teisnicaAA? prolazi polovstemA° stranicea = BC uocavamo da su
povrsine trokutaABA’i AC A’ jednake. Dakle,

P(4ABA) = P(4ACA):

Odaberimo proizvoljnu tcku P na tezisnici AAl te iz nje spustimo okomicPQi PR
na straniceAC i AB: Uocavamo da vrijedi

Slika 4: TrokutiABPi ACPunutar trokutaABC

P(4ABP) = P(4ACP):

Povisine trokutaABPi ACPsu jednake jer su to trokuti sa zajedkdm straniconAP,
a vrhoviBi C su jednako udaljeni od prav@eP. Odatle slijedi

JAR PR =]jAC] QP
)
" IAB _ IPQ,
JAC] PR’
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To posebno vrijedi i za t@steT pa iz ove jednakosti dobivamo

c_d

b d.

ili 11
C:b:d_c:d_b

Za preostale dvije @snice tvrdnja slijedi na analoganaia.

Na temelju prethodnog teorema 1.2.5 se lako vidi da su trilinearne koordinzidtate

dane s
111
a b c
a baricenticke s

X(3) = Srediste trokutu opisane kruznice

De nicija 1.2.6. Neka je u ravnini dan trokut AB&ruznicu koja prolazi vrhovima trokuta
ABC nazivamo tom trokutu opisanom kruznicom.

Sredste X(3) kruznice opisane trokutABC je tocka koja je jednako udaljena od svih
vrhova. Geometrijsko mjestodaka koje su jednako udaljene od dvije danek&oA; i A,
je simetrala dmine A;A,: Prema tome, sreslie X(3) trokutu opisane kiznice se nalazi u
sjecstu simetrala stranica trokuta.

Propozicija 1.2.7. Neka je u ravnini dan trokut ABGSrediste trokutu opisane kruznice
X(3) je sjeciste simetrala stranica tog trokuta.

Udaljenost toke X(3) od vrhova trokuta jednaka je radijusu knice opisane trokutu
koji je dans
_a _ b ¢
"~ 2sin  2sin  2sin

abc
R= —;
4P’
pri cemu jeP povrsina danog trokutag; b; c duljine njegovih stranica, g ; mjere

njegovih unutarnjih kutova.
Trilinearne koodinate srestia trokutu opisane kmmice dane su s

COS :COS :cos,
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a baricenticke s
sin2 :sin2 :sin2:

“«-\\\\\\\\
\\
I"l
! /
/
/
//

Slika 5: Sredste trokutu opisane kamice

X(4) = Ortocentar

De nicija 1.2.8. Neka je u ravnini dan trokut AB@komice spustene iz vrha trokuta na
nasuprotne stranice nazivamo visinama trokuta ABC.

De nicija 1.2.9. Neka je u ravnini dan trokut ABQNozista njegovih visina na stranice
BC; AC; AB cemo oznaciti redom s;CE; F: Sjeciste H visina = AD; h, = BE; h, =
CF nazivamo ortocentrom trokuta.
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Trilinearne koordinate ortocentra dane su s
1 1 1
COS ~CcOS cos

a baricenticke s
tan :tan :tan:

Slika 6: Ortocentar

X(5) = Srediste kruznice devet twaka

Teorem 1.2.10.Neka je u ravnini dan trokut ABQ\Neka su tocke A B% C° redom po-
lovista stranicaBC; AC; AB trokuta, tocke & B C%redom polovista duzindH; BH;
CH, gdje je H ortocentar, a tocke DE; F nozista visina redom na stranicanC; AC;
AB: Spomenutih devet tocaka lezi na istoj kruznici.



POGLAVLJIE 1. DEFINICIJA CENTRA TROKUTA 11

Navedenu kranicu nazivamo krenica devet toaka (Eulerova krznica, Feuerbachova
Kruznica).

Dokaz. S obzirom da je\°BO srednijica trokut@®BC, vrijedi da jejA°BY = %jAa' i ABKAB.

Kako je A%Bsrednjica trokutaABH vrijedi jA°B%) = %jABj i DEKAB. Slijedi jA%BY =

jA°B] i ABKAYB Prema tomegetverokutA®B’A°B%je paralelogram pa s&PA%; BB
medusobno raspolavljaju. Ozo@no saS njihov presjek.

S obzirom da jeA"B0 srednijica trokutaAHC; vrijedi A°B%CH pa jeA°B° ? ABte je
stogaA’B° ? A°B% Dakle,\ B’A°B»= 90 : Prema tomegetverokutA’B°A°B%je pravo-

kutnik pa mu maemo opisati kranicu. Tu kriznicu¢emo ozneitisk = S; %jAOAO‘] ;
Analogno se pokze i da jecetverokutA’C°A’C® pravokutnik te mu mpemo opisati
kruznicuk = S; %jAOAO‘] ;
Trokut A°A°D je pravokutan trokut s hipotenuzoMA® Kruznica opisana tom trokutu
je kruznicak = S; %jAOAO? : To znai da tacka D pripada krznici k: Analogno se pokze
i da tacke E i F takoder pripadaju kranici k:

Trilinearne koordinate sreslia krienice devet toaka dane su s
cos( ) : cos( ) : cos( );

a baricentrgke s
acos( ) : bcos( ) : ccos( ):

X(6) = Lemoineova tacka

Za de niranje Lemoineove ke potrebno je najprije de nirati antiparalele i simedi-
jane.

De nicija 1.2.11. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Neka jg Bcka na straniciAC; a
A; tocka na straniciBC:_Ako za takve tocke vrijediCAB; = ; tada duzinuA;B; zovemo
antiparalelom stranicéAB trokuta ABC

De nicija 1.2.12. Polovista svih antiparalela neke stranice danog trokuta leze na jednom
pravcu. Taj pravac prolazi treCim vrhom trokuta i zove se simedijana danog trokuta.
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T
A

Slika 7: Sredste krznice devet toaka

Teorem 1.2.13.Neka je u ravnini dan trokut ABGimedijane danog trokuta ABC sijeku
se u jednoj tocki koju nazivamo Lemoineova tocka.

Lemoineova toka je dobila naziv po francuskom matensatiu Emileu Michelu Hya-
cintheu Lemoineu, koji se bavio proavanjem pravaca koji prolaze polstem antiparalela
i njihovim sjecstem. Za dokaz o postojanju Lemoineovek®e potrebna su nam sljecke
dva teorema.
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.,.f\ ‘“iﬁ 

A B

Slika 8: A, B, je antiparalela stranic&B

Teorem 1.2.14.Neka je u ravnini dan trokut AB@uzina B,C; je antiparalela stranice
BC ako i samo ako su tocke B; B;; C; konciklicne.

Dokaz. Duzinamje antiparalela stranicBC trokutaABC sto znai da je] AB,C; =
Prema tome] CB,C, = 180 : Takader, vrijedii] B,C;B = 180 . Uocavamo da je
cetverokutBCB,C; tetivan i zakljicujemo da su tcke B; C; B;; C; konciklicne.

S druge strane, pretpostavimo da stkB; C; B;; C; konciklicne. Tada zakljcujemo
da jecetverokutBCB,C; tetivan. Prema tome vrijedi da J&€B,C; = 180 . To zn&i
daje] AB,C, = pajeB,C, antiparalela stranicBC trokutaABC:

Teorem 1.2.15.Neka je u ravnini dan trokut ABQeka su stranice trokuta PQR tangente
kruznice opisane trokutu ABC koje prolaze kroz vrhove tog trokuta. PravciBA® CR
raspolavljaju antiparalele stranic8C; AC; AB i sijeku se u tocki K

Za dokaz ovog teorema nam je potreban i Cevin teargintemo iskaz navesti.

Teorem 1.2.16.Neka je u ravnini dan trokut ABQeka su D E; F tocke koje pripadaju
stranicamaBC; AC; AB trokuta ABCPravci AD, BE; CF sijeku se u jednoj tocki ako i

samo ako vrijedi
BD CE AF _

DC EA FB

Dokaz teorema 1.2.19\eka jeMN antiparalela stranicBC koja prolazi tekomP. Prema
prethodnom teoremu 1.2.14, ona je paralelna s tangentamikriopisane trokutaBC u
tocki A pa vrijediMNKRQ
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A . /
P ;w — 3

Slika 9: B,C, je antiparalela stranicBC ako i samo ako su tke B; C; B,; C, konciklicne

B, 7~
“180° — 3
A Oy B

Vrijedi ] PMB = ] RAB S obzirom da jgAR = JRB, vrijedi] RAB=] RBA=] MBP.
Slijedi jPMj = jPBj te analogngPN;j = jPC;:

S obzirom da j§PBj = jPCj, zakljucujemo da jeP poloviste odMN: Kako AP sijece
paraleluMN u polovistu P, prema prethodnom teoremu 1.2.14 sgé sve ostale antipara-
lele straniceBC u njihovim polovitima.

Na analogan r@n dobivamo i daBQ sijece sve antiparalele straniéeC u njihovim
polovistima te daCR sijece sve antiparalele stranié u njihovim polovistima.

Uocimo da vrijedi

iBR = JPCj; |CQ = jQA; JAR = |RB;
paje
PG jQA R =JCQ JAR |BPF
sto ma@emo zapisati i u obliku
PG jQA [RE _ .
jQCj |RA jPB
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Slika 10: PravciAP, BQ; CRse sijeku u jednoj tcki

Prema Cevinovom teoremu 1.2.16 slijedi da se pré&Ri BQ; CRsijeku u jednoj taki.

Pravci iz prethodnog teorema 1.2.15 su simedijane troRBE; a tacka u kojoj se
sijeku je Lemoineova tka.
Trilinearne koordinate Lemoineovedke su dane s
a:b:c

a baricentrcke s
a’:b?:c%
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Slika 11: Lemoineova ttka

X(7) = Gergonneoeva toka
Za de niranje Gergonneove tlie potreban nam je sljecigeorem:

Teorem 1.2.17.Neka je u ravnini dan trokut ABC. Neka su s X Z oznacena diralista
upisane kruznice s odgovarajucim stranicama danog trokuta. Vrijedi:

JAZj + |BCj = jBXj+ JAC] = |CY] + JAB = s,
JAYI=jAZj=s &
iBXj=jBZj=s b;
jCYj=[CXj=s ¢

. N e — atb+c
pricemu su a b; ¢ duljine stranicaBC; AC; AB; a s= — poluopseg.
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Teorem 1.2.18.Neka je u ravnini dan trokut ABCPravci koji spajaju vrhove trokuta
A; B; C s diralistima X Y., Z upisane kruznice sa suprotnim stranicama sijeku se u jednoj
tocki X(7). Tu tocku zovemo Gergonneova tocka.

Gergonneova ttka je dobila naziv prema francuskom astronomu i materaati Jo-
sephu Diazu Georgonneu.

Dokaz. Pema prethodnom teoremu vrijgdiY] = jAZj; jBX] = jBZ; |CXj = JCYj: To
mozemo zapisati kao

JAZj BX JCY] _

iBZ iCX JAY]
pa prema Cevinovom teoremu 1.2.16 slijedi da se praX¢iBY;, CZ sijeku u jednoj taki.
Ta tacka je Gergonneova tia.

Trilinearne koordinate Gergonneoveke su dane s

bc =~ ca  ab
b+c a c+a b a+b ¢’

a baricenticke s
1 1 1

b+c a c+a b a+b ¢

X(8) = Nagelova tacka

Za de niranje Nagelove tcke potrebno je najprije de nirati pojam pripisane knice.

De nicija 1.2.19. Neka je u ravnini dan trokut AB&ruznicu k, koja s vanjske strane dira
stranicuBC i produzenja ostalih dviju stranicAC i AB nazivamo pripisanom kruznicom
uz stranicuBC:

Na analogan ren se de niraju i pripisane krznice uz stranicdC i AB:

Teorem 1.2.20.Neka je u ravnini dan trokut ABQNeka su X; Y,; Z, diralista pripisane
kruznice kg sa stranicamaBC; AC; AB trokuta, %; Yy, Z, diralista pripisane kruznice k
s odgovarajucim stranicama trokuta, a;XY; Z. diralista pripisane kruznice ks odgo-
varajucim stranicama trokuta. Duzin&Xy; BX,; CX; sijeku se u jednoj tocki NTocku N
nazivamo Nagelovom tockom.

Nagelova je toka dobila ime prema njermkom matematiaru Christianu Heinrichu
von Nagelu. Za dokaz teorema o Nagelovajkigpotreban nam je sljedeteorem:
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Slika 12: Gergonneova t&a

Teorem 1.2.21.Neka je u ravnini dan trokut ABOQNeka su tocke X Y,; Z, diralista
pripisane kruznice ks odgovarajucim stranicama trokuta. Vrijedi sljedece:

JAZy = [AB + [BX = JICA+CX4 = 5,

JAYs = JAZ = s,
jBXij=]BZj=s ¢
ICXj=1CYy=s b
S — +b+
pricemu su a b; c duljine stranicaBC; AC; AB;a s= aTbc poluopseg.

Dokaz. Prema prethodnom teoremu 1.2.17 vrijedi:
jBZj=s &
ICYhi=s a
jAZj=s Db
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A
Slika 13: Pripisana kmznica uz straniclBC
jCXaj=s b;
JAYpj=s ¢
BXj=s c
Uvrstavamo:

BXa CYy AZ _s ¢c s a s b_
CX, AY, BZ s b s c s a

Prema Cevinovom teoremu 1.2.16 zthe AX;; BY,; CZ prolaze jednom tckom. Ta
tocka je Nagelova tcka.

1:

Trilinearne koordinate Nagelovedke su dane s

b+c a c+a b a+b c
a b~ ¢

a baricenticke s
(b+c a):(cta b)y:(a+b o)
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Slika 14: Nagelova ttka

X(9) = Mittenpunkt

De nicija 1&22._Neﬁ1je u ravnini dan trokut ABQleka su k ky; k. pripisane kruznice
uz straniceBC; AC; AB. Oznacimo redom njihova sredista s B; F. Tocka Mittenpunkt
je Lemoineova tocka trokuta DEF

Trilinearne koordinate ttke Mittenpunkt su dane s
(b+c a):(c+ta b)y:(a+b c);

a baricentrcke s
alb+c a):b(cta b):ca+b c):

X(10) = Spiekerov centar

Za de niranije Spiekerovog centra potrebno je naprije de nirati pojam medijalnog tro-
kuta.
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Slika 15: Mittenpunkt

De nicija 1.2.23. Neka je u ravnini dan trokut ABQNeka su tocke A B C° redom
polovista stranicaBC; AC; AB trokuta ABCTrokut AB%C°naziva se medijalnim trokutom

trokuta ABC

De nicija 1.2.24. Neka je u ravnini dan trokut ABC i neka je’B8C° njegov medijalni
trokut. Srediste kruznice upisane medijalnom trokutu naziva se Spiekerov centar.

Spiekerov centar trokutABC je centar mase homogenaganog okvira u obliku tro-
kuta ABC. Ta je tacka naziv dobila prema njerokom matematiaru Theodoru Spiekeru.
Trilinearne koordinate Spiekerovog centra dane su s

bcb+ ) : ca(c+ a) : ab(a+ b);
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Slika 16: Medijalni trokutA’BC° trokutaABC

a baricentrcke s
(b+c):(c+a):(ath):

Slika 17: Spiekerov centar
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X(11) = Feuerbachova teka

De nicija 1.2.25. Neka je u ravnini dan trokut ABOocka u kojoj se dodiruju kruznica
upisana trokutu ABC i kruznica devet tocaka naziva se Feuerbachovom tockom.

Trilinearne koordinate Feuerbachovele dane su s
(1 cos( )): (1 cos( )): (1 cos( ));
a baricenticke s

a(l cos( )) :b(1 cos( ) :c(1 cos( )):

Slika 18: Feuerbachovachka

X(12) = Tocka koja je harmonicki konjugirana to cki X(11) s obzirom
na tocke X(1) i X(5)

De nicija 1.2.26. Dio ravnine koji se sastoji od cetiri tocke;AB; C; D, od kojih po tri
nisu kolinearne, te svih sest duzina parova tih tocaka nazivamo potpunim cetverovrhom.
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Sjecista P Q; R parova suprotnih stranica hazivamo dijagonalnim tockama potpunog cet-
verovrha.

Slika 19: CetverovrhABCDi njegove dijagonalne ttke P, Q; R

De nicija 1.2.27. Za tocku D kazemo da je harmonicki konjugirana tocki C obzirom na
par tocaka A B, u oznaci HAB;CD), ako su:

1) Ai B vrhovi potpunog cetverovrha, tocka C je dijagonalna tocka tog cetverovrha
na pravcu ABa tocka D je sjeciste pravca AB i spojnice ostalih dviju dijagonalnih
tocaka
ili

2) Ai B su dvije dijagonalne tocke potpunog cetverovrha, a C i D sjecista pravca AB s
onim dvjema suprotnim stranicama tog cetverovrha koje prolaze tre€om dijagonal-
nom tockom.

De nicija 1.2.28. Neka je u ravnini dan trokut ABOocka X12) je harmonicki konjugi-
rana Feuerbachovoj tocki s obzirom na srediste trokutu upisane kruznice i srediste kruznice
devet tocaka.

Trilinearne koordinate ke X(12) dane su s

(1+ cos( ) : (1 + cos( )) : (1 + cos( ));
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Slika 20: TakaD je harmoncki konjugirana teki C s obzirom na par takaAi B

a baricenticke s

a(1+ cos( )) : b(1+ cos( )) : ¢(1+ cos( )):

X(13) = Prvi izogonicni centar (Fermatova tacka, Torricellijeva to cka)

Teorem 1.2.29.Neka je u ravnini dan trokut ABQNad svakom stranicom danog trokuta
konstruiramo jednakostranicne trokute izvana ABBCA;; ACB;: Pravci AA; BB;;

CC; prolaze jednom tockom (X3) i vrijedi jJAAj = BBy = JCCyj: Ta se tocka naziva
Fermatovom tockom.

Dokaz. Neka je dan trokuABC kojemu su nad svakom stranicom konstruirani jednakos-
tranicni trokuti ABC;; BCA;; ACB,.

Neka se pravcBB, i CC; sijeku u jednoj taki X(13):

S obzirom da vrijediAB = JAC,j;JAC] = jAB,j te ] BAB, = |CAC, = + 60 za-
kljucujemo da jedBAB, 4C,;AC. PrematomegBB,j = |CCyj:

Analogno zakljeujemo i da jgCCyj = JAA:

Spojimo sadX(13) s taackamaA i A;. S obzirom na sukladnost trokuBAB, i C;AC,
slijedi] X(13)BA =] X(13)C,A pa zakljicujemo da su tcke A; X(13), B; C; konciklicne.
Prema tome] AX(13)B = 120:
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Slika 21: Tawka X(12) koja je harmoruki konjugirana taki X(11) s obzirom na tcke X(1)
I X(5)

Na analogan man slijedi da t@kaX(13) pripada kranicama opisanim trokutimaC B,
i BCA: Slijedi] AX(13)C =] BX(13)C = 120:

S obzirom da su ke B; X(13); C; A; konciklicne, slijedi da jd A;X(13)C = 60 pa
su prema tome ttke A; X(13); A; kolinearne.

Tocka X(13) je naziv dobila prema francuskom matercatu Pierreu de Fermatu.
Medutim, ona se ponekad naziva i Torricellijevontkom prema talijjanskom matema-
ticaru Evaneglistu Torricelliju. Razlog tome je &p je Fermat zatmo od Torricellija da
dokeaze kako je zbroj udaljenosti od vrhova dacke X(13) minimalan u sloaju trokuta
ciji su svi kutovi manji od 120 Toricelli je problem rijesio korist&i kruznice opisane
trokutimaABC,; BCA;; ACB,. Te se kranice sijeku upravo u ttki X(13), a nazivaju se
Torricellijevim kruznicama.
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Torricellijeva, odnosno Fermatova,cka naziva jg i prvim izogonchim centrom tro-
kuta. Njene su trilinearne koordinate dane s

111

a baricentrgke s
at 2 c2)2+a2(b2+c2+4p§ P(4ABO) :
b* 2(c®> a?)*+ b2(c2+a2+4p§ P(4ABO) :
¢t 2@ b2)2+c2(a2+b2+4p§ P(4ABC) :

X(14) = Drugi izogonicni centar

Teorem 1.2.30.Neka je u ravnini dan trokut AB&onstruiramo jednakostranicne trokute
ABG,; BCAy); ACB; iznutra na stranice trokuta ABC. Pravci AABB,; CC, prolaze jed-
nom tockom X14)i vrijedi jAAyj = |BB,j = JCC,j: Ta se tocka naziva drugom izogonichom
tockom trokuta ABC

Dokaz se provodi analogno kao i dokaz za prvi izogancentar.
Trilinearne koordinate drugog izogamog centra dane su s

111

sin sin sin

wl
wl
wl

a baricentrcke s
at 2(p? c2)2+a2(b2+c2+4p§ P(4ABO) :
b* 2(c® a?)*+ b2(c2+a2+4p§ P(4ABO) :
ct 2(a? b2)2+c2(a2+b2+4p§ P(4ABO) :

X(15) = Prva izodinamicna tocka

De nicija 1.2.31. Neka je u ravnini dan trokut ABQNeka je tocka U sjeciste simetrale
kuta ipravca BC, atocka V sjeciste simetrale vanjskog kuta pravcem BCKruznica
ciji je promjer UV naziva se -Apolonijeva kruznica.
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Cy

Slika 22: Prvi izogorgni centar (Fermatova ¢tia, Torricellijeva taka)

Na analogan man se de niraju -Apolonijeva kriznica i -Apolonijeva kriznica.

De nicija 1.2.32. Neka je u ravnini dan trokut ABC i pripadajuce i  Apolonijeve
kruznice. Te tri kruznice sijeku se u tocki koju nazivamo prva izodonimaicna tocka.

Trilinearne koordinate prve izodinaame tacke dane su s

sin +—- :sin +—= :sin +—:
3 3 3
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Slika 23: Drugi izogortni centar

a baricentrcke s
asin +—= :bsin +—- :csin + = :
3 3 3

X(16) = Druga izodinamicna tocka

De nicija 1.2.33. Neka je u ravnini dan trokut ABC i pripadaju¢e i  Apolonijeve
kruznice. Te tri kruznice sijeku se u dvije tocke. Drugu tocku nazivamo druga izodinamicna
tocka.

Trilinearne koordinate druge izodinacnie tacke su dane s

sin — :sin — :sin —
3 3 3
a baricenticke s

asin 3 : bsin 3 :csin 3 :
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Slika 24: -Apolonijeva krinica

B — Apolonijeva kruznica

« — Apolonijeva kruZnica

Slika 25: Prva izodinancha tacka

~ — Apolonijeva kruznica

30
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B — Apolonijeva kruznica

~ — Apolonijeva kruznica

o — Apolonijeva kruznica

Slika 26: Druga izodinansha taka

X(17) = Prva Napoleonova taka

De nicija 1.2.34. Neka je u ravnini dan trokut ABQ\Neka su BCA ACB;; ABC, jed-

nakostranicni trokuti konstruirani izvana nad stranicama trokuta AB&ka su tocke
Na; Np; N. redom tezista konstruiranih jednakostranicnih trokuta. Trokyt Ny,; N naziva
se vanjski Napoleonov trokut.

De nicija 1.2.35. Neka je u ravnini dan trokut ABC i neka je;NNy; N njegov vanjski
Napoleonov trokut. Pravci AN BN,; CN; sijeku se u jednoj tocki. Tu tocku nazivamo
prvom Napoleonovom tockom trokuta ABC

Trilinearne koordinate prve Napoleonoveke dane su s

111

sin += sin +—= sin +—
6 6 6

a baricenticke su dane s

sin + sin  + sin  +
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&1

Slika 27: Vanjski Napoleonov trokud; Ny N

X(18) = Druga Napoleonova t@ka

De nicija 1.2.36. Neka je u ravnini dan trokut ABQNeka su BCA ACB,; ABG, jed-
nakostranicni trokuti konstruirani nad odgovarajucim stranicama na unutrasnju stranu
trokuta ABC Neka su tocke N; Ny, Ney redom tezista konstruiranih jednakostranicnih
trokuta. Trokut N NyuNcy naziva se unutarnji Napoleonov trokut.

De nicija 1.2.37. Neka je u ravnini dan trokut ABC i neka je,MN, N, hjegov vanjski
Napoleonov trokut. Pravci AlY;, BNoy; CN, sijeku se u jednoj tocki. Tu tocku nazivamo
drugom Napoleonovom tockom trokuta ABC

Trilinearne koordinate druge Napoleonoveke dane su s

1 1 1

sin — sin — sin —
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Slika 28: Prva Napoleonovacdka

a baricentigke su dane s

sin — sin — sin —

X(19) = Clawsonova taka

De nicija 1.2.38. Neka je u ravnini dan trokut AB@®znacimo s D E; F redom nozista
visina na stranicéC; AC; AB trokuta ABCZajednicke tangente trokutu pripisanih kruz-
nica sijeku se u tockama; T T,; T3 koje se nalaze redom nasuprot vrhovaBy C: Pravci
T1D; T,E; T3F sijeku se u jednoj tocki koju nazivamo Clawsonova tocka.
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By

Slika 29: Unutarnji Napoleonov trokiNa,NpyNey

Clawsonova toka je dobila naziv prema matenaru Johnu Clawsonu koji ju je
proucavao.
Trilinearne koordinate Clawsonovecike dane su s

tg :tg :tg;

a baricenticke s
atg :btg :ctg:

X(20) = De Longchampsova taka

De nicija 1.2.39. Neka je u ravnini dan trokut AB@znacimo s X3) srediste tom trokutu
opisane kruznice, a s(®) njegov ortocentar. De Longchampsova tocka, u ozng20Xje
tocka koja je centralnosimetricna ortocentru obzirom na srediste trokutu opisane kruznice.
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Slika 30: Druga Napoleonovadka

De Longchampsova tka je dobila naziv prema francuskom matemweti Gastonu
Albertu Gohiereeu de Longchampsu.
Njene trilinearne koordinate su dane s

(cos cos cos):(cos cos cos ):(cos cos cos);

a baricenticke s

tg +tg tg :tg +tg tg :tg +tg tg
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Slika 31: Clawsonova ttka

36
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Slika 32: De Longchampsovadka

37



Poglavlje 2

Elektrostatski centar

2.1 Elektrostatski potencijal

Problem pronalaska elektrostatskog centra trokuta potaknut je greRtpitanjem iz
zike koje je na kraju dovelo do zanimljive povezanosti tog problema s geometrijom.
Pretpostavimo da je ravninski trokdit kontinuirani izvor naboja koji je homogeno
rasporéen po njegovoj powini. Dakle, preko cijelog trokuta. Postavlja se pitanje u kojoj
tocki ravninece elektrostatski potencijal trokuTapostii svoju maksimalnu vrijednost.
Upravo su se tim problemom bavili Hrvoje Abraham i Vjekoslav Kovaradu [1].
Njihova je tacka maksimalnog elektrostatskog potencijalastema u enciklopediju ETC
[2] pod oznakonX(5626) gdje je nazvana centrom elektrostatskog potencijala.
Prema Coulombovom zakonu izvor wko Q ciji je nabojq u nekoj taki udaljenoj za
r jedinica generira potencijal dan s
vin="9,
r
pri cemu je konstantk za nas nebitna.
Prema principu superpozicije, potencijal cijelog troklitge de niran kao
dAQ)
V(P) = — " 2.1
A= 55 (2.1)
za svaku toku P ravnine. OvdjeA oznaava povsinu podrgja,tj. dvodimenzionalnu
Lebesgueovu mjerQ je varijabla integracije, #Qj je udaljenost izméu tccakaP i Q.

Pritom zanemarujemo multiplikativhu konstantu te géstnaboja.
U Kartezijevom koordinatnom sustavu formulu (2.1) zapisujemo kao

Ay |
T 00 N2+ (P Y2

38

V(xy) = (2.2)
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FunkcijaV je dobro de nirana na cijeloj ravnini. Iz same formule nije odmah jasno
da unutar trokutd postoji tacka Pnax U kojoj V postize svoj maksimum i da je tadka
jedinstvena za svaki trokut. Cilj je protigdakvu tacku za proizvoljno dani trokut.

Tocka maksimalnog potencijala je ujedno cka u kojoj se elektrostatsko poliekoje
generira trokufl stabilizira. Ono je jednostavno de nirano kao

'E=r v (2.3)

za svaku toku u kojoj je potencijal diferencijabilan. Uzimdjuu obzir tacku izvora dobi-
vamo poznatu formulu |
! kgr
E = ?—3; (2.4)
gdje j'e r udaljenost od toke izvora do toke u kojoj se rauna elektrostatsko polje. Prema
principu superpozicije dobivamo sljetl@dgovarajgi izraz
n I n

P
Pt

!PQ

! —_
=)= L PQP

dA(Q) (2.5)

| |
ili koordinatnu formulu uz standardne jedinie vektorei i j :

| -
X Xi+(° Y J3d)<0d)fJZ (2.6)
T OO P+ e

Dvostruki integral u formuli (2.6) nije apsolutno konvergentan osim ak&a®(x;y)
ne lezi izvan trokutaT: Da bismo to objasnili, pretpostavimo daRetocka unutar trokuta
te da se unutar trokuta nalazi i mali kridg (P) ciji je radijus": Integracijom po krugu te
promjenom u polarni koordinatni sustav sa ss¢efnP dobivamo:

| E(xy) =

! Lo Z.Z
iPQ fro
——d = —rdrd" =+1 2.7
p.p) JPQ? AQ o o I3 @7)
R : . ! o
jer % divergira. Da bismo dobili valjanu formulu zZ& koja vrijedi za take P unutar
!
PQ

trokuta treba uaiti da se izraziw za takeQ 2 D-(P) ponistavaju. Stoga,

" I
'PO
T D-(P) jPQ?

"E(P) = dAQ) (2.8)
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treba vrijediti zaP unutar trokuta i za dovoljno mali> 0. Doista, kad’' ! 0 dobivamo
izraz koji se naziva glavna vrijednost integrala:
n !

P
1 PQP

|
Problem nastaje ako secka nalazi na rubu trokuta jer tada izrB£P) ne konvergira.
Stoga je potencijal u takvim tkama konean, ali ne i diferencijabilan.

"E(P) = pu. dAQ): (2.9)

2.2 Geometrijska relacija

Pretpostavimo da j@ stacionarna tcka unu'tar pozitivno orijentiranog trokufa =
4ABC, odnosno da odgovardja vektorsko poljeE nestaje uP. Znamo daI se wka P

treba podudarati s tkklom maksimuma funkcij¥; ali cemo radije koristiti uvieE(P) = 0
kako bismo potvrdili njenu jedinstvenost islaelementarnu geometrijsku relaciju koja ju
odreduje.

Oznaimo udaljenost toke P od vrhova trokuta; B; C redom s

ra = JPAj; rg = JPB; rc = jJPC]
te uvedimo odgovarafie oznake za kutove
1=]BAR 5, =]PAC
1= ] CBP, 2 = ] PBA,
1=]ACR ,=]PCB
Za stranice i unutarnje kutove trokuta koristimo standardne oznake
a=|BCj; b=JACj; c=jAB; =]BAC =]CBA =]ACB
Sljede€i teorem nam daje dvije relacije koje nam omogju odretivanje polaaja tacke
P u ravnini.

|
Teorem 2.2.1.Ako je P tocka unuta# ABC takva da jeE(P) = 0; onda vrijedi

11 11 11
rge+rc a?® _rc+tra b® ra+rg c° (2.10)
rg+rc+a rc+ra+hb ra+rg+cC '

L 1 1
2 sin 2 sin

1 1 1 2 sn

|
—
«Q
5
|
I
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Slika 33: TrokutABC i tocka P unutar trokuta

Dokaz. Neka je t@kaP ishodste polarnog koordinatnog sustava. Cana sM. sjecste
polarne zrake oddene kutom 2 [0;2 ] s rubom4ABC Nadalje, ozneimo R(" ) =
jPM: j: Za dovoljno mali* > 0, formula (2.8) postaje
Z g2, A L
+
r(cos') i r?’r(sm )] cdrd’

"E(P)

Z'I 2 O

logR(") log" (cos'!)i +(sin'!)j d:
0

. . . RZ RZ . .
Zatim korist&i = cos' d' = = sin' d° = 0 dobivamo
I Z I |
"E(P) = logR(" ) (cos')i +(sin")j d- (2.12)

Za osltatak dokaza koristiemo prikaz u kompleksnoj ravnini. Korigieg' = cos' +
sin' uvjet E(P) = 0 postaje

Z 2
logR(' )& d' =0 (2.13)
0

Preostaje nam izraziti |dg§(' ): Neka vrhoviA; B; C imaju kompleksne koordinate

rag A rge 8 re€'c
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| | |
i neka su vektorCB;” AC; BA prikazani sljedéim kompleksnim brojevima
aé *; be®; cé -
Bez smanjenja dgenitosti pretpostavimo dil- lezi na straniciAB trokuta ABC sto
je ekvivalento' o < ' < ' pg; pri cemu eventualno treba namjestiti kutove dodavanjem

odgovaraj@ih visekratnika od 2 Oznaimo sd. udaljenost toke P do straniceAB, a s
kut] BM P.

Slika 34:' A<'<' 3

. . d
Uocimodaje ="' 'A+ ,aR()= SITC odnosno

logR(" ) = logd, logsin:

Uzewiuobzirdaje 2[ ; o] dobivamo
z., Z., z
logR(' )¢ d' = logd, ed logsin €(*a I(:
Koristeti formulu 7
# i
€d = i€ (2.14)

i parcijalnu integraciju dobivamo
Z #
logsin cos d = (logsin 1)sin ;# (2.15)
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i Z .,
logsin sin d = (logsin 1)cos +log tani :# (2.16)
za kutove < <# < : Kombinacijom slijedi
Z, )
logsin € d = (logsin 1) +ilogtan= _: (2.17)

2

Iz (2.14) i (2.17) slijedi
z.

logR(' )é'd" = logd.€ ©+ilogd.e *
+ie(~ 1* d(ogsin , 1) ie"*(logsin ; 1) (2.18)

iel 2 1 ]ogtan——2

+ie(» Ylog tangl:

Nakonsto primijenimory = ——; rg = .dc A 1t 2='m'Aa 17 c
sin sin ,
slijedi
Z ‘B
logR(' ) d' = e e(logrg 1)+ie"A(logra 1)

i e 1 2.
+ie' ¢(logtg > log ctg 2).
Zbrajanjem ove i dviju analognih relacija te primjenom (2.13) slijedi
i ¢ _1 _2 i a _1 _2 i b _1 _2 =
e'Iogthtg2+e' Iogtgztg2+e' Iogtgztg2 0

sto ma@emo izraziti koristéi vektore

log tg = tg -2 log tg = tg 2 log tg = tg 2 !
CZ 2 BA+ az 2'cB+ b2 2 AC= 0:

Tvrdimo da vrijedi

1 1, 2 _1 1,02 _1 1. 2.
Elog thth = aIog tg > tg > = bIog tg 2tg > (2.19)

! ! [

Da bismo poke}zali qa vrijedi (2.19) naprosto primijenid@G = " BA "BCte linearnu
nezavisnost vektor8A i’ CB: Primjenom sinusovog paka i pravila za logaritme dokaz
(2.11) je zavsen.
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Da bismo izveli (2.10) primjenjujemo trigonometrijske funkcije polmwg kuta, pou-
cak o kosinusu te faktorizaciju:

1 (r2+c? r2)
gt = 1 cos 1 _ — e _(ratrg O)(rs ra+to),
2 1l+cos ; i+ rd)  (ra+rg+c)(ra rg+c)
2rac

Mnozenjem s tg; i korjenovanjem slijedi

1 2 _Iatrlg C
tg—tg—=——
gZ 92 ratrg+c
pa (2.19) postaje
| | |
1 ra+rg ¢ 1 rge+re a 1 rc+ra b
—log ——— =-log ————— = -log ——— : 2.20
C g ratrg+c a retrcta b g rc+ra+b ( )

Primjenom pravila za logaritme slijedi (2.10).

2.3 Kartezijeve koordinate

U ovom se poglavlju bavimo oddézanjem koordinata ke P obzirom na dane koor-
dinate vrhova trokuta. Polazimo od jednakosti (2.10), odnosno njene logaritamske verzije
(2.20). Uaimo da su izrazi u jednakosti manji od O pamo uzeti u obzir njihovu negativ-
nost. Nadalje, jednakostemo pomnaiti s poluopsegons = %(a+ b + c) trokutaABC i
njihovu zajedntku vrijednost ozneiti s

[ | [
S rg+rc a S rc+ra b S ra+rg C

—log ——— = —log =——— = —log =——F— =: 2.21
a g rge+rc+a b g rc+ra+b C g ra+rg+c ( )

Koncentrirattemo se samo na jednu od jednakosttéeno je zapisati u sljedem
obliku

rg+rec a a
- e s
rg+rct+a
Onda je
rg+r a1+e% —aezs+e% —actha :
BT Ic— = = g
1 e5 ex e = 2s
Na analogan ran dobivamo
b c
fc+ra=bcth—; rp+rg=ccth—:
c 2s 2s
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Oznaimo sada s

a b c
u= acthz—s, V= bcthz—s, W= ccthz—s. (2.22)
Slijedi
1 1 1
ra= §(V+ W u); rg= Q(WJ’ u V), rc= Q(UJ’ VW) (2.23)

Udaljenostrp; rg; rc nisu nezavisne. Njihovu relaciju memo izvesti iz
P(4PBC) + P(4PCA) + P(4PAB) = P(4ABC)
koristeci Heronovu formulu
"SE AE W 0 56 BE 06 W
tos(s (s ra(s re)= S(s a(s b)(s o)

pri cemu sus,; S; &; S poluopsezi trokutéPBC PCA PAB ABC. Uvrstavanjem (2.23),
mnazenjem s 4 i pojednostavljivanjem slijedi

(@ @)@ (v w)+ p(V2 b?)(? (W u)?)

p Y
+ (W2 )2 (U v)= 2@b2+bcz+ca?) (a*+ b*+ch): (2.24)
Jednadba (2.24) je nelinearna jedrazh za pri cemu surp; rg; rc odredeni s (2.22)
i (2.23).

Preostaje za objasniti kako izraziti koordinatekeP(xp; Xp) pomdau njene udaljenosti
od tocakaA(Xa; Ya); B(Xs;Ye); C(Xc;Yc): Primjenom formule za euklidsku udaljenost u
Kartezijevom koordinatnom sustavu dobivamo sustav kvadratnih jethad
(X Xa)’+ (Yo Ya)=Ti;
(X Xg)*+ (Yo Ye)’ =T
(Xp Xc)*+ (Y Yo)*=ré:
Oduzimanjem tree jednadbe od prve dvije dobivamo sustav linearnih jedrizd
20 Xa)Xe+ 20 Ya)YP =& XatYe Yatviw u);
2 Xe)Xpt+20c Ye)YP =X Xg+Ye Yatuw V)
cijim rjesavanjem slijedi
_OR*TYA W Yo+ (G+Ys WU(Ye Ya)* (E+Ye U(a Ye),
2Xa(Ys  Yc) + 2xs(Yc  Ya) + 2%c(Ya VYs) ’

.
(2.25)
_ 0GR+ W0 X)*F0g+Ye WU X+ OG+YE u)(Xa Xe)
2ya(Xs  Xc) + 2ys(Xc  Xa) + 2¥c(Xa  Xa) '

Yp
(2.26)
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Na taj nain dolazimo do sljedseg teorema:

[
Teorem 2.3.1.Pretpostavimo da se tocka P nalazi unutsABC te da vrijediE(P) = O:
Njene Kartezijeve koordinate su dan€25)i (2.26) pri cemu je u= acoth%;; b =
bcothtz’—s; c=ccoths;,a je rjesenje jednadzbé2.24)

2.4 Trilinearne koordinate

U ovom se poglavlju bavimo trilinearnim koordinatamake P, Uocimo da prema
de niciji 1.1.1 slijedi

. P@asg a 1@ (v w?
a _ a -
E ~ P4ABO ~
b L1 (wou?
pa je prema tome dobar odabir funkcije
S T
a b c 'Zé
flabc)= ot —==_ 1 EZ bcth— = ccth——_
atb+c atb+c atb+c

pri cemu je maxjedinstveno pozitivno rigenje od (2.24). \@no je za primijetiti i da max
ostaje nepromijenjena ukoliko skaliramo trokut skalatom

Trilinearne koordinate z&,ax SU implicitne jer yax Nije eksplicitno zadan. Stoga se
ne acekuje da trilinearne koordinate imaju eksplicitne algebarske izraze.



Poglavije 3

Opceniti radijalni potencijalni centri

3.1 Izvod opcenite formule

U ovom se poglavlju razmatra konvolucija radijalno sineta funkcije i karakte-
risticne funkcije trokuta te se opisujudke ekstrema konvolucije na geometrijskicita
kaosto je prikazano elanku [4].

Neka jeT trokut u kompleksnoj ravnini te neka je It njegova unutranjost. Neka je

:(0;+1) ! Rdiferencijabilna funkcija koja odruje ofEi potencijal takastog izvora.
Ukupni potencijal izvora de niramo kao

Vir(w) = ] (w  Z)dA); (3.1

za svakiw 2 Int(T), pri cemu jedAdvodimenzionalna Lebesgueova mjeraya zj euklid-
ska udaljenost iznmdu tacakaw i z. Navedeni integral ne mora konvergirati pa de niramo
potencijal do na aditivhu konstantu. Stoga, ksiramokow, 2 Int(T) i za svaku toku
x 2 Int(T) de niramo

Vir(w) = V;7(wo) + (w  Z)dAD) (w 2Z)dA@); (3.2)
T D-(w) T D-(wp)
pri cemu je" > 0 dovoljno mali (ovisan av i wp) takav da su krugovD-(w) i D- (W)
sadeani u Int(T). Zanimaju nas tcke ekstrema funkcij& .+, odnosno elementarne ge-
ometrijske relacije koje te tike zadovoljavaju.
Gradijentno polje potencijala je daqo S

! _ _ , L~ Z W
Eaw= GViow= o "z Wi

za svakiw 2 Int(T) i za dovoljno mali" > (|) za koji je krugD-(w) sadzan unutar trokuta
T. Cilj je pron&i w 2 Int(T) takav da jeE.t(w) = O: Pretpostavimo da je ta ¢ka

dA(2); (3.3)

a7
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|
upravo ishodite koordinatnog sustava, odnosno d&jer(0) = 0: Prelaskom na polarne
koordinate slijedi:

— i L
0= 5o (12) jzjdA(Z)
Z2ZR) g
= Xr)——rdrd'
Z02 0 r
= . ( RC) ()€ d: (3.4)

Ovdje oznaava primitvnu funkciju od 7! Yr)r, odnosno

ry= % (3.5)

dokR(' ) oznacava duljinu odsjeka zrake odréene kutomi od ishodsta O do ruba trokuta
T: Dakle, dobivamo jednakost
Z 2
(RC ) d =0 (3.6)

Izvesttemo geometrijsku relaciju koju zadovoljavajcke ekstrema koriséistu no-
taciju kao u dokazu teorema 2.2.1 tewaajci s otim i : PrimjenomR(' ) = ﬁ te
= +'Ap ;dobivamo

z., oz, !
(RC))e d = sn

'
A 1

el v I (3.7)

Zatim parcijalnom integracijom te primjenom (3.8), = 3-; rg = g izraz (3.7)

. sin( 2)
postaje

Z !
25 O d. d.cos

sin  sin  sjirf

i€ e (rg)+ie"* (ra)+ el *'2 g (3.8)

| .
Posljednji integral mpemo zapisati, koris@BA=céci'» 1= ¢ kao
Z I
2 .
d Ao de°( 1+ictg )d: (3.9)

d sin

1

Primjenom parcijalne integracije te

de€ ¢( 1+ictg 1) =ira€ *; de€c( 1+ictg( ) =irge ®
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dobivamo
(RC)E d = ie"® (rg) +ie"* (ra)
+i gB)rBeilB [ (!rA)rAei'A !
. 2 dc dc ;
- e A
+i 1 Sn s d ¢ (3.10)
Zbrajanjem ove i dviju analagonih relacija slijedi
Z ! !
2 |
L da _da d CB
a . sin S|I’l2 |
1 2 dy  db 1
- — A
"D - sin | sir? d | c
1 2 de s de 1!
- . BA= 0: A1
T e ) sin  sir? d 0 (3.11)

PN
Izjednaavanjem koe cijenata uz vekto®®A; CB;” AC slijedi
|

lZ 2 da ~ da

= . d

a - sin - sir?

_1 2 dp q

" b_, sin sir?
1Z 2 d | d

== © > —d: 12
c sin  sir? d (3.12)

Relacija (3.12) je opa geometrijska relacija koju zadovoljavacka ekstrema, iako nije
sasvim jasno odrdje li jednoznano tacku.

Ako je (r) =rP; zacijelibrojp, Oili (r) = logr, onda su gornji integrali elemen-
tarni te vode prema elementarnim geometrijskim relacijama.

Uslucaju (r) =rP, p2R, p, 0tocku minimuma ilimaksimuma ukupnog pommog
potencijalaV . + odredenog trokutonT zovemo radijalni potencijalni centar trokutareda
p. Uslucaju (r) = logr kazemo da je rije o radijalnom potencijalnom centru trokufa
reda 0.

Teoremom 2.2.1 iz prethodnog poglavlja zapravo smo bili dokazali €igede

Teorem 3.1.1.Ako je tocka P radijalni potencijalni centar trokuta T redd, onda za nju
vrijedi
| | |
IPA+PB | AB *5 _ [PEi+jPC] | BG ® _ jPCj+PA jCA A
jPA+iPB+JAB  |PB+jPCi+jBC]  |PCj+PA+|CA
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U iducem odjeljku dokazatemo sljedéi rezultat, elegantni posebni sl optenite
formule (3.12).

Teorem 3.1.2.Ako je tocka P radijalni potencijalni centar trokuta T red&, onda za nju
vrijedi
]BPC _ JCPA _ ]APB
P(4BCP)  P(4CAP) P(4ABP)

Za (r) = r? dobivamo teiste koje zadovoljava
P(4BCP) = P(4CAP) = P(4ABP):

Za (r) =r !dobivamo teku elektrostatskog potencijala, a @) = r 2 iluminacijski
centar.

3.2 lluminacijski centar

Slucaj p = 2 radijalnog potencijalnog centra, de niranog u prethodnom odjeljku, je
vrlo zanimljiv.

PISA (Programme for International Student Assessment), c@jsgjetsko istravanje
u obrazovanju, je u svojem testu iz 20@fdine postavilo sljed® problem: ,Gradsko
vije€e je odlilo postaviti ulcnu svjetiliku u malom parku u obliku trokuta naaia da
osvjetljava cijeli park. Na koje mjesto svjetiljka treba biti postavljena?”

Taj se problem mee rijesiti organizacijom prema matemekim konceptima. Park se
moze prikazati kao trokut, a osvjetljenje kao kraije je sredste postavljena utha svje-
tillka. Tom transformacijom na matemeiti jezik problem se svodi na tzanje sredita
trokutu opisane krznice. S obzirom da je sresie trokutu opisane kamice sjecste si-
metrala stranica trokuta, konstruiraju se dvije simetrale stranice trokutaka mgihovog
presjeka je traeno sredite kriznice. Vano je i razmisliti 0 smislenosti rggenja. Pri-
mjerice, ako je jedan od unutarnjih kutova trokuta tupi, tada se sselriznice opisane
trokutu nalazi izvan trokuta. Prema tome, mjest@ngi svjetiljke bi bilo izvan parkato
ne zadovoljava uvjet postavljenog problema.

S obzirom da se prema PISI problem pretvara nenge sredita trokutu opisane ke
nice, to znai da su sva tri kuta trokuta jednako osvjetljena.ddem, uaeno je da nikakav
ozbiljan problem ne predstavlja ako bi neki kut bie&iosvjetljen od drugog. Upravo je
to bila motivacija japanskom znanstveniku Katsuyukiju Shibati za promatranje navedenog
problema sa stajaia minimuma i maksimuma izvjesnih zikalnih velna.

Shibata je wlanku [5] razmatrao problem pronalaska mjesta na koje bi se postavila
ulicna svjetilika u parku trokutastog oblika nacmada osvjetljenost parka bude maksi-
malna. Takder, pri tome su i bitni kriteriji da svjetilika bude postavljena na mjesto na
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kojemce gubitak elektdne energije i, ako je moge, tresak oftinske uprave na potsoju
elektricne energije biti minimalizirani.

Metoda pronalaska rgenja tog problema koja zadovoljava postavljene kriterije je slje-
deta:

1) de niranje svjetline take na udaljenosti do tocke u kojoj je postavljena uha
svijetiljka,

2) intregriranje svjetline svih taka u parku,

3) racunanje parcijalnih derivacija integrirane vrijednosti kako bismo sazredeto
maksimuma funkcija.

Svjetlina take na udaljenosti do tocke u kojoj je postavljena uwiha svjetiljka de -
nira se kao maksimalna svjetlina koju osoba koja stoji na tkitmoze primiti od izvora
svjetlosti. Ta je svjetlina izzena s3, pri cemu jec pozitivna konstanta koja ne ovisiro
Konstantna vrijednost izrazava snagu izvora svjetlosti. Uzmimo proizvoljno mad O.
Integrirajmo; preko trokuta izvan kruga radijusaoko tocke u kojoj je postavljena ulha
svjetiljka.

Shibata je tako problem preformulirao u pronalazatkéomaksimuma funkcije poten-
cijalaV ; te je tra&enu taku nazvao iluminacijskim centrom trokuta Dokazimo teorem
3.1.2 tj. da je geometrijska karakterizacijake iluminacijskog centr& unutar trokuta

ABCdana sa
]JPBC _ ]CPA _ ]APB

P(4BPC) P(4CPA) P(4APB’
Svaka stacionarna ¢ka P unutar trokuta funkcije/ , mora zadovoljiti relaciju (3.6),
koja radi

(3.13)

m=r% 9= 2r% (@)=2r"
postaje zZ,
R() ¥ d =0 (3.14)
0

Alternativno, do relacije (3.14) ne@mo d@i direktno, ba kao i u prethodnom poglavlju.
Potencijal cijelog trokutd je de niran kao

d Q.
r PQR

Gradijentno polje gornjeg potencijala je dano s

|
"E(P) = , PR

;2 gt
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|
Cilj nam je pronai tocku P za koju je E(P) = 0: Neka je t@ka P ishodste polarnog
koordinatnog sustava. Ozrieno sM: sjecste polarne zrake odidene kutom 2[0;2 ] s
rubom4 ABC. Nadalje, ozneimoR(' ) = jPM j: Za dovoljno mali* > 0 slijedi

Z w2 »
0=

" 0
Z gL,

I, L
2r(cos )i rJ:lr(sm ) J cdrd’

2(cos‘ !)i J;(sin'!)j drd'
0 | r
3 2 _2 A N
= _R(') — (cos')i +(sin')j d
= 2R(') "

0

Dijelienjem s 2 slijedi (3.14). Koristéi istu notaciju kao i u dokazu teorema 2.2.1 slijedi
Z.

B ; 2sin ..
R()¥d = el *'a 1g
"A 1 C
- i' . il -1 n
_ |eB+|eA+e'Bctgz+e'Actgl ]APBéC:
4rB 4rA 4rB 4rA 2|dc

Zatim prema (3.14) slijedi

€ Actg 1+clg o), €8(ctg 1+ clg o), €c(Clg 1 +Clg o)

4rA 4r|3 4rC
]BPC;  ]CPA, ]APB; _ _
2id, ¢ 2idh, ¢ 2id.. e=0 (3.15)

Zbroj prva triclana u izrazu (3.15) je jednak 0 za svakako P pa slijedi

]BPC, _JCPA, ]APB, _
daé+ dbé+ dce'—o,

odnosno BPC | CPA |
;C B+ #AC + -
P(4BPC) P(4CPA P(4APB

Odatle lako slijedi (3.13), a time i teorem 3.1.2.

| !
]APB'BA:' 0:
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3.3 Pretraga radijalnih potencijalnih centara u
enciklopediji ETC

!
Neka je dan trokuBC cije su koordlnate‘\% 8 35% (13:23;0 : Du-

ljine njegovih stranica8C; AC; ABsu redom 136; 9. Korlstenaje pretraga u enciklope-
diji ETC [2] kako bi se utvrdilo sadhi li enciklopedija koordinate potencijalnih centara za

(r) = rP, za razlcite cjelobrojne vrijednostp: Izracunatay koordinata pojedinog cen-
tra predstavlja udaljenost centra do pra® odnosno udaljenost,: Enciklopedija ETC
sadei tablicu ,Search 13 6; 9” u kojoj se nalaze vrijednostl, za sve toke koje su u
njoj opisane. Na taj r@n mazemo utvrditi 0 kojem se poznatom centru trokuta radi, od-
nosno sad li uopce enciklopedija pojedinu bku. Sve numedke vrijednosti izraunate
su programskim paketom Mathematica na temeljtemite relacije (3.12) iz prethodnog
poglavlja; izostavljamo te detalje.

Zap= 1izracunata priblena vrijednost ordinate je

y = 1:49846838637306996754131646095907522462117200790094144337504530

Pretraivanjem u enciklopediji ETC promizno je da je rije o tocki X(5626),sto je centar
elektrostatskog potencijala.
Zap= 2izracunata priblzna vrijednost ordinate je

y = 1:54206156284014763412350576930996598069970485377415307399182620

Pretraivanjem u tablici uoeno je da enciklopedijg T C ne sadzi tu tocku.
Zap= 3izracunata vrijednost ordinate je

y = 1:57124177400156746581393408801954762622826094177770395461519812

Pretraivanjem u tablici uoeno je da enciklopedija ETC ne sadiu tocku.

Postupak je ponovljen za sve cjelobrojpe [ 4; 12] te je pretragom tablice usta-
novljeno da enciklopedija ETC ne sadnijednu od tih teaka. Napravljena je pretraga i
za pozitivne cjelobrojne vrijednospi 2 [1; 10] f2gte je takaler ustanovljeno da enciklo-
pedija ne sadi odgovarajée centre.

Zap = 2 izracunata priblzna vrijednost ordinate je

y = 1:21355482730248534206509298288443426634164127811165955341:122454

Pretraivanjem u enciklopediji ETC promizno je da je rije o tacki X(2), sto je teiste.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu praavani su potencijalni centri trokuta. Opisano je prvih
20 centara trokuta koje sairenciklopedija ETC. Zatim je opisanadka elektrostatskog
potencijala te su izvedene zanimljive geometrijske relacije koje ona zadovoljava. 1zvedena
je i opta geometrijska relacija koju zadovoljavajuédpotencijali te je provedena speci-
kacija za iluminacijski centar. Na kraju je, na temelju iztanatih numerkih podataka,
koristena opcija pretravanja enciklopedije ETC kako bi se utvrdilo sadr ona odratene
centre trokuta.



Summary

In this thesis, the potential triangle centers are presented. The rst 20 centers of the
triangle contained in the encyclopedia ETC are described. Next, the center of electrostatic
potential is described and the geometric relations that it satis es were derived. General
geometric relations which are satis ed by general potentials are also deduced. The speci-
cation to the illumination center is implemented. Finally, based on calculated numerical
data, the option of searching the encyclopedia ETC is used to determine whether it contains
particular triangle centers.
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