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Uvod

Cilj ovog diplomskog rada je izloZiti neke rezultate teorije metrickih kontinuuma. U prvom
poglavlju izlazu se osnovni pojmovi i rezultati iz topologije i metrickih prostora. U dru-
gom poglavlju uvode se kontinuumi prema knjizi [1] 1 daje se viSe primjera, s posebnim
naglaskom na topolosku sinusoidu kao kontinuum koji nije Peanov. U tre¢em poglavlju
promatraju se lukovi, te se uvode pojmovi rezne tocke i generaliziranog segmenta, pomocu
kojih se dobiva karakterizacija luka u Cisto topoloskim pojmovima. U Cetvrtom poglavlju
uvodi se pojam lanca koji zajedno sa sadrzajem prethodnog poglavlja omogucuje dokaz
veceg rezultata, da je svaki Peanov kontinuum povezan lukovima.






Poglavlje 1

Pregled osnovnih pojmova i rezultata

Ponovimo rezultate iz topologije i metri¢kih prostora koji ¢e nam trebati za naSa razmatra-
nja. Dokazi svih tvrdnji koji u ovom poglavlju nisu dani mogu se naéi u [2].

1.1 Ponavljanje osnova topologije

Osnovni pojmovi

Definicija 1.1.1. Neka je X skup. Za familiju podskupova T od X kaZemo da je topologija
ili topoloska struktura na X ako vrijedi:

l.O0etiXerT

2. Ui Ai € 7, za svaku indeksiranu familiju {A;|i € [Yut

(zatvorenost na uniju)

3. VA,BeT)(ANBeT)

(zatvorenost na konacan presjek)

Elemente topologije T zovemo otvoreni skupovi, a ureden par (X, T) zovemo topoloski
prostor. Kad je jasno o kojoj topologiji se radi, krace kaZemo da je X topoloski prostor.

Definicija 1.1.2. Neka je (X, 1) topoloski prostor i neka je B C 1. KaZemo da je B baza
topologije T ako vrijedi

MxeX) VU et)(xelU = @AV eB)(xeVcl)).

Napomena 1.1.3. Familija podskupova B C P(X) je baza neke topologije na X ako i samo
ako vrijedi:

1. X je jednak uniji svih skupova iz B.

2. Za svaka dva skupa U,V € Bvrijedi Nx e UNV)AW e B)(xe Wc UNYV).
Nadalje, ako dvije topologije nad istim skupom imaju jednake baze, onda su one jednake.

3



4 POGLAVLIJE 1. PREGLED OSNOVNIH POJIMOVA I REZULTATA

Definicija 1.1.4. Neka je X topoloski prostor. Za skup F C X kaZemo da je zatvoren u
topoloskom prostoru X ako je njegov komplement otvoren.

Napomena 1.1.5. Neka je X topoloski prostor. Familija svih zatvorenih skupova F u X
ima sljedeca svojstva:
1.0eFiXeF
2. VF,GEF)YFUGEeTF)
(zatvorenost na konacnu uniju)
3. Nies Fi € F, za svaku indeksiranu familiju zatvorenih skupova {F;|i € I}
(zatvorenost na presjek)

Definicija 1.1.6. Neka je X topoloski prostor i A C X. Zatvara¢ skupa A je presjek svih
zatvorenih skupova u X koji sadrze A, u oznaci A.

Napomena 1.1.7. Neka je X topoloski prostor. Lako se vidi da je A C X zatvoren skup ako
i samo ako je jednak svom zatvaracu.

Definicija 1.1.8. Neka je X topoloski prostor i A € X. KaZemo da je skup A gust u X ako
jeA =X

Napomena 1.1.9. Neka je X topoloski prostor i A C X. Skup A je gust u X ako i samo ako
svaki neprazan otvoren podskup od X ima neprazan presjek sa skupom A.

Definicija 1.1.10. Za topoloski prostor X kaZemo da je separabilan ako ima prebrojiv gust
podskup.

Definicija 1.1.11. Neka je X topoloski prostor i S C X. Za familiju podskupova U od
X kaZemo da je pokrivac¢ skupa S ako njezina unija sadrzi S. Za pokrivac kaZemo da je
otvoren ako su svi njegovi elementi otvoreni skupovi, a konacan ako je familija U konacan
skup. Potfamilija pokrivaca U koja je i sama pokrivac se naziva potpokrivac¢ pokrivaca

U.

Definicija 1.1.12. Za topoloski prostor X kaZemo da je kompaktan ako svaki otvoren po-
krivac od X ima konacan potpokrivac.

Definicija 1.1.13. Neka je X topoloski prostor s topologijom 7 i neka je S C X. Familija
podskupova od S definirana s

s ={UNS |U €71}

Jje topologija na S i za nju kaZemo da je relativna topologija na S naslijedena od X.
Za topoloski prostor S snabdjeven relativnom topologijom, to jest (S, Ts), kaZemo da
je topoloski potprostor od X, to jest (X, 7).
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Definicija 1.1.14. Neka je X topoloski prostor. Za skup K C X kaZemo da je kompaktan u
X ako je (K, Tx) kompaktan prostor.

Napomena 1.1.15. Neka je X topoloski prostor. Lako se vidi da je K C X kompaktan
skup u X ako i samo ako svaki otvoren pokriva¢ za K, kao podskup od X, ima konacan
potpokrivac.

Definicija 1.1.16. Neka je (X, T) topoloski prostor i neka je (a,), niz u X.
Kazemo da niz (a,), konvergira u tocku a € X ako svaki otvoren skup koji sadrZi a
sadrZi i sve elemente niza (a,), od nekog indeksa nadalje, tj.

VU € )(ae U) = (Any € N)(n > ng) = a, € U))

Za niz koji konvergira kaZemo da je konvergentan. Tocku a zovemo limes niza (ay,),.

Definicija 1.1.17. Za topoloski prostor X kaZemo da je:

(a) T, prostor, ako za svake dvije tocke iz X postoji otvoren skup koji sadrZi prvu, a ne
sadrZi drugu;

(b) T, ili Hausdorffov prostor, ako za svake dvije tocke x,y € X postoje disjunktni
otvoreni skupovi U,V C X takvidajex e Uiy€e V.

Ocito su svi T, prostori takoder i Ty prostori.

Napomena 1.1.18. Topoloski prostor X je T, prostor ako i samo ako su svi jednoclani
podskupovi od X zatvoreni.

Napomena 1.1.19. Ako je topoloski prostor X Hausdorffov, onda svaki konvergentan niz u
njemu ima jedinstven limes, koji se oznacava

lim a,,.

n—oo

Definicija 1.1.20. Neka su (X, U) i (Y,V) topoloski prostori i neka je f : X — Y. KaZemo
da je funkcija f neprekidna ako je praslika po f svakog otvorenog skupa u kodomeni Y
otvoren skup u domeni X, to jest ako vrijedi

YV e V)(F'(V) e U).

Definicija 1.1.21. Neka su X i Y topoloski prostori i neka je f : X — Y. Ako je f
neprekidna bijekcija Ciji je inverz takoder neprekidan, kaZemo da je f homeomorfizam
izmedu X i Y. Za prostore X i Y tada kaZemo da su homeomorfni.

Definicija 1.1.22. Neka su X i Y topoloski prostori. Za funkciju f : X — Y koja je
homeomorfizam na svoju sliku kaZemo da je ulaganje.
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Definicija 1.1.23. Neka su (X, U) i (Y, V) topoloski prostori i neka je f : X — Y. KaZemo
da je funkcija f otvoreno preslikavanje ako je slika po f svakog otvorenog skupa prostora
X otvoren skup u prostoru Y.

Definicija 1.1.24. Neka je X topoloski prostori U,V C X. KaZemo da je ureden par (U, V)
separacija od X ako vrijedi:

1.UV#0
2.0uV=X
3.UnV=0

4. U iV su oba otvoreni skupovi u X.

Definicija 1.1.25. KaZemo da je topoloski prostor X povezan ako ne postoji separacija od
X.
Za S C X kaZemo da je povezan skup ako je povezan kao potprostor od X.

Definicija 1.1.26. KaZemo da je topoloski prostor X lokalno povezan ako za svaku tocku
x € X i svaki otvoren skup U koji sadrZi x postoji povezan otvoren skup V koji sadrZi x i
sadrZan je u U.

Napomena 1.1.27. Povezanost i lokalna povezanost ne povlace jedna drugu. Lako je
pronaci primjer nepovezanog prostora koji je lokalno povezan (na primjer, dvije disjun-
ktne otvorene kugle u R"), a primjer povezanog prostora koji nije lokalno povezan bit ce
topoloska sinusoida.

Neki rezultati iz opce topologije

Lema 1.1.28. Neka su X i Y topoloski prostori i neka je f : X — Y neprekidna funkcija.
Ako je F C Y zatvoren u Y, onda je njegova praslika po f zatvorena u X.

Dokaz. Po definiciji zatvorenih skupova, Y\ F' je otvoren skup, a po definiciji neprekidnosti
slijedi da je f~'(Y \ F) otvoren u X. Poznato je da je f~'(F) = X \ f (Y \ F), dakle
komplement od f~!(F) je otvoren, §to znadi da je praslika f~!(F) zatvorena u X. O

Propozicija 1.1.29. Neka su X i Y topoloski prostori, neka je A C X i nekaje f : X - Y
neprekidna funkcija. Tada vrijedi:

(a) Ako je A kompaktan, onda je slika f(A) kompaktan skup u'Y.

(b) Ako je A povezan, onda je slika f(A) povezan skup u'Y.

Korolar 1.1.30. Graf neprekidne funkcije Cije je domena povezan skup je i sam povezan.

Propozicija 1.1.31. Neka su X i Y topoloski prostori i neka je f : X — Y homeomorfizam.
Ako je X lokalno povezan, onda je i Y lokalno povezan. Specijalno, ulaganja cuvaju
lokalnu povezanost.
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Propozicija 1.1.32. Neka je X topoloski prostori A C X. Ako je A povezan skup u X, onda
Jje i njegov zatvarac A povezan skup u X.

Propozicija 1.1.33. Neka je X topoloski prostor, neka je I neki skup i neka je {A;|i € I}
familija nepraznih povezanih skupova u X. Ako familija {A; | i € I} ima po parovima
neprazan presjek, onda je njezina unija povezan skup.

A:UAi.

i€l

Dokaz. Neka je

Pretpostavimo da postoji separacija (U, V) od A. Zbog povezanosti svih ¢lanova familije,
(U NA;,VNA) nije separacija od A; za nijedan i € I. Kako se navedeni skupovi ocito
pokrivaju cijeli A; te su ocito disjunktni i otvoreni u A;, slijedi da jedan od njih mora biti
prazan. Dakle, svaki A; je sadrZan ili u U ili u V, a zbog nepraznosti od U i V postoje A; 1
A, takvidaje Ay C UiA,; C V. No, UiV sudisjunktni, pa slijedi A; N A, = 0, §to nije
moguce jer promatrana familija ima po parovima neprazan presjek. O

Propozicija 1.1.34. Neka je X kompaktan prostor, neka je Y Hausdorffov prostor i neka je
f : X = Y neprekidna bijekcija. Tada je f homeomorfizam.

Definicija 1.1.35. Za familiju skupova .7 kaZemo da ima svojstvo konacnog presjeka ako
svaka njezina konacna neprazna potfamilija ima neprazan presjek.

Propozicija 1.1.36. Topoloski prostor X je kompaktan ako i samo ako svaka neprazna
Sfamilija zatvorenih skupova koja ima svojstvo konacnog presjeka (i Citava) ima neprazan
presjek.

Lema 1.1.37. Neka je X kompaktan prostor. Ako je A C X zatvoren, onda je i kompaktan.

Dokaz. Neka je {U; |i € I} otvoren pokrivac za A u relativnoj topologiji na A naslijedenoj
od X. Onda za svaki i € I postoji skup U/ otvoren u X takav da vrijedi U; = AN U!. Skup
{U]]i € I} U{X \ A} je tada otvoren pokrivaC za kompaktni X, pa ima konacan potpokriva¢
{Vi,...,V,}. Ocito je {V;...,V,} \ {X \ A} neprazan otvoren pokriva¢ za A u X koji se
sastoji od skupova iz familije {U | i € I}, pa on inducira konaCan potpokriva¢ od pocetnog
{U;li € I} za prostor A u relativnoj topologiji naslijedenoj od X. Dakle, A je kompaktan. O

Definicija 1.1.38. Neka je S skup. Za niz skupova (U,),, U, € S, ¥Yn € N, kaZemo da je
ugnijeZden ako vrijedi
Ul’l+] g Ul’l’ Vn c N

Teorem 1.1.39. (Cantorov aksiom)
Neka je X kompaktan prostor. Presjek svakog niza ugnijeZdenih nepraznih zatvorenih
skupova je neprazan.
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Dokaz. Kako su elementi niza ugnijeZdeni, familija svih elemenata tog niza ima svojstvo
konacnog presjeka (u svakoj kona¢noj potfamiliji je skup s najviS§im indeksom u nizu ne-
prazan podskup svih ostalih), pa prema 1.1.36 ima neprazan presjek. O

1.2 Ponavljanje metrickih prostora

Definicija 1.2.1. Neka je X skup. Za funkciju d : X X X — R kaZemo da je metrika na X
ako ima sljedeca svojstva:

1. d(x,y) >0, Vx,ye X

2.dx,y)=0 & x=y

3.d(x,y)=d(y,x), Vx,ye X

4. d(x,z) <d(x,y) +d(y,2), VYx,y,z€ X

Ureden par (X, d) zovemo metricki prostor. Kad je jasno o kojoj se metrici radi, krace
kazemo da je X metricki prostor.

Definicija 1.2.2. Neka je X vektorski prostor nad poljem R. Za funkciju ||| : X — R
kaZemo da je norma na X ako ima sljedeca svojstva:

L |Ix]| =0, ¥Vxe X

2. /x=0 & x=0

3. |lax|| = o] ||x|, Ve e R, Vx € X

4. lx + yll < llxdl + [yl Yx,y € X

Ureden par (X, ||||) zovemo normirani prostor.

Napomena 1.2.3. Neka je (X, ||||) normiran prostor. Lako se vidi da je funkcijad : XXX —
R,

d(x,y) = llx =yl

metrika na X. Za tu metriku kaZemo da je inducirana normom.

Definicija 1.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor.
Neka je x € X ir> 0. Skup

K(x,r)={ye X :d(x,y) <r}
zovemo otvorena kugla oko tocke x radijusa r, a skup
K(x,r)={y€ X :d(x,y) <}

zovemo zatvorena kugla oko tocke x radijusa r.
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Napomena 1.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je
B={K(x,r)|xe X, r> 0}

Sfamilija svih otvorenih kugala u X. Lako se vidi da familija B zadovoljava uvjete iz Na-
pomene 1.1.3, Sto znaci da je baza neke topologije na X. Tu topologiju zovemo topologija
inducirana metrikom d.

Kada na metrickom prostoru govorimo o kompaktnosti i neprekidnosti, mislimo na
kompaktnost i neprekidnost u odnosu na topologiju induciranu metrikom.

Napomena 1.2.6. Lako se vidi da je svaki metricki prostor s topologijom induciranom
metrikom Hausdorffov topoloski prostor.

Napomena 1.2.7. Podsjetimo, na R" je, uz oznaku x = (xi,...,Xx,), zadana euklidska
norma
Ixl* = x] +--- + x,

n®

i njome je inducirana euklidska metrika

d(x,y) = [lx = yll.

Topologija inducirana tom metrikom naziva se euklidska topologija na R". R" se kao to-
poloski prostor s tom topologijom naziva euklidski prostor. Isti se nazivi koriste za topolo-
gije inducirane euklidskom topologijom na topoloskim potprostorima euklidksog prostora
R™.

Propozicija 1.2.8. Neka je X metricki prostor. Tada je F C X zatvoren ako i samo je limes
svakog konvergentnog niza sadrzanog u F i sam sadrZan u F.

Napomena 1.2.9. Ako je X metricki prostor i S C X. Kao posljedica prethodne propozi-
cije, lako se vidi da vrijedi

S ={xeX|(ay), nizu S takav da je lim a, = x}.
Propozicija 1.2.10. Neka je X metricki prostor. Ako je K C X kompaktan u smislu defini-
cije 1.1.14, onda je zatvoren i omeden.

Specijalno, ako promatramo euklidski prostor R", vrijedi i obrat: K C R" je kompaktan
ako i samo ako je zatvoren i omeden.

Definicija 1.2.11. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori i neka je f : X — Y. KaZemo
da je funkcija f je neprekidna u tocki x € X ako vrijedi

(Ve > 0)A5 > 0)(Vy € X) d(x,y) <= d(f(x, f»)) < &.
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Propozicija 1.2.12. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori i neka je f : X — Y. Funkcija
f je neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tocki u smislu prethodne definicije,
to jest ako vrijedi

VxeX)(Ve>0)(35 > 0)(¥VyeX) dx,y)<d=d(f(x, f(y)) <e.

Specijalno, kad su domena i kodomena potprostori euklidskih prostora, pojam neprekid-
nosti se podudara sa standardnim pojmom neprekidnosti iz analize.

Propozicija 1.2.13. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori i neka je f : X — Y. Funkcija
f je neprekidna ako i samo ako za svaki konvergentan niz (x,), u X takav da je

Iim x, = x

n—0o0o

vrijedi da je niz (f(x,)), konvergentan u Y i da je
lim £(x,) = £(x).
Propozicija 1.2.14. Ako je (X, d) kompaktan metricki prostor, onda je on separabilan.

Definicija 1.2.15. Neka je X topoloski prostor, neka je a : [0, 1] — X neprekidna i neka je
a(0) = a, a(1) = b. Tada kaZemo da je a put u X od a do b.

Definicija 1.2.16. Neka je X topoloski prostor, neka su a, b, c € X te neka je a put u X od
ado binekaje B putuX odb do c.
Produkt putova a i B je funkcijay : [0, 1] — X definirana sa

o - {a(2t) , ako je t € [0, 1],

BQRt—1) ,akojete(1.1].
Nije tesko pokazati da je v put u X od a do c (vidi [2]).

Napomena 1.2.17. Neka je X topoloski prostor. Definiramo relaciju “biti povezane puto-
vima” na skupu X, u oznaci ~, na sljedeci nacin:

Ako su a,b € X, onda vrijedi a ~ b ako i samo ako postoji put u X od a do b.
MoZe se pokazati da je ~ relacija ekvivalencije (vidi [2]).

Definicija 1.2.18. Za topoloski prostor X kaZemo da je povezan putovima ako za svake
dvije tocke x,y € X postoji put u X od x do y.

Propozicija 1.2.19. Ako je topoloski prostor X povezan putovima, onda je i povezan.

Propozicija 1.2.20. Ako je X kompaktan prostori f : X — R neprekidna, onda f(X) ima
minimum i maksimum.



1.2. METRICKI PROSTORI 11

Primjer 1.2.21. Prostor I = [0, 1] C R s euklidskom topologijom je kompaktan i povezan
prostor. Ocito je ogranicen i zatvoren, pa je po karakterizaciji kompaktnosti za euklidske
prostore 1.2.10 kompaktan.

Nadalje, I je povezan putovima: za bilo koje dvije tocke x,y € [0,1], x # y, funkcija
a : [0,1] — [0, 1] zadana s a(t) = x + t(y — x) je ocito put od x do y u [0, 1], a znamo da
povezanost putovima povlaci povezanost (1.2.19).






Poglavlje 2

Kontinuumi

2.1 Definicija i primjeri

Definicija 2.1.1. Za metricki prostor koji je kompaktan i povezan kaZemo da je kontinuum.
Za kontinuum koji je i lokalno povezan kaZemo da je Peanov kontinuum.

Primjer 2.1.2. (Jedini¢ni segment)
U prethodnom dijelu naveli smo da je I = [0, 1] kompaktan i povezan. Dakle, [0, 1] je
kontinuum.

Primjer 2.1.3. U prostoru R", svaki neprazan, omeden i zatvoren konveksan skup je konti-
nuum. Naime, prema rezultatu 1.2.10, svaki omeden i zatvoren skup u R" je kompaktan. S
druge strane, po definiciji konveksnosti za svake dvije tocke x,y iz takvog skupa vrijedi da
Jje svaka tocka oblika
tx+ -1y, te[0,1],
i sama sadrZana u tom skupu.
Funkcija a : [0,1] - R,
a(t) =tx+ (1 -1y,

tada je ocito put od x do y u zadanom skupu (neprekidnost je jasna zbog 1.2.12). Dakle,
skup je povezan putovima, a znamo po 1.2.19 da je onda i povezan. Stoga je svaki takav
skup kontinuum.

Sada lako moZemo dokazati da su n-dimenzionalna jedini¢na kocka
In = {(xl9--'9xn) eRnl()S-xi < 1,l: 1,...,7’1}

13



14 POGLAVLIJE 2. KONTINUUMI

1 n-dimenzionalna zatvorena jedini¢na kugla

B'={xeR"||lxll < 1}

kontinuumi u R”, za svakin € N, n > 2.

Ve¢ nam je poznato da su ovi (o€ito neprazni) skupovi zatvoreni i ograniceni, tj. kom-
paktni. Pokazimo joS da su konveksni:

Zax=(x1,..., %), y=01,...,y) €', it €[0,1]:

O0<tx;+(1 -0y, <t+(1-1=1,Viell,...,n},
———
0<x;,yi<1

pajetx+ (1 —t)y € I". Dakle I" je konveksan.
Zax,y € B*:

llx+ (A =yl <llxll + A =olyll <2+ A -0) =1,

pajetx + (1 —t)y € B". Dakle, B" je konveksan.

Postoje 1 jednostavni primjeri nekonveksnih kontinuuma. To su npr. topoloski ru-
bovi prethodnih dvaju skupova, n-dimenzionalna jedini¢na sfera i rub n-dimenzionalne
jedini¢ne kocke.

Primjer 2.1.4. (Jedinic¢na sfera)
Skup S™ ' := {x e R"|||x]| = 1}, n > 2, je kontinuum.
Ogranicenost je ocita, kao i zatvorenost (praslika je jednoclanog skupa iz R po nepre-
kidnoj funkciji normi), dakle S"~! je kompaktan.
Takoder, S"! je povezana kao slika povezanog skupa R" \ {0} po neprekidnoj funkciji
[ RUA{0} = R,
f) ==
Il
Primjer 2.1.5. (Rub kocke)
Skup oI" :={(xy,...,x,) € I"|(die{l,...,n}H)x; € {0, 1}}, n > 2, je kontinuum.
Pokazimo prvo kompaktnost. Jasno je da je nas skup ogranicen. Zatvorenost se lako
vidi kada napisemo

or = Jita.....x) € I' 3 € {0, 1)),
i=1
a jasno je da je {(xy,...,x,) € I"| x; € {0,1}} = ﬂi_l({O, 1}) N I". Dakle, to je presjek
kocke i praslike dvoclanog (dakle zatvorenog) skupa {0,1} C R po neprekidnoj funkciji
projiciranja na i-tu koordinatu n;. Dakle, ti su skupovi zatvoreni, a 01" je njihova konacna
unija pa je prema 1.1.5 i sam zatvoren.
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Povezanost pokazujemo preko Propozicije 1.2.19: pokazat c¢emo da je OI" povezan
putovima. Za to ¢e nam biti dovoljno pokazati da postoji put od svake tocke a € 0I" do
ishodista, tj. vrha 0.

Neka je a € 0I", a # 0 (inace imamo trivijalni fiksni put od 0 do samog sebe).

Tada je a = (ay, ..., a,) i postojii € {1,...,n} takav da a; € {0, 1}.

Oznacimo onda {1, ... ,n}\{i} =: {j1,..., ju_1}. Konstruiramo put od a do 0 na sljedeci
nacin:

Neka je Ay := a. Definirajmo funkciju f : [0,1] — 0I" kao

f(t) = (al’- --’aj1—17(1 - t)aj]9aj1+la"'aan)'

Funkcija f ocito je neprekidna i m;(f(a)) = a; € {0, 1}, pa je njena slika sadriana u
rubu kocke. Vrijedi da je

f(0)=a= A,

f(l) = (Cll, cee ,aj]_l,O, Ajisls- - ,Cln) = A],

paje f put u 0I" od a do Ay, koja ima jednu vise koordinatu jednaku O u odnosu na a.
Postupak induktivno ponavljamo za j», ..., j, — 1 sve dok nakon konacno mnogo koraka
ne dodemo do zavrsne tocke kojoj su sve koordinate jednake 0 osim moZda na pocetku
istaknute koordinate a; € {0, 1}. Ako je a; = 1, na slican nacin kao na pocetku konstruiramo
put od zavrsne tocke do ishodista. Uzastopni produkt svih tako dobivenih putova tada nam
ocito daje put od a do 0. Onda prema rezultatu 1.2.17 postoji put izmedu svake dvije tocke.

Lema 2.1.6. Neka je X kontinuum, Y metricki prostori f : X — Y neprekidna funkcija.
Tada je f(X) kontinuum.
Nadalje, ako je X Peanov kontinuum i f ulaganje, onda je i f(X) Peanov kontinuum.

Dokaz. 1z Propozicije 1.1.29 imamo da je slika kompakta po neprekidnoj funkciji kom-
pakt, kao i da je neprekidna slika povezanog skupa povezan skup. Takoder, ako je f ulaga-
nje, onda po Propoziciji 1.1.31 znamo da je f(X) lokalno povezan skup. O

Nije teSko pokazati da su svi navedeni kontinuumi lokalno povezani, to jest Peanovi.
Dajmo primjer i jednog koji nije:

2.2 Topoloska sinusoida

Primjer 2.2.1. Neka je

X = {(x, sin)lc) | x€{0,11} U {0} x [-1,1].

Skup X zovemo topoloska sinusoida.
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Slika 2.1: Topoloska sinusoida, s podskupom {0} X [—1, 1] ozna¢enim crnom bojom i pod-
skupom {(x, sini) | x € (0, 1]} oznacenim sivom bojom.

Tvrdimo da je topoloska sinusoida, promatrana kao potprostor od R?, kontinuum, ali
da nije lokalno povezana.

Pokazimo prvo da je kontinuum.

Ocito je omeden skup. Nadalje, neka je

I'={(x, sin%) | x €40,1]}

graf funkcije f(x) = sini na {0, 1]. Vrijedi da je X =T U {0} X [-1, 1]. Tvrdimo da je X ne
samo zatvoren, nego i jednak zatvaracu od I u R?. PosluZimo se karakterizacijom 1.2.9.
rcx

Neka je (a,b) € . Prema karakterizaciji 1.2.9, postoji niz (x,, f(x,)), koji konvergira k
(a,b) u R Iz analize nam je poznato da je konvergencija u R? ekvivalentna konvergenciji
u obje koordinate, pa slijedi da je

limx, =a, lim f(x,) =b.
Dakle, koordinata a je limes u R niza (x,), koji je sadrzan u (0, 1], pa ponovo po 1.2.9
slijedi da je

ae€{0,1]=1[0,1].
Ako je a € (0,1], onda je (x,), konvergentan niz u domeni funkcije f s limesom a u toj
domeni, pa zbog neprekidnosti od [ po 1.2.13 slijedi da je b = f(a). Dakle,

a€{0,1] = (@b)el' CX.
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Preostaje slucaj kada je a = 0. Tada promotrimo niz drugih koordinata (f(x,)), koji
konvergira u b. Kako znamo da je f(x) € [-1,1],Vx € (0, 1], ¢injenica da je [—1,1]
zatvoren skup povlaci prema 1.1.7 i 1.2.9 da je i limes b sadrZan u [—1, 1]. Dakle,

a=0= (a,h) € {0} x[-1,1] C X.

U svakom slucaju, (a,b) € X.
XcT

Za tocke iz X koje su vec¢ na grafu nemamo sto pokazivati. Promotrimo tocke koje nisu
na grafu, to jest skup {0} X [—1,1]. Neka je (0, 1) tocka iz tog skupa, t € [—1,1]. Neka je

« = arcsin(?) € [-3, 5] Vrijedi

sin2kn + @) = t, Yk € N,

lim (2km + @) = oo,

k—o0

€{0,1].
2km + « O.1]

Dakle, ((ﬁ, sin(2km + @)))ken je niz u I koji konvergira u (0, t), Sto znaci da je
(0,t) € T. Dakle, T = X, pa je X zatvoren, $to uz omedenost po 1.2.10 povlaci da je
kompaktan.

PokaZimo povezanost. Kako je domena {0, 1] povezana i funkcija f neprekidna, prema
Korolaru 1.1.30, graf I C X je takoder povezan. Imamo rezultat 1.1.32 koji nam kaze da
je tada i njegov zatvarac X povezan.

Dakle, topoloska sinusoida jest kontinuum.

PokazZimo da X nije lokalno povezan skup. Promotrimo tocku (0,0) € X i njezinu
otvorenu okolinu U = K((0,0), %) N X.

Pretpostavimo da X jest lokalno povezan. Tada postoji povezan otvoren skup V C X
takav da je

xeVcl.

Oznacimo s vy : {0, 1] — T sljedecu parametrizaciju grafa I':
y(x) = (x, f(x)).

Ocito je y neprekidna funkcija (koordinatne funkcije su joj neprekidne). Vrijede sljedece
dvije pomocne tvrdnje:
1. Ako je O < r < 1, onda je skup y({r, 1]) otvoren u X.

Zaista, otvorena poluravnina P = {(x,y) € RZ|x > r) je, znamo, otvoren skup u R?, za
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svaki r € {0, 1). Ocito je y({r,1]) = PN X, pa je y({r, 1]) otvoren u relativnoj topologiji na
X naslijedenoj od R>.
2. Za svaki r € 0, 1], skup y([r, 1]) je zatvoren u X.

Zaista, [r,1] je kompaktan skup u domeni (0,1], pa je njegova slika kompaktna u R>
(1.1.29), pa i u njegovom potprostoru X, koji je i metricki potprostor, pa je po 1.2.10
promatrana slika zatvoren skup u X.

Sada pokaZimo da skup V ne moZe biti povezan.
Kako je V otvoren skup u X koji sadrzi (0,0), postoji € > 0 takav da je

K((0,0),e)nX C V.

Odaberemo li k € N dovoljno velik da vrijedi ﬁ < g imamo da za x = ﬁ vrijedi f(x) =0
iy(x) =(x,0) € K((0,0),e)n X C V.
1

Oznacdimoonday = =——, y < X.
V= Sarzr Y

Jasno je da je f(y) = sin(%) = sin(2krm + 5) = 1, pa imamo tocku y(y) = (y,1) e ' C X.
Kako je d((0,0),(y,1)) > 1, tocka (y, 1) ne nalazi se u kugli K((0,0), %), pa ni u njezinom
podskupu V. Dakle, V C X \ {(y, 1)}. Definirajmo:
Wi = vy, 1)),
W) = ({0, ) U {0} X [1, 11.
PokaZimo da je (W, W,) separacija od X \ {(y, 1)}.
Neprazni: W, je ocito neprazan, a kako je y < x < 1, vrijedi da je y(x) € W;.
Disjunktni: Ocito.
Ocito je i da je W, U W, = X \ {(y, 1)}.
Oba otvoreni: prema 1. pomocnoj tvrdnji, W, je otvoren. S druge strane,

Wa = y({0,y) U{0} x [-1, 11 = X \ ¥([y, 1.

Prema 2. pomocnoj tvrdnji, y(|y, 1]) je zatvoren u X, pa je W, otvoren u X. Onda je otvoren
i u potprostoru X \ {(y, 1)}, sto smo i trebali pokazati.

Dakle, (W, W,) jest separacija od X \ {(y, 1)}, pa ¢e (W, NV, W, N V) biti separacija
od V, $to je kontradikcija s povezanosti od V. Dakle, topoloska sinusoida X nije lokalno
povezana.



Poglavlje 3

Lukovi

Kako bismo dosli do veéeg rezultata o Peanovim kontinuumima, potrebno je prouciti lu-
kove kao alat za daljnja razmatranja.

3.1 Definicija i osnovni rezultati

Definicija 3.1.1. Za topoloski prostor L kazemo da je luk ako je homeomorfna slika je-
dinicnog segmenta I = [0, 1].

Napomena 3.1.2. Kako je [0, 1] Peanov kontinuum i luk je njegova homeomorfna slika, po
2.1.6 i 1.1.31 vidimo da je svaki luk Peanov kontinuum.

Cilj nam je izvesti operativnu karakterizaciju lukova.

Definicija 3.1.3. Neka je X povezan prostor. Za tocku x € X kaZemo da je rezna tocka od
X ako je skup X \ {x} nepovezan. Za tocke koje nisu rezne kaZemo da su nerezne.

Lema 3.1.4. Neka je X povezan prostor, Y topoloski prostori f : X — Y homeomorfizam.
Tocka p je rezna tocka od X ako i samo ako je f(p) rezna tocka od Y.

Dokaz. Kako neprekidna funkcija f Cuva povezanost, Y je povezan i pojam rezne tocke na
njemu je definiran.

Neka je (U, V) separacija od X \ {p}. Kako je f homeomorfizam, ona je otvoreno preslika-
vanje, pa je onda ocito (f(U), f(V)) separacija od Y \ {f(p)}. Dakle, f(p) jest rezna tocka
odY.

S druge strane, ako je (U’,V’) separacija od Y \ {f(p)}, praslike ocito Cine separaciju
(F~2 U, fF-1(V")) od X \ {p}, pa je p rezna toka od X. o

19
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Primjer 3.1.5. U jedinicnom segmentu I = [0, 1] tocke 0 i 1 nisu rezne. Naime, I \ {0} =
(0, 1], sto je ocito skup povezan putevima (za sve x,y € (0,1], jedan put od x do y je
a(t) =x+t(x—-y),t €[0,1]), pa i povezan. Analogno vrijedi za I \ {1}.

S druge strane, za x € {0, 1) vrijedi da je

I\ {x} =10,x)U{x,1] = (I N (=00, x)) U (I N{x,+00)),

gdje je ([0, x), {(x, 1]) ocito separacija od I \ {x}, pa je taj skup nepovezan. Stoga je x rezna
tocka od I, Vx € (0, 1).
Posljedicno, svaki luk ima tocno dvije nerezne tocke.

Definicija 3.1.6. Za dvije nerezne tocke luka kaZemo da su njegove krajnje tocke.

Dakle, svaki luk je kontinuum s to¢no dvije nerezne tocke (i to Cak Peanov). Pokazat
¢e se da upravo ta svojstva karakteriziraju lukove, to jest da je svaki kontinuum s to¢no
dvije nerezne tocke luk. Kre¢emo prema dokazu te tvrdnje.

3.2 Generalizirani segment

Radi jednostavnosti, u daljnjem razmatranju u ovom odjeljku pretpostavljamo da su pros-
tori s kojima radimo 7.

Definicija 3.2.1. Neka je X povezan topoloski prostor i neka su a,b € X. Za tocku p € X
kazemo da separira tocke a i b u X ako postoji separacija (U, V) prostora X \ {p} takva da
jeacUibeV.

Ocito, takav p je rezna toCka od X.

Definicija 3.2.2. Neka je X povezan topoloski prostor i neka su a,b € X, a # b. Za skup
S(a,b) ={a,byU{p e X| psepariraaibu X}
kazemo da je generalizirani segment odreden tockama a i b u X.

Definicija 3.2.3. Neka je X povezan topoloski prostor i neka su a,b € X, a # b.
Na skupu S (a, b) definiramo relaciju < na sljedeci nacin:
za sy, 52 € S(a, b) vrijedi s, < s, ako i samo ako

(1) sy =ailisy,=b,ili

(2) sy separira ai s, u X, ili

(3) S1 = 8.

Relacija ,,<” naziva se separacijski uredaj na S (a, b).



3.2. GENERALIZIRANI SEGMENT 21

Propozicija 3.2.4. Neka je X povezan topoloski prostor i neka su a,b € X, a # b. Separa-
cijski uredaj na S (a, b) je linearan uredaj.

Za dokaz ove tvrdnje trebaju nam sljedeca tri pomocna rezultata:

Lema 3.2.5. Neka je X povezan Ty prostor. Ne postoje tocke a,b,c € X takve da istovre-
meno

1) b separiraaic,i

2) c separiraaib.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoje takve a, b i ¢. Tada su ocito sve razlicite i
vrijedi:

b separira a i ¢ = postoji separacija (U, V) od X \ {b}, gdjejeac U,ce V.

¢ separira a i b = postoji separacija (U’, V') od X \ {c}, gdjejeac U',be V'.
Tvrdimo da je (U N U’,V U V’) separacija od X:

1) neprazni - ocito,a e UNU"1b,c e VU V',

2) disjunktni - ocito.

3) otvoreni: X je Ty, pasu zbog 1.1.18 skupovi X \ {b} 1 X \ {c} otvoreni. Kako su U, V,
U’,1V’ otvoreni u relativnim topologijama na navedenim skupovima, slijedi da su otvoreni
iu ¢itavom X.

4) pokrivaju X: Ve vidimo da sadrze a,b,c. Neka je x € X, x # a,b,c. Tada je
xeX\{b},pajexec Uilix e V. Ako je sadrzanu V,ondajeiu VUV’ i gotovi smo. Ako
je sadrzan u U, iskoristimo x € X \ {c} Sto nam daje x € U’ ili x € V’. U prvom slucaju je
sadrzanu U N U’, a drugom sluCajuu V" C VU V",

Dakle, (UNU’, VUV’) je separacija od X, Sto dovodi do kontradikcije jer je X povezan. O

Lema 3.2.6. Neka je X topoloski prostor i neka su W,Z C X. Neka je U C X. Tada:
a) Ako je U otvoren u W i otvoren u Z, onda je U otvoren u W U Z.
b) Ako je U zatvoren u W i zatvoren u Z, onda je U zatvoren u W U Z.

Dokaz. Pokazimo b), dokaz za a) ide analogno.

Kako je U zatvoren u W C X, postoji zatvoren skup F C X takavdaje U = WN F.

Isto tako, jer je U zatvoren u Z C X, postoji zatvoren skup G C X takavdaje U = ZNG.
Presjek F' N G je zatvoren u X, 1 tvrdimo da vrijedi

U=WUZ)n(FnG).

Zaista, akoje x € U,ondaje x € WU Z, te je x € F i x € G. Obratno, pretpostavimo da je
xe (WuU2Z)n(FnNG). Ako je x € W, onda je specijalno x € WN F = U. Sli¢no, ako je
xeZ,ondajexeZNnG="U.

Dakle, U je zatvorenu W U Z. O
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Propozicija 3.2.7. Neka je X povezan prostor i neka je A C X. Ako X \ A ima separaciju
(U, V) i A je povezan skup, onda je A U U povezan skup.

Slika 3.1: Tlustracija.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je A U U nepovezan.

Dakle, postoji separacija (Cy,C,) od A U U. Kako je A povezan, mora biti cijeli sadrzan
u jednom od ¢lanova separacije (kad bi imao neprazan presjek s oba, inducirali bi separa-
ciju od A u relativnoj topologiji na A, Sto nije moguce jer je A povezan). Bez smanjenja
opcenitosti pretpostavimo da je A € C,. Tada je C, € U, jer zbog disjunktnosti sa C; ne
moZe sijeéi A. Kako je C, kao element separacije i otvoren 1 zatvoren u A U U, a sadrZan
jeu U, on je otvoren i zatvoren u U. Kako je U kao element separacije od X \ A i otvoren
1 zatvoren u X \ A, slijedi da je C, otvoren i1 zatvoren u X \ A. Po prethodnoj lemi, C; je
otvoren 1 zatvoren u X = (AU U) U (X \ A) jer je otvoren i1 zatvoren u oba ¢lana unije.
Pritom je C, neprazan i nije jednak citavom X jer je element separacije od A U U C X, pa
inducira separaciju (C,, X \ C,) od X, Sto je u kontradikciji s povezanosti od X. O

Sada dokazimo Propoziciju 3.2.4.

Dokaz. < je parcijalni uredaj

Refleksivnost slijedi iz definicije (uvjet (3)).

PokaZimo antisimetri¢nost. Neka su s,7 € S(a, b) takvidaje s < tit < 5. Pretpostavimo
s # t. Dakle, s < t1s # ¢, Sto znaci da vrijedi

() s=ailit=b,ili

3.1
(2) s separiraaituX. @-1)

U slucaju da vrijedi (1), imamo s = ailit = b.
Ako vrijedi s = a,ondaiz ¢t < si s # ¢t mora biti zadovoljeno (1) ili (2). Ne moZe vrijediti
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(1), jer ne moZze biti t = a zato Sto je s = a, a iz istog razloga ne moZe biti ni s = b. Kad bi
vrijedilo (2), to bi znacilo da ¢ separira a i s, $Sto ne mozZe biti jer je s = a. Dakle, ne vrijedi
s =a.

Znaci da mora biti ¢ = b. Sli¢no kao u prethodnom slucaju, ne vrijedi (1). Kad bi vrijedilo
(2), to bi znacilo da b separira a 1 s. Kako bi to imalo smisla, mora biti s # a, b, a kako
je s € S(a,b), po definiciji skupa S (a, b) slijedi da s separira a 1 b. Po Lemi 3.2.5, to je
nemogucde, $to nas dovodi u kontradikciju. Dakle, uvjet (1) u (3.1) ne vrijedi.

Dakle, vrijedi uvjet (2) u 3.1, Sto znaci da s separiraait. Izt < sis # t mora biti
zadovoljeno (1) ili (2). Ako vrijedi (1), tada je ili # = a, Sto nije moguce jer s separira a
1 ¢ pa moraju biti razliciti, ili je s = b, to jest b separira a i t. Medutim, kako bi to imalo
smisla, mora biti ¢ # a, b, pa po definiciji skupa S (a, b) slijedi da ¢ separira a i b, a to je po
Lemi 3.2.5 nemogude.

Dakle, ne vrijedi (1) pa mora vrijediti (2), to jest da ¢ separira a i s, Sto opet po Lemi 3.2.5
ne moze biti.

Dakle, s # t vodi u kontradikciju, pa mora biti s = ¢ i relacija < jest antisimetri¢na.
Pokazimo tranzitivnost. Neka su s,7,u € S(a,b) takvida je s < t1t < u. Pokazujemo
s < u.

Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti s # t # u i s,t,u # a,b, jer inaCe je
zakljucak trivijalan.

s <t= ssepariraait= X\ {s} ima separaciju (U, V), gdjejeac UiteV

t <u= tsepariraaiu= X\ {t} ima separaciju (U’,V’), gdjejeac U iuecV’

Tvrdnja: u € V.

Pretpostavimo suprotno, to jest da je u € U. Kako je jednoClan skup {s} povezan, X
povezan i (U, V) separacija od X \ {s}, iz Propozicije 3.2.7 slijedi da je {s} U U povezan.
Kako ¢ ¢ {s} U U, imamo

{stuUCX\{r}=U" UV

Kako je po pretpostavci u € U C {s} U U te po konstrukciji u € V', povezan skup {s} U U
ima neprazan presjek s V', elementom separacije svoga nadskupa X \ {¢}, iz Cega slijedi da
je {s} U U C V'’ (inace bi separacija (U’, V') inducirala separaciju od povezanog {s} U U).
Medutim, po konstrukciji,a € U c {s}U U C V'ia ¢ V’, §to je kontradikcija.
Dakle, u € V, Sto znaci da je (U, V) separacija od X \ {s} takvadajeaec Uiu € V,pas
separira a i u 1 zato je zaista s < u.
Dakle, < jest parcijalni uredaj na S (a, b).

Parcijalni uredaj < je linearan

Neka su s1,s5, € S(a,b). Tvrdimo da vrijedi s; < s, ili 5; > 5,. Bez smanjenja
opcenitosti, pretpostavimo s; # sy 1 §1,5, # a,b, jer su u tim slu€ajevima s; 1 s, po
definiciji usporedivi.
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s1 € S(a,b) \ {a,b} = sy separiraaib
= X\{s1} =UUYV, gdje je (U, V) separacijaod X \ {s,} takvadajeac UibeV

Kako s, # sy, vrijedi s, e U ili 5, € V.

1. slucaj: s, € V. To znaci da je (U, V) separacijaod X \ {s;} takvadajeac Uis, € V,
dakle s, separiraai s; paje s; < ;.

2. slucaj: s, € U. Kako je {s,} povezan, X povezan i (U, V) separacija od X \ {s,}, po
Propoziciji 3.2.7 je {s;} U V povezan skup.

s> € S(a,b) \ {a,b} = s, separiraaib

= X\ {5} =U" UV, gdjeje (U’,V’) separacijaod X \ {s,} takvadajeac U ib eV’

Kako je s, € U, ocito s, € {s1} UV, tojest{s;} UV C X\ {s,}. Kako je {s;} U V povezan i
ima zajednicku tocku b s elementom separacije V', mora biti {s;} UV C V",

Dakle, s; € V’, §to znaci da s, separira a i s; preko separacije (U’, V') od X \ {s2}, pa je
$H < 87. O

Primjer 3.2.8. Na jedinicnom segmentu I, S(0,1) = I i separacijski uredaj je jednak
standardnom uredaju na 1.

Skupovna jednakost:
Po definiciji generaliziranog segmenta u I, S(0, 1) C I. Treba pokazati obratnu inkluziju.
Neka je x € I. Ako je x € {0, 1}, onda je po definiciji x € S (0, 1). Pretpostavimo da x + 0, 1.
Jasno je da je ([0, x),{x, 1]) separacija od I \ {x}, pa x separira 0 i 1 u I, sto znaci da je
x € 8(0,1). Dakle, S(0,1) = L.

Jednakost uredaja:
Neka su x,y € I. Cinjenica da je x < y u standardnom uredaju na I C R ocito je ekviva-
lentna s tim da vrijedi
(1) x =01iliy =1, jer su to najmanji i najveci element u I po standardnom uredaju, ili
(2) x<y,ili
(3) x =y
Uvjeti (1) i (3) ocito su ekvivalentni 1. i 3. uvjetu u definiciji separacijskog uredaja. Ako
uvjeti (1) i (3) nisu zadovoljeni, to jest ako je x # yi x # 0,y # 1, onda tvrdimo da je x <y
ekvivalentno tome da x separira O iy u I.
Naime, po pretpostavci je 0 < x. Zato je [0, x) # O te je ([0, x), {x, 1]) ocito separacija od
I\ {x}, pa x separira 0 i y. Obratno, ako x separira 0 iy u I, postoji separacija (U, V) od
I\ {x}takvadajeOec UiyeV. Kako je

I\ {x} =[0,x) U(x, 1],
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ocito je ([0, x),{x, 1]) separacija od I \ {x} kojoj su oba elementa povezani skupovi. Zato
imamo:
[0, x)CUUYV, 0€[0,x)yNnU = [0,x) C U.

Ne moZe biti i {x,1] C U, jer bi tada V bio prazan. Dakle, ostaje (x,1] C V. S druge
strane, neka je z € U. Tada je z € I = [0, x) U (x, 1]. Kad bi bilo 7 € {x, 1], to bi znacilo da
je z € V, sto nije moguce jer je (U, V) separacija. Dakle, U C [0, x), i slicno, V C (x, 1].
Ukupno, to znaci da je

U={(x1], V={(x1].

Posebno, vrijedi x < y.
Dakle, standardni uredaj na I ekvivalentan je separacijskom uredaju na S (0, 1).

Podsjetimo na neke rezultate o uredenim skupovima koji ¢e nam sada zatrebati.

Napomena 3.2.9. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup. Neka su a,b € X. Akojea < bi
a # b, pisemo a < b.

Definicija 3.2.10. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup. Za L C X kaZemo da je lanac u
X u smislu uredaja < ako su svaka dva elementa iz L usporedivi po relaciji <.

Ako su Li M lanci u X, kaZemo da je M nadlanac od L ako je L C M.

Za lanac M u X kaZemo da je maksimalan ako ne postoji njegov pravi nadlanac.

Definicija 3.2.11. Neka je (X, <) linearno ureden skup. Neka su a,b € X takvi da je a < b.
Za skup
{(xeX|a<x<b}

kaZemo da je interval od a do b u odnosu na uredaj <, u oznaci{a, b), te za skup
{(xeX|a<x<b}
kazZemo da je segment od a do b u odnosu na uredaj <, u oznaci |a, b], a za skupove
(xeX|la<xli{xeX|x<a}
kaZemo da su polupravci s ishodistem a u odnosu na uredaj <.

Napomena 3.2.12. Ako je (X, <) linearno ureden skup, onda je familija koja sadrZi skup
X te sve intervale i sve polupravce u odnosu na uredaj < baza neke topologije na X.

Definicija 3.2.13. Neka je (X, <) linearno ureden skup. Za topologiju na X cija je baza
Sfamilija koja sadrZi skup X te sve intervale i sve polupravce u odnosu na uredaj < kaZemo
da je uredajna topologija na X.
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Definicija 3.2.14. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup i neka je S C X. Za element
m € X kaZemo da je gornja meda skupa S ako vrijedi

x>s, VseSs.

Ako je x gornja meda od S takva da je x € S, kaZemo da je x maksimalni element od S .
Navodimo sljedeci rezultat iz teorije skupova, koji se moze naci u [3]:

Lema 3.2.15. (Zornova lema)
Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da svaki neprazni lanac iz A
ima gornju medu u A. Tada (A, <) ima barem jedan maksimalni element.

Lema 3.2.16. (Kuratowski)
Neka je (X, <) parcijalno ureden skup. Tada svaki lanac u X ima maksimalni nadlanac.

Dokaz. Neka je L lanac u (X, <). Neka je
M ={N C X|N lanaciL C N}
skup svih nadlanaca od L u X. Uredimo .# na sljedeci nacin:
Ny XN, & N, CN,.

Tada je (#, <) oCito parcijalno ureden skup. Neka je ¢ = {N,|a € A} proizvoljni neprazni
lanac u .# . Tada je
D=|JN,

a€cA

gornja meda za € u A .

Zaista, Cinjenica da je D gornja meda za % je oCita. Samo treba pokazati daje D € ./ .
Ocito je daje L C D, jer je D unija elemenata iz .# koji su svi nadskupovi od L. Pokazimo
da je D lanac. Neka su x,y € D. Tada postoji a, € A takvida je x € N, 1y € Ny. Kako
suN,, Ns € €, a% jelanac u (A, <), uzmimo bez smanjenja opCenitosti da je N, < N3 (u
suprotnom, postupamo analogno). Po definiciji, to znaCi N, € N, iz Cega slijedi x,y € N.
Kako je Ng lanac u X, x 1y su usporedivi, §to je trebalo pokazati.

Dakle, svaki lanac u (.#, <) ima gornju medu u .#. Po Zornovoj lemi, slijedi da (.#, <)
ima maksimalni element. Dakle, postoji M € .# takav da je

N<M < NCM, VYNe.Z.

To upravo znaci da postoji maksimalni nadlanac od L. O

To nam je trebalo za dokaz ove leme:
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Lema 3.2.17. Neka je K T, kontinuum i p € K rezna tocka. Tada svaka separacija (U, V)
od K \ {p} ima svojstvo da u U i u V postoji bar jedna nerezna tocka.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, bez smanjenja opéenitosti neka je u U svaka toCka rezna.
Onda za svaki x € U imamo separaciju (U,, V,) od K\ {x}, bez smanjenja opCenitosti takvu
daje p € V, (jer p # x). Vrijedi:

U,.CU, VYxeU.

Zaista, kako je K povezan, {x} povezani (U,, V,) separacija od K \ {x}, po Propoziciji 3.2.7
su U, U {x} 1V, U {x} povezani.
| A A4

Pé¢ pe
Kako je (U, V) separacijaod K \ {p}, U, U {x} C K\ {p} povezani U N U, U {x} je neprazan
(sadrzi x), mora biti U, C U, Vx € U.
Neka je % = {U, | x € U} ineka je < relacija na %/ zadana s

U<U" < U cCU".

Ocito je < parcijalni uredaj na % .
Neka je U, € % proizvoljan. Skup {U,} je trivijalno lanac u (%, <), te po lemi Kura-
towskog postoji neki njegov maksimalni nadlanac, kojeg oznacimo

W ={U,, |a € A}.

(U, =0

€A

Tvrdimo:

Pretpostavimo suprotno. Neka je z € (,eq € Uy,. Tadajez € U, , Va € A.

Po prethodnom dijelu, z € U, pa je z rezna tocka; dakle, imamo separaciju (U,, V,) od
K\ {z}. Takoder, V, C K\ {z} 1 kao Sto je pokazano, V,, U {x,} je povezan skup. Kako je
peV.Nn(V,, Ulx,}), mora biti

Vi, Ulxe} SV, Va € A.

Kako je K = U,, UV, U{x,} = U, UV, U {z}, komplementiranjem gornje skupovne
nejednakosti u K dobivamo da je

U, 2 U.U{z).

Dakle, U, je pravi podskup od U, ,Va € A, to jest usporediv je sa svakim od njih i nije
jednak nijednom od njih (jer ne sadrzi z). Iz toga slijedi da je

{UJul{U,, |a €A}
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pravi nadlanac od 7/, §to je u kontradikciji s maksimalnoséu od #.
Dakle, vrijedi (eq Uy, = 0. PokaZimo sada da vrijedi i

(W, vixh =0.

€A
Pretpostavimo suprotno, da postoji z € (\,ea (Us, U {x4}).
Znamo, z ¢ (gea Uy, = 0, pa postoji oy € A takav da z ¢ U,,. Onda mora biti z € {x,,}, to
jest Z = X.

= Xq, € ﬂ Uy, Ulxs)) = x4, € Uy, YV #
a€A

Kako je # = {U,, | @ € A} lanac, za svaki a # a( imamo U, C U,Ca0 i U,, 2 Uxao. Kako
je po konstrukeiji xq, ¢ Uy, , mora biti

U,, 2 UXHO,VQ * Q.

Neka je onda y € Uy, bilo koji. Tada vrijedi

yeUy,YaeA=ye( U, =0,

a€cA

Sto je kontradikcija.
Dakle, (N,ea (Uy, U {x,}) = 0.
Komplementiranjem te jednakosti u K dobivamo

vaa =K,

acA

dakle familija {V,, |a € A} je otvoren pokrivac za K. K je kontinuum, dakle kompaktan, pa
iz definicije kompaktnosti slijedi da taj pokriva¢ ima konacan potpokrivac {Vy, ..., Vy, }.
Imamo

oy = K 10°

(Uxal ) {xal }) NN (U ) {xan}) = 0’

Xan

Vi, U UV,

pa je prazan i podskup

Uy, N---NU,, =0.
Svi skupovi koji sudjeluju u gornjem presjeku su iz lanca %, pa su svi usporedivi, a kako
ih je kona¢no mnogo, jedan od njih je najmanji. Dakle, postoji j € {1, ..., n} takav da je

U, €Uy Viell,...,nk

Dakle, 0 = Uxa1 Nn---NU,, = Uxa,’ ali po konstrukeciji, (Uxaj, an,-) je separacija od K\ {x,,},
pa Ux[,, mora biti neprazan, $to nas dovodi do kontradikcije.
Dakle, postoji nerezna tocka u U. m|
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Teorem 3.2.18. Ako je K kontinuum koji ima toc¢no dvije nerezne tocke, a i b, onda vrijedi:
1. S(a,b) =K
2. Ako je p rezna tocka od K, onda je ([a, p),{p, b)), gdje je rije¢ o poluotvorenim inter-
valima u odnosu na separacijski uredaj, jedina separacija od K \ {p} takva da su a i b u
razlicitim elementima separacije.
3. {x,y) # 0, za sve x,y € K takve da je x < y.
4. Topologija separacijskog uredaja na S (a,b) = K je jednaka pocetnoj topologiji na K.
Dokaz. 1. S(a,b) =K
Ocito, po definiciji.
Po definiciji, a, b € S (a, b).
Neka je x € K\ {a, b}. Po pretpostavci, tada je x rezna tocka od K, pa postoji separacija
(U, V) od K \ {x}. Po prethodnoj Propoziciji 3.2.17,1 U i V sadrze bar jednu nereznu tocku
od K. Kako su u K to to¢no a i b slijedi da jedan od U 1 V sadrZi a, a drugi b. To znaci da
x separiraa 1 b, paje x € S(a, b).

2. Samo jedna pogodna separacija od K \ {p} za reznu tocku p
Neka je p # a,b rezna tocka. Neka je (U,,V,) neka separacija od K \ {p} takva da je
a€ Uy, beV, Tvrdimo:

Up=la,p)={xeK|x<p},

V,=(p,b] ={xe K|x> p}.
Pokazimo jednakost za U, a za V), dokaz ide analogno.
la.p) € U,
Neka je x € [a, p). Pretpostavimo x ¢ U,. Kako je x # p, mora biti x € V,. Dakle,
separacija (U,,V,) takvaje daje a € U, 1 x € V, = po definiciji separacijskog uredaja, p
separira a i x pa je p < x. Medutim, to je u kontradikciji s pretpostavkom da je

x€la,p) & x<p.

U, < la, p)

Neka je z € U,, bez smanjenja opCenitosti z # a jer ve¢ znamo da je a € [a, p).
PokaZimo da z separira a i p. Kako je z rezna to¢ka od K, postoji separacija (U, V,) od
K\({z}takvadajeaec U,ibeV,. Zbogp #z€ U, vrijedipe U, ilip e V..
Akoje p € U, ondaje V.U{z} C K\{p} = U,UV,, teje b € V.NV,. Prema Propoziciji 3.2.7,
V. U {z} je povezan, i kako sijeCe V, iz separacije (U,, V,,) od K \ {p}, vrijedi V.U {z} C V.
Posebno, slijedi da je z € V,,, ali po pretpostavci je z € U, $to je kontradikcija.
Ako je p € V,, onda z separiraa i p, paje z < p, §to smo i htjeli pokazati.

3. Intervali su neprazni

Neka su x,y € K takvi da je x < y. Tvrdimo da postoji y* € (x,y). Kako je K prikaziv
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kao disjunktna unija [a, x] U (x,y) U [y, b], kad bi (x, y) bio prazan, ([a, x], [y, b]) bi bila
separacija od K: disjunktnost, nepraznost i pokrivanje cijelog K su oc€iti, a zatvorenost
oba skupa proizlazi iz tvrdnje da je uredajna topologija podskup pocetne topologije, Sto se
dokazuje neovisno od ove tvrdnje u sljedeCem dijelu dokaza. No, to je u kontradikciji s
povezanosti od K, $to znaci da je (x,y) # 0.

4. Topologija separacijskog uredaja je jednaka pocetnoj topologiji
Oznaéimo pocetnu topologiju na K s .7, a uredajnu topologijuna K s 7.

Kako familija

{{c,d) |c,d € K}U{la,d) |d € K} U{{c,b] |c € K}U({K}

¢ini bazu za uredajnu topologiju, dovoljno je pokazati da su skupovi oblika [a, p) i {p, b]
sadrzani u .7 (jer njihovi presjeci daju skupove oblika {c, d), a unija [a, b) U (a, b] daje K).
Pokazimo dakle da su skupovi

[a,p) ={xeK|x< p}

(p.b] ={xeK|x> p}

otvoreni, za svaki p € K.

Za p #+ a,b, p je rezna tocka i 2. tvrdnja teorema pokazuje da su pripadni poluotvoreni
intervali otvoreni skupovi.

Promotrimo slucaj kad je p = a:

[a,a) ={xeK|x<a}=0e T
(p,b] ={x € K|x<b}=K\{a},

a kako je K T prostor, to je otvoren skup. Analogne rezultate dobivamo za slucaj p = b.
EL¥d

Neka je U € .7. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je U # K, jer ve¢ znamo
daje K € .7’. Neka je x € U. Pokazimo da postoji interval {(c,d) € .7’ takav da je
x€{c,dycU,stopovlati U € 7.

Pretpostavimo suprotno. Sljedeca konstrukcija dovest ¢e nas do kontradikcije:
Promotrimo kolekciju skupova

{lp,gl N (K\U)|[p,q] segmentu S(a,b) = K takav da je x € (p, g)}.
Svaki element te kolekcije je neprazan, jer [p,g] N (K \ U) = 0 povlaci

xe{p,q)Clp.qlCU,
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Sto po pretpostavci ne moze biti.
Ta kolekcija ima svojstvo kona¢nog presjeka. Naime, neka su [p;,q;] N (K \ U),i €
{1,...,n}. OCito je njihov presjek jednak

[pmax’ Qmm] N (K \ U),

gdje je
Pmax = maX{Pl, ce ,pn}’ Amin = min{q1a cees qu}7

teje ocito Pmax < X < Gmin = [pmaxa 6]min] N (K\ U) * 0.

Kako je K kompaktan, zbog 1.1.36 znamo da je presjek cijele kolekcije {[p,g] N (K \ U)}
neprazan. Nazovimo ga P, P # ().

Ocito, PC K\ Ui P C [p,q], za svaki [p, q] takav da x € (p, g). To znaci

Pokazat ¢emo da vrijedi

ﬂ [P, q] = {x}.

X€(p.q)

Jasno je da je x € (Nye(po[p: 4,

Pretpostavimo da postoji y € () e(,.[P>q] takav da je y # x. Nalazimo se u K = S(a, D),
pa su x iy usporedivi po uredaju <. Bez smanjenja opCenitosti, uzmimo da je x < y. Zbog
x # Y, po definiciji separacijskog uredaja vrijedi

Dx=ailiy=b,ili

2) x separiraaiyu K.

Promotrimo slucaj 1). Tada x ne moze biti jednak a, jer a nije sadrZan u nijednom
intervalu {p,q),p,q € K (iz istog razloga, x # b). Dakle, mora biti y = b, ali istim
argumentom vidimo da y ne moZe biti jednak b, Sto nas dovodi u kontradikciju.

U slucaju 2), imamo x € {a,y). Prema 3. tvrdnji, postoji y' € {(x,y), i samim tim skup
[a,y’] ulazi u nas presjek, a taj skup ne sadrzi y. Znaci, y & (ye(pq[P> g1, tO jest

() (p.gl = (2.

X€(p,q)

Dakle, P C (Nye(p.plp> q] = {x}, akako x ¢ P po konstrukciji, slijedi P = 0, Sto nas vodi
u kontradikciju i pokazuje da je 7 C 7.
O
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3.3 Karakterizacija luka
Podsjetimo na sljedeci rezultat iz teorije skupova:

Definicija 3.3.1. Neka je (A, <) ureden skup. Kazemo da je A gust ako

(Vp,qe A)(p<q= AreA)p<r<q)).

Teorem 3.3.2. (uredajna karakterizacija skupa Q, [3, 48]

Neka je (A, <) linearno ureden skup. Ako je on prebrojiv, gust i nema ni najveci ni
najmanji element, onda postoji bijekcija izmedu A i Q koji cuva uredaj takva da i njezin
inverz cuva uredaj.

Napomena 3.3.3. Bijekcija izmedu dva linearno uredena skupa koja cuva uredaj takva
da i njezin inverz cuva uredaj ocito je homeomorfizam u odnosu na pripadne uredajne
topologije.

Sada moZemo dokazati teorem o karakterizaciji luka.

Teorem 3.3.4. (Teorem o karakterizaciji luka)
Neka je K metricki prostor. Skup K je luk ako i samo ako je kontinuum koji ima tocno
dvije nerezne tocke.

Dokaz. Ve¢ pokazano u diskusiji u prvoj sekciji ovog poglavlja.
Oznacdimo s a 1 b nerezne tocke kontinuuma K.
Kako je K kompaktan metricki prostor, on je po 1.2.14 separabilan. Neka je B njegov gust
prebrojiv podskup. Oznacimo
A = B\ {a,b}.

Ocito je A prebrojiv, a tvrdimo da je A gust u K \ {a, b}. Zaista, neka je x € K \ {a, b} i
neka je U otvoren skup u K \ {a, b} koji sadrzi x. Kako je K \ {a, b} otvoren u K, onda je U
otvoren 1 u ambijentnom prostoru K. Zbog gustoée skupa B u K, postoji y € B takav da je
y€ U C K\ {a,b}. Dakle, taj je yiz A, 1 gustoca od A je dokazana.

Korisno ¢e nam biti i to Sto je A gustiu Citavom K. Naime, K\{a, b} = XK\{a,b} CACK,
a jedini zatvoren skup u K koji sadrZi K \ {a, b} je Citav K. Dakle, A = K.

Neka je < separacijski uredaj na K.
Tvrdnja: (A, <) zadovoljava uvjete uredajne karakterizacije skupa Q.
Prebrojivost ve¢ imamo.
Gustoc¢a: neka su p,q € A, p < q. Tada po 3. tvrdnji prethodnog teorema 3.2.18 znamo
daje (p,q) = {x € K| p < x < g} otvoren i neprazan skup u ambijentnom prostoru K, a
oCito je sadrzan u K \ {a, b} pa je otvoren i u njemu. Kako je A gust u K \ {a, b}, postoji
re An{p,q.
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Nema ni najmanji ni najveéi element: pretpostavimo da ima najmanji element, oznacimo
ga sa c¢. OCito je a < c¢, jer je a najmanji element Citavog (K,<) i a ¢ A. No, tada je
(a, c) otvoren skup u K i neprazan je zbog 3. tvrdnje teorema 3.2.18, a ocito je i sadrZzan u
K\ {a, b}, pa i otvoren u relativnoj topologiji na njemu. Zbog gustoe A u K \ {a, b} postoji
y€A,y€a,c). Dakle, y < c, §to je u kontradikciji s minimalnosti od c.
Nepostojanje najveceg elementa pokazuje se analogno.

Dakle, A zadovoljava prethodnu propoziciju i homeomorfan je s Q homeomorfizmom
koji Cuva uredaj i ¢iji inverz Cuva uredaj. Isto ocito vrijedi i za skup

k
D {?|O<k<n,k,neN}§ [0, 1],
pa prikladnom kompozicijom navedenih homeomorfizama dobivamo homeomorfizam s A
u D koji ¢uva uredaj 1 Ciji inverz Cuva uredaj. Nazovimo taj homeomorfizam 4 : A — D.
Lako vidimo da se & proSiruje do 4’ : B — D U {0, 1},

h(x), x€A,
W(x) =40, X =a,
1, x =b.

koja je i dalje bijekcija koja Cuva uredaj i ¢iji inverz i dalje Cuva uredaj (to jest, funkcija A’
je strogo rastuca). Tu funkciju proSirujemo po uredaju na cijeli skup K na sljede¢i nacin:
neka je H : K — [0, 1] definirana sa

H(x) =sup{i’(y)|y € B, y < x}.

Ocito je da H prosiruje h’. Nadalje, H Cuva ureda;j: ako je x, x; € K, x; < x, zbog gustole
skupa B u K postoji x € B takav da je x; < x < x,. Kako je i’ strogo rastuca, vrijedi

() <h'(x), VyeB,y<x <x
= H(x)) = sup{h’(y) |y € B, y < x;} < W' (x).
S druge strane, x < x, pa je po definiciji
h(x) < H(x;) = sup{h’(y) |y € B, y < xa}.

Dakle, x; < x, = H(h) < H(x,).

Tvrdimo da je ovako definirana funkcija H homeomorfizam izmedu K i [0, 1]. Kako
je K kompaktan i [0, 1] Hausdorffov, prema rezultatu 1.1.34 dovoljno je pokazati da je H
neprekidna bijekcija. Neprekidnost slijedi po konstrukciji, jer kako H ¢uva uredaj, ocito
je neprekidna u odnosu na uredajne topologije na K i [0, 1], a te topologije su po Teoremu
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3.2.18 jednake pocetnoj topologiji na K, odnosno euklidskoj topologiji na [0, 1] (Sto je i
zasebno pokazano u Primjeru 3.2.8). PokaZimo bijektivnost.

Injektivnost: pretpostavimo da postoje x,y € K, x # y takvi da je H(x) = H(y). Bez
smanjenja opcenitosti neka je x < y, i oCito je x,y # a, b, jer je H(a) # H(b) ve¢ poznato.
Po 3. tvrdnji teorema 3.2.18, (x,y) je neprazan otvoren skup, i sadrzan je u K \ {a, b}, pa
postoji z € AN(x,y), atakoderiw € AN(z,y), z < w. Kako H po konstrukciji ¢uva uredaj,
vrijedi

H(x) < H(z) < Hw) < H(y) = H(z) = Hw).
Medutim, H(z) = h(z), H(w) = h(w), a h je injekcija, $to nas dovodi u kontradikciju.
Na sli¢an nacin dolazimo do istog zakljucka u slucaju da je jedan od x 1 y jednak a ili b.

Surjektivnost: po konstrukciji, H je neprekidna, pa Cuva povezanost domene K. Kako
je H(K) povezan skup u [0, 1], te po konstrukciji 0 = H(a) € H(K), 1 = H(b) € H(K), mora
biti H(K) = [0, 1]. U suprotnom, postojala bi tocka ¢ € (0, 1) koja nije pogodena funkcijom
H. No, tada je (H(K) N [0,t), H(K) N (t, 1]) separacija od H(K), §to je kontradikcija s
povezanosti H(K).

Dakle, H jest homeomorfizam izmedu K 1 [0, 1], Sto znaci da je K luk. O



Poglavlje 4

Teorem o povezanosti lukovima

4.1 Povezanost lukovima

Definicija 4.1.1. Za topoloski prostor X kaZemo da je povezan lukovima ako za svake dvije
tocke a,b € X, a # b, postoji ulaganje f : [0,1] — X takvo da je f(0) =ai f(1) = b.

Napomena 4.1.2. Primijetimo, sjetimo li se ¢injenica koje smo pokazali o lukovima, da je
postojanje puta izmedu tocaka a i b koji je ulaganje ekvivalentno postojanju luka Cije su
krajnje tocke upravo a i b.

Ocito je da je svaki prostor koji je povezan lukovima ujedno i povezan putovima, ali
povezanost putovima ne povlaci povezanost lukovima.

Primjer 4.1.3. (Prostor koji je povezan putovima, a nije povezan lukovima.)
Neka je X = {a, b}. Indiskretni topoloski prostor (X, {0, X}) je povezan putovima, jer su sve
funkcije s [0, 1] u X trivijalno neprekidne u indiskretnoj topologiji - pa tako i na primjer

Sfunkcija
) = {a , ako jet =0,

b , inace.

Medutim, kako je [0, 1] neprebrojiv skup, ne postoji injekcija s njega u konacni skup {a, b},
pa X nije povezan lukovima.
Analognom argumentacijom isto se moZe pokazati za bilo koji konacan ili prebrojiv X.

Poznato nam je da opcenito povezanost ne povlaci povezanost putovima, pa ni pove-
zanost lukovima - poznat primjer za to je topoloska sinusoida. Medutim, za kontinuume
postoji zgodan kriterij: ako je kontinuum Peanov, onda je i povezan lukovima - a pos-
ljedi¢no i povezan putovima. Tako ¢emo dobiti i Siroku klasu primjera prostora povezanih
lukovima. Krenimo prema dokazu te tvrdnje.

35
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4.2 Lanci
Napomena 4.2.1. Neka je € = (Cy, ..., C,) niz skupova. Uvedimo oznaku
U%”zcou---ucm.

Lema 4.2.2. Neka X topoloski prostor i neka je € = (Cy, . .., C,,) konacan niz podskupova
od X. Tada vrijedi

W:C_()umucm.

Dokaz. CyU ---U C,, je zatvoren kao konacna unija zatvorenih skupova i sadrzi
Ue=Ciu---UC,,paje UE CCoU---UC,,.

S druge strane, ako je x € CoU- - -UC,,, onda je postoji i € {0, ..., m} takav da je x € C..
Po 1.2.9, tada postoji niz u C; koji konvergira u x, a to je o€ito i niz u | J %, pa je po istom
rezlutatu x € | J %. O

Definicija 4.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je S C X neprazan. Dijametar
skupa S je
diam($) = sup{d(x,y) | x,y € S}.

Lema 4.2.4. Neka je X lokalno povezan metricki prostor i x € X. Za svaki otvoren S € X
takav da je x € S i svaki € > 0 postoji povezan otvoren skup U takav da je U C S takav da
jexeUidiamU < e.

Dokaz. Za svaki € > 0, § N K(x, %) je otvoren skup koji sadrZi x, pa zbog lokalne po-
vezanosti X, postoji povezan otvoren skup U, x € U’ € § N K(x, £), i pritom je ocito
diam U’ < e. Kako bismo postigli sadrzavanje zatvaraca, istaknimo da zbog otvorenosti
skupa U’ postoji r > 0 takav da je K(x,r) € U"ir < £. Stavimo U = K(x, 5). Tada je
xeUcUcU CSidiamU <e. O

Definicija 4.2.5. Za konacan niz skupova ¢ = (C, ..., C,) kaZemo da je lanac ako
CiNCj#0 < [i—jl<1,Vi,je({0,...,m}.

Skupove C;, i €0, ...,m, zovemo karike lanca € .

Ako je X skup i € = (Cy,...,Cy) lanac takav da su sve karike podskupovi od X, onda
kaZemo da je € lanac u X.

Ako je € = (Cy,...,Cy) lanac te ako su a i b takvi da je a € Cy i b € C,,, onda kazemo
da je € lanac od a do b.

Ako je X topoloski prostor te € = (C,...,Cy) lanac u X kojem su sve karike otvoreni
skupovi u X, onda kazemo da je € otvoren lanac u X.
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0 JOC

Slika 4.1: Lanac € = (Cy, Cy, C,, C3, Cy).

Propozicija 4.2.6. Neka je X povezan topoloski prostor, neka su a,b € X i neka je %
otvoren pokrivac od X. Tada postoji lanac € = (Cy, ...,C,,) od a do b u X za koji vrijedi

Cieu ¥ielo,...,m}.

Dokaz. Neka je D skup svih x € X sa sljedecim svojstvom:
postoji lanac (Cy,...,C,) od ado x, C; € %, Vi € {0,...,m}. Pokazimo da je D jednak
cijelom X, Sto ukljucuje i nas proizvoljni b.

PokaZimo da je D otvoren. Neka je x € D. Tada postoji lanac (Cy,...,C,) od a do x
takav daje C; € %,Vi € {0,...,m}. Ocito je (C, ..., C,,) takoder lanacodado y, Vy € C,,,
pa je C,, otvoren skup koji sadrzi x 1 cijeli je sadrzan u D. Ova konstrukcija prolazi za sve
x € D, dakle D je otvoren.

Pretpostavimo da D # X. No, to povlaci da je X \ D otvoren.

Naime, neka je x € X \ D. Postoji U € % takav da je x € U. Pokazimo da je U C X \ D.
Pretpostavimo suprotno, neka postoji y € U N D. Tada postoji lanac (Cy,...,C,,) od a do
y.Imamoye Uiye C,paje UNC, # 0. Definirajmo

n=min{i € {1,...,m} | UNC; # 0}.

Slika 4.2: Lanac (Cy,...,C,)odadoy,ye U.
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Tada je (Cy,...,C,, U) lanac od a do x, i ocito je Cy,...,C,, U € 7. To znaci da je
x € D, $to je nemoguce, jer je x € X \ D. Dakle, U € X \ D.
Dakle, za svaki x € X \ D postoji otvoren skup U u X takavdaje x € U C X \ D. Stoga je
X \ D otvoren.
Dakle, D je otvoren i X \ D je otvoren. OCito je a € D paje D # 0.
Prema tome,
X\D=0=>D=X=beD.

O

Definicija 4.2.7. Neka je (X, d) metricki prostor, neka su S, T C X neprazni i neka je x € X.
Definiramo udaljenost tocke x od skupa S kao

d(x,S) =inf{d(x,y) |y € S},
te udaljenost skupova S i T kao
dS,T)=infld(x,y) | x € S,y e T}.
Lema 4.2.8. Neka je (X, d) metricki prostor i neka su S,T C X. Vrijedi
dS,T)=inf{d(x,T)|x € S}.

Dokaz. Oznac¢imo
a=inf{d(x,T)|x € S},

b =infld(x,y)|x€ S,y eT)=d(S,T).

Uzmimo proizvoljne x € §, y € T. Po definiciji od a, vrijedi:
a<dx,T)<dx,y),YxeS,VyeT

= a je donja meda skupa kojem je b infimum = a < b

Za svaki x € S, po definiciji od b, vrijedi:
b<d(x,y),VyeT.

Dakle, b < d(x,T), VYx € S. Znaci da je b donja meda skupa kojem je a infimum, pa je
b<a.
O

Lema 4.2.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S C X neprazan. Tada je funkcija
f: X >R f(x)=d(x,S), neprekidna.
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Dokaz. Pokazat ¢emo |d(x,S) —d(y,S)| < d(x,y),Vx,y € X.
Fiksirajmo x,y € X. Neka je z € § proizvoljan. Vrijedi:

d(x,S) <d(x,2) <d(x,y)+d(y,z)

= d(x,5) —d(x,y) <d(y,2),¥z €S / inf
ZE

d(x,S) - d(x,y) < infld(y,2) | z € S} *2°d(y, )
— d(.x,S) - d(y’S) < d(-xay)
Sad zamijenimo uloge x 1y i provedemo isti raCun, pa dobijemo i

d(y,S)—d(x,5) < d(x,y),

iz Cega slijedi |d(x, S) — d(y, S)| < d(x,y).
Neka je € > 0. Stavimo 6 = €. Tada po gore pokazanom vrijedi:

dix,y)<e=|dx,S)-dy,S) <d(x,y) <e,
pa je po 1.2.12 funkcija f neprekidna. O

Lema 4.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor, F neprazan zatvoren skup u X i x € X takav
da x ¢ F. Tada je d(x, F) > 0.

Dokaz. Kako je x € X \ F, §to je zbog zatvorenosti skupa F otvoren skup, postoji r > 0
tako da je K(x,r) C X \ F. Dakle, d(x, F) > r > 0. O

Propozicija 4.2.11. Neka je (X,d) metricki prostor. Ako je S C X kompaktan, T C X
zatvoreni S N'T =0, onda je d(S,T) > 0.

Dokaz. Nekaje f : X — R definirana s

f(x) =d(x,T).
Vidjeli smo da je f neprekidna. Imamo:

d(S,7)*2%inf{d(x,T) | x € S} = inf{f(x) | x € S} = inf £(S),
a znamo iz 1.2.20 da slika kompaktnog skupa S po neprekidnoj funkciji f sadrZi minimum,
to jest
d(S,T) = min f(S).

Dakle, postoji tocka xy € S za koju je f(xo) = d(S,T). Kako su § i T disjunktni, xo ¢ T, a
T je zatvoren, pa po Lemi 4.2.10 vrijedi 0 < d(xo, T) = d(S,T). m|
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Definicija 4.2.12. Neka je (X, d) metricki prostor. Pretpostavimo da je € = (Cy,...,C,)
konacan niz nepraznih omedenih skupova u (X, d). Mes od € definiramo kao

mesh ¢ = max{diamC; |0 < i < n}.

Definicija 4.2.13. Ako je € = (Cy,...,C,,) lanac u metrickom prostoru (X,d) te ako je
g > 0 takav da je
diamC,; < g, Vi €{0,...,m},

onda za € kaZemo da je e-lanac u (X, d).

Uoc¢imo da za lanac ¥ vijedi:

% je e-lanac &< mesh ¥ < ¢.

Lema 4.2.14. Neka je X metricki prostor. Ako su A, B C X takvi da je AN B # 0, onda
vrijedi
diam(A U B) < diam A + diam B.

Dokaz. Nekasu x,y € AU B. Ako su oba iz istog od dva promatrana podskupa, na primjer
A, ocito je d(x,y) < diamA < diamA + diam B. U slucaju da nije tako, bez smanjenja
opcenitostinekajex € Aiy € B.

Po pretpostavci, postoji z € A N B. Zato imamo:

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < diamA + diam B.

X,Z€A
y,2€B

Dakle, d(x,y) < diam A + diam B, za sve x,y € A U B, §to je i trebalo pokazati. i

Lema 4.2.15. Neka je X metricki prostor, a,b € X, a # b, i neka je € = (Cy,...,C,,) lanac
odado buX. Neka je k € N. Ako je mesh % < %d(a, b), onda € ima barem k + 1 karika,
to jest m > k.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je m < k. ViSestrukom primjenom prethodne Leme
dobivamo:

m+1

d(a,b) < diam(CyU---UC,,) <diamCy+---+diamC,, < (m+ 1) mesh € < d(a,b),

a kako je m < k, mT” < 1, Sto povlaci d(a, b) < d(a, b), a to je kontradikcija. O
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Definicija 4.2.16. Neka su (D, ...,D;) i (Cy,...,C,) konacni nizovi skupova. KaZemo da
(Dy, ..., Dy) profinjuje (Cy,...,C,) ako za svaki i € {0, ..., k} postoji j € {0, ..., m} takav
da je D; C C;.

KaZemo da (D, ..., Dy) strogo profinjuje (Cy,...,C,) ako ga profinjuje i jos vrijedi
DycCyiD,CC,.

Lema 4.2.17. Neka je X skup i neka su ¢ = (Cy,...,Cp)i Y = (Dy,...,D,) lanci u X sa
svojstvom da & profinjuje € .
Neka su i, j,k € {0,...,m} takvida jei < k < jineka suu,v € {0,...,n} takvi da je
u < v. Ako vrijedi
D, CC;,

D, C Cj,
onda postojiw € {0, ...,n} takav da jeu <w <viD,, C C.

Dokaz. Prvo se uvjerimo da postoje karike izmedu D, 1 D,. Pretpostavimo suprotno, da su
D, i D, susjedne. To znaci da se one sijeku, pa se onda sijeku i njihovi nadskupovi C; i C},
Sto znaci da su i te karike susjedne. Medutim, po pretpostavci nije tako.
Dakle, u <v—1.

Promotrimo sve karike lanca & od u-te do (v — 1)-e. Vidimo da je D, € C;, gdje je
i <k,pajeskup{lef{u,...,v—1}|D; C Cy, zaneki k’ < k} neprazan. Oznalimo sa

w=max{l €{u,...,v—1}|D; C Cy, zaneki k' <k}

njegov maksimum.

Iz definicije w slijedidajeu <w <v-11D, € Cy, zaneki k' < k. Tvrdimo da je
kK =kiu<w.

kK =k
Pretpostavimo suprotno, da je k& < k. Kad bi bilow = v — 1, karike D,, i D, lanca & bile
bi susjedne i sijekle bi se, a sadrZane su u karikama Cy i C; lanca ¢, koje zbog k' < k < j
nisu susjedne i ne sijeku se, Sto je kontradikcija.
Dakle, tadajew < v —1. Stogajew+ 1 € {u,...,v — 1}. Kako Z profinjuje €, vrijedi
D, .1 € Cy, zaneki k”, a zbog definicije od w, mora biti k" > k.
Sada imamo D,, € Cy i D,,,; € Cy». Zato $to su karike D,, 1 D, susjedne, vrijedi:

0 i DW ﬂ DW+1 g Ck/ m Ck//,

no zbog k' < k < k”, Cy 1 Cy~ nisu susjedne 1 ne sijeku se, Sto je kontradikcija.
Dakle, k' = k, to jest D,, € C.

Pretpostavimo suprotno, da je u = w. Tadaje D, € C;1 D, € Cy = C; 1 C; su susjedne, to
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jestk =i+ 1.
Znamodajew=u<v—-1,pajew+1=u+1¢€{u,...,v—1}. Kao u prethodnom dijelu
dokaza vidimo da mora biti D,,; € Cy», za neki k”” > k, pa imamo:

0 ¢ Du ﬂ Du+1 Q Cl' ﬂ C/{"a

alii < k < k”, Sto znaci da C; 1 Cp» nisu susjedne 1 ne sijeku se, Sto nas dovodi do
kontradikcije.
Dakle, ukupno za na§ w vrijedi u < w < vi D,, C Cy, a upravo takav smo traZzili.

4.3 'Teorem o povezanosti lukovima za Peanove
kontinuume

Teorem 4.3.1. Neka je X kompaktan metricki prostor i neka je (6"), niz otvorenih lanaca
uX, " =(Cn,..., CZn), takav da vrijedi:
1y, ..., C,’(’;ll) strogo profinjuje lanac 6"

(zatvaraci karika sljedeceg lanca strogo profinjuju prethodni),
2) mesh %" — O.

Neka je A = (e | €. Vrijede sljedece dvije tvrdnje:
a) Skup A sijece svaku kariku svakog lanca iz niza (¢"),, to jest

ANC!#0, VYneN,Viel0,... k).
b) A je kontinuum.

Dokaz. Tvrdnja a)

Zatvarati karika sljedeéeg lanca (Ci*, . . ., C;::]l) strogo profinjuju prethodni lanac (C, . .., C} ).
To znaci da je

CrlcCriCytl CCp VneN,

pa su niz zatvaraca prvih karika (C_(’)’)n i niz zatvaraca zadnjih karika (C_,’:n)n lanaca niza (¢"),
ugnijezdeni nizovi nepraznih zatvorenih skupova. Prema Cantorovom aksiomu, presjek
svakog od ta dva niza je neprazan, pa sadrze neki a, odnosno b. S druge strane, taj je
presjek ocito podskup od A, pa imamo a € A sadrZan u svim prvim karikama i b € A
sadrZzan u svim zadnjim karikama.

Pogledajmo ostale karike. Neka je n € Nineka je k € {1,...,k, — 1}, takav da C} nije

ni prva ni zadnja karika. Tvrdimo da postoji j € {1,...,k,; — 1} takav da je C;’“ cCy.
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Pretpostavimo suprotno, to jest da je C;f” ¢ Clzasve je{l,..., k., — 1}. Kako niz

cpt, ..., C,’é:ll) profinjuje €™, to znaci da je C’/?“ C C7 zaneki [ # k, za svaki
jell,... ko — 1}
To moZemo zapisati na sljede¢i nacin: za svaki j € {1, ..., k, — 1}, vrijedi:

CrlcCu---uC, =1,

ili

1 —
CrlC L U UG = V.

Kako se radi o strogom profinjenju, imamo da je Cj*' € Cj i 3! € C} , ajer je €™ lanac,
sijeku se samo susjedne karike, paje U NV = 0.
Neka je jo = max{j € {0,...,k,+1} | C;?” C U} indeks zadnje karike iz (n + 1)-og

lanca Ciji je zatvara€ sadrZzan u uniji svih karika n-tog lanca prije k-te. Indeks j, je dobro
definiran, jer je Cij*' € Cj C U.

Takoder, kako je CZJ: C C; < V,stojedisjunktno s U, vrijedi jo < ky.1. Onda po definiciji
od jp vrijedi

cittccrlcu, i

cloceoml cy,

Jo+1 Jo+1
a U 1V su disjunktni, pa je C?OH N C;?(;ll = (), sto je kontradikcija jer su to susjedne karike
u lancu €.

Dakle, postoji j € {1,...,k,+; — 1} takav da je C;’“ C C}. Ozna¢imo ga s j;. Primi-
jenimo Lemu 4.2.17 na lance ¢"*' i €"** i njihove karike Cj** c Cj*', C}*2 < Cp*l i
CTI, 0 < ji < kus1 kako bismo dobili kariku C;’;z lanca 6"*? takvu da je 0 < jo < kyys i

n+2 n+1
Cr <G - o o |
Induktivno nastavljamo i dolazimo do niza karika (C;‘.;’")m takvog da je

Cn+m+1 n+m
Jm+1 - Jm

= Crg+m+1 c cnm
Jm "

Jm+1 -

Dakle, (C ’Jl’:’")m je niz nepraznih ugnijeZdenih zatvorenih skupova, pa je po Cantorovom

aksiomu
n+m
(\Ciim#o,

meN

ﬂWg ﬂU‘K”:A, kao i

meN neN

a primijetimo da vrijedi
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(Cimecycctea
meN
pajeCiNA#0,YneN,VYkell,... k,— 1}, Sto je trebalo pokazati.
Tvrdnja b)
Kao presjek zatvorenih skupova, A je zatvoren skup.
Pretpostavimo da A ima separaciju (F,G). Tada su posebno F i G zatvoreni u A i
disjunktni, a kako je svaki zatvoren podskup kompaktnog skupa A kompaktan, to mozemo
reci i za, recimo, F. Direktna primjena rezultata 4.2.11 na F i G pokazuje da je

d(F,G) = pu > 0.

Zbog nepraznosti F 1 G, postoji x € F'iy € G, pri ¢emu je d(x,y) > u.
Kako vrijedi mesh " — 0, postoji n € N takav da je mesh ™ < 5. Po definiciji,

x,yeAQU%ﬂ”“ QUCK",

pa postoje i, j € {0, ..., k,} takvida je x € C7 iy € C7. Jer je mesh 6" < d(F,G) < d(x,y),
x 1y ne mogu biti u istoj karici, pa bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je i < j. Iz
istog razloga,

C'NF+0=>C/NnG=0,

C'NG#0=C'NF=0.

Oznac¢imo p =min{l € {i + 1,..., j} | C} N F = 0}. U tom se skupu nalazi barem j.
Pritom, p ne moze biti j, jer je po definiciji C NF# (0, a znamo prema 4.2.14 da je
u

. n n . n s n /l —
diam(C),_, U () < diam C_, +diam C, < S t5 =M

Kad bi bilo p = j, postojao bi x” € C"_; N F, pa zbog y € C; N G mora biti
p=d(F,G) <d(x',y) < diam(C,_; U C}) < p,

Sto je kontradikcija.
Karika C), ne moZe sijecini G. Naime, po definiciji indeksa p, karika ¢y sijeCe F, to jest
postoji xp € F N C7_,. Kad bi postojao neki yg € G N C}, iz toga bi slijedilo

g H

5 =M =d(F,G) <d(xr,yc) = d(xr,yc) < d(xF,Yc),

d(xp,yc) < diamCZ_1 U C;‘J < 7*3

Sto je kontradikcija.

Dakle, imamo kariku C}) lanca €™ koja ne sijeCe ni F' ni G. Medutim, prva tvrdnja nam
kaze da A sijeCe svaku kariku svakog lanca niza (¢"),, Sto je kontradikcija. Dakle, A je
povezan. O
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Korolar 4.3.2. Neka je X kompaktan metricki prostor i neka je (6™), niz otvorenih lanaca
u X koji zadovoljava uvjete Teorema 4.3.1. Tada vrijedi

VneN)(Vie{0,...,k,DEj€(0,..., k1)) C;?“ c (Y, 4.1)

to jest, u svakom lancu iz niza (6"), svaka karika sadrZi zatvarac neke karike sljedeceg
lanca.

Dokaz. Neka je n € N. Kako niz zatvaraca karika sljedeceg lanca strogo profinjuje pret-

hodni lanac, tvrdnja vrijedi za prvu i zadnju kariku lanca €™, jer je Cp*' € Cji i C,’{'Z'll cC.
Za karike razlicite od prve i zadnje, C7, k € {1, ..., k,— 1}, tvrdnja ovog korolara upravo
je pokazana u dokazu tvrdnje a) u prethodnom Teoremu 4.3.1. O

Teorem 4.3.3. Svaki Peanov kontinuum je povezan lukovima.

Dokaz. Neka je P Peanov kontinuumia,b € P,a # b.

Neka je 2 = {U C P | U otvoren, povezan, diam U < 1}. Po Lemi 4.2.4, svaki x € P
sadrZan je u nekom U € %, dakle % je otvoreni pokriva¢ od P.

Iz Propozicije 4.2.6 slijedi da postoji lanac €' = (Cl,..., C,i]) od a do b takav da je
Cle U Nie0,... k).

Kako je % lanac, svaki x € | J % nalazi se ili u jednoj karici C;, ili u dvije karike, C; i

Ci+1 . Neka je
T = ﬂ C,’.
i€{0,...,m} t. d. xeC;
Kako je ¢ otvoren lanac, T je svakako otvoren skup, pa po Lemi 4.2.4 postoji otvoren i
povezan skup V, takavdajexe V, c V., Cc Ti1daje diamV, < % Po konstrukeiji, vrijedi

xeCi=V,cCy,Viel0,... k),

dakle {V, | x € C;} je otvoren pokrivac za C;, Vi € {0, ..., ki}.

Zasvakii € {0,...,k; — 1} odaberimo tocku x; € C; N\ C;yq.

Kako je C, povezan, po Propoziciji 4.2.6 postoji lanac 2° = (D}, ..., DY, ) od a do xo u
C, takav da je (D)), ..., DY) } € {V,|x € Cy}. Isto tako postoji lanac 2' = (D, ...,D,,) od
xodo x; uC| takav daje {Dy,...,D, } C{V.|x € C}},itakodaljezasvei € {0,...,k —1},
uz napomenu da je lanac 2%~ od x;,_; do b.

Neka je

ng = min{i € {0,...,mo} | D} N (DyU---U D, ) # 0}

(prva karika lanca 2° koja sijece neku kariku lanca 2'), i neka je

p1 =max{j €{0,...,m}| Dy N D} # 0}
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Slika 4.3: U ovoj ilustraciji istaknuti su lanci 2°i ', a karike D)) i D, su iSarane.

(zadnja karika lanca 2' koja sijece onu DY) , koja ih prva sijece iz lanca 2°).

Sada je (D,...,Dy,D,,,D, ..., D,) lanac od a do x; u Cy U C ¢&ije su karike
iz skupa {V, | x € |J%"'} (posebno, otvorene su, povezane, dijametar im je manji od % i
zatvara svake od njih je sadrzan u nekoj karici C; lanca ¢’') koji strogo profinjuje lanac
(C),CHodado x;.

Neka je onda

nl:min{ie{pl,--~,m1}|Dl'lm(D(Z)U'”UDanz)i(D}

(prva od preostalih karika lanca 2" koja sije¢e neku kariku lanca 2?; takva postoji jer je
p1 <mpix ED}n1 OD% # (), i neka je

p2 =max{j €{0,...,m}| D, ND;# 0}

(zadnja karika lanca 2? koja sijece onu D}“, koja ih prva sijece od preostalih karika lanca
Y.

Sada je

(Dy.....Dy.D,.....D, D> .....D; )

lanac od a do x, u Cj UC| U C}, &ije su karike i dalje iz skupa {V, | x € [J €'} te koji strogo
profinjuje lanac (Cj, C1, Cy) od a do x,.

Induktivno nastavljamo ovaj postupak sve dok ne dodemo do posljednjeg koraka gdje
se prikljutuje lanac 2%~ od x;,_; do b, nakon &ega smo dobili lanac

s

.., DAL DF s D),

-1~ Pk’

¢*=(Cg,....Co) =(Dy,....D,.D, ,....,D, D,

no* T p1’ np?pat

od a do b u {J€" koji strogo profinjuje €' = (Cy, ..., C; ) takav da je

(... ctvilxe| Jeh,

Sto znadi da su sve karike povezane i otvorene, da je mesh 6 < % te da je zatvaraC svake
karike sadrZan u nekoj Kkarici prethodnog lanca 4!, iz ¢ega zbog 4.2.2 slijedi i

wc U%l.
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Napomena 4.3.4. Istaknimo da smo u ovoj konstrukciji birali karike upravo tako da vrijedi
sljedece: ako je j-ta karika sljedeceg lanca sadrZana u i-toj karici prethodnog, onda su
karike nakon j-te sigurno sadrZane u karikama od i-te nadalje.

Induktivnim ponavljanjem ovog postupka na svakom dobivemon lancu, dolazimo do

niza lanaca (¢"),, " = (C, ..., C} ), koji po konstrukciji ima sljedeca svojstva:
1. ¢" je lanacod ado bu P, ¥n € N.
2.¥n € N, karike C, ...,C Z su otvorene i povezane, te je mesh ¢” < 2,11,1 . Dakle,

lim mesh %" = 0.

n—oo

3. Niz zatvaraca karika lanca (Cj*',...,C ,’(’tll ) strogo profinjuje niz karika njemu pret-
hodnog lanca (C7, ..., C,'(‘n).
Definirajmo

A= Jem

neN

Ocito je a,b € A. Tvrdimo da je A luk s krajnjim to¢kama a 1 b.

Posluzit ¢emo se karakterizacijom luka 3.3.4: pokazat cemo da je A kontinuum (dakle,
kompaktan i povezan) i da su mu a i b jedine nerezne tocke.

Po kontrukeiji, na§ A zadovljava uvjete Teorema 4.3.1, iz kojeg slijedi da je A konti-
nuum.

PokaZimo da su sve tocke osim a i b rezne tocke skupa A.

Neka je x € A, x # a,b. Onda je d(x, a), d(x,b) > 0.
Kako vrijedi mesh 4" — 0, imamo:

1
AM; >0) n>M; = mesh%" < Ed(x, a),

1
@AM, >0) n>M, = mesh?é" < §d(x’ b).
= Za M = max{M,, M,}, imamo
1 . 1
n>M = mesh?%" < Ed(x, a)i meshé" < gd(x, b).
Za svakin € N, postoji jedinstveni j, € {0, ..., k,} takav da je C" prva karika lanca "
koja sadrzi x.

Neka je n > M. Kako je mesh 6" < 1d(x,a)ia € C}, vrijedi

diam(Cj U CY) < diam Cj; + diam CY < d(x, a),
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Sto znaci x # Cjj U C'. Stoga je
Jhn 0, 1=j,>22 < j,-2>0.
Takoder, zato $to je mesh " < %d(x, byibe C”n, 1mamo
diam(C}, UC; | UC} ) <diamC; +diamC} | +diam C} , < d(x, D),
Sto znaci x # C; UCY | UCY . Stoga je
JnFkn =2k, -1k, = j, <k, -3 & j,+3<k,

Ne samo da smo time pokazali da se u lancima poslije M-tog tocka a ne nalazi u prvoj
karici koja sadrzi x niti u karici koja joj prethodi, te da se tocka b ne nalazi u prvoj karici
koja sadrZi x niti u dvije karike koje dolaze nakon nje, pokazali smo i da postoje barem
dvije prethodne i barem tri naknadne karike poslije j,-te, koja prva sadrZi x, jer je

0<j,=-2<ju—-1<j,<ju+1<j,+2<j,+3=<k,.

Pritom se x nalazi ili samo u C;f ,iliu C? N C’} RE

Dakle,zan > M, x€ A = (,qw U €' C U €™ C |J %™ i pritom vrijedi:

x¢CpUCIU---UCl_, =D,

x¢C V() U UCE =E,.

Kao unije otvorenih skupova, D, 1 E, su otvoreni,te jea € D,ib € E,, Vn > M.

Definiramo:
D= U D,
n>M
E-= U E,
n>M

Tvrdimo da je (DN A, E N A) separacijaod A \ {x}.

Kakojea e DNA1b € EN A, oba su neprazni. Otvorenost oba skupa u relativnoj
topologiji na A slijedi iz otvorenosti svih skupova D, i E,, te Cinjenice da je unija otvorenih
skupova otvorena.

Pokazimo daje (DNA)U(ENA)=A\{x}. Nekajey € A\ {x}. Tada je y # x, Sto
povlaci d(x,y) > 0. Onda postoji M’ > 0 takav da za sve n > M’ vrijedi

1
mesh " < ga’(x, y).
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Na isti naCin kao u prethodnom dijelu dokaza, vidimo da tada y nije u karici C’} niti u prve
dvije karike prije ili poslije nje. Uzmemo li onda M"" = max{M, M’}, za sve n > M" vrijedi
veD,lliyeE, pajeye (DNA)U(ENA).

Pokazimo joS§dasu DN A1 E N A disjunktni.
Kako niz zatvaraca karika sljedeceg lanca strogo profinjuje prethodni, za svaki n € N
definirana je funkcija f41, : {0,.. ., ku1} = {0,.. ., k,},

Jur12(J) =min{i € {0, ..., k,} | C?” c Cl}.

Po konstrukciji niza lanaca (™), (vidi napomenu 4.3.4), ova je funkcija rastuca.
Zam,n € N, m > n, uzastopnom kompozicijom ovakvih funkcija dobivamo funkciju

ﬁn,n = fm,m—l O--+0 fn+1,na

za koju je ocito da ima svojstvo
=~ n .
CT g Cfm,n(j)’ V] € {07 e ’km}-

I ova je funkcija rastuca. PokaZimo to matematickom indukcijom.
Neka je n € N proizvoljan. Za m = n + 1, ve¢ znamo da tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da
je fmn rastuca zaneki m > n. Nekasu i, j € {0,...,k,41}, i < j. Tada vrijedi:

fm,n(i) < fm,n(j) / fm+1,m o
= fm+1,n(i) = fm+1,m © fm,n(l) < fm+1,m o fm,n(]) = fm+1,n(j)a

jer je fm+1.m rastuca funkcija. Dakle, iz pretpostavke slijedi da je f,.1, rastuca, stoga po
principu matemati¢ke indukcije slijedi da je f,,, rastuéa funkcija, za svaki m > n, i to
vrijedi za svaki n € N.

Sada pokazimo sljedece: neka je n > M. Tada VYm > n vrijedi:

ayD,NE,=0

b)D,NE,=0

Primijetimo, po konstrukciji je ova tvrdnja trivijalno to¢na u slucaju m = n.
Neka jen > M im > n. Tada je x € C} ix € C7. Po konstrukeiji, 6™ profinjuje 4™, pa
je C’" sadrzana u nekoj karici od €™, a kako sadrz1 X, to mora biti jedna od karika koje ga
sadrze pa vrijedi

ch cCiilicy

Jntl?
jer je, podsjetimo, j, definiran kao indeks prve karike u lancu €™ koja sadrZi x, Vn € N, pa

zbog C7' C C;Z (j,,» funkcija f,, moZe poprimiti samo vrijednosti

f;nn(]m) = ]n ili fmn(]m) = ]n + 1.
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Radi jednostavnosti zapisa, uvedimo oznaku f,,, = f.
)
Kako je
D,NE,= ] «'ncp,

treba pokazati C! N Cy" = 0, Vi € {0, .., j, =2}, VI € {jin + 3,..., ku).

Neka su dani takvi i, . Znamo, C}" C C;i(l), a kako je

[2 jm+3> jm f(m) € > Ju + 1},

zbog monotonosti funkcije f imamo

JD = fGm) 2 ju>jn—1>i= f(D-i22,
Sto znacCi i-ta i f(/)-ta karika lanca %™ nisu susjedne i ne sijeku se. Sada lako vidimo da je

cinC'cCinCy, =0.

0 [DuE, =0

Neka je n > M im > n. Kako je pokazano u dokazu tvrdnje a), treba pokazati C"NC} = 0,
VYie{0,.., ju—2},Yle{j, +3,...,k,}. Znamo, C?" C C;i(l.), a kako je
[< jm =2 < jm1 f(m) € Un> Jn + 1},
zbog monotonosti funkcije f imamo
SO S fUm) S jn+1<j+2<j,+3<I=1-f0) =2,

Sto znali f(i)-ta i [-ta karika lanca %™ nisu susjedne i ne sijeku se. Sada lako vidimo da je

C'nCy cCi,NC/=0.
Dakle, D,NE,, =0, Vm,n > M.
Ovo povlaci E N D = (. Naime, u suprotnom, postoji y € E N D, §to znaci da postoje
n,meN,m>n,takvidajeye D,iy € E,, ato je kontradikcija s upravo pokazanim.
Dakle, (ENA,DNA) je separacijaod A \ {x} 1 x je rezna toCka skupa A, Vx € A\ {a, b}.
Ostaje pokazati da su a 1 b nerezne tocke, to jest da su A\ {a} 1 A\ {b} povezani skupovi.
Pokazimo da a nije rezna toCka (za b dokaz ide analogno). Po pretpostavci vrijedi
a # b, sto povlaci da je d(a,b) > 0. Kako vrijedi lim,_,., meshé” = 0, postoji my € N
takav da za m > my vrijedi mesh " < %d(a, b). Onda nam Lema 4.2.15 kaze da lanac €™
1ima barem tri karike, za svaki m > my.
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Fiksirajmo m > my. Induktivno konstruiramo niz (/,,),,>mm, koji ovisi o m, na sljedeéi nacin:
Neka je /,, = 2 (indeks trece karike, koja po konstrukciji postoji). Nadalje, ako imamo /,,,
neka je

livp =min{j € {0,..., k1) | C;?“ cC'}

indeks prve karike u sljedecem lancu Ciji je zatvaraC sadrzan u C}. Takav indeks zaista
postoji, jer po Korolaru (4.1) svaka karika lanca 6™ sadrzi zatvara¢ neke karike iz sljedeceg
lanca.

Niz ((C}, ..., C} ))nzm Je niz lanaca u P za koji tvrdimo da zadovoljava uvjete Teorema
4.3.1:
1. Ve¢ znamo da su zadnje karike u tom nizu lanaca ugnijeZdene na pogodan nacin, a

indeksi /, odabrani su upravo tako da je Cl"tl] € C]. Onda po konstrukciji niza lanaca
(€M), (vidi 4.3.4) vrijedi: ako je j € {l,41 + 1,..., k1), zatvaraC karike C’J?“ sadrZan je u
nekoj karici C lanca ¢ takvoj da je i > I,. Dakle, zatvaraci karika sljedeceg lanca u nizu
((C}L, -, €} Dnzm strogo profinjuju prethodni.
2. Po konstrukeiji je 0 < mesh(C}, ..., C} ) < mesh¢™. Znamo da je

lim mesh€” = 0,

n—oo

pakakosu C7,...,C} karike lanca €, iz teoreoma o sendvicu slijedi i

lim mesh(C}, ..., C} ) = 0.

n—oo

Dakle, uvjeti Teorema su zadovoljeni. Specijalno, on nam govori da je S,, povezan
skup, Vm > my. Definirajmo onda
s=1{Jsm

m=my

Zbog b € §,,,Ym > my, S je unija povezanih skupova s nepraznim presjekom, pa je po
1.1.33 povezan skup. Tvrdimo da je

A\l{a}=S.

Otito, jera ¢ S,,, Ym > my.

Neka je x € A, x # a. Odaberimo m > m takav da je mesh ¢ < id(x, a). Znamo da
%" ima podlanac od a do x, i prema rezultatu 4.2.15, taj podlanac ima barem pet karika -
to jest, x se sigurno nalazi u karici koja je po redu barem peta u cijelom lancu, a mozda se
nalazi 1 u njoj prethodnoj karici, koja je barem Cetvrta po redu. Tvrdimo da je

x € S,, Sto je ekvivalentno s x € CZ U---u CZn,Vn > m.
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Pretpostavimo suprotno, da postoji n > m takav da je x ¢ C}' U --- U C} . To znaci da je
xeCyU---UC] .

Neka je j, indeks prve karike koja sadrzi x, 0 < j, < [,. Promotrimo prije uvedenu rastu¢u
funkciju f, = f 1 {0,...,k,} = {0,..., kn}:

Jn <ln = f(jn) < f(l).

Kako je po definiciji €} € @ cCrlc..-cC C)' = C7, vrijedi da je

n—1

fun(ly) = min{i €0, ku} | C] € CF') < 2.
Dakle, f(j,) = min{i € {0, ..., k,} | C;?n c C" < f(l,) < 2, Sto znaci da je
xeC; CCluCluly.

Medutim, broj m odabrali smo upravo tako da x ne moze biti u prve tri karike lanca €™,
Sto nas dovodi do kontradikcije.
Dakle, x € S,,,.

Ukupno, A \ {a} = S istoga je A\ {a} povezan i a nije rezna tocka od A.

Dakle, A je kontinuum i @, b su mu jedine dvije nerezne tocke, pa iz karakterizacije
luka 3.3.4 slijedi da je A zaista luk kojem su a 1 b krajnje tocke. Kako su toc¢ke proizvoljno
odabrane, slijedi da je Peanov kontinuum P povezan lukovima.

O
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Sazetak

U ovom radu proucavaju se metricki kontinuumi i neka njihova svojstva. Izlazu su rezultati
iz podrucja opce topologije i teorije metrickih prostora potrebni za razumijevanje teme, te
se navode primjeri Peanovih 1 ne-Peanovih kontinuuma. Kao pomoc¢ni alat, promatraju
se lukovi 1 izvodi se topoloSka karakterizacija lukova utemeljena na pojmu reznih tocaka.
Detaljnije se proucavaju Peanovi kontinuumi, uvodi se pojam lanaca i dokazuje se da su
svi Peanovi kontinuumi povezani lukovima.






Summary

Metric continua and some of their properties are studied in this thesis. Results from the
areas of point-set topology and metric space theory necessary for understanding the subject
are presented, followed by examples of both Peano and non-Peano continua. Arcs are
introduced as an auxiliary tool, and a topological characterisation is obtained using the
concept of cut points. Peano continua are then studied in more detail, with the introduction
of the concept of chains and the proof that all Peano continua are arcwise connected.
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