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Uvod

U mikroekonomiji sve je vaznije pitanje kako se izbor potroSaca mijenja s obzirom na
razne varijable. Varijable mogu biti dohodak, zdravlje, ekonomska ili politicka situacija,
itd. Primjerice, ako se na trziStu posljednjih godina primijeti znatan pad prodaje karavana i
povecanje prodaje manjih automobila, to se moZe objasniti kao donosenje odluke radi nize
cijene manjeg automobila ili niZze potrebe za ve¢im automobilima. Ve¢ina mikroekonom-
skih analiza temelji se na individualnom donoSenju odluka. Ovaj diplomski rad razraduje
donoSenje odluka na temelju potrosacevih preferencija i interpretira ih kroz funkcije ko-
risnosti te na kraju ih objasSnjava kroz konkretnu primjenu. U ekonomskim modelima koji
objasnjavaju ponaSanje potrosSaca pri donoSenju odluka najéesce koriste funkciju korisnost.
Preko nje radi analizu 1 predikciju buduéih dogadaja. U ovom radu pretpostavljamo da je
potrosac racionalan. Modele izbora potroSaca moZemo podijeliti na dvije vrste. Prva vrsta
modela izbora potrosaca je s poznatim ishodima, kada su potrosacu sve poznate i dostupne
informacije. Druga vrsta modela izbora potrosaca je tzv. model s neizvjesnoséu kada po-
troSa¢ nema sve dostupne informacije o posljedicama. Neizvjesnost ili rizik je sveprisutan
u ekonomiji, rizik je suStina posla u financijskim trziStima i osiguranjima. Pa u ovom radu
se posebno bavimo objaSnjenjem pojma sklonost riziku uz dobivene funkcije korisnosti s
neizvjesnos¢u. Prvo poglavlje rada objasnjava temelje teorija korisnosti kroz potroSaceve
preferencije. U drugom poglavlju kroz tri konkretna modela izbora s neizvjesnos¢u pred-
stavljene su razliCite interpretacije ponaSanja potroSaca pri procesu donosenja odluka. U
tre¢em poglavlju provedena je teorija funkcija korisnosti na konkretan primjer podrucja
osiguranja, unutar kojeg je jasno vidljiv znacaj i primjena u jednoj od najrasprostranjenijih
financijskih djelatnosti.



Poglavlje 1

Preferencija i korisnost

U ovom poglavlju polazimo od izbora potroSaca kojeg opisujemo funkcijom. Preko funk-
cije izbora potroSaca dolazimo do preferencije koja oznacava sklonost potroSaca prema
jednoj opciji unutar viSe izbora. Preferencija potrosaca unutar istog izbora ovisi o pojedi-
nom potrosacu, a moZe se mijenjati i s obzirom na vremenski trenutak izbora. Jednostavan
primjer preferencije na koji utjeCe vremenski trenutak izbora je kiSobran kojeg ne¢emo jed-
nako preferirati na sunan dan u odnosu na kiSni dan. Nakon relacije preferencije defini-
ramo funkciju korisnosti. Dalje prou¢avamo odnose izmedu izbora potroSaca, preferencije
1 funkcije korisnosti te uvodimo dodatna svojstva koja su nam potrebna za dublju analizu.

1.1 1Izbor potrosaca

Bavimo se izborom potros$aca. PotroSac bira unutar skupa X. Skup X sastoji se od dostup-
nih objekata za koje se potrosa¢ odlucuje. U mikroekonomskim modelima pretpostavljamo
da je X € R". Unutar skupa X nalaze se vektori oblika x = (xi, ..., x,) gdje k-ta koordi-
nata vektora oznacava koli¢inu k-te robe za koju se potrosa¢ odlucio. Primjerice, vektor
(3,0,0.5) oznacava da je potrosaC odabrao 3 jedinice prve robe, O jedinica druge robe, te
0.5 jedinica trece robe. Izbor potroSaca opisujemo funkcijom c koja je definirana sljedeCcom
definicijom.

Definicija 1.1.1. Neka je B familija podskupova od X. Izbor potrosaca je funkcija
c: B — Btakva da za svaki B € B vrijedi c(B) C B.

Pretpostavimo da potrosa¢ ima odredeni budZet kojeg oznaCavamo s y te neka je cijena
robe oznake p. Tada potroSac odabire skup

B={xeR:p-x<y}.
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Izbor potroSaca je funkcija koja vraca vektor robe x za koju se potrosa¢ odlucuje s obzirom
na cijenu dobra p i razinu prihoda y. Navedena formulacija nije u pravom smislu ekonom-
ski model jer ne sadrzi pretpostavke o konzistentnosti izbora potroSaca, stoga uvodimo
potrebne pretpostavke kako bi dobili ekonomski model.

Prvu pretpostavku konzistentnosti objaSnjavamo pojednostavljenim primjerom. Po-
troSac¢ ima izbor izmedu dvije vrste robe ili dobara, ozna¢imo ih s a i b. Izmedu ta dva
izbora potroSa¢ odabire primjerice robu a. U drugoj situaciji potro$a¢ ima izbor izmedu
tri vrste roba ili dobara, ponovno a i b robe te dodatno i ¢ robe. Kada mu je navedeni
izbor u ponudi on se sad odlucuje za robu b. Ovo je primjer nekonzistentnog izbora po-
troSaca. Dakle, prva pretpostavka konzistentnosti je da je izbor u razliitim situacijama
dovoljno konzistentan da sprijeci situaciju objasnjenu u primjeru. Ovo ¢emo formalizi-
rati u definiciji 1.2.4. Druga pretpostavka konzistentnosti je da se potroSacev izbor slaze s
maksimizacijom korisnosti za neku funkciju korisnosti definiranoj na X, tj. postoji funkcija
korisnosti # : X — R, tako da za svaki B :

c(B) ={x € B:u(x) > u(y) zasvaki y € B}. (1.1)

Treéa pretpostavka konzistentnosti ukljucuje relaciju preferencija nad X. Relacija pre-
ferencija izraZava potroSacevu sklonost unutar parova objekata u X. Tako nam primjerice
zapar xiyiz X, x > y oznaCava da je x barem jednako dobro kao i y. Opcenito, relaciju
preferencije oznaCavamo s >. Za svaki par x i y postoji jedna od Cetiri mogucnosti odluke
potroSaca:

1. PotroSac je ravnoduSan prema paru x,y: x > yiy > x
2. Potrosac preferira x nad y: x > y,aliney > x
3. PotroSac preferira ynad x: y > x,aline x > y
4. Potro8acu nije izbor niti x, niti y: niti x > yniti y > x
Dobivamo oblik funkcije izbora potroSaca preko relacije preferencije:
c(By={xeB:x>yzasvakiy € B}. (1.2)

Dobili smo dva oblika funkcije izbora potrosaca, preko funkcije korisnosti 1.1 te preko
relacije preferencije 1.2. U daljnjem dijelu poglavlja razmatramo kako moZemo ta dva
oblika izbora potroSaca usporediti mozemo li dobiti jedan iz drugog.
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1.2 Preferencija, korisnost i izbor

U ovom dijelu poglavlja pokazat ¢emo pod kojim su pretpostavkama dva oblika izbora
funkcije potroSaca ekvivalentna.

Najprije kreCemo od slucaja s kona¢nim skupom X pa se kasnije bavimo pitanjem ek-
vivalentnosti za beskonacan skup X. Definiramo potpunost i tranzitivnost relacije prefe-
rencije te dva svojstva relacije preferencije (1.2.3,1.2.4).

Definicija 1.2.1. Relacija preferencije > na skupu X je potpuna ako za svaki x,y € X
vrijediili x > yiliy > x.

Potpunost relacija preferencije kaze nam da potroSa¢ ima jasno definirane preferencije
medu zadanim parovima pa makar to bila ravnodu$nost izmedu parova. Definicija 1.2.1
ne iskljucuje moguénost x = y, stoga iz svojstva potpunosti slijedi da relacije preferencije
zadovoljava svojstvo reflektivnosti.

Definicija 1.2.2. Relacija preferencije > na skupu X je tranzitivna ako vrijedi x > yiy > z
tada je x > z.

Tranzitivnost relacije preferencije govori nam da se izbor potrosaca moze mijenjati
unutar skupa objekata prema kojima je on ravnodusan.

Definicija 1.2.3. Funkcija izbora potrosaca ¢ : B — B zadovoljava konacnu nepraznost
ako je skup c(B) neprazan za svaki konacan B € B.

Definicija 1.2.4. Funkcija izbora potrosaca c : 8 — B zadovoljava konzistentnost izbora
ako vrijedi x,y € ANB, x€c(A)iy ¢ c(A) tada je x € c(B)iy ¢ c(B).

Sada navodimo glavnu propoziciju ovog poglavlja koja govori o odnosima funkcije
izbora potroSaca, relacije preferencije te funkcije korisnosti.

Propozicija 1.2.5. Pretpostavimo da je X konacan skup. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(i) Postoji funkcija izbora potrosaca ¢ : B — B koja zadovoljava konzistentnost i
konacnu nepraznost

(ii) Postoji relacija preferencija koja zadovoljava tranzitivnost i potpunost te definira
izbor potrosaca c : B — B preko 1.2

(iii) Postoji funkcija korisnosti koja definira izbor potrosaca ¢ : B — B preko 1.1
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Izbor potrosaca bit ¢e nam uvijek jednak, bilo da ga definiramo preko funkcije izbora,
relacije preferencije ili funkcije korisnosti. Dio propozicije 1.2.5 je istinit za svaki skup
X, bio konacan ili ne. Dokaz provodimo preko tri iduce propozicije 1.2.6,1.2.7, 1.2.8 koje
vrijede i u slucaju kada je skup X beskonacan.

Propozicija 1.2.6. Za svaki skup X neka je u : X — R, tada

(a)

relacija preferencije >, definirana preko x >, y ako u(x) > u(y) je potpuna i tranzi-
tivna

(b) funkcija izbora c, definirana s c,(B) = {x € B : u(x) > u(y) za svaki y € B}

zadovoljava konacnu nepraznost i konzistentnost izbora.

Dokaz.  (a) Dokazujemo potpunost i tranzitivnost. Za bilo koja dva x iy iz X, vrijedi da

(b)

je u(x) > u(y) ili u(y) > u(x) buduéi da su u(x) i u(y) realni brojevi. Tada iz toga
slijedi da je ili x >, y ili y >, x, odnosno relacija preferencije >, je potpuna.
Pretpostavimo da x >, y 1y >, z, tada po definiciji vrijedi da je u(x) > u(y) te
u(y) > u(x). Slijedi da je u(x) > u(z) jer je vece ili jednako > tranzitivna za realne
brojeve. Konacno iz definicije slijedi da je x >, z, tj. relacija preferencije >, je
tranzitivna.

Pretpostavimo da je x,y € AN B1x € c,(A), te u(x) > u(y). Dodatno neka je
y ¢ c,(A), tada vrijedi stroga nejednakost u(z) > u(y) za neke z € A. Tada vrijedi
u(x) > u(z) jer je x € ¢,(A) i to preko definicije dobivamo u(x) > u(z) zasve z € A iz
Cega slijedi u(x) > u(y). Nadalje, kako je x € B, tada je y ¢ ¢,(B), buduéi da postoji
element u B, primjerice proizvoljno odabrani x, za koji vrijedi u(y) # u(x). S ovime
smo dokazali konzistentnost izbora.
Neka je A konacan podskup od X 1 neka je skup B = {r € R : r = u(x), zaneki x € A}
konacan skup realnih brojeva. Svaki konacan skup realnih brojeva sadrzi maksimalni
element, tj. postoji element r* = u(x*) u skupu B takav da je r* > r za svaki r € B.
Po definiciji skupa B postoji element x* € A takav da je u(x*) > u(x) za svaki x € A,
Sto nam daje da x* € ¢,(A) 1 skup c,(A) je neprazan.

O

Propozicija 1.2.7. Neka je relacija preferencije > potpuna i tranzitivna binarna relacija
na proizvoljnom skupu X. Funkcija izbora cs definirana na familiji podskupova od X

c(B):={xe B:x>yzasvakiy € B}

zadovoljava konacnu nepraznost i konzistentnost izbora.
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Dokaz. Pretpostavimo da je x,y € AN B, x € cx(B)iy ¢ c=(B). Kako je x € ¢-(B) iz
toga slijedi da je x > y. Nadalje, kako y ¢ c.(B) tada vrijedi y # z zanekiz € B. Zbog
potpunosti relacije preferencije slijedi da je z > y. Bududi da je x € c¢.(B), po definiciji
vrijedi x > z i tvrdimo da je tada y # x. Pretpostavimo suprotno, da je y > x i tada vrijedi
X > z pa zbog tranzitivnost > slijedi da je y > z, Sto je suprotno od gore pokazane tvrdnje.
Kakojey # x,teuz x € A,y ¢ c-(A), imamo da ¢, zadovoljava konzistentnost.
Sada dokazujemo konac¢nu nepraznost skupa c»(B). Neka je B konacan i neprazan skup
gdje trebamo pokazati da postoji element x € B koji zadovoljava x > y za svaki y € B.
Dokaz ide indukcijom po veli¢ini skupa B. Ako skup B sadrzi jedan element, primjerice
B = {x}, tada vrijedi x > x jer je relacija preferencije > potpun. Stoga je tvrdnja istinita
za svaki skup veli€ine 1. Pretpostavka indukcije glasi da je tvrdnja istinita za skup veliCine
n—1. U korak indukcije uzimamo da je B skup veliCine n. Neka je x, proizvoljno odabrani
element iz B te oznacimo skup B’ = B\{xy}, B’ je skup veliCine n — 1. Tada postoji element
x' € B’ takav da je x’ > y za svaki y € B’. Po potpunosti od relacije preferencije > vrijedi
dajeili X’ > xgili xo > x’. U prvom slucaju vrijedi da je x’ > y za svaki y € B, 1 gotovi sSmo
s dokazom. U drugom slucaju znamo da vrijedi xy > xp po potpunosti te kako je x" > y
pa zbog tranzitivnosti od > dobivamo da je xo > y. Stoga smo naSli skup veliine n za
proizvoljno odabrani element koji zadovoljava tvrdnju. Time je dokaz gotov.

O

Propozicija 1.2.8. Za svaki skup X pretpostavimo da funkcija izbora c zadovoljava konacnu
nepraznost te konzistentnost izbora. Definiramo binarnu relaciju >. na X sa

X > . yako x € c({x,y}).
Definiramo novu funkciju cs_ sa
¢-.(B)={x€B:x>.yzasvakiy € B}.

Tada binarna relacija >, je potpuna i tranzitivna, cs, zadovoljava konzistentnost i
konacnu nepraznost, i za svaki skup B vrijedi

c(B) =0 ili ¢(B) = ¢ (B).

Prije dokaza uo¢imo ocitu posljedicu propozicije. Neka je X konacan te neka ¢ zado-
voljava konac¢nu nepraznost, tada je c(B) # 0 za svaki B C X, stoga je ¢(B) = ¢, (B) za
svaki B.

Dokaz. Budu¢i da ¢ zadovoljava kona¢nu nepraznost, ili je x € c({x,y}) ili je y € c({x,y})
1z Cega slijedi potpunost binarne relacije >..
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Sada dokazujemo tranzitivnost od binarne relacije >.. Neka je x >, y1y >, z, trebamo
pokazati da vrijedi x € c({x, y, z}). Pretpostavimo suprotno, da to ne vrijedi. Tada ne moze
biti y € c({x, y, z}), jer kad bi to vrijedilo tada x ne bi bio u c¢({x, y}) po konzistentnosti izbora
Sto je u suprotnosti s poc¢etnim pretpostavkama. Sada kako znamo da je y ¢ c({x,y, z}), na
sli¢an nac¢in moZemo zakljuciti da vrijedi z ¢ c({x, y, z}). Ponovno pretpostavimo suprotno
z € c¢({x,y,z}. Sada iskoristimo da je y ¢ c({x,y,z}), sli¢no kao i prije znamo da je tada
y ¢ c({y, z}), Sto je kontradikcija s poCetnim pretpostavkama. Ali ako x,y i z nisu ¢lanovi
c({x,y,7}), tada je skup prazan §to je kontradikcija s nepraznoscu. Zakljucak je da je x ¢lan
skupa c({x, y, z}). Kona¢no, koherentnost izbora i kona¢na nepraznost skupa impliciraju da
je x € c({x, z}), x > z te da je binarna relacija >, tranzitivna.

Kako je binarna relacija >, potpuna i tranzitivna, znamo iz 1.2.7 da ¢, zadovoljava
kona¢nu nepraznost i konzistentnost izbora.

Sada uzmimo bilo koji skup B i bilo koji x € ¢(B). Neka je y bilo koji drugi element
skupa B. Tada x mora biti u skupu c({x, y}), jer kada to ne bi vrijedilo, tada bi y bio jedini
element skupa c({x, y}) pa zbog konzistentnosti izbora dobili bi kontradikciju s pretpostav-
kom x € c(A). Zbog toga je x >, y, to vrijedi za svaki Clan y iz A. Stoga je x € ¢ (B), t].
vrijedi ¢(B) C c» (B).

Konacno, pretpostavimo da je x € ¢, (B) 1 da je ¢(B) neprazan. Neka je x; proizvoljno
odabrani ¢lan iz ¢(B). Po definiciji od ¢, (B) slijedi da je x >. xp, Sto nam govori da je
x € c({xp, x.}. Ali tada x ¢ c¢(B) ne zadovoljava konzistentnost izbora i zbog toga, x € c(B)
uz pretpostavku da c¢(B) je neprazan, vrijedi ¢, (B) C ¢(B). Ovime je dokaz gotov.

O

1.3 Stroga preferencija i indiferencija

Do sada smo koristili znak > da bi oznacili preferenciju koja zadovoljava potpunost 1 tran-
zitivnost. Takvu preferenciju nazivamo slabom preferencijom gdje vrijedi da za x,y € X,
potrosacu je x barem jednako dobro kao i y te smo prethodno naveli Cetiri moguénosti u
tom slucaju. Za svaki par x,y, iz svojstva potpunosti vrijedi da postoje sljedece relacije
medu njima:

l. x>yiy>=x
2. x=y,aliy#tx
3. y=x,ali x % x.

Za prvi slucaj kazemo da je potroSac indiferentan izmedu x 1y 1 piSemo x ~ y. U drugom
slucaju, kazemo da je x strogo preferiran pred y i piSemo x > y. Te u treCem slucaju, y je
strogo preferiran pred x te piSemo y > x.
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Propozicija 1.3.1. Pretpostavimo da je slaba preferencija > potpuna i tranzitivna. Tada
vrijedi:

(a) x >y ako i samo ako ne vrijedi y > x.
(b) Stroga preferencija je asimetricna. Neka je x >y, tada ne vrijedi y > x.

(c) Stroga preferencija je negativno tranzitivna. Neka je x >y, tada za svaki tre¢i ¢lan z
vrijediili z > y ili x > z.

(d) Indiferencija je refleksivna, tj. vrijedi x ~ x za svaki x.

(e) Indiferencija je simetricna. Neka je x ~ y, tada vrijedi y ~ x.
(f) Indiferencija je tranzitivna. Neka je x ~yiy ~ z, tada je x ~ z.
(g) Akojex>yiy >z tada je x > z.

(h) Stroga preferencija je tranzitivna. Neka je x >y iy > z, tada vrijedi x > .

Dokaz. Asimetricnost stroge preferencije (b) slijedi iz definicije: vrijedi da je x > y ako je
x >y te ne vrijedi y > x, Sto znaci da ne vrijedi y > x. Nadalje, refleksivnost indiferencije
(d) slijedi iz potpunosti relacije preferencije > jer je x > x za svaki x. Simetri¢nost indife-
rencije (e) slijedi direktno iz definicije. Da je indiferencija tranzitivna (f) slijedi iz toga Sto
je relacija preferencije > tranzitivna, jer je indiferencija poseban slucaj slabe preferencije.
Ostaju nam jo$ dokazati pod a,c,g,h.

Za (g) neka je x > y tada vrijedi x > y. Neka je uz to joS vrijedi i y > z, tada po
tranzitivnosti vrijedi da je x > z. Pretpostavimo da je z > x, tada po tranzitivnost od
relacije preferencije > imamo da je y > z > x iz ¢ega slijedi da je y > x, Sto je kontradikcija
od x > y. Stoga ne vrijedi z > x, tj. vrijedi x > z.

Za (h), ako pretpostavimo da vrijedi x > y iy > z paimamo da je y > z. Primijenimo
(g) dio na tvrdnju pa je s tim dokaz gotov.

Za (a), ako je x > y, tada po definiciji vrijedi x > y i ne vrijedi y > x. Obrnuto, ako ne
vrijedi y > x iz potpunosti relacije preferencije dobivamo da je x > y, pa to dvoje zajedno
daju x > y po definiciji stroge preferencije >.

Za (c), pretpostavimo da vrijedi x > y, ali ne vrijedi z > y. Iz dijela (a) slijedi da je
drugi dio je ekvivalentan y > z i tada po dijelu (g) dobivamo je x > z .

O
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1.4 Reprezentacija korisnosti

Intuitivno je razmisljati o izboru preko preferencija kada je rije¢ o malom broju dobara ili
objekata medu kojima donosimo izbor, odnosno pojednostavljenom ekonomskom modelu.
No nije dovoljno samo znati relacije preferencije medu objektima, ve¢ su potrebne dodatne
analize. Upravo tome sluze funkcije korisnosti koje su brojcani opis preferencija objekata.
U modernoj teoriji izbora potrosaca funkcija korisnosti c¢esée je koriSteno sredstvo za opi-
sivanje izbora potrosaca u odnosu na preferenciju. Preferencija se smatra kao primitivniji
prikaz izbora potrosaca. Funkcija korisnosti sazima sve informacije prenesene relacijom
preferencije te je primjenjivija za matematicke modele u ekonomiji. Funkcija korisnosti
nam govori korisnost svakog dobra x € X, a oznacava se s u(x) € R. Kazemo da funkcija
korisnosti u predstavlja potroSaceve preferencije ako

u(x) > u(y) ako i samo ako x > y.

To znaci da potrosac Cini isti izbor bilo da koristi relaciju preferencija > ili funkciju koris-
nosti u(x).

Teorem 1.4.1 (Teorem reprezentacije korisnosti). Pretpostavimo da je potroSaceva pre-
ferencija > potpuna i tranzitivna, i da je X konacan. Tada postoji funkcija korisnosti
u(x) : X — R koja reprezentira >.

Prije dokaza uvodimo novi pojam potreban za daljnji dio ovog dijela poglavlja.

Definicija 1.4.2. Za relaciju preferencije > definiranu na skupu X te za ¢lan x € X, ne-
bolji-od x skup (No-Better-Than), oznake N BT (x) definiramo sa:

NBT(x) ={ye X : x> y}.

Dokaz. 1deja dokaza je jednostavna. Uzimamo da je korisnost od x broj ¢lanova unutar
NBT(x) iz definicije 1.4.2.
u(x) = INBT (x)|. (1.3)

Sada ostaje pokazati da funkcija korisnosti predstavlja potroSacevu preferenciju. Radimo
to u dva koraka: prvo, pokazujemo da ako vrijedi x > y da tada slijedi u(x) > u(y); drugo,
pokazujemo da ako vrijedi u(x) > u(y) da iz toga slijedi x > y.

Korak 1 Pretpostavimo da je x > y. Odabiremo bilo koji z € NBT(y). Po definiciji
NBT(y), imamo da je y > z. Bududi da je preferencija potpuna, znamo da je z usporediv
s x. Iz tranzitivnosti dobivamo da je x > z, iz Cega slijedi da je z € NBT'(x). Iz ovoga
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smo pokazali da svaki element skupa NBT (y) je takoder element skupa NBT (x), tj. vrijedi
NBT(y) € NBT(x). Kao konacan rezultat dobivamo,

u(x) = INBT(x)| = INBT(y)| = u(y).

Korak 2 Pretpostavimo da je u(x) > u(y). Iz potpunosti relacije preferencije > znamo
daje x > yili y > x. Iz prvog koraka tada mora vrijediti NBT (y) € NBT(x) ili NBT (x) C
NBT(y). Po definiciji 1.4.2 znamo da je viSe elemenata u NBT(x) nego u NBT(y), iz
Cega slijedi da je NBT(y) € NBT(x). Zbog potpunosti relacije preferencije imamo da je
y € NBT(y). Kako vrijedi da je NBT(y) € NBT(x), ocito je y € NBT(x). Koristeci
definiciju NBT 1.4.2 dobivamo da je x > y. Time je dokaz gotov.

O

Iduéa propozicija nam daje rezultat za beskonacni skup X.

Propozicija 1.4.3. Pretpostavimo da je relacija preferencije > potpuna i tranzitivna na
skupu X. Relacija preferencije > moZe biti reprezentirana funkcijom korisnosti u ako i
samo ako prebrojivi podskup X oznake X* ima svojstvo da ako je x > y za neke x,y iz X,
tada vrijedi x > x* >y za neki x* € X",

Dokaz ovog teorema je Sirok i kompleksan pa radi toga ne¢emo ga obradivati u ovom
radu. Detaljno raspisani teorem moZe se pronaci u literaturi 11. str. [4].

1.5 Svojstva preferencije i funkcije korisnosti

Do kraja poglavlja navodimo definicije bitnih svojstava preferencije 1 funkcije korisnosti
potrebnih za nastavak rada. Navedena svojstva su tehnicke prirode, potrebna ponajprije za
dublju matemati¢ku analizu funkcije korisnosti.

Monotonost

Definicija 1.5.1 (Monotonost). Preferencija > je monotona ili neopadajuca ako za bilo
koja dva objekta x, y vrijedi da je x >y i x > y. Preferencija je strogo monotona ili strogo
neopadajuca ako za bilo koja dva objekta x, y vrijedi da je x > y i x > y.

Konveksnost

Definicija 1.5.2 (Konveksnost). (a) Preferencija > je konveksna ako za svaki par x i y
iz X sa x > yiza svaki broj a € [0, 1] vrijedi da je ax + (1 —a)y > y.

(b) Preferencija > je strogo konveksna za svaki x i y, x # y, takvi da su x > y i za svaki
a €0, 1) vrijedi da je ax + (1 —a)y > y.
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Propozicija 1.5.3. Neka je relacija preferencije > reprezentirana funkcijom korisnosti u :
R? — R. Tada je:

1. Funkcija korisnosti u(x) je strogo rastuca funkcija ako i samo ako je relacija prefe-
rencije > strogo monotona.

2. Funkcija korisnosti u(x) je kvazikonkakvna funkcija ako i samo ako je relacija pre-
ferencije > konveksna.

3. Funkcija korisnosti u(x) je strogo kvazikonkavna funkcija ako i samo ako je relacija
preferencije > strogo konveksna

Neprekidnost

Definicija 1.5.4. Pretpostavimo da je relacija preferencije potpuna i tranzitivna > na skupu
X = RX. Tada kazemo da je relacija preferencije neprekidna ako za svaki par x i y iz X sa
svojstvom da je x >y, moZemo naci € > 0 tako da za svaki element x' € X udaljen od x za
manje od € te za svaki element y' € X udaljen od y za manje od €, vrijedi da je x' > y'.

Teorem 1.5.5 (Debreuov Teorem). Neka je funkcija korisnosti u koja reprezentira relaciju
preferencije > neprekidna, tada je relacija preferencije > neprekidna. Obrnuto, neka je
relacija preferencije > neprekidna tada ima i neprekidnu reprezentaciju funkcije korisnosti
u.

Dokazom ovog teorema ne¢emo se baviti u ovom radu, vrlo je opSiran 1 kompleksan.
Detaljan dokaz ovog teorema mozZete pronaci u [4] str. 36.

Slaba i jaka separabilnost

Sada uvodimo bitna svojstva na koja ¢emo se pozivati kasnije u drugom dijelu rada. Defi-
nicija je dosta na prvu kompleksna s novim oznakama, stoga ¢emo najprije dati definiciju
pa zatim pobliZe objasniti o ¢emu govori i Sto znace pojedine oznake.

Definicija 1.5.6 (Slaba separabilnost). Neka je Ji, ..., Jy lista od N medusobno iskljucivih
podskupova od K, odnosno J,NJ,, = 0 za svaki n # m. Preferencija > je slabo separabilna
na Jy,...,Jy ako za svakin = 1, ...,N, x;, ixf,n iz Ri”, te xjc i X iz Rff vrijedi

’ . . ’
(x7,, X5e) = (X] , x5c) ako i samo ako je (x;,, x;c) = (X] , Xje).
Potrosac, kao Sto smo veé naveli, odabire vektor robe x = (xi,..,x;) € R’i gdje svaka

koordinata oznacava koli¢inu odredene robe. Robu koja je medusobno povezana mozemo
razvrstati unutar kategorija , primjerice: hrana, odjeca, namjestaj itd. Vektor x moZemo
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podijeliti na te kategorije tako da uzmemo primjerice do j-te koordinate bude hrana, od
(j + 1)-te koordinate odjeca itd. Neka je K skup svih roba, gdje podskup J C K ¢ini
robu odredene kategorije. Tada vektor x, Cini vektor koli¢ine robe unutar kategorije J.
Standardno, x;. je vektor koli¢ine odabrane robe unutar komplementa skupa kategorije J
. J° = K\J. Stoga nam definicija 1.5.6 govori kako ¢e vektor koliCine x;, kategorije
J, biti preferiran pred vektorom koli¢ine x, bez obzira na to koji je vektor koliCine x;
odabran u komplementu te kategorije, odnosno u ostalim kategorijama J;.

Definicija 1.5.7 (Jaka separabilnost). Neka je J,...Jy particija na K, odnosno vrijedi da
jeJ,NJy, =0zasvakin +#+ miJ; U ..U Jy = K. Preferencija > je strogo separabilna u
Ji, ..., Jy ako za svaki skup L = J,, U J,, U ... U J,,, za neke indekse {n,, ...n;} koji dolaze iz
{1,..., N} vrijedi (xp, x1c) = (X}, X1¢) za neki x;¢, slijedi da je (xi, x;.) > (X}, X)) za sve x}..

Jaka separabilnost nam govori dodatno, Za razliku od slabe separabilnosti, da ne mora
nuzno biti neovisna samo jedna kategorija u odnosu na sve ostale kategorije, ve¢ da vektor
koli¢ine x;, gdje je L skup viSe kategorija, moZe biti neovisno odabran u odnosu na ostale
kategorije L.

Propozicija 1.5.8 (Aditivna separabilnost). Pretpostavimo da je preferencija > neprekidna
i strogo separabilna na Jy,...,Jy (N > 3). Tada moZemo naci neprekidne funkcije u, :

R — R takva da je funkcija
N

u(x) = " un(xy,)
n=1
reprezentacija korisnosti od relacije preferencije >. Obrnuto, ako je preferencija reprezen-
tirana s funkcijom korisnosti u koja ima oblik ZnN:1 u,(x;), za neke funkcije u, : R’ — R,
tada je preferencija strogo separabilna.

Zakljucak ovoga je da ako imamo strogo separabilnu relaciju preferencije medu objek-
tima koje moZemo podijeliti na barem tri kategorije, tada funkciju korisnosti mozemo do-
biti tako da izracunamo za svaku kategoriju njezinu funkciju korisnosti i kona¢no pozbro-
jimo sve zajedno.

Kvazi-linearnost

Definicija 1.5.9 (Kvazi-linearnost). Preferencija > na skupu RX je kvazi-linearna u K-toj
jedinici robe ako moZe biti reprezentirana funkcijom korisnosti oblika

U(x,m) = u(x) + m,

za neku funkciju podkorisnosti u : R — R. U tom slucaju kaZemo da funkcija korisnosti
U(x, m) ima kvazi-linearni oblik.



Poglavlje 2

Izbor s neizvjesnosc¢u

Ekonomske odluke ¢esto imaju neizvjesne posljedice. Primjerice, kada kupujemo rab-
ljeni automobil ne mozemo znati da li je pouzdan. U financijskim i osiguravateljskim
trziStima, rizik je suStina posla. Temelj financijskih poslova je odredivanje vrste rizika,
vjerojatnosti dogadaja rizika te posljedice koje bi mogao donijeti taj rizik. Najpoznatija i
najraSirenija teorija koja se bavi donosenjem rizi¢nih odluka je ocekivana funkcija koris-
nosti. U ovom poglavlju predstavljamo modele funkcije korisnosti s neizvjesnos¢u - kako
potroSaci donose odluke i1 kako stvaraju svoje preferencije kada izbori nose odredenu nesi-
gurnost. Najprije ¢emo predstaviti nekoliko pojednostavljenih primjera donosenja odluka
s neizvjesnosti kao motiv za ovo poglavlje. U ovom radu prezentiramo dvije vrste modela
s neizvjesnim posljedicama koja se najcesce koriste u ekonomiji. Prva vrsta modela naziva
se modelom prostora stanja ili stanja prirode ili model sa subjektivnim neizvjesnostima.
Druga vrsta modela naziva se model s objektivnim vjerojatnostima.

Uvodni primjeri

Primjer 2.0.1. Ulicni prodavac mora donijeti odluku o tome koju ¢e robu sutra prodavati.
Pretpostavit ¢emo da po danu moZe prodavati samo jednu vrstu robe. Roba moZe biti
sladoled, hot dog, novine, magazini itd. Neto profit od prodaje robe ovisi o sutrasnjem
vremenu i moZe biti negativan ako se roba ne proda. Vremenski uvjeti ¢ine gotovo bezbroj
mogucnosti, no mi cemo promatrati samo tri stanja radi jednostavnosti: sl dan bez kise, s2
dan s malo kise te s3 dan s mnogo kise. Ne znamo hoce li se dogoditi s1, s2 ili s3. Tablica
2.1 prikazuje profit u dolarima za pojedini artikl ovisno o trima vremenskim stanjima.

13
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| | Nema kige (s1) Malo kiSe (s2) Cijeli dan ki3a (s3) |

x ("sladoled”) 400 100 -400

y ("hot dog”) -400 100 400
0 (’slobodan dan”) 0 0 0

x+y ("oboje”) 100 200 100

Tablica 2.1: Neto dobit ostvarena robom ovisno o vremenskim prilikama

Primjer 2.0.2. Investitor kalkulira o cijeni bakra u iduc¢em mjesecu. Investitor moZe kupiti
financijski portfelj x po cijeni od 30K (K = 10003) koji daje povrat od 80K u slucaju
da cijena bakra iduc¢i mjesec bude veéa od 2.533%. Portfelj x ima replicirajuci portfelj y
koji se sastoji od drugih financijskih instrumenata. Replicirajuci portfelj y ima istu cijenu
od 30K i daje povrat od 80K u sluc¢aju da cijena bakra iduc¢i mjesec bude ispod 2.47$.
Investitor ima tri opcije ispred sebe; da kupi portfelj x, y ili kombinaciju oba za cijenu od
30K. Tablica 2.2 prikazuje profit u dolarima za pojedini portfelj ovisno o cijeni bakra u
iducem mjesecu.

| | Cijena >2.53% 2.53% >Cijena > 2.47$ 2.47$ > Cijena |

X 50K 30K 30K
y 30K 30K 50K
x+y ("oboje”) 20K 60K 20K

Tablica 2.2: Povrat ostvaren kupljenim portfeljem ovisno o cijeni bakra

2.1 Modeli prostora stanja

U modelu prostora stanja ishod nasih odluka ovisi o stanjima u kojima se nalaze relevantni
faktori odluka. Primjerice, ho¢emo li ponijeti kiSobran je nasa odluka gdje je ishod pokis-
nuti ili ne, pri tome je vremenska prilika relevantan faktor. Stanja relevantnih faktora su
neizvjesnosti koje trebamo opisati. Model se sastoji od skupa ishoda (posljedica) oznake X
i skupa stanja oznake S. Skup stanja S je skup medusobno isklju¢ivih dogadaja, odnosno
moze se dogoditi tocno jedan dogadaj s € §. Potrosac¢ donosi odluke iz skupa dostupnih iz-
bora tzv. alternativa. Svaka alternativa f opisana je funkcijom iz S u X, tj. skup alternativa
je:
A={f:8 — X: fjeizmjerivai f(S) je konacan}

gdje f(s) = x znaci da alternativa f daje ishod x ako je stanje s.
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PotroSa¢ ima danu preferenciju > nad skupom alternativa A. PotroSa¢ odabire podskup
skupa A. Kao $to je opisano u potpoglavlju 1.4, traZimo reprezentaciju relacije preferencije
> kao funkciju korisnosti u : A — R takva da je u(f) > u(g) ako i samo ako je f > g.

Prelazimo na konkretan primjer kako bi pribliZili dani model. Cesto se obja$njavaju
ekonomske teorije neizvjesnosti 1 kladenja preko kladenja na konjske trke jer u mnogim
aspektima kladenje na konjske utrke sli¢no je trziStu dionica.

Promatramo utrku konja izmedu konja R 1 konja K. Iznos dobitka ili gubitka u okladi
odreden je pobjednikom pri ¢emu je i mrtva trka (nerijeSeno) moguéi ishod. Na§ skup
stanja tada je

S = {Konj R pobjeduje, Konj K pobjeduje, nerijeSeno} = {s1, 52, s3}.

Za uloZena 2$ skup nagrada je X = {-2$,08$,1.20$}. U skupu X ”-2$” oznaCava
gubitak od 2 dolara, ”0$” oznaCava povrat uloga i ’1.20$” oznacava dobitak u okladi. U
slucaju oklade na pobjedu konja R, oklada g ima oblik

1.20$ ako s = sl
g=1-2% ako s = 52 (2.1
0% ako s = 53

Okladu ¢emo prikazati kao stablo odluke, gdje svaka grana predstavlja i oznaCava
jedno od tri stanja i na krajevima grana nalaze se nagrade. Na slici 2.1 vidimo prethodno
objasnjenu okladu.

S1

= <) -28

S3

0$

Slika 2.1: Opis kladenja

Cilj poglavlja je naci funkciju korisnosti, odnosno reprezentaciju relacije preferencije
za ovakve slucajeve. Glavno svojstvo koje ¢emo pri tome koristiti je aditivna separabilnost.
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Za svako stanje s postoji funkcija u; : X — R takva da funkcija oblika

u(f) = us(f(s) (2.2)

seS

reprezentira relaciju preferencije >.
Kada uklju¢imo u funkciju korisnost iz 2.2 vjerojatnosnu distribuciju p na skupu S dobi-
vamo subjektivnu ocekivanu korisnost koja ima oblik:

u(f) = ), PSUS(s)). (2.3)

seS

2.2 Savageov model ocekivane korisnosti

Najpoznatiji rezultat izbora pod neizvjesnoS¢u pokazao je Savage. Savageov model subjek-
tivne ocekivane korisnosti sastoji se od sedam postulata u kojem je najpoznatiji Savageov
Sure-Thing princip. Jim Savage je predstavio Sure-Thing princip prvi put u svom radu
1954. godine kroz iducu pricu.

Osoba razmislja o kupnji odredenog posjeda. Za tu odluku smatra da je relevantan ishod
sljedecih predsjednickih izbora. Dakle, razmatra kako bi se odluka o kupnji posjeda promi-
jenila s obzirom na ishod predsjednickih izbora. Osoba shvaca da bi kupila posjed da zna
da ¢e demokratski kandidat pobijediti na idu¢im predsjednickim izborima. Isto tako shvaca
da bi kupila posjed i da zna da ¢e republikanski kandidat pobijediti na istima. Odlucuje
kupiti posjed iako ne zna tko dobiva izbore, odnosno koji je ishod izbora. Zakljucak je da
osoba ima svoj izbor i odluku iako ne zna koji dogadaj slijedi. Opéenito, neka su f i g
dvije alternative. Ako osoba preferira f naspram g, bez obzira na to zna li hoce i se ili
nece dogoditi dogadaj B, tada bi trebao odabrati f.

Sada prelazimo na konkretan Savageov model ocekivane funkcije korisnosti. Ponovno
vrijede iste oznake: S je skup stanja, X je skup posljedica ili nagrada, A je skup alternativa
te > je oznaka za relaciju preferencije. Neka je € o-algebra na skupu S, kojeg nazivamo
prostorom dogadaja. Skup unutar € oznake E nazivamo dogadajem. Dogadaji se odnose
na dostupne informacije donositelju odluke. U Savageovom modelu neizvjesnost je pred-
stavljena preko vjerojatnosti temeljenoj na subjektivnim uvjerenjima o mogucnosti pojave
odredenog stanja. Navodimo sedam postulata preko sedam iducih aksioma. Uvodimo
najprije nove oznake. Za neki dogadaj E i za neke dvije alternative f i h, neka je fgh alter-
nativa tako da je (fgh(s)) = f(s) kada je s € E, inaCe neka je (feh(s)) = h(s). Dogadaj E
je prazan ako je fgh ~ f.h za svake dvije alternative f 1 f”, inaCe kaZemo da je neprazan.
Konstantna alternativa je alternativa koja dodjeljuje istu posljedicu za sva stanja i tada za
f(s) = x piSemo samo oznaku x. Prvi postulat nam osigurava da se sve alternative mogu
usporedivati.
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Aksiom 2.2.1 (P1). Relacije preferencije > je tranzitivna, refleksivna i potpuna.

Drugi postulat je ve¢ spomenuti srediSnji Savageov Sure-Thing princip. Savageov Sure-
Thing princip nam govori da preferencija izmedu dviju alternativa na istim dogadajima
ovisi samo o posljedicama u kojima se razlikuju. Iz toga slijedi da vrednovanje ishoda
naSeg izbora na nekom dogadaju je neovisno o vrednovanju ishoda istog izbora na kom-
plementu tog dogadaja. Formalno:

v

Aksiom 2.2.2 (P2 Savageov Sure-Thing princip). Neka su f, f',h i h’ Cetiri alternative, te
E je skup dogadaja. Tada vrijedi fgh > f.h ako i samo ako je fgh' > fLh'.

Treéi postulat tvrdi da je rangiranje posljedica nezavisno o dogadaju i alternativi.

Aksiom 2.2.3 (P3 Nezavisnost). Za svaki neprazni dogadaj E i konstantnu alternativu x i
y vrijedi da je x >y ako i samo ako je xgf > yef za svaku alternativu f.

Cetvrti postulat nam govori da donositelj ima subjektivna uvjerenja o tome da ¢e se
dogoditi dogadaj E u odnosu na E’ 1 da su ta uvjerenja neovisna o posljedicama.

Aksiom 2.2.4 (P4). Za svaki dogadaj E i E’ i konstantne alternative x, x’,y i y' takvi da je

x> yix' >y vrijedi da je xgy > xg'y ako i samo ako je x}.y’ > xp,y'.

Prva Cetiri postulata su najbitniji Savageovi postulati, dok su ostala tri tehnicke pri-
rode. Prva Cetiri postulata osiguravaju postojanje potpune i tranzitivne relacije kao opis
subjektivnih uvjerenja donositelja odluke. Takoder govore da su potrosacevi stavovi o ri-
ziku neovisni o dogadaju. Peti postulat isklju¢uje mogucnost da je potrosac indiferentan
prema svim posljedicama.

Aksiom 2.2.5 (PS5 Netrivijalnost). Postoje posljedice (ili nagrade) x i x' iz X tako da vrijedi
x> Xx.

Sesti postulat uvodi oblik neprekidnosti relacije preferencija. Iduéi postulat nam govori
da ne postoje posljedice takve da bi zamijenile poredak stroge preferencije medu alternati-
vama.

Aksiom 2.2.6 (P6 Neprekidnost). Za sve alternative f, g i h takve da je f > g, postoji

konacna particija (E;)!_, skupa stanja tako da za svaki i vrijedi f > frhihgf > g.

Sedmi postulat zahtjev je monotonosti koji tvrdi da ako donositelj odluke smatra prvu
alternativu striktno boljom (gorom) od svake moguce posljedice druge alternative, tada je
prva alternativa strogo preferirana u odnosu na drugu navedenu alternativu.



POGLAVLIJE 2. IZBOR S NEIZVJESNOSCU 18

Aksiom 2.2.7 (P7 Monotonost). Za svaki dogadaj E i za sve alternative f i f’, ako vrijedi
da je f > f'(s) za svaki s € E, tada je f =g [’ i isto tako, ako vrijedi f'(s) > f za svaki
s € E, tada je f' > f.

Savageov teorem uspostavlja ekvivalenciju izmedu dvaju relacija preferencije. Prva
relacija preferencije ima opisana svojstva kroz navedenih sedam postulata, dok je druga
inducirana pomocu maksimizacije ocekivanja funkcije korisnosti na skupu posljedica svih
dogadaja. Konac¢no dolazimo do Savageovog teorema.

Teorem 2.2.1 (Savageov teorem). Neka je > relacija preferencije na skupu A. Tada su
iduce tvrdnje ekvivalentne:

1. Relacija preferencije > zadovoljava postulate (P1)-(P7).

2. Postoji jedinstvena, konacno aditivna, vjerojatnosna mjera P na S takva da je P(S) =
0 ako i samo ako je E prazan te postoji omedena, jedinstvena do na afine transfor-
macije, realna funkcija u na skupu X takva da za sve alternative f i f’ vrijedi

fzf = fs u(f(s)dP(s) = fs u(f'()dP(s).

Teorem nam govori kada donositelj odluke zadovoljava navedene aksiome da se tada
sva neizvjesnost izraZava preko vjerojatnosne mjere P koja odrazava njegova subjektivna
uvjerenja. Nadalje, donositelj odluke rangira poZeljne posljedice s obzirom na funkciju
korisnosti u koja reprezentira njegove preferencije te na temelju nje donosi odabir alter-
native. Kritika Savageovom teoremu je da ne daje odgovor kako potrosaci donose odluke.
Jedna od najpoznatijih kritika Savageovog modela je poznata kao Ellsbergov paradoks gdje
se tvrdi da racionalni izbori ne moraju zadovoljavati Savageove postulate. Ovaj paradoks
objasnjen je u potpoglavlju 2.5.

2.3 von Neumann-Morgensternova ocekivana korisnost

Druga vrsta modela izbora s neizvjesnim posljedicama je model s objektivnim neizvjesnos-
tima ili poznatiji kao von Neumann-Morgensternova ocekivana korisnost. U von Neumann-
Morgensternovom modelu izbor ili alternative dostupne potroSacu opisane su vjerojatnos-
nim distribucijama nad prostorom posljedica X s kona¢nim nosa¢em koje nazivamo lutri-
jama. Skup lutrija oznaCavamo s L(X) te je oblika:

LX) = {p:X—) [0.11: Y p(v) = 1}.

xeX
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Degenerirana lutrija je lutrija oznake J, koja pridruzuje vjerojatnost 1 posljedici x € X,
a svakoj drugoj posljedici y € X pridruZuje vjerojatnost O:

5.(3) = 1 akoy=ux 2.4)
70 akoy # x '

Neka su p,g € L(X) dvije lutrije te a € [0, 1]. Tada konveksnu kombinaciju ap +
(1 — a)g € L(X) nazivamo sloZzenom lutrijom. Sada navodimo potrebne aksiome za von
Neumann-Morgensternov model. Prvi aksiom (P1) jednak je prvom aksiomu iz Savage-
ovog modela (P1).

Aksiom 2.3.1 (P2 Nezavisnost). Neka su p,q,r € L(X) takvi da je p > qia € {0,1) tada
vrijedi ap + (1 — a)r > ag — (1 — a)r.

Aksiom 2.3.2 (P3 Neprekidnost). Neka su p,q,r € L(X), p > q > r tada postoje a,b €
(0, 1) tako da vrijedi ap + (1 —a)r > g > bp + (1 — b)r.

Aksiome (P1),(P2) i (P3)nazivamo aksiomima racionalnog ponaSanja. Ponovno kao i
u Savageovom modelu postoje razne kritike o tome vrijede li zaista pretpostavke o aksi-
omima racionalnog ponasanja, viSe o tome u potpoglavlju 2.5 Ellsbergov parodoks. Prela-
zimo na iskaz glavnog teorema ovog modela.

Teorem 2.3.1 (von Neumann-Morgensternov teorem). Neka je > relacija preferencije na
L(X). Tada su iduce tvrdnje ekvivalentne:

1. Relacija preferencije > zadovoljava aksiome (P1),(P2) i (P3).

2. Postoji jedinstvena do na afine transformacije, realna funkcija u na L(X) takva da
reprezentira relaciju preferencije >, odnosno za svake dvije lutrije p, q vrijedi:

pz=q < u(p) = uq).

Von Neumann-Morgensternov teorem korisnosti tvrdi da ¢e potroSac¢ pri izboru s ne-
izvjesnoS¢u odabrati onu alternativu koja maksimizira ocekivanu funkciju korisnosti uz
pretpostavke aksioma racionalnog ponasanja. Ta funkcija korisnosti definirana je na pros-
toru potencijalnih ishoda te ju nazivamo von Neumann-Morgensternovom funkcijom ko-
risnosti. Model tvrdi da je donositelj odluke uvijek racionalan te da bira alternativu koja
maksimizira njegovu funkciju korisnosti. Prelazimo na dokaz teorema u kojem koristimo
iduce dvije leme.

Lema 2.3.2. Ako relacija preferencije > zadovoljava aksiome (P1) - (P3) tada vrijedi:
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(i) p>qi0<a<b<1l = bp+(1-b)g>ap+(1-a)y
(ii) p=q>rip>r = Ala* €[0,1]tako da je g~ a*p+ (1 —a*)r
(iii) p~qia€l0,1] = ap+ (1 —-a)yr~aqg+ (1 —-a)yr,Vre L(X).
Dokaz. (i) Prvo razmotrimo slucaj kada je a=0. Tadaje p > ¢1 0 < b < 1 pa koristeci

aksiom P2 slijedi da je bp + (1 —b)g > bg+ (1 —b)g = g = ap + (1 — a)q.
Sada neka je r = bp + (1 — b)q i pretpostavimo da je a > 0. Tada je ab < 1 pa vrijedi:

r:(l—g)r+gr

b b

a a

1 —= b

> ( b)q+br

a a
—(l—gﬁr+5®p+(1—bM)

=ap+ (1 —a)yg.

(i1) Buduéi da je p > r, prvi dio (i) osigurava da ako postoji @* onda je on jedinstven.
Ako je p ~ g, tada je a* = 1. Ako je ¢ ~ r, tada je a* = 0. Ostaje nam slucaj kad je
p > q > r. Definirajmo

a =sup{a€[0,1]:g>=ap+ (1 -a)r}.

Supremum skupa dobro je definiran jer je a = 0 unutar tog skupa.

Po definiciji od a* ako je 1 > a > a*, tadajeap + (1 — a)r > q. Stovise iz (i) imamo da
ako vrijedi 0 < a < a*, tada je ¢ > ap + (1 — a)r. Posljednje vrijedi iz toga kada uzmemo
0 <a<a" tadapostojia’ takodaje0<a<a <a"i1q>a'p+(1-a’)rpo definiciji od
a*. Uzmemo da je a < @’ iz Cega slijedidajeg > a’'p+ (1 —a')r > ap + (1 — a)r.

Trebamo pokazati da vrijedi g ~ a*p + (1 — a*)r. Pretpostavimo da je a*p + (1 —a™)r >
q > r. Tada po aksiomu P3, postoji b € (0, 1) tako da je b(a*p + (1 —a*)r) + (1 — b)r > q,
tj. ba*p + (1 — ba*)r > g. Kako je ba* < a*, imamo da je g > ba*p + (1 — ba*)r, §to je
kontradikcija s pretpostavkom.

Pretpostavimo da je p > g > a*p + (1 —a*)r. Tada po aksiomu P3 postoji b € (0, 1) tako
dajeg>blap+ 1 —-a)r)+ 1A -b)p,tj. g > (1 —-b(1 —a*))p+ b(1 —a*)r. Buduci da je
(1 -=b(1 —a)) > a*, uz gore dokazanu tvrdnju dobivamo (1 — b(1 —a*))p + b(1 —a*)r > q,
Sto je kontradikcija s pretpostavkom.

Konacno, ostala nam je samo zadnje opcija g ~ a*p + (1 — a*)r §to smo i htjeli dobiti.

(ii1) Tvrdnja je trivijalna za slucaj kada za svaki s € L(X) vrijedi p ~ g ~ s. Stoga
pretpostavimo da postoji s € L(X) takav da je s > p ~ ¢ (dokaz ide sli¢no za slucaj
pP~q>s).
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Nekajer € L(X)ia € [0, 1]. Cilj nam je pokazati da vrijedi ap+(1 —a)r ~ ag+(1—a)r.
Pretpostavimo da vrijedi ap + (1 — a)r > aq + (1 — a)r. Koriste¢i aksiom (P2) moZemo
zakljuciti da za svaki b € (0, 1) vrijedi da je bs + (1 — b)g > bg + (1 —b)q = g ~ p.

Ponovno koristec¢i aksiom (P2) dobivamo da vrijedi a(bs + (1 — b)q) + (1 — a)r >
ap + (1 — a)r za svaki b € (0, 1). Po pretpostavci vrijedi ap + (1 —a)r > aqg + (1 — a)r pa
koristeci aksiom (P3) slijedi da za svaki b postoji a*(b) tako da je

ap+ (1 —ayr > a*(b)abs+ (1 ->b)g)+ (1 —a)y)+ (1 —a*(b))(ag+ (1 —a)r).
Uzmimo sada neki fiksni b =1/2 1 a*(1/2) (piSemo skraceno a*)
ap+ (1 —a)yr>la*a/2ls+[a*a/2 + (1 —a)alqg + [1 — a]r.
Desnu stranu gornje relacije sredimo:
ap+ (1 —ayr>al@/2)s+@/2+(1—-a"/2)q]+ (1 —-a)

pa mora vrijediti > ap + (1 — a)r, $to je kontradikcija. Dokaz za slucaj kada vrijedi
aq + (1 —a)r > ap + (1 — a)r slijedi analogno.
Konacno dobivamo da vrijedi ap + (1 —a)r ~ g+ (1 — a)r. O

Lema 2.3.3. Pretpostavimo da relacija preferencije > zadovoljava aksiome (P1),(P2) i
(P3), tada postoji z i zu X tako da vrijedi 6z = p = 6, za svaki p € L(X).

Dokaz. Kako je X konacCan, postoji 71z u X tako da vrijedi 6z > 0, > ¢, za svaki x € X.
Neka je p € L(X) i definirajmo skup §, = {x € X : p(x) > 0}. Dokaz ide preko indukcije
po kardinalitetu skupa S ,. Neka je |S,| = 1, tada je p = ¢, za neki x € X. Pretpostavka
indukcije je S ,| = k. Fiksirajmo neki x € X, te p moZemo zapisati kao

p = p(x)0, + (1 = p(x))g
gdje je

p@) :
T akojez # x

Vidimo da je tada g € L(X) 1|5 ,| = k. Stoga, koristeci pretpostavku indukcije slijedi da
je 0z = g. Imamo da je 67 > 6, = 06z 1li 97 ~ I, 11isto tako za é; > ¢. Primijenimo aksiom
(P2) i lemu (ii1) dobivamo

Oakojez=x
q(z)={

0z = p(x)oz + (1 = p(x))g
> p(x)dx + (1 = p(x))q
= p.
(2.5)
Konacno dobivamo da je 67 > p. Analogno za p > ¢,. Time je dokaz gotov.
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Sada prelazimo na dokaz teorema 2.3.1 koristeci dokazane dvije leme.

Dokaz. Pretpostavimo da relacija preferencije> zadovoljava aksiome (P1),(P2) i (P3). Ko-
ristimo lemu 2.3 da bi dobili 6z i 6.
Ako vrijedi 6; ~ ¢, tada je U(p) = m za svaki p € L(X), stoga do kraja dokaza se

bavimo slucajem ¢z > 6,. Za svaki p € L(X) definirajmo
U(p) = agdjejead; + (1 —a)d, ~ p

Po lemi 2.3.2(i1) znamo da postoji takav a 1 da je jedinstven. Za svaki p,q € L(X) i svako
a € [0, 1] koristeci lemu 2.3.2(ii1) slijedi da je

ap + (1 —a)q ~ alu(p)éz + (1 —u(p))é;] + (I — @)[u(q)oz + (1 — u(¢))d.]
= [au(p) + (1 — a)u(q)16z + [1 — au(p) — (1 — a)u(q)]6;.

Po definiciji od u dobivamo da je u(ap + (1 — a)q) = au(p) + (1 — a)u(q).
Zelimo pokazati da u reprezentira >, tvrdimo da tada vrijedi

u(p) =2 u(q) < u(p)oz + (1 —u(p))o; = u(q)oz + (1 — u(q))o;.

Ako je u(p) = u(q) tada su te dvije lutrije jednake. Pretpostavimo da vijedi u(p) > u(q),
tada po lemi 2.3.2(1) imamo da je

u(p)oz + (I — u(p))o, > u(q)dz + (1 — u(q))o..

Obrnuto, pretpostavimo da vrijedi u(p)oz + (1 — u(p))é; = u(q)oz + (1 — u(g))d,. Kada
bi vrijedilo u(q) > u(p) tada bi po lemi 2.3.2(i) dobili

u(q)oz + (1 —u(p))o; = u(p)oz + (1 — u(p))o.,

Sto je kontradikcija. Stoga mora vrijediti u(p) > u(g), Sto smo 1 htjeli dobiti.
Sada pretpostavimo da > ima reprezentaciju, tj. postoji u : X — R tako da je

u(ap+ (1 —a)q) =au(p) + (1 —a)u(q) Yp,q € L(X)ia € [0,1]

1 p > g ako i samo ako je u(p) > u(q) Vp,q € L(X).

Zelimo pokazati da tada vrijede aksiomi (P1),(P2) i (P3).

Neka su p, g, r elementi iz L(X). Ocito vrijedi u(p) > u(q) ili u(q) > u(p), tj. p = q
ili ¢ > p. Pretpostavimo slucaj kada je p > g1 q > r, tada vrijedi u(p) > u(q) > u(r) pa
imamo da je u(p) > u(r) iz Cega slijedi da p > r. ZakljuCak je da > potpuna i tranzitivna
pa vrijedi aksiom (P1).
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Nadalje, pretpostavimo da je p > ¢ i neka je a € (0, 1), tada vrijedi u(p) > u(q).
Znamo da vrijedi
u(ap+ 1 —ayr) = au(p) + (1 —a)u(r)i

u(ag + (1 —ayr) = au(q) + (1 — a)u(r).

Isto tako, ako vrijedi da je u(p) > u(q), tada je u(ap + (1 — a)yr) > u(ap + (1 — a)r). Stoga
vrijedi ap + (1 — @)u(r) > au(q) + (1 — a)u(r), Sto zadovoljava aksiom (P2). Konacno,
pretpostavimo da je p > ¢ > r i tada vrijedi u(p) > u(q) > u(r). Neka je ¢t € [0, 1]

tu(p) + (1 = Hu(r) > u(g) ako i samo ako je r > M
u(p) — u(r)
ulg) — u(r)

tu(p) + (1 — Hu(r) < u(g) ako 1 samo ako je t < .
u(p) — u(r)
Stoga definirajmo
_u(p)-u)te. _ulg)—u(r)-e
u(p) — u(r) u(q) — u(r)
gdje je € dovoljno mali tako da su a, b € (0, 1). Time smo dokazali da vrijedi aksiom (P3),
pa je dokaz teorema gotov. O

2.4 Anscombe-Aumannov model

Do ovog potpoglavlja smo se susreli sa subjektivnom ocekivanom korisnosti koristeéi Sa-
vageov model. U ovom potpoglavlju bavit ¢emo se jednostavnijim pristupom koji su
razvili Anscombe i Aumann (1963). Anscombe-Aumannov model sadrzi karakteristike
oba prethodna modela. Trazimo subjektivnu ofekivanu korisnost s obzirom na konacan
skup stanja S koji predstavlja neizvjesnost kao i u Savagovom modelu, te model sadrzi
skup lutrija L(X) na skupu posljedica X kao i u von Neumann-Morgensternovom mo-
delu. U Anscombe-Aumannovom modelu, skup alternativa sastoji se od funkcija oblika
h:S — L(X) koja skupu stanja pridruzuje objektivnu lutriju neke posljedice x. Skup svih
takvih funkcija oznacavamo s H. Interpretaciju ovog modela promatramo kroz konjsku
trku, dok iznos nagrade ovisi o odigranoj igri lutrije koja ima objektivne ishode simetri¢nih
dogadaja. Stoga se neizvjesnost ishoda odreduje u dva koraka. Prvi korak neizvjesnosti
je neizvjesnost stanja koje ¢e se dogoditi, dok druga neizvjesnost je odigrana lutrija pove-
zana sa stanjem koje se dogodilo. Primjerice, zamislimo listi¢ za kladenje s uloZenih $2
na pobjedu konja K: u stanju s1 (R pobjeduje) potrosac sigurno gubi $2, u stanju s2 (K
pobjeduje) dobiva $3 s vjerojatnoséu 1/2 i $1 s vjerojatnoscu 1/2, u stanju s3 (mrtva trka)
dobiva $6 s vjerojatnos¢u 1/3 i gubi $4 s vjerojatnoscu 2/3. Sli¢no kao i u potpoglavlju 2.1
slucajeve prikazujemo stablom odluke na slici 2.2, gdje je svaka grana iz pocetnog ¢vora
jedno stanje, a na kraju stabla nalaze se nagrade. Navedeni primjer vidimo na slici 2.2a



POGLAVLIJE 2. IZBOR S NEIZVJESNOSCU 24
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Slika 2.2: Dvije oklade uvjetovane stanjem

U potpoglavlju 2.1 imali smo model gdje je ishod nakon trke 1 realizacije stanja s
nagrada oblika x = f(s). Ovaj model moZemo prikazati kao poseban sluc¢aj Anscombe-
Aumannovog modela gdje je vjerojatnost ishoda u lutriji za sva stanja jednaka 1, kao Sto
je prikazano na slici 2.2b. Stoga moZemo razmisljati o ovom modelu na nacin proSirenja
prostora ishoda na kojem su preferencije potroSaca dane kao misaoni eksperiment. Cilj
nam je prikazati potrosaceve preferencije na alternative iz H.

U modelu potrosac rangira (preferira) objektivne lutrije p € L(X). Relacija preferencija
na skupu L(X), oznake >y zadovoljava uvjete teorema 1.4.1 pa postoji numericka repre-
zentacija preferencije

p = Byw) := ) p(ou(x)
xeX
za neku funkciju korisnosti # : X — R. Model dodatno pretpostavlja da potroSac rangira
i lutrije na skupu alternativa H oznake L(H). Relacija preferencija > na skupu L(H)
proSirenje je relacije preferencije >y. Isto kao i prije, relacije preferencije > zadovoljava
uvjete teorema 1.4.1 pa postoji numericka reprezentacija preferencije

P— Y P(HUS)

feH

za neku funkciju korisnosti U : H — R. Osim postojanja funkcije korisnosti za obje
relacije preferencije, one su dodatno povezane dvama svojstvima: monotonost i nezavis-
nost redoslijeda u sloZenoj lutriji. Prvo svojstvo nam govori ako su dvije alternative f i g
identi¢ne osim u lutrijama f(s) i g(s) za neko stanje s, tada rangiranje tih dviju alternativa
s obzirom na relaciju preferencije > odredeno je rangiranjem f(s) i g(s) s obzirom na rela-
ciju preferencije >x. Drugo svojstvo nam govori da ako odigramo lutriju prije nego znamo
koje se stanje s dogodilo jednako je odigranoj lutriji nakon Sto se dogodilo stanje s. Odabir
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lutrije P € L(H) je jednak odabiru sloZene lutrije g(s) sastavljene od P te f(s):

g(s) 1= Y P(HF(s).

feH

Uz navedena dva svojstva, Anscombe i Aumann pokazali su da postoji jedinstvena vjero-
jatnosna mjera u na skupu S tako da vrijedi

U = ) (9B (w).

seS

Definirana funkcija naziva se subjektivna ocekivana korisnost Anscombe-Aumannovog
modela.

Model se temelji na pet aksioma koji su vrlo sli¢na aksiomima definiranima u pret-
hodna dva modela. Tako je prvo svojstvo jednako je prvim aksiomima u prethodno dva
objasnjena modela (P1), svojstvo (P2) je svojstvo netrivijalnosti definirano u Savageovom
modelu (P2). Druga dva svojstva su kombinacija gore objaSnjenog svojstva nezavisnosti re-
doslijeda u sloZenoj lutriji, tj. (P3) i (P4) su svojstva nezavisnosti i neprekidnosti koja smo
definirali u von Neumann-Morgensternovom modelu (P2) i (P3), jedino $to sada uzimamo
alternative iz skupa H. Ostaje nam jos peti aksiom monotonosti (P5) kojeg iskazujemo u
nastavku.

Aksiom 2.4.1 (P5 Monotonsot). Za svake dvije alternative f i g iz H vrijedi da je f(s) >
gs)zasvakise S = f > g.

Sada imamo sve potrebno kako bi mogli iskazati Anscombe-Aumannov teorem.

Teorem 2.4.1. Neka je > relacija preferencije na skupu H. Tada su iduce tvrdnje ekviva-
lentne:

1. Relacija preferencije zadovoljava (P1)-(P5)

2. Postoji jedinstvena do na afine transformacije, realna funkcija u i jedinstvena vjero-
Jjatnosna distribucija na S, tako da vrijedi

fra e Y uo| Y Awuw)] = Y ue)| Y gtou)

seS xeX seS xeX

2.5 Ellsbergov paradoks

Daniel Ellsberg je iznio 1961. godine u svom radu “Rizik, dvosmislenost i Savageovi ak-
siomi” tzv. Ellsbergov paradoks. U teoriji izbora Ellsbergov paradoks je paradoks o tome
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da izbori racionalnog potroSaca nisu u skladu s pretpostavkama teorije ocekivanih koris-
nosti. Ellsberg je u svom radu objasnio paradoks preko rezultata svog eksperimentalnog
istrazivanja. Urna sadrzi 90 loptica od kojih je 30 crvenih, a 60 je plavih ili Zutih loptica
u nepoznatom omjeru. Oznacimo s k broj plavih loptica, dakle broj zutih loptica je (60-k).
Ellsberg je proveo ispitivanje o izboru u dvjema situacijama.

1. Neka je A oklada na crvenu kuglicu, gdje se za izvucenu crvenu kuglicu dobiva 1008,
te neka je B oklada, gdje se za izvucenu plavu kuglicu dobiva 1008.

2. Neka je A’ oklada, gdje se za izvucenu crvenu ili Zutu kuglicu dobiva 100$, te neka
je B’ oklada, gdje se za izvucenu plavu ili Zutu kuglicu dobiva 1008$.

Rezultati ispitivanja bili su da je A preferiran pred B, te B’ pred A’. Buduc¢i da su svug-
dje nagrade jednake, to znaci da po teoriji ocekivane korisnosti samo vjerojatnost dogadaja
ovisi o odabiru. Stoga znamo kad bi u prvom slucaju bile postavljene iste vjerojatnosti tada
ne bi postojala jasna preferencija izmedu ta dva sluc¢aja. ObjaSnjenje dobivenog rezultata je
vrlo jednostavno. Ispitanik zna da je u prvom slucaju vjerojatnost da izvuce crvenu kuglicu
1/3, dok vjerojatnost da izvuce plavu kuglicu ne zna. Ispitanik radi neznanja o dogadaju
da plava kuglica bude izvucena u tom slucaju bira crvenu kuglicu. U drugom slu¢aju po-
troSac zna da je vjerojatnost za slucaj B’ da izvuce plavu ili Zutu 2/3 dok za slucaj A" ne
zna koliko je to¢no kuglica crveno ili Zuto, moze biti bilo koji broj od 30 do 90. Ovo
se ne slaze sa Savageovim 1 Anscombe-Aumannovim modelom izbora. Po Savageovom
principu kako je A > B te A’, B’ su transformacija alternativa na istom dogadaju, moralo
bi slijediti A" > B’, §to ne vrijedi. Razlog tome je Sto postoji razlika izmedu rizika i neiz-
vjesnosti. Rizik je kada znamo izglede pri okladi, dok kod neizvjesnosti ne znamo koji su
nam izgledi za pobjedu pri okladi. Poznavanje Sansi pri okladi najcesée se temelji na tome
da znamo ucestalost nekog dogadaja. Zakljucak je da ljudi preferiraju situacije s poznatim
vjerojatnostima kada ih usporeduju sa situacijama nepoznatih vjerojatnosti.



Poglavlje 3

Korisnost novca

U vecini primjena modela obja$njenih do sada nagrada je bila iznos novca. Sada anali-
ziramo kako se konkretno mijenjanju funkcija korisnost i preferencije potroSaca kada je
nagrada novac. Uvodimo pojam sklonost riziku potros$aca te gledamo kako se mijenjaju
preferencije potrosaca ovisno o razini sklonosti riziku. Da bi znali kako se mijenja moramo
znati kolika je razina sklonosti riziku pa uvodimo mjeru koja nam to daje. PotroSaceve
preferencije dane su nad skupom lutrija L(X) te pretpostavljamo da relacija preferencije >
zadovoljava aksiome racionalnog ponasanja (P1),(P2) i (P3).

3.1 Svojstva funkcije korisnosti za novac

U ovom dijelu poglavlja bavimo se pitanjem koja svojstva zadovoljavaju relacija preferen-
cije > kada je nagrada novc€ana i kako ta svojstva utjeCu na funkciju korisnosti U. Raci-
onalno je pretpostaviti da je cilj maksimizirati dobiveni nov¢ani iznos, da je veca korisnost
viSe novca. Formalno:

Propozicija 3.1.1 (Stroga monotonost). Funkcija korisnosti U strogo je rastuca ako i samo
ako je za svaki x iy iz X takvi da je x >y vrijedi za degenerirane lutrije 6, > 0.

Neprekidnost je prirodno i korisno svojstvo za pretpostaviti.

Propozicija 3.1.2 (Neprekidnost). Funkcija korisnosti U neprekidna je ako i samo ako za
svaku nagradu x i lutriju p tako da p + 6,, postoji € > 0 tako da vrijedi p > 6, ili 6 > p
za svaki X' unutar (x — €, x + €).

Svojstvo neprekidnosti nam kaze da u sluCaju da potrosa¢ ima strogu preferenciju
izmedu dvije lutrije i da promijenimo nagradu za mali iznos, potrosac¢ ¢e i dalje imati
jasnu preferenciju medu tim lutrijama.

27



POGLAVLIJE 3. KORISNOST NOVCA 28

Neprekidnost moZemo promatrati na dva nacina: neprekidnost u vjerojatnosti i nepre-
kidnost u nagradama. Neprekidnost u vjerojatnosti osigurana je (P3) aksiomom racional-
nog ponasanja iz von Neumann-Morgenternovog modela. Iz neprekidnosti u nagradama
slijedi da mala promjena u lutriji p moZe Ciniti razliku u vjerojatnosti osvajanja nagrade.

Dokaz. Pretpostavimo da je U neprekidna i da vrijedi p > 6,. Tada je

u(p) = ) UGPO) > U().
.

Oznac¢imo s y = u(p) — U(x), tada postoji zbog neprekidnosti od U € tako da za svaki
x €{x—¢€,x+¢€)vrijedi U(x") — U(x) < v, Sto slijedi da je u(p) > U(x"), odnosno p > 6,
analogno dokazujemo za 6, > p.

Obrnuto, pretpostavimo da U nije neprekidna za neki x. Tada postoji niz {x,} s limesom
x takav da postoji L = lim,U(x,) i tada vrijedi lim,U(x,) < U(x) ili lim,U(x,) > U(x).
Pretpostavimo da je L > U(x). Neka je L = oo, tada vrijedi 6,, > 0y, > 0, za svaki
dovoljno veliki n i fiksan broj N pa s tim ne vrijedi pretpostavka propozicije. Neka je
L # oo, ozna¢imo s y = L — U(x) te xy takav da je |[L — U(xy)| < /2, tada lutrija p s
nagradama xy 1 x vjerojatnoS¢u dobitka svake 1/2 ima ocCekivanu korisnost koja je ve€a od
L/2+U(x)/2—-v/4=U(x)+vy/4, amanjaod L/2 + U(x)/2 +vy/4 =L —vy/4.

Zakljucak je da vrijedi 6,, > p za dovoljno veliki n, Sto je kontradikcija s pretpostavkom
propozicije. Analogan dokaz slijedi za slucaj kada je L > U(x), s tim je dokaz gotov. O

3.2 Nesklonost riziku

U potpoglavju uvodimo novu oznaku, za p € L(X) neka je E, oznaka za oCekivanje od p,
tj. By = 2, xp(x).

Propozicija 3.2.1. Funkcija korisnosti U je konkavna ako i samo ako za svaku lutriju p
vrijedi 6z, > p.

PotroSac koji preferira degeneriranu lutriju 6, oCekivane vrijednosti E, umjesto lutrije
p za svaku lutriju p 1 ima konkavnu funkciju korisnosti, kaZzemo da je nesklon riziku.
S druge strane, za potroSace za koje vrijedi p > 6g,, za svaku lutriju p, i ima konveksnu
funkciju korisnosti, kazemo da je sklon riziku. Takoder, potro§a¢ moZze biti neutralan prema
riziku ako vrijedi p ~ dg, i ima afinu funkciju korisnosti.

Dokaz. Pretpostavimo da U nije konkavna funkcija. Tada vrijedi da za neke x,x" € R i
ac[0,1],U(ax+ (1 —a)x’) <aU(x)+ (1 —a)U(x"). Neka je p lutrija koja ima nagradu x
1x" s vjerojatnoS¢u a il —a. Tada je E, = ax + (1 — @)x’ i oCekivana Korisnost od dg, je
U(ax+ (1 —a)x’) < aU(x) + (1 —a)U(x"), Sto je 1 oekivana korisnost za p. 1z toga slijedi
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da je p > dg,.

Obrnuto, pretpostavimo da je U konkavna funkcija. Jednostavno je za pokazati da za niz
X1, ..., X, realnih brojeva te za aj, ..., a, niz brojeva izmedu 0 i 1, takvih da je }\\_, a; = 1,
vrijedi UYL, a;x;) > Y1y a;U(x;). Primijenimo ovo na jednostavnu lutriju p uz to da je U
konkavna funkcija 1 dobivamo da je

U( > p(x)x)z > pUG).

xesupp(p) xesupp(p)

Lijeva strana nejednakosti je korisnost lutrije Jg,, dok je desna strana ocekivana korisnost
za lutriju p iz toga slijedi dg, > p. Time je dokaz gotov. O

Definicija 3.2.2. Sigurnosni ekvivalent za lutriju p je nagrada x takva da vrijedi 6, ~ p.

Propozicija 3.2.3. Neka je U neprekidna funkcija korisnosti, tada svaka lutrija p ima
barem jedan sigurnosni ekvivalent. Ako je U strogo rastuca funkcija korisnosti, tada svaka
lutrija p ima najvise jedan sigurnosni ekvivalent.

Do kraja poglavlja pretpostavljamo da je promatrana funkcija korisnosti strogo rastuca,
neprekidna i konkavna te reprezentira relaciju preferencije koja je rastuca, neprekidna i
sklona riziku. Iz gornje propozicije znamo da svaka lutrija p ima najvise jedan sigurnosni
ekvivalent, kojeg ¢emo oznaciti sa C(p). Sklonost riziku tada mozZe biti objaSnjena kao
C(p) £ E,. OznaCavamo s R(p) razliku izmedu E, — C(p) i tu razliku nazivamo premiju
rizika od p. Stoga nesklonost riziku moZemo objasniti preko R(p) > 0 za svaki p. R(p) je
mjera razine sklonosti riziku potrogaca. Sto je veéi R(p), to je veéa odbojnost potrosaca da
preuzme rizik. PotroSa¢ je neutralan prema riziku ako vrijedi R(p) = 0. Sada promatramo
dva potroSaca koji maksimiziraju svoje funkcije korisnosti. Prvi potrosa¢ ima funkciju
korisnosti W, a drugi potrosa¢ ima funkciju korisnosti V. Skraceno ¢emo koristiti izraz da
je neka od dvije funkcije korisnost (ne)sklona riziku, Sto ustvari znaci da je potrosac koji
ima odredenu funkciju korisnosti (ne)sklon riziku.

Definicija 3.2.4. W je barem jednako sklon riziku kao i V ako za svaku lutriju p i neku
odredenu svotu novaca x vrijedi da W preferira p pred x, da tada to Cinii V.

Propozicija 3.2.5. W je barem jednako sklon rizika kao i V ako i samo ako je funkcija
W o V=! konkavna.

Definicija 3.2.6. Za dvostruko neprekidno derivabilnu funkciju korisnosti U sa strogo po-
zitivnom prvom derivacijom, funkciju

U” (X)
U'(x)

A(x) = —

nazivamo koeficijent sklonosti riziku.
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Uocimo ako je U’ > 01 U je konkavna funkcija da tada je A(x) > 0. Promotrimo
lutriju p i nov€ani iznos z. PiSemo p @ z za lutriju koja daje nov€anu nagradu iznosa x + z
s vjerojatnoscu p(x), tj. p @ z je lutrija koja je konstruirana iz p tako da povecava svaku
nagradu za iznos z. Ovo je situacija kada potrosa¢ poveca svoj novac nakon kockanja.
Prirodno je pretpostaviti da osoba $to je bogatija manje brine o riziku u nekom kockanju.
Odnosno, kako se z povecava, tako R(p®z) premija rizika ne bi trebala rasti. Formaliziramo
objasnjeni pojam i dva nova pojma vezano uz to sa sljede¢om definicijom.

Definicija 3.2.7. Za fiksnog potrosaca s funkcijom korisnosti U, ako je R(p @ z) nerastuca
u z kaZemo da je potrosac nerastuce sklon riziku. Ako je R(p ® z) konstantno za 7 kazemo
da je potrosac konstantno sklon riziku ili ima konstantnu sklonost riziku. Ako je R(p & z)
neopadajuci u 7 tada kaZemo da je potrosac neopadajuce sklon riziku.

Ekonomisti generalno pretpostavljaju da su potroSaci nerastuce skloni riziku te da su
potrosaci pri nagradama koje nisu mnogo vece od njihovih prihoda aproksimativno kons-
tantno skloni riziku. Idu¢om propozicijom dolazimo do definiranih pojmova preko funkcije
korisnosti U.

Propozicija 3.2.8. Za potrosaca koji ima dvostruko neprekidnu diferencijabilnu funkciju
korisnosti U takva da je U" > 0 i pridruZen koeficijent sklonosti riziku A(-), kaZemo da je
nerastuce (neopadajuce) sklon riziku ako i samo ako je A(-) nerastuca (neopadajuce) funk-
cija. Potrosac ima konstantnu sklonost riziku ako i samo ako je A(-) konstantna funkcija A, i
u tom slucaju je funkcija korisnosti U pozitivno afino translantirana od funkcije korisnosti
e~ Neka je A jednaka nuli tada je U pozitivno afina translantacija funkcije x pa kazemo
da je potrosac neutralan prema riziku.

3.3 Primjena u osiguranjima

NajvaZnija primjena modela prethodnih poglavlja su primjena na poslove osiguranja i fi-
nancijska trziSta. Zamislimo potroSaca ¢iji su prihodi nestabilni. Uzmimo slucaj da po-
troSa¢ ima prihode y s vjerojatnos¢u m te prihode y" s vjerojatnoséu 1 — m, gdje y > y'.
Razliku A = y — y’ tumacimo kao gubitak koji bi se mogao desiti potroSacu iz razloga kao
Sto su nesreca, zdravlje ili slicno. Osiguravateljske tvrtke placaju iznos gubitka A nazad
potroSacu ako dode do gubitka. PotroSa¢ moze kupiti policu osiguranja koja pokriva samo
dio gubitka A, tako da ako placa iznos ad dobit ¢e nazad iznos aA u slucaju gubitka. Pret-
postavimo da potrosa¢ zadovoljava uvjete (P1),(P2) i (P3), te da je potrosaceva funkcija
korisnosti V strogo rastu¢a, konkavna i diferencijabilna. Ako potrosa¢ kupi a dio police
osiguranja tada njegova ocekivana funkcija korisnosti ima oblik:

v(a) = aV(y —ad) + (1 —m)V(Y' + aA — aA). (3.1)
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Problem potroSaca je maksimizirati svoju funkciju korisnosti v s obzirom na a. RjeSenje
problema maksimizacije funkcije korisnosti daje iduca propozicija.

Propozicija 3.3.1. Neka je v funkcija definirana s 3.1 te vrijedidajey >y, A=y —y'i
V konkavna, strogo rastuca i diferencijabilna funkcija. RjeSenje maksimizacije funkcije v s
obzirom na a je

1. ako je 6 = (1 — n)A, tada je a = 1 rjesenje,
2. akoje 6 > (1 — m)A, tada je a < 1 rjesenje.

Dokaz. v je diferencijabilna funkcija od a. Deriviramo funkciju v po a da bi nasli maksi-
mum funkcije zatim izjednaavamo s nulom i dobivamo

n6V'(y —ad) = (1 —n)(A - 8)V'(y + aA — ad) (3.2)

(1.) Nekaje o = (1-mA, tadaje (1 -m)(A-9) = (1-mA-(1-m)6 = 6—(1 —m)d = 79,
pa 3.2 moZemo pisati
V'(y—ad) =V'(y—(1 —a)A - ad),

Sto ocito vrijedi kada je a = 1.
(2.) Neka je b = n6/((1 — m)(A - 9)), tada je 6 > (1 — m)A iz Cega slijedi da je b > 1.
Jednakost 3.2 napiSem kao

bV'(y—ad) =V'(y — (1 —a)A — ad),
Zbog b > 1 slijedi da je
Vi(y—ad) < V'(y—- (1 —a)A - ad)

ako je arjeSenje. Buduci da je V konkavna, derivacija je nerastuca pa iz gornje nejednakosti
slijedi
y—ad>y—(1—-a)A—-aod,
Sto vrijedi kada je a < 1.
O

Uoc¢imo da je vrijednost (1 — m)A oCekivani iznos isplate osiguranja. Prema tome, ako
je 6 = (1 — m)A tada osiguranje prosjecno placa jednak iznos kao Sto uzima premiju od
potrosaca, kazemo da je ugovor aktuarski korektan. PotroSacu je tada bolje pladati puno
osiguranje. Ako je 6 > (1 — m)A, osiguravateljska tvrtka uzima vise nego Sto prosje¢no
ocekuje da e isplatiti osiguraniku, kazemo da je ugovor aktuarski nekorektan. Osigurava-
telj je tada samo djelomicno osiguran od gubitka A.
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Sazetak

U ovom radu bavimo se izborom potrosaca. Izbor potrosaca opisujemo preko preferencija
medu objektima. U prvom poglavlju opisujemo izbor potrosaca preko relacije preferen-
cije, iz koje definiramo funkcije korisnosti svakog potrosaca. Iskazujemo glavni teorem
poglavlja koji nam govori o ekvivalenciji pojmova izbora potroSaca, preferencije te funk-
cije korisnosti. U drugom poglavlju opisujemo kako se funkcija korisnosti mijenja kada
uvedemo neizvjesnost pri donoSenju odluka. Objasnjavamo modele koji se razlikuju da li
je model temeljen na nekim objektivnim neizvjesnostima, odnosno neizvjesnosti kojima
poznajemo ucestalost dogadaja, ili subjektivnim neizvjesnostima tj. neizvjesnosti kod ko-
jih potroSac¢ donosi izbor na temelju svojih subjektivnih uvjerenja. U zadnjem poglavlju
promatramo modele funkcije korisnosti za naj¢es¢e koriStenu primjenu, a to je maksimi-
zacija novca. Uvodimo pojam sklonosti riziku preko kojeg opisujemo funkciju korisnosti
potrosaca i gledamo kako se mijenja izbor potroSaca s obzirom na njegov stav prema ri-
ziku, tj. koliko je potrosac spreman preuzeti rizik. Za kraj objasnjavamo kako se funkcija
korisnosti moZe primijeniti u poslovima osiguranja.



Summary

In this thesis we deal with consumer’s choice. We describe the consumer’s choice using
object preferences. In the first chapter, we describe consumer’s choice using preference
relation, from which we define consumer’s utility function. We express the main theorem
of the chapter, which explains equivalence between terms of consumer’s choice, preferecne
and utility function. In the second chapter we describe how the utility function changes
when we introduce uncertainty in decision making. We describe models which differ if the
model is based on objective uncertainties i.e. uncertainties in which we know the event
occurance, or subjective uncertainties, i.e. uncertainties in which the consumer makes
decisions based on his subjective beliefs. In the last chapter, we observe utility function
models for the most common use, the use of money maximization. We introduce the therm
of risk tolerance, through which we describe the consumer’s utility function and observe
how consumer’s decision making is changed based on his risk tolerence i.e. how much risk
is the consumer willing to take. In the end, we explain how the utility function can be used
in the business insurance.
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