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Uvod

Problem otkrivanja naglih promjena u statisti¢kom ponaSanju promatranog signala ili vre-
menskog niza je klasi¢an problem, Cije podrijetlo datira barem do 1930-ih i problema
pracenja kvalitete proizvodnih procesa. U novije vrijeme ovaj je problem privlaci paZznju
u raznim podru¢jima ukljucujuci klimatsko modeliranje, ekonometriju, financije, analizu
slika 1 mnogim drugim. U ovakvim problemima cilj je je detektirati tocke promjene Sto
ranije uz zadanu preciznost optimizirajuci pritom neku od mjera kvalitete detekcije.

U ovom radu najprije ¢emo promatrati sekvencijalno testiranje hipoteza koje nam je
bitno za samo promatranje i shvacanje detekcije tocaka promjena, a ono ¢e ukljucivati dva
vida pristupanju tom problemu od kojih je jedan Waldov pristupa, a drugi bayesovski te
¢emo na kraju poglavlja i usporediti ta dva pristupa i izvesti vezu izmedu njih. Nakon sek-
vencijalnog testiranja hipoteza okre¢emo se problemu najbrze detekcije toCaka promjene.
Problem najprije promatramo sa bayesovkog stajaliSta u kojem se pretpostavlja poznava-
nje apriori distribucije pojavljivanja tocaka promjene, no zbog Cestog nedostatka znanja
o apriori distribuciji pojavljivanja to€aka promjena problem promatramo i sa nebayesov-
skog stajaliSta. Rad zavrSavamo simulacijskom studijom u kojoj metode za sekvencijalno
testiranje primjenjujemo na raznim primjerima.






Poglavlje 1

Sekvencijalna detekcija

Sekvencijalna detekcija alternativa je klasi¢noj metodi statistickog testiranja hipoteza sa
fiksnom veli¢inom uzorka. Za nju je karakteristicno da broj promatranja potrebnih za testi-
ranje nije unaprijed odreden. Umjesto toga, odluka o prekidu eksperimenta ovisi, u svakoj
fazi, o rezultatima prethodnih zapazanja. Problemi sekvencijalne detekcije izmedu dvije
statistiCke hipoteze (u kojima duljina promatranog uzorka nije fiksna) uzrokuju pojavlji-
vanje takozvanih optimalnih vremena zaustavljanja te u njima postoji kompromis izmedu
vjerojatnosti pogreske (koja moze biti vrlo mala ako se promatra dovoljno velik broj op-
servacija) i vremena opazanja tj. kasnjenja detekcije. Problem je dakle odluditi se za jednu
od dvije statisticke hipoteze i tu odluku htjeli bismo donijeti §to prije moguée Sto naravno
utjeCe na kvalitetu donesene odluke.

1.1 Waldova sekvencijalna detekcija

Neka je Z = {Z}i=1,... nezavisan 1 jednako distribuiran niz opservacija za kojeg je istinita
jedna od sljedece dvije hipoteze:

Ho:Z ~ Qo k=1,2,...

7‘[1 IZk ~ Q],k: 1,2,...

gdje su Qy, Q) dvije vjerojatnosne distribucije kojima su pridruZene gustoce g, q;. Takoder,
oznaCimo sa ¥ = o0({Z;}{i<xy) prirodnu filtraciju uz koju je niz Z adaptiran. Problem je
odrediti koja hipoteza je istinita promatrajuci samo dane opservacije.

Problem je rjeSiv pomocu sekvencijalnog testa omjera vjerojatnosti (SPRT test). Sek-
vencijalni test omjera vjerojatnosti za testiranje istinitosti hipoteza H, i H, je odreden
sekvencijalnim pravilom odlucivanja, tj. uredenim parom (6, 7), gdje je T vrijeme zaus-
tavljana, a ¢ funkcija odlucivanja.
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U sluc¢aju SPRT-a vrijeme zaustavljanja je dano sa

T =Tpyg =inf{k>=0]A ¢ (A, B)), (1.1)
gdje je A definirano kao
T a2
Ay = -, (1.2)
‘ ll:_l[ q0(Z;)

a funkcija odlucivanja (nakon zaustavljanja) jednaka je

(1.3)

P 0 akojeAr <A,
Tl akoje Ar > B.

Drugim rije¢ima, Waldov test promatra novu opservaciju sve dok omjer vjerodostojnosti ne
prelazi neku od granicnih vrijednosti A ili B nakon ¢ega se donosi odluka. Ako je A7y manji
ili jednak od A, prihvacamo hipotezu Hj, a ako je Ar vedi ili jednak od B, prihva¢amo
hipotezu H,. Pogreska prve vrste a jednaka je vjerojatnosti Py(67 = 1), uz pretpostavku
istinosti hipoteze H,. Vjerojatnost pogreske druge vrste 8 jednaka je vjerojatnosti Py(67 =
0), uz pretpostavku istinosti hipoteze H;.

Log-omjer vjerodostojnosti S, definiran sa

k
_ q1(Z;)
Sy = Z‘ o (1.4)

takoder moze biti koriSten umjesto A; (moZemo zamijetiti da je S; dobiveno iz In Ay)
kako bi se odredilo sekvencijalno pravilo odlucivanja (6, 7). U domeni log-vjerodostojnosti
vrijeme zaustavljanja SPRT testa jednako je

T =T 5 =inf (k> 018, ¢ (—a,h)} (1.5)

gdje jeInA = —a i In B = h. Funkcija odlucivanja tada postaje

0 kadajeSr < —a,
T:{ acalest =4, (1.6)

1 kadajeSr>h.
Jedna od bitnih koncepata koji se koristi u analizi provedbe SPRT algoritma je koncept
premasivanja (prekoracivanja).

Definicija 1.1.1. Premasivanje O(T, S, -1, h, 7) je definirano kao

S ko 67 =0,
OT.S, —1.hop =1 ST Hal akoor (1.7)
|Sr—h| akodr=1.
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PobliZze promatrajuci formulu jasno je da je O(T, S, —1, h, 67) sluCajna varijabla. Kada
je O(T,S,,—1, h, 67) identi¢ki jednako nuli tada nema premasivanja (S 7 je uvijek jedna od
dvije granice {a, h},) dok kada je O(T, S ,, —1, h, 57) razli¢ito od nula imamo premasivanje.

Teorem 1.1.2. (Wald-Wolfowitz) Neka je (T, ) sekvencijalno pravilo odlucivanja za sek-
vencijalni test omjera vjerojatnosti SPRT(A,B) uz 0 < A < g < B < oo te neka je (T’,0")
bilo koje drugo sekvencijalno pravilo odlucivanja za kojega vrijedi max{Ey[T'], E{[T’]} <
oo, i koji zadovoljava

a/:Po(é’T,ZI)SPo(éT:1):ai,6":P1(6'T,:O)SPl(éT:O):,B,

sa
Py(or =1)+Pi(6r =0) < 1.

Tada vrijedi
Eo[T'] = Eo[T]i E\[T'] = E{[T].

Sada se namece logi¢no pitanje, kako odrediti granice A 1 B kako bi postigli odredenu
vjerojatnost pogreske. Zbog kompleksnosti traZzenja egzaktnih granica A i B traZimo nji-
hove aproksimacije koje je vrlo jednostavno za pronadi i koje u praksi vrlo dobro zamje-
njuju egzaktne vrijednosti (za viSe detalja o traZzenju egzaktnim granicama vidi [1]). Te
aproksimacije nazivamo Waldovim aproksimacijama od A i B.

Kada je Ay > B zaustavljamo opservacije i prihvacamo hipotezu H;. Sekvencijalno
pravilo odlucivanja nas vodi do

k k k k
H,‘:l q\(Z;) Hi:l q0(Z;)
(Z)=B Z) = >B ,
li:_l[ o 1,:_1[ a0 L a0Z) + T a1(Z) [T, 902 + [T a1(Z)
(1.8)

gdje izraz na desnoj strani nejednakosti predstavlja vjerojatnost prihvac¢anja neispravne hi-
poteze ako smo prihvatili hipotezu H; $to je ustvari pogreska prve vrste @ = Py(6 = 1). S
druge strane izraz na lijevoj strani nejednakosti je pogreska druge vrste 5 = P1(6 = 0) koja
predstavlja vjerojatnost prihvacanja ispravne hipoteze ako smo prihvatili ;. Nejednakost
(1.8) moZemo tumaciti kao da je vjerojatnost opazanja Z; uz istinitost hipoteze H, najma-
nje B puta veca nego uz istinitost hipoteze H,. Koristec¢i nejednadzbu (1.8) i prethodna
zapazanje mozemo do¢i do izraza za gornju granicu od B:

Pi(6=1)>BPy(6=1)

B < 1;'8 (1.9)
o'
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Sli¢no se moZe dobiti 1 donja granica za A koja je jednaka

B

1-a

A> (1.10)

Za Waldove aproksimacije uzimamo toc¢no vrijednosti koje nam u jednadzbama (1.9) 1
(1.10) predstavljaju gornju ili donju granicu, tj. one iznose

P_ip-128

1l-a @

A=

Ako Zelimo promatrati log-omjer vjerodostojnost tada za Waldove aproksimacije uzi-

mamo .
P ih=1n _ﬁ.

—-a a

—a=1n

1.1.1 Operativne karakteristike SPRT algoritma

Uz sekvencijalni test omjera vjerojatnosti ¢esto vezemo i funkciju operativne karakteristike
(eng. Operating Characteristic - OC) 1 funkciju prosjecne duljine uzorka (eng. Average
Sample Number - ASN). Uzmimo nezavisan, jednako distribuiran niz Z = {Z}y=12,
opazanja (adaptiranih uz filtraciju ¥;), za koji vrijedi jedna od sljedece dvije hipoteze

7'{010290

7’{119:91,

gdje je 8 € O neko jedinstveni parametar slucajne varijable koja generira niz Z (npr. 6
moze predstavljati oCekivanje neke slucajne varijable). Ako vrijedi da je 6 jednaka 6,
slucajna varijabla koja generira niz Z ima gustoéu g, sli¢no kada je 6 jednako 6, tada je
niz Z distribuiran prema gustodi q;.

Pretpostavimo da je sadaniz S = {S; | k = 1,2..} dobiven iz Z i to na sljede¢i nalin:

q(Z;)
q0(Z)’

S,‘:hl

Uz istinitost hipoteze H, sluCajna varijabla koja generira S ima gustocu f; i uz istinitost
hipoteze H, slucajna varijabla ¢e imati gustocu fi, Sto je skraceno od fy, i fp,, respek-
tivno. Opcenito, kada je jedinstveno svojstvo niza Z jednako 6, niz S Ce biti distribuirano
gustoéom f,. Parametar 6 ustvari odreduje gustocu slucajne varijable koja generira niz S .
Vjerojatnost P(0) prihvacanja hipoteze Hj, kao funkcija od 6 € ®, uz dane fiksne
izlazne granice —a i1 h nazivamo funkcija operativne karakteristike. Drugim rije¢ima po-
greska prve vrste « jednaka je 1 — P(6y), a pogreska druge vrste 5 jednaka je P(6,).
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Funkcija prosje¢ne duljine uzorka Ey [T] je prosjecna duljina uzorka koja je potrebna
da se donese odluka prilikom testiranja hipoteza, s fiksnim danim izlaznim granicama —a
i h, kao funkcija od 6 € ©. U slucaju kada je 6 jednak 6, ili 6, koristi se skraena notacija
Eo[T]1E;[T]. Ako niz Z slijedi hipotezu H,, oCekivana duljina uzorka potrebna da se
donese odluka je jednaka E, [T]. _

Funkcija operativne karakteristike $(6) moze se aproksimirati s $(6) pomocu jed-
nadzbe

—wo(O)h) — 1
exp(—wy(®)h) ako Eq[S] # 0,
g ako Ey[S1] =0,
gdje je wy(0) jedinstveni realan broj razlicit od nule koji zadovoljava

By [e @] = f OO (S S = 1, (1.12)

(o)

ako postoji rjesenje razli¢ito od nule, inace je wy(0) = 1, 1 Ey[S ] je definirano kao

Ee[Sl]Zf S1fo(S1)dS . (1.13)

Waldova aproksimacija vjerojatnosti () dobivena je pomoéu Waldovog identiteta (za
viSe detalja o Waldovom identitetu vidi [2], a za primjer specijalnog slu¢aja Waldovog
identiteta vidi [4]) koji u ovom slu€aju za niz S, vrijeme zaustavljana, 7 definirano jed-
nadZbom (1.5) daje sljedece

E, [e_‘”ST (B [e-wsl])_T] - 1. (1.14)

Waldov identitet vrijedi za sve w € {w | Ey [e‘wsll < oo}. Jednadzba (1.14) se jednostavno

moze transformirati u
Eg [e—wST—TlnEg[e_‘“sl]:I — 1 (115)

Ako w zamijenimo s wy(#), jednadzba (1.15) postaje
By e 57| = 1. (1.16)

Ako zanemarimo premasivanje granica —a 1 h, Sy je aproksimativno jednako ili —a ili
h, 1 jednadzba (1.16) postaje

e M1 = Py(Sty < —a)] + e Py(S7 < —a) ~ 1, (1.17)

gdje je Po(S 7 < —a) jednako P(0). Gledajuci P(0) kao subjekt jednadzbe (1.17) dobiva se
jednadzba (1.11).
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Funkciju prosjecne duljine uzorka Ey(7T") moZe se aproksimirati pomocu Ey(T) definirao

kao . .
—aP@) + h(1 — P©H))
— EglS 1]
ElT1= a2PO) + h2(1 — P9))
Eo[S7]

kada je Ey[S] # O,
(1.18)

kada je Ey[S1] = 0.

Aproksimacija funkcije prosjecne duljine uzorka je takoder dobivena pomo¢u Waldovog
identiteta, naime

EZ[[Z]] ako Egls] # 0,
Eo[T] = Eg[S%] , (1.19)
m ako Ey[s;] = 0.
gdje je Ey[S 7] jednako
—aP(0) + h[1 - PO)], (1.20)
i B[S 2] jednako

aAP©O) + W*[1 - PO)],

ako je premaSivanje granica ignorirano. Potrebno je napomenuti da je vrijeme zaustav-
ljanja T koje se koristi u Waldovom identitetu vrijeme zaustavljanja iz SPRT algoritma,
takoder, jednostavno se vidi da kada jednadzbe (1.20) i (1.2.1) uvrstimo u (1.19) dobivamo
jednadzbu (1.18).

Waldove aproksimacije mogu se izraziti u domeni log-vjerodostojnosti, te se u tom
slucaju PO) i E,,[T] mogu izraziti kao

B~0®) _ 1 .
~ B-w06) _ A-w0(®) kada je Eqg[S+1] # 0,
PO = InB
In(BA)-! ada je Eg[S ]

In AP(6) + In B(1 — P(0))
Eo[S1]
(In A?P(0) + (In B)X(1 — P(0))
Eg[S?]

kada je Ey[S] # O,
BEo[T] =

kada je Ey[S,] =0.

U posebno slucaju kada je 8 = 6, ili 6 = 6, tada P(6,) i P(6) postaju

1. B-1
iP0)=A

P() = B_A -
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respektivno. Funkcija Ey(T) se takoder pojednostavi u dva specijalna slucaja 6 = 6,16 = 6,

B[T] = BolS ]! &1n(1?ﬁ)+<1—&)1n( ﬁN)],
i a I-a

E([T] = Ei[S])"" (1—B)ln(1_ﬁ)+ﬁln(i~)],

a 1-a

gdje su @ i 8 Waldove aproksimacije vjerojatnosti pogresaka.

Primjer 1.1.3. (Gaussova slucajna varijabla) Promatrajmo niz Z = {Z; | k = 1,2,...}
nezavisnih, jednako distribuiranih (adaptiranih uz filtraciju ;) generiranih Gaussovom
sluc¢ajnom varijablom s distribucijom N (0, 1). Problem je odabrati jednu od dvije hipoteze
tako da niz podataka najbolje odgovara odabranoj hipotezi. U obzir su uzete sljedece dvije
hipoteze:

7’(() 10 = 90 =0

7‘{1 10 = 91 =1.
Za dani niz Z, niz S postaje {S; | k=1,2,...} = {Z; — % | k=1,2,3...} zbog

Z
S.=1In q1(Zy)
qo(Zx)
e~ @1
=In >
e %
1
= Zk - 59
: : . . | St
te je takoder nezavisan Gaussov niz s gustocom fo(S ) = e - Primjeri realiza-
cijaod Z, i Sy kada je 0 = 6y ili 0 = 0, dane su slikama (1.1),(1.2),(1.3) i (1.4). Potrebno
Jje napomenuti da su nizovi dobro klasificirani za izlazne granice h = 3 i —a = -3 te za

vremena zaustavljanja jednaka T = 15i T = 11 u slikama (1.3) i (1.4).
Prvi korak u izracunu OC i ASN funkcija je odrediti w,(0) koristeci jednadZbu (1.12) i
za ovaj primjer ta vrijednost je jednaka

00 (81-0-1)?2
E [e—wg(f))sl] — f e—wo(H)Sl Le—%dsl
— V21

=1

—wo(0)(6-3)+3wWi(0) — By

w,(0) =201 (1.21)

e
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1.0

0.5

N ° Hp:6=0 N
S o LHp:6=0
1 2 3 4 5 6 7 é 1 2 3 4 5 6 7 8
k k
Slika 1.1: Z; uz istinost H, Slika 1.2: Z; uz istinost H,
: h Prihvati Hy T=8 : h Prihvati H,
? Prihvati Hy ? Prihvati Hy T=8
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
k k
Slika 1.3: S uz istinost H, Slika 1.4: S, uz istinost H;

Sljedeci korak je racunanje Ey [S |] koristeci jednadZbu (1.13) pomocu koje dobivamo

1
Eg[S]]:g—E.

Vrijednost Ey [S %] je takoder potrebno izracunati i ona iznosi 1 jer je S f ~ x°. Aproksi-
macija funkcije OC odredena je supstituiranjem jednadZbe (1.21) u jednadZbu (1.11) ¢ime
dobivamo

o—26-Dh _ 1
— —5 . kada0# =,
P) = { € ZW’ — et % (1.22)
kada 6 = ~.
h+a aaav=s

Aproksimacija funkcije ANS izracunava se na nacin da zamijenimo Egy[S ],Ey [S f] i
JjednadZbu (1.22) i uvrstimo u jednadzbu (1.18) ¢ime dobivamo

1 1= ea(29—1) e—h(29—1) -1 . 1
EQ[T] _Jlog_ % e—h(20-1) _ ea(ZO—I)h T e—h@o-1) _ ea(29—1)a kada je 6 # 2’

ah kada je 6 = 0.
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1.2 Bayesovska sekvencijalna detekcija

Nakon Waldove formulacije prelazimo na drugi vid sekvencijalne detekcije, a to je baye-
sovska formulacija. Neka je ponovno Z, = {z;}x=12... nezavisan i jednako distribuiran niz
opservacija te dvije hipoteze:

yees

Ho:Z ~ Qo k=1,2,...

Hi:Zpy ~ Q1,k=1,2,...

gdje su Qy 1 O dvije vjerojatnosne distribucije kojima su pridruZene gustoce gy 1 g1, res-
pektabilno. Nadalje pretpostavimo da se hipoteza | dogada s apriori vjerojatnoséu r, a
hipoteza H, s apriori vjerojatnoscu 1 — z. Za razliku od Waldovog pristupa u kojem smo
trazili grani¢ne vrijednosti koje zadovoljavaju odredenu vjerojatnost pogreske, problem
moZemo promatrati na nacin da od dvije hipoteze odaberemo onu koja minimizira odgova-
rajucu mjeru pogreske i troSak nove opservacije. Ako se promatraniz {Z; | k = 1,2, ..., n},
izmedu dvije hipoteze moZemo birati pomocu grani¢ne vrijednosti omjera vjerodostojnosti:

AZ) = ﬁ q1(Zy) . 0  uzistinost hipoteze H, ,
T g co  uz istinost hipoteze H; .

Sto prirodno vodi do sljedeceg pravila detekcije (poznato kao MAP ili maksimum aposte-
riori pravilo),a kada se u obzir uzmu apriori vjerojatnosti hipoteza:

n

_ [0 (4. hipoteza H, je istinita), ako je , < 0.5,
|1 (4. hipoteza H, je istinita), ako je 7% > 0.5 .

gdje je 7 a priori vjerojatnost da je H; tocna:

= NHZ:1 q1(Zy)
"M 1 (Z) + (A = 7) [Ty 90(Ze)’

Sto se moZe zapisati na sljedeci naCin:

. qi(Z,)
D nl . 1.23
"ot qi(Zy) + (=77 )q0(Z,) (123)

Da bi vidjeli tu ¢injenicu neka p7 bude a priori vjerojatnost i primijetimo da vrijedi

m 1o, 1(Z)
1L, Z) + (1 - T1L, q0(Z)

pi = (1.24)
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Iz jednadZbe iznad slijedi

n v 01(Z)
=z

Pe="% v q1(Z)

l-m [T qo0(Z;) +
qZy) = Hk—l q1(Z)
_ qZ)1-x 7 q(Z)
B QI(Zk)L 1 qi(Z)

W ZoT—7 = gz

l_[ %(Z)
1- 7Tk | 1 -7 qO(Z)
Time gornja jednadzba (1.29) postaje
7 1 - JTZ_] qO(Zk)
Py = e
S ICD)
1 =7, q0(Zy)
Pio91(Zy)
P q1(Zy) + (1 = pi_)qo(Zi)
Uz napomenu da je pg = 7 slijedi da je 7} = p}.

Pretpostavimo da se promatra sekvencijalni niz {Z; | k = 1, 2, ...}, generiraju¢i filtraciju

{(Frlk=1,2,..}uz
Fr =021, 2y, ... Zp), k= 1,2,....F0 = (2, 9),

Primijetimo da vrijedi

te da postoji troSak ¢ > 0 za svaku novu opservaciju. OCito se kvaliteta odluke izmedu
hipoteze H, i H; poboljSava ve¢im uzorkom, ali se isto tako i troSak donoSenja odluke
takoder povecava. Uz troSak opazanja nove opservacije pretpostavlja se da postoji troSak
da se dogodi pogreska prve vrste ¢y > 0 i troSak da se dogodi pogreska druge vrste ¢; > 0.
Prednost ovakvog pristupa je fleksibilnost u smislu da poanta nije imati najmanju vjero-
jatnost pogreske ve¢ minimizirati funkciju troSka koja u obzir uzima spomenute c,cy 1 c;.
Takvu formulaciju problema nazivamo bayesovski problem sekvencijalne detekcije.

Kao 1 ranije, sekvencijalni test se sastoji od sekvencijalnog pravila detekcije (7, 0),
gdje je T € 7 vrijeme zaustavljanja i 6; € D Fy-izmjeriva funkcija te za njega definiramo
prosjecni troSak greske:

Ce(T, 6) = (1 —ﬂ)C()P()(éT = 1) + 7TC1P1(6T = O) = (1 — JT)C()CY +7TC1ﬁ
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gdje Py 1 Py predstavljaju vjerojatnosne mjere na (R, 8%) takve da su, uz P; Z;,7,, ...
nezavisno, jednako distribuirani uz marginalnu distribuciju Q;, za j = 0,1. Ako nadalje
razmotrimo vjerojatnosni prostor (R, 8%, P,) gdje je

P,={0—-m)Py+ Py,

mozemo definirati troSak simuliranja (tj. troSak uzimanja jo$ jedne opservacije) koju
mozemo izraziti kao
cEr [T] = c[(1 —m)Eo [T] + nE; [T]],

gdje E, [.] oznaCava oCekivanje uz vjerojatnosnu mjeru P,. Potrebno je primijetiti da op-
servacije u odnosu na mjeru P, viSe nisu nezavisne.

Ukupni trosak (Byesov rizik) nastao bilo kojim sekvencijalni pravilom odlucivanja je
jednak sumi prosje¢nog troska greske i troska simuliranja i moZemo ju izraziti kao

CE(T, 6) + cEL[T].

Prirodno je pretpostaviti da je najbolje sekvencijalno pravilo odlucivanja ono koje minimi-
zira ukupni troSak Sto moZemo zapisati kao

s = inf [cT.6) + cEx[T1],w € (0, 11, (1.25)

f
T 6D

gdje je s(r) poznata kao funkcija minimalnog ocekivanog troska, a 7~ i O skupovi svih
mogucih vremena zaustavljanja i pravila odlucivanja, respektivno.

Propozicija 1.2.1. Za svaki T € T, imamo

inf ¢.(T,8) = Er{min [e17, co(1 = )]}, (1.26)

gdje je niz {n}} definirano kao u (1.23). Stovise, infimum u (1.26) poprima se pravilom
odlucivanja

cpo+Cy
1, ako nT > —=

{O, ako 1t < —— |
0, =

co+cy *

Dokaz. Propozicija je o€ita u slucaju kada je 7 = 0 ili # = 1 pa se posvecujemo slucaju
kada vrijedi 7 € (0, 1).
Fiksirajmo T € 7. Za bilo koji 6 € D moZemo pisati

[Se]

c(T, ) = Z [(1 — m)co f dPy + ¢ f dPl].
k=0 {O0x=1,T=k} {6,=0,T=k}
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Promotrimo drugi pribrojnik u gornjem izrazu. Koriste¢i Radon-Nikodymov teorem i
¢injenicu da P, dominira P za 7 > 0 moZemo pisati

dP
f dP, = f LdP,.
{62=0,T=k) (60=0.7=k) APx

Sada, kako su dogadaj {0;} i dogadaj {T = k} u ¥ moZemo pisati

dP dP
nf Lap, = nf E{—L | F.)dP,
16,=0.7=k) AP 6=07=k) AP

- [,
{6,=0,T=k}

. 1. a1(Z)
A= @) + T @)

gdje koristimo konvenciju da je ]2 = 1 ako je b < a. Kako bi vidjeli zasto je gornja jed-
nakost istinita moramo primijetiti da se % mozZe opisati kao omjer vjerojatnosti opaZanja
Zi,....,Z; ako je P, prava mjera podijeljeno s vjerojatnoS¢u opaZanja Zi, ..., Z; ako je P,

prava mjera. Drugim rijeima,

dP; _ M) 1(Z)
dPr 1, ¢i(Z)m + T1L, qo(Z)(1 = m)
Koristeci jednadzbu (1.24) tvrdnja slijedi.
Sli¢no,

uz

(1-m) dPy = f (1 = m)dPn,
{6x=1.T=k} {6k=1,T=k}

1 tako dobivamo

[ee)

(T, 5) = Z [co L kzl,T:k}(l — )Py + ¢ f

k=0 {64=0.T=k)

rar,|

Sada je iz (1.27) jasno da c.(T, ) poprima minimum § € D u pravilu odlucivanja

1, ako ¢y} > co(1 — nf),

52 = (1.27)
0, ako ¢y < co(1 —77).

Zbog toga mozemo zaklju¢ujemo

[ee)

min c,(T, 6) = min{c, 7y, co(1 — ;) }d Py
€D ; (T=k} k k

= Ex{minfe,f, co(1 - 7)),
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Propozicija 1.2.1 smanjuje problem (1.25) na alternativan problem

in{ﬁE {min [¢,77, co(1 — 77)] + c7}, (1.28)
TE
u kojem viSe ne pretrazujemo po svim pravilima odlucivanja ¢ € D.

Zbog rekurzivnosti niza 77, novi problem moze se promatrati kao problem Markovlje-
vog optimalnog vremena zaustavljanja, za to naravno moramo primijetiti da je 7 homo-
gen Markovljev lanac.

Teorem 1.2.2. (Optimalno sekvencijalno pravilo odlucivanja za nezavisan jednako dis-
tribuiran niz) Promatrajmo problem optimizacije dan jednadzbom (1.28) ili jednadzbom
(1.25). Optimalno rjesenje je dano pravilom sekvencijalne odluke (T, 6) s

Tope = inf{n > 0| my & (mp, my)) (1.29)
i
0 ako n; < ,
511 C +Cl
1 ako it > ——.
C()+(,1

gdje su izlazne granice my i my dane s

mp=sup{0 < < 1| s(m) = cym} (1.30)

ny =sup{0 <z < 1] s(m) =co(1 —m)} (1.31)

respektivno. Ustvari, optimalno sekvencijalno pravilo odlucivanja nastavlja uzimati op-
servacije sve dok vrijedi mj ¢ (mp, my) nakon ¢ega odabire hipotezu H, kao istinitu ako je
i > my, a inace odabire Hy kao istinitu.

Koristedi slijedeéa tri rezultat odrediti ¢emo racunsku metodu za racunanje funkcije
optimalnog troSka s(r) i izlazne granice 7, i 1y dane u teoremu (1.2.2).

Teorem 1.2.3. Neka je x = {X; | k = 0,1, ...} homogeni Markovljev lanac i neka funkcije
g(x) i c(x) zadovoljavaju sljedece

| g(x) |G < 0,0 < c(x) =c < o0, Vx. (1.32)

Ako je promatrani problem optimizacije oblika

71

v(x) = sup E{g(X;) —
T€T =0



16 POGLAVLIJE 1. SEKVENCIJALNA DETEKCIJA

tada je
v(x) = lim QVg(x)

gdje je Q" N-ta potencija operatora
Qf (x) = max{f(x), Rf(x) - c}
i gdje je operator R definiran sa
Rf(x0) = EL{f(X1)}.
Dodatno, vrijeme zaustaviljanja
7 =inf{n > 0] g(X,) = v(X,)}
Jje optimalno.

Propozicija 1.2.4. (R je pozitivan linearan operator) Neka je {X; | k = 0,1, ...} homogeni
Markovljev lanac s vrijednostima u prostoru stanja (E,B) i neka su f i g B-izmjerive
funkcije. Operator R definiran s

Rf(x0) = ELf(X1)}
je pozitivan linearan operator.
Dokaz. Da bi R bio pozitivan linearan operator moraju biti ispunjena sljedeéa dva uvjeta:
1. f>0= Rf >0( pozitivnost )
2. R[f - g](x) = (Rf)(x) — (Rg)(x) (linearnost )

Najprije pokazujemo da je R pozitivan operator, tj. da vrijedi R > 0. Neka je f
(pozitivna) funkcija takva da vrijedi

f(x) =0, zasvaki x € D(f),
gdje D(f) oznacava domenu funkcije f. Tada oCito imamo i
fIXi1(w)] 20, zasvaki w € Q.
Na kraju
(Rg)(x) = E. [f(X1)]
= Lf(Xl | Xo = x)dP > 0,
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stoga slijedi da je R pozitivan operator.
Kako bi pokazali da je R linearan raunamo slijedece:

RIf —h](x) = Ex[f - h] (X))
= E.[f(X))] = Ex [h(X))]
= (RHx) = (Rh)(x),

gdje druga jednakost slijedi iz svojstva linearnosti ocekivanja. O

Korolar 1.2.5. Primijetimo da R > 0 znaci da je Rf > 0 za sve funkcije f takve da je
f=0.

Lema 1.2.6. Ako je T pozitivan linearan operator, tada vrijedi
T [max{g, Tg}] (x) > Tg(x).

Dokaz. Koristeéi pozitivnost i linearnost od 7 imamo slijedece:

max{g(x), Tg(x)} = g(x) = max{g(x), Tg(x)} — g(x) = 0
= T [max{g(x), Tg(x)} — g(x)] = 0
= T [max{g(x), Tg(x)}] - Tg(x) > 0
= T [max{g, Tg}] (x) = Tg(x)

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Sada imamo sve potrebne rezultate kako bi mogli izvesti raunsku metodu za odredivanje
minimalne funkcije troskova.

Propozicija 1.2.7. (Izracunavanje funkcije minimalnog troska za nezavisan, jednako dis-
tribuiran niz) Funkcija minimalnog troska s(r) = inf.cq E{W(7T) + c7}, gdje je h(m) =
min{c7, co(1 — m)}, je monoton po tockama limes odozgo niza funkcija

Sp(m) = min{h(n), Rs,—1(7) + c},n = 1,2.. (1.33)
uz so(m) = h(m), i gdje je operator R definiran s
Rf(n) = Ex | f(n)]

(7 nq1(Zy) B
= [mf(ﬂéh(zl) + (- 0q0(Z1) [7q1(Z)) + (1 = m)qo(Z))] dZ,,

takav da je
Rsn—l(ﬂ') = En{sn—l(ﬂjlr)}-
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Dokaz. Najprije je funkciju minimalnog troska s(r) potrebno zapisati na nacin da moZemo
primijeniti teorem (1.2.3):

s(m) = inrﬁ E {h(n?) + cT}

= — sup Eq~h(r?) - c)
7T

= —sup E,{g(n7) — c7}
€T

= —v(m) (1.34)

gdje je g(x) := —h(x) 1 v(x) = sup,. E\{g(X;) — c7} isto kao 1 u teoremu (1.2.3). Pri-
mjecujemo da je sada s(rr) u (1.34) takva da moZemo jednostavno primijeniti teorem (1.2.3)
(naravno uz v(rr) = —s(m)). Dodatno, {7} je homogen Markovljev proces te funkcije g(x) i
c(x) = ¢ ocito zadovoljavaju uvjete dane u (1.32). Stoga po teoremu (1.2.3) slijedi

V() = sup E,{g(n}) — cT}
€T

= lim @"g(m),
uz
vi(m) = Qg(r) = max{g(n), Rg(m) — c}
= — min{Ah(x), Rh(r) + c}
= —min{h(r), Rso(m) + ¢}
= —s51(7),
gdje je Rso(m) = Ex{so(n])}. Takoder, zbog leme (1.2.6) znamo da vrijedi
T [max{g,Tg}] > Tg (1.35)
za bilo koji linearan operator 7', a kako je R linearan operator po propoziciji (1.2.4) imamo
va(m) = Qg(m) = max{Qg(n), RQg(n) — c}
= max{max [g(r), Rg(n) — c], R [max (g(r), Rg(r) — ¢)] — ¢}
= max{g(m), R [max (g(7), Rg(n) — )] — ¢}
= max{g(7), RQg(r) — c}
= max{—h(r), —Rs () — ¢}
= —min{h(r), Rs;(7) + c}
= —s5y(m),

gdje je Rsy () = Ex{si(7])}. Nastavljajuci dalje na ovaj nacin vidi se da —-Q"g(n),n = 1, 2...
odgovara nizu funkcija s,() danom u (1.33). O
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Propozicija (1.2.7) predstavlja sredstvo za izraCunavanje funkcije minimalnog troska
s(m) nakon Cega je relativno jednostavno odrediti izlazne granice mr; i my koristeéi jed-
nadzbe (1.30) 1 (1.31).

1.2.1 Struktura funkcije minimalnog troska

Moze se pokazati da je funkcija minimalnog troska s(mr) konkavna, te da je omedena s
0 < s(m) < h(m), gdje je h(r) = min{cy, m, co(1 — m)} kao Sto je definirano u propoziciji
(1.2.7). Dodatno, uvijek vrijedi s(0) = s(1) = 0. Primijetimo da priori vjerojatnost da je
‘H, istinita (tj. vjerojatnost ) ne utjece na izracun funkcije minimalnog troska.

Tipi¢na funkcija minimalnog troSka prikazana je na slici (1.5), gdje jednaki troSkovi
gresaka (co = ¢1) uzrokuju simetri¢nost funkcije minimalnog troska s(xr) oko pravca m = %
Sa slike (1.6) moZemo primijetiti da se s(;r) moZe podijeliti u regije akcije (tj. regiju nastavi

A
Cc17 co(l —m)
c+ E.{s(m)}
s()
| |
C | | C
| |
0 = Tt 1 7

Slika 1.5: Funkcija minimalnog troSka s(r), ¢ = c.

simulirati ili regiju stani sa simuliranjem). Tocnije, oCito je da s(rr) odgovara, na svakom
n € [0, 1], minimumu izmedu troSka nastalog kada nastavimo simulirati (Sto odgovara
¢ + E;{s(m)}) 1 troSka nastalog zaustavljanjem (Sto je jednostavno Ah(r)).

Isti zakljucci odnose se i1 na sliku (1.7) gdje je jedina razlika ta Sto troSkovi greSaka (cy
1 c1) viSe nisu jednaki.
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A
trosak nastao
zaustavljanjem
trosak nastao
simuliranjem
s(m)
| | :
¢ l | it
7! ! ;
S - —— i
stani nastavi stani

Slika 1.6: Regije odlucivanja funkcije minimalnog troska s(r), ¢y = ;.

'y
C1 T coll — )
s(m) | c+ Ex{s(m)}
|
| |
I | ;
| | ‘
C | ke
| | -
G'?TL Trr 1 7

Slika 1.7: Funkcija minimalnog troSka s(r), ¢y # cy.

1.3 Veza bayesovske i Waldove sekvencijalne detekcije

Bayesovsko optimalno vrijeme zaustavljanja definirano u (1.29) se takoder moZe zapisati
kao

Tope = 1nf{n > 0| A, € (A, B)},
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gdje su pragovi A 1 B dani sa

A 1l-n ng A
= — Tr = ,
n 1-nmg L 1-n(1-A)
i
1-nm ny B
= — & U= ,
n 1-ny 1-n(1-B)

¢ime je pokazano da je bayesovsko optimalno sekvencijalno pravilo odlucivanja s gra-
nicama ;i my odgovara Waldovom sekvencijalnom testu omjera vjerojatnosti (SPRT) s
izlaznim granicama A i B definiranima kao gore.

Zbog navedenoga sad slijedi da je Wald-Wolfowitz teorem vrijedi i1 za bayesovsko op-
timalno sekvencijalno pravilo odlucivanja (kako je ono ekvivalentno onom iz SPRT algo-
ritma), 1 da niti jedan drugi test (sekvencijalan ili drugaciji) ne¢e imati manju ocekivanu
duljinu uzorka sa istom vjerojatno$éu pogreske.

Koriste¢i Waldove aproksimacije (1.9) i (1.10) vrijednosti « i 8 mogu se (aproksima-
tivno) dobiti kao:

N 1-A mp—-nmnry-1
"B-A g-lm-ny

(0

,8~AB_1 _ M-y
B-A nnmn—-nmy

Vjerojatnost pogreske je tada dana s:
P, = (1 - mPy(6, = 1) + 7P1(6; = 0) = (1 — m)a + 7B,

koja se takoder moze odrediti aproksimativno zamjenom (2.3) i (2.4) u (2.5).






Poglavlje 2

Najbrza detekcija promjene

U prijasnjem poglavlju promatran je problem optimalnog testiranja dvije razlicite hipoteze
temeljem nekog niza opservacija tj. pripadnosti tog niza podataka nekom statistiCkom
modelu. U oba ponudena modela podaci su homogeni, tj. podaci slijede samo jedan od
danih modela kroz cijeli period promatranja. U ovom poglavlju promatran je generaliziran
problem u kojem je moguce da statisticko obiljeZje danog niza podataka mozZe promijeniti
pripadnost jednom modelu u drugi u nekom trenutku promatranja opservacija. Cilj je otkriti
takvu toCku promjenu, ako se ista i dogodi, u najkraéem mogucem vremenu. Naravno da
se takav cilj mora ostvariti uz minimizaciju detekcije tocaka koje nisu tocke promjene, a
takve pojave nazivaju se lazne uzbune. Probleme ovakve prirode nazivamo problemima
najbrze detekcije toCaka promjena.

Najjednostavniji vid promatranja ovakvog problema je da promatramo niz nasumic¢nih
opservacija Zy, Z,, Z3, ... uz pretpostavku da postoji tocka promjene 7 > 1 (moguée 7 = 00)
takva da za dani ¢, Z,, Z,, Z3, ..., Z,_1 dolaze iz jedne distribucije, a Z, Z,,1, ... iz neke druge
distribucije. Skup strategija za rjeSavanje problema detekcije se ustvari sastoji od skupa
vremena zaustavljanja sa interpretacijom da vrijeme zaustavljanja 7 govori da se tocka
promjene 7 dogodila u ili prije vremena k kada je T = k.

Algoritam za najbrzu detekciju to¢aka promjene tipi¢no ukljucuje optimizaciju kom-
promisa izmedu dvije vrste mjera uspjeSnosti, od kojih je jedna mjera kaSnjenje izmedu
vremena kada se promjena zaista dogodila i kada je detektirana, a druga frekvencija laZnih
uzbuna. Spomenuti problem najprije je promatran kroz bayesovsko glediste, u kojem je
nepoznata tocka promjene slucajna varijabla s poznatom apriori distribucijom.

23
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2.1 Bayesovska najbrza detekcija promjene

2.1.1 Shiryajevljev problem

Problem je najprije promatran u diskretnom slucaju u kojem je dan slucajan niz {Z; : k =
1,2..} sa slu¢ajnom tockom promjene 7. Pretpostavlja se da je uvjetno na to¢ku 7, niz
{Zx : k = 1,2..} nezavisan tako da je Z,, Z,, Z, ..., Z,_; nezavisan jednako distribuiran niz s
marginalnom distribucijom Qg i Z;, Z.,1, ... nezavisan jednako distribuiran niz s marginal-
nom distribucijom Q;. Opservacije {Z; : k = 1,2..} generiraju filtraciju {F; : k = 1,2..}
danu s

Fe =0y, ... Zi,{t=0}),k=1,2,...

i F( sadrzi ne samo Q nego 1 skup {r = 0}.
U danoj situaciji, za vrijeme zaustavljanja 7', kao mjeru kasnjenja uzimamo ocekivano
kasnjenje:
E{(T -7+ 1)}, 2.1

Sli¢no, za mjeru stope laZznih uzbuna uzimamo vjerojatnost lazne zbune:
P(T < 7).

Naravno cilj je odrediti vrijeme zaustavljanje 7" kojima dobivamo optimalan kompro-
mis izmedu malog kaSnjenja detekcije 1 male stope laznih uzbuna.
Dobar nacin implementiranja takvih kompromisa je traziti 7 € 7 koje rjeSava sljedeci
problem optimizacije
%161; [P(T <7)+ cEB{(T -7+ 1)7}], (2.2)

gdje je ¢ > 0 konstanta koja kontrolira vaznost dvije mjere uspjeSnosti. MoZe se zamije-
titi da je dovoljno promatrati vremena zaustavljanja za koja vrijedi da je E{T} < oco. To
opaZzanje slijedi iz Cinjenice da vrijedi E{(T — 7 + 1)*} = E{T} — E{(T A (r — 1)}, tako da
ako je B{T'} = oo imamo

[P(T <)+ cB{(T -7+ 1)} =0

Analizu danog problema zapocinjemo transformiranjem (2.2) u problem optimalnog
vremena zaustavljanja $to postiZzemo slijede¢im rezultatom.

Propozicija 2.1.1. Pretpostavimo da je B{t} < oo, E{T'} < oo i definiramo niz n s
m =P <k|F1),k=0,1,. (2.3)

Tada, za svaki T € T, vrijedi

T
P(T <7)+ BT -7+ )"} = B{l — 7y +can}. (2.4)
m=0
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Korolar 2.1.2. Primijetimo da je

E{mtpsr | Fu} =B{P(r <n+ 1| Fpp) | Fu)
=P <n|F)+Plr=n|F,)
>P(t<n|¥F,=mn,

Zbog ovog rezultata {r,} je F;-submartingal. Kako je |r,| < 1, za svaki n, po teoremu
dominiranoj konvergenciji (vidi Teorem 5.15 iz [3]) imamo

1 = lim E{r,} = E{lim =, }. (2.5)

n—o00 n—o00

Dokaz. Za svako vrijeme zaustavljanja 7 imamo
P(T < 7) = E{lj7<n) = E(1 - 17).

Kako 7" moZe poprimiti samo prebrojivo mnogo vrijednosti, gornja jednakost je istinita za
sve T, Cak i kada poprima vrijednost oo jer bi tada po koralaru 2.1.2. desna strana bila 0, a
trivijalno 1 lijeva. Sada preostaje pokazati da je

T

B(T -7+ 1)) =E()_ 7).

m=0

Moze se pisati

E{(T -7+ 1)"} = E{Dr},
gdje je

Dy =E{k—7+ D" | Fi}.

Sada imamo

k
Dy = ) (k=m+ P =m|F)

m=0

k
:ZP(Tska)

m=0
k
= Zﬂ'm + M,,
m=0

gdje je
k-1

Mk:Z[P(TSmlﬂ)—nm],k:O,l,... (2.6)

m=0
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Promatrajmo niz {M;}. Zbog Cinjenice da je F;_; C ¥, iterativno svojstvo uvjetnog
ocekivanja implicira slijedece
E{(P(r <m | Fp) | Fi1} = E{E{ljz<m | Fi} | Fr-i}

= E{l{TSm} | 11::k—l}
= P(T <m | Fk—l)-

Sli¢no, kako je F,, C Fy_;,m =1, ...,k — 1, imamo
E{P(t <m|Fy) | F,} =n,, VYm < k.
Stoga,
E{M; | Fx_1} = My,

¢ime je pokazano da je {M;} Fy-martingal.
Sada promatramo veli¢inu

M:i(l —Ty) —T.
m=0

Kako vrijedi,
k

k
B (1-mnb = ) P(r>m) T Elt} <,

m=0 m=0
pa iz Fatouove leme slijedi da je E{|M|} < 2E{r} < oo, zbog Cega vrijedi da je M integra-
bilna slucajna varijabla. Sada zbog,

T= Z 1{T>m}a

m=0
imamo

M = Z [1 — Ty — 1{T>m}] ,

m=0

pa je zbog teorema o dominiranoj konvergenciji uvjetno ocekivanje gornjeg izraza jednako

M

EiM|E} = ) [E{P(t>m|F,) | F} - P(T>m|F)]

75
il
- o

[P(t >m|F,) - P(tr >m|Fy] = M,

3
I
o
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gdje druga jednakost slijedi iz Cinjenice da je F, C F,,m > k i iterativnog svojstva
ocekivanja. Stoga, {M,} je regularan pa opcionalno uzrokovanje implicira

E{Mr} = E{M,} = 0.
Kako je Dy = Zm o Tm + M slijedi tvrdnja propozicije. O

Kako bi pronasli optimalna vremena zaustavljanja za problem (2.2) potrebno je pret-
postaviti specificnu apriori distribuciju za toc¢ku promjene ¢. Koristan apriori model proiz-
lazi iz pretpostavke da je tocka promjene 7 distribuirana prema sljede¢im pravilima:

Pr=0)=niP(r=k|t>k) =

gdje su 7 1 p konstante iz intervala (0, 1). Odnosno, postoji vjerojatnost 7 da se promjena
dogodila kad smo poceli promatrati opservacije, i uvjetna vjerojatnost p da ¢e niz prijeci
u stanje nakon promjene u bilo kojem trenutku, uz uvjet da se to ve¢ nije dogodilo do tog
trenutka. Ovaj model nas vodi do apriori geometrijske distribucije

makok=0,

(1 -m)p(l —p)y'akok=1,2,.. @7

P(TZk)Z{

koju ¢emo nadalje pretpostavljati za probleme detekcije.
RjeSenje problema (2.2) s geometrijskom apriori distribucijom (2.7) dano je sljede¢im
teoremom.

Teorem 2.1.3. Za prigodno odabran prag n* € [0, 1], vrijeme zaustavljanja

Tg =inflk >0 | m, > 7"} (2.8)
je bayesovski optimalno (tj. rjeSava problem (2.2) s geometrijskom apriori distribucijom
(2.7)). Stovise, ako je ¢ > 1, tada je n* = 0.

Korolar 2.1.4. Uz apriori geometrijsku distribuciju (2.7), niz {m;} se moZe izracunati iz

rekurzije
L(Zy) [t + p(1 = 1))
L(Zy) [mr + p(1 = )] + (1 = p)(1 — i)

gd]e]eL— l7T0=7T

= =1,2,.., (2.9)

Dokaz. Zbog E{r} < co moZemo primijeniti Propoziciju 2.1.1. da izraz (2.2) zapiSemo kao

inf B{1 —n,+cznm (2.10)

TeT
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Zbog korolara 2.1.4. moZe se primijetiti da je 7, homogeni Markovljev lanac. Stovise, u
terminu korolara 2.1.2. vrijedi m;, =% 1, zbog Cega slijedi

Za izraz u jednadzbi (2.10) moZe se pokazati da je optimalno vrijeme zaustavljanja
jednako
Tope =inf{lk > 0| 1 + (¢ = Dy = s(mi)}

uz

T
s(m) = inf Bl 7 +¢ ) )

m=0
gdje E, oznacava ocCekivanje uz pretpostavljenu apriori distribuciju (2.7).
Za fiksan T € T zbog Propozicije 2.1.1. 1 (2.7) imamo da je

T
E {l —mp + can} =1 -n)[Py(T < 1)+ cE{(T — 7+ 1)*}] + rcE{(T + D} (2.11)

m=0

gdje se indeksi odnose na vrijednosti od 7 uz koje su odgovarajuce vrijednosti izraCunate.
Iz (2.11) nadalje slijedi da je

cn<s(m)<1l+(c-Dmr0<n<1,

pri ¢emu jednakosti vrijede kada je 7 = 1, gdje je gornja granica troSak nastao zbog vre-
mena zaustavljanja T = 0.
Zbog tih svojstava zakljuCujemo da je

Tope = inf{k > 0| 1 > °}, (2.12)

gdje je
7 =inf{r € [0,1]] s(x) =1+ (¢ — Dr}.

Kako bi promotrili slu¢aj ¢ > 1, jednadzbu (2.10) zapisujemo kao

T-1 T-1
E{l + (c — Dy + an} —1+(-DPT>1)+ cE{Z 7).
m=0 m=0

Za c > 1, ta veliCina se oCito maksimizira za vrijeme zaustavljanje T = 0, ili ekvivalentno,
s(2.12)uz * = 0.
Time je zavrSen dokaz teorema. m|
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Korolar 2.1.5. Vrijednost s je gornja ograda po tockama niza funkcija {Q"g | n = 0, 1...},
gdje je g
gm)y=1+(c—-Dn,re[0,1],

s operatorom Q definiranim kao

x[r+p(1 —m)]
x[r+p(1 =m]+ (1 -m)(1 - p)

Q'h(r) = min{g(r), f h[ dQ(x)|},m € [0,1].
Zbog cinjenice da je {Q"g | n = 0, 1, ...} monoton, ne rastuci niz neprekidnih funkcija, niz
w, definiran s

n, =inf{r € [0,1] | Q"g(m) = g(m)},n =0, 1, ... (2.13)

konvergira prema pragu detekcije n*. Stoga, racun praga i optimalnog troska moZe se
izvesti iterativno.

Jedno optimalno vrijeme zaustavljanja kao u Teoremu 2.1.3. dano je u slijedecem pri-
mjeru.

Primjer 2.1.6. Pretpostavimo da su opservacije {Z,} slucajne Bernulijeve varijable s P(Z; =
D=poe©0,1),k=0,1,..,7t—1iP(Z, =1)=p, €(0,1),k=1,... Iz(2.9) slijedi

(P (1=pp)!
m [t + p(1 = 7))

Ty = kzl,..

Zk (1 )12 ,
% [t + p(1 = m-D] + (1 = p)(1 = mi1)

uz ny = n. Optimalno vrijeme zaustavljanja tada je T = inflk > 0 | m;, > ©*}, gdje je
n* = lim,_e 7, s * definiranim kao u (2.13) i Q'g = min{g(rn), g(r)} gdje je r jednako

B P+ p(1 = )] 2 [x+p(1 = 1)

B j,’—g[ﬂp(l—ﬂ)]+(1—p)(1—n)pl+ P2 [x+p(1=m)] + (1= p)(1 - 7)

(I'=p1)

Stoga, gornji rezultat potpuno opisuje rjesenje od (2.2) uz apriori geometrijsku distribuciju
danu s (2.7). Posebno, moZemo vidjeti da je optimalno vrijeme zaustavljanja prvi prelazak
niza {m} aposteriori vjerojatnosti promjene preko odgovarajuceg praga .

2.1.2 Pristup maksimizacije vjerojatnosti

Ovaj pristup baziran je na maksimizaciji vjerojatnosti odabira ispravnog procjenitelja za 7
na temelju samo opservacija. Promatran je diskretan problem detekcije, a ideja je pronaci
T* € 7 takvo da vrijedi

P(T* < 00, X7. € B) = sup P(T < co, X7 € B) (2.14)
T*eT
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gdje je B prikladan izmjeriv skup i X7 slu€ajna varijabla Cija vrijednost ovisi o opservaci-
jama Z,7Z,, .... Takav T*, ako postoji, nazivamo optimalnim.

Ovdje ¢emo promatrati specijalan slucaj problema (2.14) u kojem je X, = ni B =
[t —m, 7+ m]. PrimjeCujemo da ako je X, = n, Xy = T je sluCajna varijabla Cija se
vrijednost odreduje pomocu opservacija jer je T vrijeme zaustavljanja uz filtraciju {F; | k =
1,2, ...} generiranu opservacijama Z;, Z,, ... Ovaj slucaj odgovara situaciji u kojoj Zelimo
maksimizirati vjerojatnost zaustavljanja unutar m jedinica od tocke promjene 7. Drugim
rijeCima, cilj je pronaci T takav da je

Plt—T"|<m)=supP(|7—-T |<m) (2.15)
T

Radi jednostavnosti problem rjeSavamo za m = 0. Takoder, s L, ¢emo oznaciti omjer
vjerodostojnosti L(Z,) = %(Zn), asA, =TI, LZ) =1 L

Teorem 2.1.7. Pretpostavimo da je s (2.7) dana apriori distribucija. RjeSenje problema
(2.15) za m = 0 postoji i dano je s

T =inf{n| L, > r}
gdje je r* = 1imy o 1y, uz 1, = [ [max{x,r, = 1}1dQy(x) i ro = 1.

Dokaz. 1z Bayesove formule slijedi

P(r = k)L,...L
P(r=k L) = Vk <
. 7 i P =0L,..Li+ 32, P(r =) "
i P k
P(r=k|F) = =k V> .

> P(r =D)L, Li+ Y2,  P(r=i)

Koristenjem definicije od 7, iz (2.3) slijedi

P(r=k|F;) = —2—(1 = 1)L,
l-p
Nadalje,
Yn = h(ﬂ'na Ln)a
gdje je h(x,y) = f%p(l — x)y. Takoder,
p(l - ﬂ'n)

1 — TTp+l = Ln+1(1 _ (1 —p)(l _ﬂ-n)) +p(] - 71'"),
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Pae>n+1|F)=1-Pa<n|F)-PO=n+1|F)
=1l-m,—P@=n+1|0>nP@O>n|T,)
= (1 =m,)(1 - p).

Sada moZemo pisati
E{g(Lyi)(1 — myi1) | Fud = E{(Lus IP(T <+ 11 F0) + Eo{g(LusIP(T > n+ 1 F,)

= f[g(X) [x(1 = (1 =p)(1 =) + 1 = m,]] Q1 ().

Nadalje dobivamo

E{g(Lus)(1 = mp1) | F} = (1 = p)(1 — 7,) fg(X)dQl(X)- (2.16)

Sada moZemo primijetiti da je (.1, L,+) funkcijaod (rr,,, L,) 1 L, 1 da uvjetna distribucije
od L, uz dani ¥, ovisi samo o m,. Stoga je otkriveno Markovljevo svojstvo od Y, uz
filtraciju ¥,. Znajuéi da je optimalno vrijeme zaustavljanja

Ty = 1Ilf{l’l | h(ﬂn’ Ln) = h*(ﬂ'na Ln)}a

gdje je h* = limy_,o, T*h, uz operator T definiran s

Tf = max{f, Pf},

Pf(x,y) = E{f(fns1, Lus1) | 1 = X, Ly = y}.
Koristeéi (2.16) imamo
Ph(x,y) = —2—(1 - »),
l-p

Th(x,y) = —2—(1 - x) max{y. 1}.
l-p
Stoga indukcijom dobivamo da je
x __P .
h(x,y) = ——(1 —x) lim r,,
1 -p n—s00

gdje je r, definirano u iskazu teorema.
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Stoga, koristeéi (2.32), optimalno vrijeme zaustavljanja je Ty = inf{n | L, > r*}, sve
dok je kona¢no. Kako bi razmotrili problem kona¢nosti promatramo veli¢inu

a=inf{a" | P{(L; <a’) = 1}.

Akojea = cotadaje T* < oo trivijalno. Alternativno, ako je a < oo tada je P; koncentrirano
na [0, 1],
0=P(L, >a)=aPy(L; > a).

To znaci da je distribucija od L, takoder koncentriran na [0, 1]. Indukcijom po r; slijedi
da je r* < a. Medutim, postoji n za koji ée L, biti proizvoljno blizu a pa ¢e T biti
konacno. O

2.1.3 Druge funkcije troska

U prijasSnjim poglavljima vecina funkcija troSka pokuSavale su penalizirati neku kombi-
naciju laznih uzbuna i kasSnjenja detekcije. Jedna primjer takve funkcije troska je ona
polinomijalnog tipa (7' — 7)” za fiksan p > 0. Takve funkcije troSka dovode do problema
oblika

inf [P(T <71)+cE{(T -1)}].

TeT

Drugi primjer je eksponencijalni troSak, koji vodi do kriterija

inf [P(T < 1)+ cE{e"™™" ~ 1],
TeT

koji se takoder moZe modificirati zamjenom P(T < 7) s P(T < 7 — €), za fiksan € > 0. I
nadalje alternativni troSak kasnjenja je

E{ T -]},

za kojeg se moZe pokazati da je ekvivalent troSku kasnjenja u Shiryajveljevom problemu.
Jo§ jedna zanimljiva funkcija troska je

c/P(T < 1)+ c,E{(t = T)"} + ¢, E{(T — 7+ 1)"}, (2.17)

koja dozvoljava vremenski linearan trosSak laznih detekcija uz trosak na vjerojatnost laznih
uzbuna. Rezultat propozicije (2.1.1) moZe se lako primijeniti na ovaj primjer. Posebno,
koriste¢i metode iz propozicije (2.1.1) lako se moZe vidjeti da je (2.17) jednako

~

-1
cr+epE{ty + E{(co —cp)mr + ) [camy — cp(1 = my)1},
0

3
I
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Sto se minimizira pomocu vremenom zaustavljanja iz (2.8), uz prigodan odabir praga 7.
Prag n* ¢e identiCni biti jednak nuli ako je

Cq — Cf 2 Cp.

Zanimljiv ali potpuno drugaciji pristup problemu detekcije bio rijeSen pomocu sljedece
funkcije troska

I(t,T)=ciligery —comin{T, 7= 1} + c3(T =7+ 1)". (2.18)

Sljedece poglavlje razmotriti ¢e ovaj pristup pobliZe.

2.1.4 Formulacija kroz teoriju igara

Zanimljiv alternativni pristup problemu najbrze detekcije tocaka promjene dolazi iz te-
orije igara i to slijedeCom formulacijom. Promatrajmo problem detekcije toCaka pro-
mjene 1 igru koja se sastoji od dva igraca u kojoj jedan igra¢ (’statistiCar’’) pokuSava u
najbrzem mogucem vremenu detektirati slu¢ajnu tocku promjene dok drugi igra¢ (’pri-
roda”) pokuSava izabrati distribuciju pojave to¢aka promjene (na temelju opservacija) na
nacin da sprijeci prvog igraca u detekciji to¢aka promjene. Pretpostavlja se da je vjerojat-
nost pojave tocke promjene, py = P(t = k | T > k), izmjeriva funkcija proslih opservacija
Z\,2,,..,Zx_1 1 danju odabire drugi igrac. Taj drugi igrac, znajuci da ¢e prvi igra¢ pokusati
minimizirati funkciju troska (2.18), zeli odabrati to¢ku promjene 7 tako da postigne supe-
remum

sup inf I(7, T). (2.19)

r TeT

S druge strane, prvi igrac, znajuci cilj drugog igraca, Zeli odabrati vrijeme zaustavljanja 7
kojim bi postigao infimum

%161; sgp I(r,T). (2.20)
Kao 1 prije neka je
dQ,
L, = _(Zn)9
dQo

i definiramo
S,=L,max{1,S,_1},So =0.

Strategija prirode je specificirati P(t = n | T > n, F,-1). Pretpostavimo da priroda izabere
Pr=n|t>nF,1)=p(l-S,1)",

zaneki 0 < p < 1. Definirajmo
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Vrlo je jednostavno vidjeti da je
P(t <n| %) = pn. (2.21)
Kako bi to vidjeli potrebno se uvjeriti da je tvrdnja istinita za n = 1:

Pr<1|F) = Px=1 I Je

1 —Pr<1|7) 1-Pa=0"'1" 1-pSl'

Pretpostavimo sada da je tvrdnja toénazan—1,tj. daje P(tr <n—1| F,-1) = p,—1. Tada je

Pr<n|F)=Pa<n-1|F,1)
=(1-Pr<n—-1|Fp-))P(r=n|F,-1,T=n)
=pnt + (I =pp-DP(T =n| Fpo1, T2 n).

Stoga

Pao<n|F.1) _ Pai 1 N p(1=8,.1)"
1-Par<n|Fp) 1=poil—p(l=S,)" 1—p(l=S8, )"
P [Setd=-p(1=8,.)"
C1-p 1-p(1-S,1)*
P

= —— max{1,S,_;}
l-p
Pa zbog ovog imamo
P(t < " P(r < n—
(c<nl%) _ Pa<n|Fw) Ln:LmaX{l,Sn—l}Ln
1-Pr<n|F) 1-Pa<n|Fy) l-p
p Pn
= Sn: s
1—p 1_pn

¢ime je (2.21) dokazano indukcijom.
Naime, oba igra¢a mogu posti¢i svoj cilj, kao Sto se vidi iz sljedeceg rezultata.

Teorem 2.1.8. Definiramo
T,=inf{n|S, > v}

Uz pretpostavku da je ¢y — ¢, > c¢3, s V' oznacimo jedinstveno rjesenje od

1 — CZEOO{TV*} = CSEO{TV*}9
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gdje je prvi izraz dan uz mjeru P, a drugi uz mjeru Py koje odgovaraju vjerojatnosim
mjerama generirane opservacijama uvjetovane dogadajima v = co i T = 0. Tada je za
neki p € [0,1] (7,, T) rjeSenje problema (2.19) i (2.20), tj.

sup (7, T) = (1, T) = inf I(,, 7), (2.22)

giejeT =T,

Dokaz. Pretpostavimo da priroda odabere p iz (2.20) Najbolje Sto se moZe je odabrati
strategiju na temelju P(t < n | F,). Iz (2.21) znamo da je P(t < n | F,) = p,. Pokazati
¢emo da je optimalno vrijeme zaustavljanja vrijeme zaustavljanja oblika inf{n | S, > v}
ili ekvivalentno oblika inf{n | p, > v}. Interval [k, [] nazivamo ciklus ako je niz p, = p
il = inf{n > k | p, = p}. Drugim rijeCima, ciklus je dovrSen prvi put kada se niz {p,}
resetira. Proizvoljno vrijeme zaustavljanja karakterizirano je sljedecim veli¢inama

1. 7o(T'): ocekivana duljina ciklusa pod pretpostavkom da se tocka promjene dogodi
nakon kraja ciklusa;

2. 71(T): ocekivana duljina ciklusa pod pretpostavkom da se tocka promjene dogodi
prije pocetka ciklusa;

3. qo(T): vjerojatnost da ¢e promjena biti detektirana tijekom ciklusa pod pretpostav-
kom da se tocka promjene dogodi nakon kraja ciklusa; i

4. q1(T): vjerojatnost da ¢e promjena biti detektirana tijekom ciklusa pod pretpostav-
kom da se to¢ka promjene dogodi prije pocetka ciklusa.

TroSak nastao vremenom zaustavljanja je ocekivana vrijednost gubitka tijekom ciklusa
pomnozena sa ocekivanim brojem ciklusa, tj.

(I = p)(c1g0(T) — c270(T)) + pc3T(T)
(I = p)qo(T) + pq\(T)

Kako bi se rijeSio problem (2.23) potrebno je minimizirati brojnik podlozan fiksnom vri-
jednosti nazivnika. Za to koristi se metoda Lagrangeovih multiplikatora

(1 = p)c190(T) = cato(T)) + pe3ti(T) + A[(1 = p)qo(T) + pqi(T)] .
Funkcija gubitka linearna je u p i stoga
inf(1 = p)(c190(T) = 270o(T)) + pesti(T) + A[(1 = p)qo(T) + pq(T)]
je konkavan u p. Ako je p = 1 potrebno se zaustaviti i optimalna procedura treba za prag
imati jedan.

No kako je moguce garantirati postojanje prikladnog v* Primje¢ujemo da su i Eo{T,} 1
E{T,} rastuce funkcije u v i

(2.23)
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L. lim, 0 Eo{T\,} = Eo{T,} = 0,
2. limy_, E{T,} = Eo{T,} = co.

Stovise, kako p varira od 1 do 0, E.{T,} poprima vrijednosti (neprekidno) od 0 do o pa
priroda izabire vrijednosti v* za koju vrijedi (2.22).

Pretpostavimo da prvi igrac izabere v* kao gore. Najbolja strategija za prirodu je onda
izabrati 7, uz v(p) = v".

Priroda moZe izabrati ili 7 = oo ili 7 < co. Ako izabere prvo tada je gubitak c¢; —
cE{T,+}. InaCe, priroda moze izabrati bilo koji 7 = n < T,.. Ako je §,-; < 1, tada je
ocekivani buduci gubitak c;Ey{T,-}. Ta vrijednost je veca nego ocekivani gubitak kada je
Su-1 > 1 jer je oCekivano vrijeme od n do 7, monotono u S,_; (to je lagano primijetiti
jer S, stohasticki raste za S za sve n > k). Priroda bi stoga trebala odabrati 7 = oo u
tom slucaju, i odabrati izmedu bilo kojegnioco akojet > niS,; < 1. Stoga je c3E¢{T}
maksimalna vrijednost koju priroda moZe posti¢i i opisana procedura ju garantira.

O
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2.2 Nebayesovska najbrza detekcija promijene

U prijasnjem poglavlju promatrali smo Shiryajevljevom problem najbrze detekcije u kojem
se pretpostavljalo da je to¢ka promjene slucajna varijabla s nekom danom, geometrijskom,
apriori distribucijom. lako pretpostavka o apriori gusto¢i tocke promjene je prirodna u
primjeni pracenja nekih uvjeta, postoje drugacije primjene kod kojih je ta pretpostavka
nerealna. Na primjer, u sustavima nadzora ili inspekcije ¢esto ne postoji nikakav poznat
model za opaZzanje uljeza ili nedostatka.

U takvim situacijama mora se promatrati drugacija formulacija problema, bududéi da iz-
ostanak apriori iskljucuje specifikaciju o¢ekivanih kaSnjenja i sli¢nih veli¢ina koje ukljucuju
usrednjavanje kroz distribuciju tocaka promjene. Postoje mnoge zanimljive formulacije od
kojih ¢emo promatrati neke. Primarno ¢emo promatrati Lordenov problem u kojem se
prosjecno kasnjenje zamjenjuje najgorem vrijednoSc¢u kasnjenja.

2.2.1 Lordenov problem

Promatramo situaciju u kojoj je tocka promjene 7 fiksna, neslucajna vrijednosti koja moze
biti co ili bilo koji pozitivan realna broj. U modeliranju ovog problema koristi se izmjeriv
prostro (€2, F) koji se sastoji od prostora Q2 i o-algebre F. Takoder promatramo familiju vje-
rojatnosti mjera {P; | T € [1,2, ..., 00]} na prostoru (2, F) takvu da je uz P, Z,2,, ..., 2.,
nezavisan i jednako distribuiran niz s marginalnom gustoéom Qg i Z;,Z.,1, ... nezavisan
i jednako distribuiran niz s marginalnom gusto¢om Q; i koji je takoder nezavisan od
21,2, ....2.—1. Radi jednostavnosti, pretpostavlja se da su Qp 1 @; medusobno apsolutno
neprekidne, takve da omjer vjerodostojnosti L(Z;) = dQ,/dQy(Z;) nema atoma uz Q,, i
takve daje 2 < D(Q; || Qp) < oo, gdje je D(Q; || Qo) Kullback—Leibler divergencija od O,
do Q. Zbog tehnickih razloga takoder se pretpostavlja postojanje slucajne varijable Z; s
uniformnom distribucijom na [0, 1] koja je nezavisna od Z;, Z,, ... uz vjerojatnost P;.

Cilj je ponovno opisati strategiju koja moze detektirati tocku promjene ako se dogodi,
¢im prije nakon same promjene. Za skup strategija prirodno je promatrati skup 7~ kao
skup svih vremena zaustavljanja adaptiranih uz filtraciju {¥; | k > 0} gdje ¥, predstavlja
najmanju o-algebru uz koju su Zy, Z,, ..., Z; izmjerivi. Stoga, kada vrijeme zaustavljanja T
poprimi vrijednost k, interpretacija je da je T detektirao postojanje tocke promjene 7 u ili
prije vremena k.

Od interesa je kazniti eksponencijalno kaSnjenje detekcije kroz njegovu vrijednost u
najgorem slucaju (tzv. Lorednova mjera uspjesnosti):

d(T) = supesssup'E{(T — 7+ D' | Fr_1} (2.24)

™>1

lesssup-esencijalni superemum slucajne varijable je najmanja gornja meda skupa konstanti koje omeduju

tu slucajnu varijablu s vjerojatnoscu 1.
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gdje E.{.} oznacava o&ekivanje uz vjerojatnost P, i (T — 7 + 1)> = max{T — 7 + 1,0}.
Potrebno je napomenuti da je esssupE {(T — 7+ 1)* | ¥,_1} prosjecna vrijednost najgoreg
slucaja kasnjenje uz P, gdje se gleda najgore kaSnjenje svake opservacije Zy, Z, ..., Z;_1.
Zelja da d,(T) bude najmanje moguée mora biti u balansu sa stopom laZnih uzbuna. Lazne
uzbune Ce se sigurno dogoditi, ali je dan limit na stopu pojava istih.
Stopa laznih uzbuna moze se kvantificirati prosjeCnim vremenom izmedu laznih uz-
buna:
J(T) = E{T} (2.25)

a koristan kriterij dizajna tada se daje pomocu

%nr; d)(T) podlijeze f(T) >y (2.26)
€

gdje je y pozitivna, konacna konstanta. Ustvari se trazi vrijeme zaustavljanja koje mi-
nimizira najgori slucaj kasnjenja unutar ogranicenja na prosje¢no vrijeme izmedu laznih
uzbuna.

Za pronalazak rjeSenja od (2.26) promatramo Pageov CUSUM test. Za h > 0 defini-
ramo CUSUM vrijeme zaustavljanja

TFUS™ = inflk > 0| g > h),

gdje je
(g1 + ST akok >0,
g"_{yeR+ akok = 0,
1
S, =1n Ql(Zk).
Qo(Zi)

Uz normalne uvjete CUSUM vremena zaustavljanja y je postavljeno na 0. Moguce je
pokazati da je ThCUSUM optimalno vrijeme zaustavljanja Sto govori 1 sljedeéi teorem.

Teorem 2.2.1. (Optimalnosti CUSUM-a) Neka je h > 0. Tada vrijeme zaustavljanja
TEVSUM rjeSava jednadzbu (2.26) uzy = f(TFVSU™), tj. za svaki T € T vrijedi

() = f(T;5M) = d(T) = (T ™).

Dokaz. U potrazi za optimalnim vremenom zaustavljanja problema (2.26) dovoljno je raz-
matrati vremena zaustavljanja koja zadovoljavaju uvjet f(T) > y s jednakosS¢éu. Kako bi
to vidjeli najprije je potrebno zamijetiti da se vremena zaustavljanja 7 za koja f(7T') nije
konacan moze ignorirati. Posebno, ako je f(7") = oo tada odaberemo dovoljno velik cijeli
broj n takav da je y < f(min{7T,n}) < co. Kako je d,(min{7T,n}) < d,(T) nije potrebno
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promatrati ovakva vremena zaustavljanja 7. Tada, za p = 6/f(T) slu€ajno vrijeme zaus-
tavljanja

77— {T sa vjerojatnoscu p ,

0  savjerojatnoséu 1-p .

zadovoljava f(T') = y1d(T') < d)(T). Stoga nije potrebno promatrati 7" kada 7" takoder
zadovoljava uvjet i nema veée kaSnjenje u najgorem slucaju. O

2.2.1.1 Karakteristi¢cnosti CUSUM algoritma

Isto kao 1 u poglavlju 1.1.1, parametar 6 odreduje distribuciju niza Z i kada je 6 = 6, niz Z
ima gustocu Qp (nema tocaka promjene),a kada je 8 = 6, niz Z ima gustocu Q; (dogodila
se promjena). Funkcija prosjecnog trajanja (eng. average run length function -ARL) £(6)
je ocekivana duljina uzorka potrebna za zaustavljanje algoritma kao funkcija od 6 kada je
izlazna granica(granice) fiksna. Ispostavi se da je u slucaju CUSUM algoritma kada je
6 = 6y L jednaka f(TFUS"™), a jednaka d)(TSVS"™) kada je 6 = 6,. Funkcija £(6) moZe se
izraCunati kao
1 — Ny(0)

L) = T Py0)’

(2.27)
gdje je Ny(0) = Ey [T | 0] 1 Py(0) = Py(—a | 0) definirano kao vjerojatnost da S, pocevsi
od 0, dosegne donju granicu —a. Waldova aproksimacija funkcije prosje¢nog trajanja £L(6)
moze se dobiti evaluacijom sljedeeg limesa

= - E[T]0]
=lim ——, 22
HO =T halo e

gdje je P, Waldova aproksimacija funkcije operativne karakteristike (OC) P i E, Waldova
aproksimacija funkcije prosje¢ne duljine uzorka E,y uz izlazne granice —a i h. Nakon eva-
luacije limesa jednadzba (2.28) postaje

1 (h N exp(-—wo()h) 1

Eo(St) wo(0) wo(0)
h2

Eo(S7)

) ako By [S4] # 0,

L) = (2.29)

ako By [Sx] =0.

Medutim Siegmundova aproksimacija je mnogo bolja od Waldove jer ona ukljucuje i
aproksimaciju premasivanja (prekoracCivanja). Siegmundova aproksimacija funkcije pro-
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sjeCnog trajanja definirana je kao

exp(—wo(@)(h + 6" +07)) B

h+6"+6 + ,ako By [S,]1 # 0,
JN R w(0) wo(0) o
T+ 5 +6)?
— ,ako Eg[S,] =0.
Eg(Sy)
(2.30)
gdje su

0" ~EBy[Sr—h|Sr—h>0],
6 ~By[Sr|Sr<0].

Primjer 2.2.2. (Gaussova slucajna varijabla) Pretpostavimo da je niz Z = {Z; | k =
1,2,...} takav da Z; dolazi iz distribucije Qy ~ N(0, 1) prije tocke promjene 7, a iz dis-
tribucije Q1 ~ N(1,1) nakon tocke promjene. Zbog pretpostavki na niz Z slijedi da je i
S nezavisan, jednako distribuiran i karakteriziran funkcijom gustoce fy ~ N (—%, 1) prije
tocke promjenei fi ~ N (%, 1) nakon tocke promjene. CUSUM niz g dobiven je iz S. Odmah
nakon Sto g prijede h moZe se proglasiti pronalazak promjene. Na slici (2.1) dan je primjer
niza g. Mjere definirane jednadzbama (2.24) i (2.25) mogu biti izracunate za svaki h tako
da se za parametar 0 uzme 0 ili 1 u jednadzbi (2.27). Nadalje, L(0) se moZe izracunati

T T
1 1
1=15! I T=29
w _| 1 1
- 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
o _| 1 1
- 1 1
> 1 1
1 1
1 1
1 t
o o ____ L o o et R h=35
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I P S T i !
T T T f T T L T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Slika 2.1: Primjer CUSUM niza guz Qg ~ N(0,1),0, ~ N(1,1),h =5

1 toCku promjene T = 15.

iz jednadzbe (2.27) fiksirajuci h. Zamjenom Ey[S ],Ey [S ﬂ i wo(0) koje su izracunate u
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odjeljku 1.1.1 u jednadzbi (2.29) dobivamo Waldovu aproksimaciju od L(0) koja je jed-
naka

1 1
exp(—=2(0 — =)h) — 1 +2(0 - <)h 1
2
. I ako 0 #+ 2
L) = 2(0 — 5)2
n? ako 6 = l
=5
Isto tako Siegmundova aproksimacija dobiva se supstitucijom Egy[S 1], Eq [S f] i wo(0) koje

su izracunate u odjeljku 1.1.1 u jednadzbi (2.30) te je jednaka

1 1 1 1

exp(—2(0 — 5)h +1.166(0 — E)) —1+2]|©- E)h +1.166(0 — 5)] .

. I ako 0 + ok
£ = 20— =)
2

1
(h + 1.166)* ako 6 = 5
(2.31)

JednadZba (2.31) moZe se izracunati jer u slucaju Gaussove slucajne varijable vrijedi da
je 6" + 67 =2 gdje je

(= —ﬂ_lf x%In
0

2.2.2 Pollakova mjera uspjesnosti

2
=~ e-%xz)] dx ~ 0.583.
X

Mjera kasnjenja d,(T') definirana jednadZbom (2.24) moZe se zamijeniti Pollakovom mje-
rom ucinkovitosti koja je jednaka

d,(T)= sup E. [T -7|T >1],

1<1<00

koja problem optimizacije iz jednadzbe (2.26) transformira u

%n£ d,(T) podlijeze f(T) > y. (2.32)
€

Kao jedno od rjesSenja jednadzbe (2.32) dano je Shiryaev-Robertsonovo vrijeme zaustav-
ljanja definirano, za v > 0, s

T3® =inf{k > 0 | R, > v},

gdje je

R, = (1+Rk_1)Sk ak0k>0,
““l10 akok=0.
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Vrijednost Ry se takoder moZe izraCunati ne iterativno pomocéu
ko k
k=215
—

i j=1



Poglavlje 3

Simulacijska studija SPRT algoritma

U ovoj simulacijskoj studiji poblize ¢emo promotriti SPRT algoritam kojim ¢emo sek-
vencijalno testirati pripadnost niza jednoj od dvije razdiobe. U pripremi ove simulacijske
studije koriSten je programski jezik R.

SPRT algoritmom, tj. SPRT vremenom zaustavljanja koje je definirano jednadZbom
(1.1) u prvom poglavlju testirati cemo pripadnost niza nekoj distribuciji. Kroz simulacije
koristen je log-omjer vjerodostojnost pa je u tom slucaju vrijeme zaustavljanja SRTP testa
jednako

TR, = inf{k > 0| S, ¢ (—a, h)}.

Za granice —a 1 h uzimamo Waldove aproksimacije, tj. definiramo ih kao:

- 1 -
—a=1n P 1h=1In ﬁ,
-« a

te kroz simulacije variramo vrijednost pogreske prve 1 druge vrste a i 8. Najprije SPRT
test provodimo na nizu Z koji dolazi iz normalne distribucije s ocekivanje 6 i standardnom
devijacijom 1, te testiramo hipoteze:

Ho:Z~ N(O,1)

H,:Z~N(1,1)

Tablica (3.1) prikazuju postotke odbacivanja hipoteze H, u 10000 simuliranih SPRT
testova uz gornje hipoteze, tj. vjerojatnost odbacivanja nulte hipoteze u SPRT testu u
slu¢aju kada je ocCekivanje niza Z jednako O, tj. kada je parametar 6 = 0. U tablici
(3.2) nalaze se vrijednosti prosje¢ne duljine uzorka potrebne za donoSenje odluke. Od-
mah primjecujemo sli¢nost dviju tablica, tj. vidimo da je uz najmanje postavljene vrijed-
nosti pogresSaka prve i druge vrste @ i § imamo najmanji postotak odbacivanja nulte, u
ovom slucaju, ispravne hipoteze i da bi donjeli tu odluku morali smo promotriti najveci

43
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5 Y1001 0.05 0.1

0.01 | 0.00554 | 0.0279 | 0.06711
0.05 | 0.00573 | 0.028482 | 0.05723
0.1 0.00582 | 0.02963 | 0.05762

Tablica 3.1: Postoci odbacivanja H, uz 6 = 0.

a

B 0.01 0.05 0.1

0.01 10.4896 | 10.04919 | 9.54518
0.05 7.2322 | 6.93352 | 6.50257
0.1 5.92558 | 5.59409 | 5.16787

Tablica 3.2: Prosjecna duljina uzorkauz 6 = 1.

broj opazanja. To je naravno vrlo logi¢no jer da bi bili sigurni da smo odabrali ispravnu
hipotezu potrebno je promotriti najvecéi broj opservacija. Kompromis izmedu odbacivanja
ispravne hipoteze i vremena potrebnog za donoSenje te odluke vrlo je ocit. Uz najvece
vrijednosti pogreSaka a i § imamo najveci postotak neispravno odbacenih hipoteza, ali i
najmanju prosjecnu duljinu uzorka za donoSenje odluke pa je potrebno odabrati koja od
dviju mjera nam je bitnija te na taj naCin odabrati razine znacajnosti @ i 3.

Istu stvar napravili smo i za parametar 6 = 1, tj. ponovno smo za razne vrijednosti po-
greSaka prve i druge vrste simulirali 10000 SPRT testova na nizu Z koji dolazi iz normalne
distribucije s oCekivanje 1 i1 standardnom devijacijom 1, uz hipoteze kao i prije testiramo:

Hy:Z~ N(O,1)

H,:Z~N(1,1)

Tablica (3.3) prikazuju postotke odbacivanje hipoteze H,, a tablica (3.4) prikazuje vri-
jednosti prosjecne duljine uzorka potrebne za donoSenje odluke. Postotci odbacivanja hi-
poteze H, sada nisu blizu vrijednosti pogreske prve vrste ve¢ blizu 1 minu postavljanih
pogresaka prve vrste jer naravno niz Z dolazi iz normalne distribucije sa ocekivanjem 1 pa
SPRT test odbacuje (tj. trebao bi odbacivati) hipotezu H, u skoro (1 — @)% slucajeva Sto
nam daje za pravo reéi da SPRT test dobro detektira dolazi li niz iz normalne distribucije sa
ocekivanje 0 ili 1 (naravno uz standardnu devijaciju 1). Kada promatramo tablicu (3.4), tj.
prosjecnu duljinu uzorka potrebnu za donoSenje odluke ponovno za najmanje vrijednosti
pogreSaka prve i druge vrste morali smo promotriti najveci broj opazanja, dok smo uz vece
vrijednosti pogreSaka prve i druge vrste morali promotriti skoro upola manje opaZanja.

Takoder je zanimljivo promatrati funkcije operativne karakteristike i prosjecne duljine
uzorka 1 to na naCin da za svaki 6 € [0, 1] simuliramo 10000 SPRT testova postavljajuci



5 1 001 | 005 0.1

0.01 0.99422 | 0.97275 | 0.9436
0.05 0.99423 | 0.97151 | 0.94305

0.1 0.99431 | 0.97071 | 0.94203

Tablica 3.3: Postoci odbacivanja Hyuz 6 = 1.

p 1 o001 0.05 0.1

0.01 10.5072 | 7.31016 | 5.90554
0.05 10.05221 | 6.9267 | 5.5834
0.1 9.57071 | 6.49604 | 5.16926
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Tablica 3.4: Prosjecna duljina uzorkauz 6 = 1.

vjerojatnost pogreske prva vrste na @ = 0.01 i1 pogresku druge vrste na 8 = 0.01. Tako do-
bivena funkcija operativne karakteristike prikazana je na slici (3.1), a slika (3.2) prikazuje
funkciju prosjecne duljine uzorka. Takoder mozemo zamijetiti da je funkcija prosje¢ne du-
ljine uzorka skoro pa simetri¢na oko 0.5 $to je polovica odabranog intervala iz kojeg dolazi
6. Takav oblik funkcije je logican jer hipotezama testiramo da je 6 jednak O ili 1 pa za 6
blizu 0 test brze odbacuje hipotezu H, i prihvaca hipotezu H, kada je 6 blizu 1 nego kada
je 6 u sredini promatranog intervala [0, 1]. Kao Sto je i o¢ekivano, za vrijednosti od 6 blizu

08 1.0

P(®)
06

04

02

00
!

00 02 04 06 08 1.0

Slika 3.1: Funkcija operativne karakteristike () za 6 € [0, 1].

0 skoro nikada ne odbacujemo hipotezu H, dok za vrijednosti od 6 blizu 1 skoro uvijek
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odbacujemo hipotezu Hy, tj. prihvac¢amo hipotezu Hj, jer hipoteza H; pretpostavlja da niz
Z dolazi iz distribucije N(1,1).

25

20

EslT)

15

10

0.0 0.2 04 06 08 1.0

Slika 3.2: Funkcija prosje¢ne duljine uzorka Ey [T] za 6 € [0, 1] .

Sada ¢emo promatrati niz Z koji dolazi iz eksponencijalne distribucije sa parametrom
A te ¢emo kao 1 prije uz vrijednosti pogreSaka prve i druge vrste @ = 0.01 i § = 0.01
promatrati funkciju operativne karakteristike i prosjecne duljine uzorka tako da za svaki
A € [1,10] simuliramo 10000 SPRT testova u kojima testiramo:

Hy:Z ~E(1)

H, : Z ~ E0)

Funkcija operativne karakteristike prikazana je na slici (3.3), a funkcija prosje¢ne duljine
uzorka na slici (3.4). Situacija je vrlo sli¢na kao i u proslom slucaju kada je niz Z dolazio
iz normalne distribucije sa ocekivanje 6 € [0, 1] 1 standardnom devijacijom 1. Funkcija
operativne karakteristike je padajuca jer za A blizu 1 rijetko odbacujemo nultu hipotezu tj.
ne odbacujemo pretpostavku da niz Z dolazi iz eksponencijalne distribucije sa parametrom
1, a Sto se sve viSe odmic¢emo od 1 i priblizavamo A = 10 postotak odbacivanja nulte hipo-
teze je vrlo velik tj. prihvacamo alternativu da niz Z dolazi iz eksponencijalne distribucije
sa parametrom 10. Kod prijasnjeg primjera funkcije prosje¢ne duljine uzorka komentirali
smo njenu simetri¢nost oko sredine intervala iz kojeg dolazi 1. Kod ove funkcije prosjecne
duljine uzorka ta simetri¢nost oko polovice zadanog intervala [1, 10] se gubi te funkcija ne
pada prema nuli kada je parametar 6 blizu A4 = 10. Sa slike (3.3), tj. iz funkcije operativne
karakteristike znamo da test i dalje donosi to¢ne odluke jer su postoci odbacivanja nulte
hipoteze veliki oko desnog ruba intervala, ali testu je oCito potrebno viSe opaZzanja niza



47

1.0

08
!

P(8)

04

02

00
!

Slika 3.3: Funkcija operativne karakteristike (1) za A4 € [1, 10].

Slika 3.4: Funkcija prosjecne duljine uzorka E, [T] za A € [1, 10].

kako bi doSao do te odluke. Promotriti éemo funkciju prosjecen duljine uzorka za isti niz
Z i iste hipoteze, ali uz vjerojatnost pogreske prve vrste @ = 0.1 i vjerojatnost pogreske
druge vrste 8 = 0.1. Slika (3.5) prikazuje funkciju prosjecne duljine uzorka uz takve pret-
postavke i na njoj se vidi ista situacija kao 1 na slici (3.4). Naravno da odmah zamucéujemo
da nam za bilo koji A treba manje opservacija nego kada su a1 8 bili 0.01 Sto je logi¢no jer
sad odluku donosimo uz vece vjerojatnosti pogreSaka prve i druge vrste. I dalje nemamo
simetri¢nost oko polovice intervala te nam je i dalje potrebno viSe opazanja za donoSenje
odluke u sluc¢aju kada je A blizu 10 nego kada je blizu 1.
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Eu(T)

20

Slika 3.5: Funkcija prosjecne duljine uzorka E, [T] za A € [1, 10].

Sada ¢emo za isti niz Z ~ &(1) smanjiti interval na A € [1,2] teuz @ = g = 0.01 testirati

hipoteze:
Hy:Z ~ &)

H, : Z ~ EQ).

Dobivamo funkciju prosjecne duljine uzorka koja je prikazana na slici (3.6) i na njoj po-
novno zapazamo da nam je potrebno viSe opservacija za donoSenje odluke kada je A blizu
2 nego kada je A blizu 1.

Eo(T)
12

Slika 3.6: Funkcija prosje¢ne duljine uzorka E, [T] za A € [1,2].
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Sazetak

Cilj ovog rada je bio navesti neke osnovne pojmove i rezultate teorije sekvencijalnog tes-
tiranja i detekcije to¢aka promjene. U prvom poglavlju bavili smo se sekvencijalnim testi-
ranjem hipoteza kroz razli¢ite mogucnosti pristupanja spomenutom problemu. Promotrili
smo optimalna vremena zaustavljanja koja su bila rjeSenja problema sekvencijalne detek-
cije te uveli mjere uspjesSnosti koje su ta ista vremena zaustavljanja opisivale. U drugom
poglavlju smo uveli neke osnovne pojmove problema detekcije tocaka promjene. Dotak-
nuli smo se koncepta laznih uzbuna i zasto su one vazne u promatranju ovakvih problema.
Rad je zavrSen simulacijskom studijom u kojoj je sekvencijalni test SPRT implementiran
u jeziku R i koriSten za testiranje pripadnosti niza nekoj distribuciji. Uz sam test imple-
mentirane su i njegove karakteristicne funkcije koje su nam omogucile bolju analizu same
simulacije.






Summary

The aim of this paper was to state some basic terms and results of the theory of sequential
testing and detection of change points. In the first chapter, we dealt with the sequential
testing of hypotheses using different approaches to the problem.We observed the optimal
stopping times that were solutions to the sequential detection problem and introduced me-
asures of success that these same stopping times described. In the second chapter, we
introduced some basic concepts of the change point detection problem. We touched upon
the concept of false alarms and why they are important in these type of problems. The work
was completed with a simulation study in which the sequential SPRT test was implemented
in R. Along with the test itself, its characteristic functions were also implemented, which
enabled us to better analyze the simulation itself.
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