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SAZETAK

Konstrukcija blokovnih dizajna s odredenim dopustivim parametrima se ¢esto pokuSava izvesti
za odredeni skup parametara uz pretpostavljanje nekih dodatnih ograni¢enja na strukturu di-
zajna kako bi pretraZivanje bilo racunalno izvedivo. Prirodno ogranicenje je pretpostavka da
odredena grupa automorfizama djeluje na dizajn. Jedna od metoda konstruiranja blokovnih
dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama je metoda koja koristi orbitne matrice, a
sastoji se od dvaju koraka: konstrukcije orbitnih matrica za pretpostavljenu grupu automor-
fizma i konstrukcije blokovnih dizajna za orbitne matrice dobivene na ovaj nacin (ovaj korak
se naziva indeksiranje orbitnih matrica). Indeksiranje orbitnih matrica obi¢no se provodi meto-
dom iscrpnog pretrazivanja. Medutim, ponekad iscrpno pretraZivanje nije izvedivo jer postoji
previse slucajeva koje bi trebalo provjeriti. Sli¢no, jako regularni grafovi s odredenim dopus-
tivim parametrima se mogu konstruirati koriStenjem orbitnih matrica za pretpostavljenu grupu
automorfizma.

Genetski algoritam je metoda pretraZivanja koja se koristi u raCunarstvu za pronalazak toc-
nih ili priblizno to¢nih rjeSenja za probleme optimizacije i pretraZivanja. Genetski algoritam
oponasa prirodnu evoluciju, odnosno temelji se na optimizaciji populacije, podskupa cijelog
prostora pretrazivanja. Kao i u prirodi, populacija se sastoji od jedinki koje se mogu razmno-
Zavati i nad kojima mogu djelovati odredene mutacije te se na taj nacin stvaraju nove jedinke s
boljim ili loSijim svojstvima od prethodnih. Cilj algoritma je usmjeriti populaciju ka stvaranju
boljih jedinki Sto moZe rezultirati pronalaskom optimalnih rjeSenja zadanog problema.

U ovoj doktorskoj disertaciji opisujemo koristenje genetskog algoritma u koraku indeksi-
ranja orbitnih matrica za konstrukciju blokovnih dizajna i jako regularnih grafova s pretpos-
tavljenom grupom automorfizama. KoriStenjem ovog pristupa konstruirali smo nove blokovne
dizajne, to¢nije nove Steinerove sustave s parametrima S(2,5,45) i nove simetri¢ne dizajne s pa-

rametrima (71, 15,3) te nove jako regularne grafove s parametrima (96,19,2,4) i (96,20,4,4).

il



SUMMARY

Construction of block designs with certain admissible parameters is often attempted for a parti-
cular set of parameters with the assumption of some additional constraints on the design struc-
ture in order to make the search computationally feasible. A natural constraint is the assumption
that a given group of automorphisms acts on the design. One of the methods for constructing
block designs with a prescribed automorphism group is the method that uses so called orbit ma-
trices. It consists of two steps: construction of orbit matrices for the given automorphism group
and construction of block designs for the orbit matrices obtained in this way (this step is called
"indexing of orbit matrices"). Indexing is usually performed by exhaustive search. However,
sometimes exhaustive search is not feasible because there are too many cases to check. Simi-
larly, strongly regular graphs with certain admissible parameters can be constructed using orbit
matrices for the prescribed automorphism group.

Genetic algorithms are search methods used in computing whose objective is to find exact
or approximate solutions to optimization and search problems. A genetic algorithm mimics
natural evolution, that is, it is based on optimizing a population (a subset of the entire search
space). As in nature, the population consists of individuals that can reproduce and that can be
affected by certain mutations, thus creating new individuals with better or worse properties than
the previous ones. The goal of the algorithm is to direct the population towards creating better
individuals, which can result in finding optimal solutions to a given problem.

In this doctoral dissertation, we describe the use of a genetic algorithm in the step of in-
dexing of orbit matrices for the construction of block designs and strongly regular graphs with a
prescribed automorphism group. Using this approach, we have constructed new block designs,
namely new Steiner systems with parameters S(2,5,45), new symmetric designs with parame-

ters (71, 15,3) and new strongly regular graphs with parameters (96, 19,2,4) and (96,20,4,4).
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UvoD

Teorija dizajna je grana kombinatorne i diskretne matematike koja se bavi egzistencijom, kons-
trukcijom 1 klasifikacijom konac¢nih incidencijskih struktura. Teorija dizajna doZivljava nagli
procvat od 50-tih godina 20. stoljea zbog svoje Siroke primjene te razvoja racunala i program-
ske podrSke. Primjena teorije dizajna nalazi se u raznim prirodnim i tehnickim znanostima.
Neki od primjera su dizajniranje eksperimenata u biologiji, tehnologija umreZavanja u informa-
tici te teorija kodiranja i kriptografija u matematici.

Teorija grafova je grana kombinatorne i diskretne matematike koja se bavi proucavanjem
grafova, matematickih struktura koriStenih da bi se predstavile relacije koje ukljucuju dva ele-
menta odredene kolekcije. Temelje teorije grafova dao je joS u prvoj polovici 18. stoljeca Le-
onhard Euler rjeSavanjem problema Konigsberskih mostova. Grafovi se koriste kao modeli za
razne probleme iz svakodnevnog Zivota, u raCunalnoj znanosti, kemiji, biologiji, fizici, druStve-
nim znanostima, lingvistici i dr.

Genetski algoritmi (GA) su metode pretraZivanja i optimizacije temeljene na populaciji koje
su inspirirane prirodnim procesom evolucije. U svakom koraku algoritma, obraduje se podskup
cijelog prostora mogucih rjeSenja, zvan populacija. Populacija se sastoji od jedinki, a svaka
jedinka sastavljena je od gena koji se mogu mutirati. Umjesto pronalaZenja optimalnog rjeSenja
unutar cijelog prostora rjeSenja, algoritam se koncentrira na optimizaciju odabrane populacije.
Svaka jedinka predstavlja mogude rjeSenje (optimum), koje se procjenjuje pomodu funkcije do-
brote. U svakoj iteraciji algoritma, odredeni broj najbolje rangiranih jedinki - roditelja bira se
za stvaranje novih, ¢esto boljih jedinki - djece. Djeca nastaju odredenom vrstom rekombina-
cije gena - kriZanja i zamjenjuju najgore rangirane pojedince u populaciji, kako bi se povecala
vjerojatnost za konvergenciju ka optimumu. Nakon $to nastanu djeca, dopusta se njithova mu-
tacija 1 stvara se sljedeca generacija populacije. Postupak se ponavlja sve dok se ne postigne
uvjet prekida. Uobicajeni uvjeti prekida su: pronadena jedinka koja zadovoljava optimalne

kriterije, nastupanje stagnacije u smislu da naredne iteracije algoritma viSe ne daju bolje re-
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zultate, dostizanje unaprijed definiranog maksimalnog broja generacija. Ova metoda pokazuje
se vrlo uéinkovitom za rjeSavanje raznih optimizacijskih problema, ukljucujuéi neke NP-teske
probleme (vidi [13]), kao 1 problema gdje je ostvarivo rjeSenje jedino optimalno rjeSenje - kao
Sto je to u slucaju konstrukcije blokovnih dizajna ili jako regularnih grafova. Genetski algori-
tam koriSten je u [45] za konstrukciju blokovnih dizajna i u [15] za pronalaZenje unitala kao
podstruktura simetri¢nih dizajna.

Konstrukcija blokovnih dizajna s odredenim dopustivim parametrima se Cesto pokuSava
izvesti za jedan odredeni skup parametara uz pretpostavljanje nekih dodatnih ogranicenja na
strukturu dizajna kako bi pretraZivanje bilo racunalno izvedivo. Prirodno ogranicenje je pret-
postavka da odredena grupa automorfizama djeluje na dizajn. Jedna od metoda konstruiranja
blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama je metoda koja koristi orbitne ma-
trice. Ova metoda je opisana u [35] i uspjeSno su je koristili Z. Janko i drugi za konstrukciju
blokovnih dizajna, na primjer u [18], [22], [36], [37], [38].

U cilju da se omoguc¢i konstrukcija blokovnih dizajna koja ne bi bila izvediva izvodenjem
iscrpnog pretrazivanja (engl. exhaustive search), predlazemo kombinaciju metode koja koristi
orbitne matrice i genetskog algoritma. Koristeéi ovaj pristup konstruirali smo 35 novih Steine-
rovih sustava s parametrima S(2,5,45) i 22 nova simetri¢na dizajna s parametrima (71,15,3).
Prema nasim saznanjima, do sada je bilo poznato 30 Steinerovih sustava S(2,5,45) (vidi [40]).
To su Steinerovi sustavi konstruirani u [12], [16], [41], [47] 1 oni koji su konstruirani metodom
opisanom u [48]. Do na izomorfizam, do sada je bilo poznato 148 simetri¢nih (71,15,3) di-
zajna, od kojih je 146 koji dopusStaju automorfizam reda Sest opisano u [20], a dva medusobno
dualna dizajna koji imaju Eg kao punu grupu automorfizma dobiveni su iz kodova kao Sto je
opisano u [19]. Heuristicke metode koriStene su i ranije za konstruiranje blokovnih dizajna i
drugih kombinatornih struktura, na primjer u [31], [32], [39], [45], [46]. Medutim, koliko nam
je poznato, ovo je prva primjena genetskog algoritma kao heuristicke metode za konstrukciju
blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizma, koriStenjem orbitnih matrica.

M. Behbahani u svom doktoratu [3] izradenom pod mentorstvom C. Lama i u [4] uvodi
orbitne matrice jako regularnih grafova i razvija algoritam za konstrukciju orbitnih matrica jako
regularnih grafova za djelovanje automorfizma prostog reda. lako se orbitne matrice blokovnih
dizajna uspjesno primjenjuju od 1980-ih godina za konstrukciju blokovnih dizajna, u radu Beh-
bahanija i Lama [4] prvi su put definirane 1 koriStene orbitne matrice jako regularnih grafova.

Direktna konstrukcija matrice susjedstva jako regularnog grafa Cesto predugo traje cak i za gra-
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fove s malo vrhova. Da bi se konstrukciju grafova ucinilo moguéom, moze se koristiti metoda
konstrukcije uz pomo¢ orbitnih matrica koju su uveli Behbahani i Lam. Najprije se pretpos-
tavi djelovanje odredene grupe automorfizma i odrede sve moguce distribucije duljina orbita.
Zatim se, pomocu u tu svrhu razvijenih algoritama i na njima temeljenih racunalnih programa,
konstruiraju odgovarajuce orbitne matrice jako regularnih grafova. Nakon toga se iz dobive-
nih orbitnih matrica konstruiraju matrice susjedstva jako regularnog grafa. M. Maksimovic¢ i
D. Crnkovi€ su u [43] 1 u [17] napravili generalizaciju navedenog rezultata, odnosno izradili
algoritme i raCunalne programe za konstrukciju orbitnih matrica jako regularnih grafova za dje-
lovanje grupe automorfizama ¢iji red nije nuZno prost broj i konstruirali nove jako regularne
grafove iz dobivenih orbitnih matrica. Konstrukcija jako regularnih grafova iz orbitnih matrica
uspjesno je koristena i u radu D. Crnkoviéa, A. Svob i V. D. Toncheva [23].

U cilju da se omoguci konstrukcija jako regularnih grafova koja ne bi bila izvediva izvo-
denjem iscrpnog pretrazivanja, predlazemo kombinaciju metode koja koristi orbitne matrice 1
genetskog algoritma. Koliko nam je poznato, ovo je prva primjena genetskog algoritma za kons-
trukciju jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizma, koriStenjem orbitnih
matrica.

Poznati jako regularni grafovi SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4) konstruirani su u [7], [9]
i [50]. E. Thringer je u [34] nedavno objavio mnoge nove SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4)
koji imaju grupe automorfizama malih redova (ukljucujudi i trivijalne). Koriste¢i genetski al-
goritam na opisani nacin, konstruirali smo ukupno 21, od kojih je 15 novih, jako regularnih
grafova SRG(96, 19,2,4) i ukupno 22 nova jako regularna grafa SRG(96,20,4,4).

Ova doktorska disertacija podijeljena je u pet poglavlja. U poglavlju 1 navest ¢emo os-
novne definicije i poznate rezultate koji se tiCu teorije grupa, teorije dizajna i teorije grafova
koje ¢emo Kkoristiti u nastavku rada. Definirat éemo i jako regularne grafove i navesti osnovne
rezultate vezane uz njih. Takoder, definirat ¢emo 1 pojmove orbitnih matrica blokovnih dizajna
te orbitnih matrica jako regularnih grafova i navesti neka njihova osnovna svojstva. U poglavlju
2 prikazat ¢emo kratki povijesni pregled evolucijskog racunanja i genetskih algoritama. Opisat
¢emo kako su genetski algoritmi modelirani kao imitacija procesa prirodne evolucije. Definirat
¢emo osnovne pojmove vezane uz genetske algoritme, kao Sto su prostor pretraZivanja, kra-
jolik dobrote, funkcija dobrote, krizanje, mutacija i selekcija. Opisat ¢emo na koji nacin radi
jednostavni genetski algoritam 1 prikazati pseudokod takvog algoritma. U poglavlju 3 ponovit

¢emo istrazivanje i rezultate I. Martinjaka 1 M.-O. Pavcevica iz ¢lanka [45] koji se bavi koriSte-
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njem genetskog algoritma za konstruiranje blokovnih dizajna bez pretpostavljenog djelovanja
grupe automorfizama. U svome Clanku, predstavili su genetski algoritam za konstrukciju 2-
(v,k,A) dizajna pretraZivanjem prostora rjeSenja samo na temelju parametara v, k i A tih dizajna
bez ikakvih dodatnih uvjeta. KoriStenjem ovog algoritma uspjeli su pronaci nove jednostavne
dizajne s parametrima 2-(14,4,6). U poglavlju 4 uvest ¢emo metodu konstrukcije blokovnih
dizajna koja kombinira genetski algoritam i metodu za konstruiranje dizajna s pretpostavlje-
nom grupom automorfizama koriStenjem orbitnih matrica. Ovu metodu primijenit ¢emo za
konstrukciju novih Steinerovih sustava s parametrima S(2,5,45) i novih simetri¢nih dizajna s
parametrima (71,15,3). U poglavlju 5 uvest ¢emo metodu konstrukcije jako regularnih grafova
koja kombinira genetski algoritam i metodu za konstruiranje jako regularnih grafova s pretpos-
tavljenom grupom automorfizama koriStenjem orbitnih matrica. Ovu metodu primijenit ¢emo

za konstrukciju novih jako regularnih grafova SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4).



1. OSNOVNI POIMOVI

U ovom poglavlju navest cemo osnovne definicije i rezultate koji se tiCu teorije grupa, teorije
dizajna 1 teorije grafova koje ¢emo koristiti u nastavku rada. Definirat emo i jako regularne
grafove i navesti osnovne rezultate vezane uz njih. Takoder, definirat ¢emo i pojmove orbitnih
matrica blokovnih dizajna te orbitnih matrica jako regularnih grafova i navesti neka njihova

osnovna svojstva.

1.1. GRUPE
Dokazi tvrdnji iz teorije grupa koje ovdje navodimo mogu se pronaci u [11] 1 [42].
Definicija 1.1.1. Skup G uz binarnu operaciju - : G X G — G ¢ini grupu ako vrijedi:
1. a-(b-c)=(a-b)-c,zasve a,b,c € G (asocijativnost),

2. postoji element e € G takav da je a-e = e-a = a, za sve a € G (postojanje neutralnog

elementa),

3. zasve a € G postoji element a~' € Gtakavdajea-a~' =a~'-a = e (postojanje inverza).

Definicija 1.1.2. Grupa G je komutativna (Abelova) ako zadovoljava svojstvo a-b =b-a, za

svea,b € G.
Napomena 1.1.3. Trivijalna grupa je grupa I = {e}.

Definicija 1.1.4. Ako je G konacan skup, G je konacna grupa i |G| je red grupe. Ako je G

beskonacan skup, G je beskonacna grupa.

Definicija 1.1.5. Element a grupe G je reda n, u oznaci |a| = n, ako je n najmanji prirodan broj
takav da je a" = e, gdje je e neutralni element grupe G. Ako takav n ne postoji, a je beskonacnog

reda.



Osnovni pojmovi Grupe

Definicija 1.1.6. Neka je G grupa. Podskup H od G koji je i sam grupa uz istu binarnu opera-

ciju kao i G je podgrupa grupe G. Oznacavamo H < G.

Definicija 1.1.7. Neka su G i H grupe. Preslikavanje f : G — H za koje vrijedi

f(g-h)=f(g)-f(h), zasve g,h € G

je homomorfizam iz grupe G u grupu H.

Definicija 1.1.8. Neka je f : G — H homomorfizam grupa i neka je ey neutralni element u
grupi H. Skup
Ker(f) ={g€ G| f(g) =en}

je jezgra homomorfizma f, a skup

Im(f) ={f(g) | ¢ € G}

je slika homomorfizma f.

Propozicija 1.1.9. Neka je f : G — H homomorfizam grupa i neka je es neutralni element u

grupi G. Tada vrijedi:

f je injektivan < Ker(f) = {eg},

f je surjektivan < Im(f) = H.

Definicija 1.1.10. Injektivni homomorfizam je monomorfizam. Surjektivni homomorfizam je

epimorfizam. Bijektivni homomorfizam je izomorfizam.

Definicija 1.1.11. Grupe G i H su izomorfne ako postoji izomorfizam grupa iz G u H. Ozna-

cavamo: G= H.

Definicija 1.1.12. Homomorfizam grupe G na samu sebe (f : G — G) je endomorfizam, a
izomorfizam grupe G na samu sebe je automorfizam. Skup svih homomorfizama sa G u H

ozna¢avamo Hom(G, H ), a skup svih automorfizama grupe G ozna¢avamo Aut(G).

Napomena 1.1.13. Neka je G grupa i Aut(G) skup svih automorfizama grupe G. Aut(G) uz

operaciju kompozicije funkcija ini grupu.

Definicija 1.1.14. Aut(G) je puna grupa automorfizama grupe G.
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Definicija 1.1.15. Neka je G grupa i X C G. Presjek svih podgrupa od G koje sadrze X je
podgrupa generirana sa X i oznacava se sa (X). Ako je X konacan skup, X = {x,x2,...,X,},

piSemo (X) = (x1,x2,...,%p).

Propozicija 1.1.16. Neka je G grupa i X neprazan podskup od G. Tada (X) sadrzi sve konacne

umnoske x]fl -xlgz -xkn odiejex; € X, k; € Zzasvakii€ {1,2,...,m},m € N.
Definicija 1.1.17. Akoje X C Gi (X) = G, X je skup generatora grupe G.
Definicija 1.1.18. Grupa G = (x) generirana jednim elementom x je cikli¢ka grupa.
Napomena 1.1.19. Red cikli¢ke grupe (x) je red elementa x, u oznaci |x|.

Neka je Q neprazan skup. Skup S(Q) svih bijekcija (permutacija) sa skupa Q na skup Q uz

operaciju kompozicije funkcija ¢ini grupu.

Definicija 1.1.20. S(Q) je simetri¢na grupa na skupu Q. Ako je G < S(Q), G je permutacijska
grupa na Q.

Napomena 1.1.21. Ukoliko je |Q| = n, n € N, onda ¢emo S(2) oznacavati sa S,. S, je si-
metri¢na grupa stupnja n. Red te grupe je |S,| = n!. Ako je G < S, G je permutacijska grupa

stupnja n.

Teorem 1.1.22. (Cayley) Svaka grupa G je izomorfna podgrupi grupe S(G). Posebno, ako je
G konacna grupa reda n, tada je ona izomorfna podgrupi simetri¢ne grupe S,. Drugim rijeCima,

svaka grupa je izomorfna nekoj permutacijskoj grupi.

Definicija 1.1.23. Neka su iy,i,...,i, medusobno razli¢iti elementi skupa I, = {1,2,...,n}.

Sa (iy,12,...,ir) oznadit ¢emo permutaciju koja preslikava
0,00 > 03,y lp_] > Ipyip — 0

dok ostale elemente skupa /,, fiksira. Permutacija (i,i, ..., i) je ciklus duljine r. Ciklus duljine

2 je transpozicija.

Svaki ciklus duljine n > 2 (ay,ay,...,a,) se moZe prikazati kao kompozicija transpozicija,
odnosno (ay,a,...,a,) = (ay,az)(ay,as)...(ay,a,). Ciklusi (ay,a,...,a;) i (b1,ba,...,b;) su
disjunktni ako je

{ai,az,...,a .y N{b1,by,...,b;} =0.
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Svaki element simetri¢ne grupe S, moZe se jednoznacno do poretka prikazati kao kompozi-
cija disjunktnih ciklusa. Parna (neparna) permutacija je ona permutacija koja se moze prikazati

kao kompozicija parnog (neparnog) broja transpozicija.

Definicija 1.1.24. Grupa parnih permutacija na kona¢nom skupu je alternirajuca grupa. Alter-

nirajuca grupa na skupu {1,2,...,n} je alternirajua grupa stupnja n, u oznaci A,,.

Definicija 1.1.25. Neka je G grupa s neutralnim elementom e i Q neprazan skup. Grupa G

djeluje na skup € ako je zadano preslikavanje . : G x Q — Q za koje vrijedi:
1. ex=x, x € Q,
2. g.(hx)=(g-h).x, g,h€ G, x€ Q.

Skup Q na kojem je definirano djelovanje grupe G je G-skup. Slika djelovanja elementa g € G

na element x € Q oznacava se sa g.x.

Definicija 1.1.26. Na skupu Q na koji djeluje grupa G definiramo relaciju ~ na sljedeci nacin:
x~y & (3g€G) gx=y.
Ta relacija je G-povezanost.

Propozicija 1.1.27. Neka je Q neprazan skup na koji djeluje grupa G. Relacija G-povezanosti

je relacija ekvivalencije na skupu Q.

Definicija 1.1.28. Neka je Q neprazan skup na koji djeluje grupa G. Klase ekvivalencije s
obzirom na relaciju G-povezanosti su G-orbite (ili samo orbite). Broj elemenata neke orbite je

duljina te orbite. Orbita elementa x € € je skup
Gx={gx|geG}.

Definicija 1.1.29. Neka je Q neprazan skup na koji djeluje grupa G. Neka je x € Q. Ako je

g.x = x za svaki g € G, onda je x fiksna tocka za to djelovanje.

Definicija 1.1.30. Neka je Q neprazan skup na koji djeluje grupa G. Neka je x € Q. Skup
G,={geG|gx=x}

je stabilizator elementa x za djelovanje grupe G na Q.
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Napomena 1.1.31. Vrijedi da je G, < G za svaki x € Q.

Definicija 1.1.32. Neka je G permutacijska grupa na skupu Q i neka je X C Q. Onda je
skup Gx = {g € G | g.x =x, x € X} toCkovni stabilizator skupa X u grupi G. Oznacimo:
gX={gx|xeX}. Skup G(X) = {g € G |g.X = X} je skupovni stabilizator skupa X u grupi
G.

Napomena 1.1.33. Vrijedi da je Gx = ﬂ Gy te Gy <GiG(X)<GzasvakiX C Q.
xeX

Korolar 1.1.34. Neka je Q konacan skup i G konac¢na grupa, G < S(Q). Tada vrijedi

G
|G.x| = |G—|, Vx € Q.

|Gy
Definicija 1.1.35. Neka je G grupa, H < Gige€ G. Skup gH ={g-h | h € H} je lijeva
susjedna klasa podgrupe H odredena elementom g. Skup svih lijevih susjednih klasa podgrupe
H oznaCavamo sa G/H = {gH | g € G}.
Skup Hg ={h-g | h € H} je desna susjedna klasa podgrupe H odredena elementom g. Skup
svih desnih susjednih klasa podgrupe H oznaavamo sa H\G = {Hg | g € G}.

Definicija 1.1.36. Neka je H < G. Kardinalni broj skupa G/H je indeks podgrupe H u G i

oznacava s [G : H].
Propozicija 1.1.37. Ako je G < S(Q), tada za svaki x € Q vrijedi
|G.x| =[G : Gy.
Teorem 1.1.38. (Lagrangeov teorem) Neka je G konacna grupa i H < G. Tada je
G =[G H]- |H].

1

Definicija 1.1.39. Neka je H podgrupa grupe Gi g € G. Grupu gHg " oznaavamo sa HS.

Grupe H i H® su medusobno konjugirane.

Definicija 1.1.40. Podgrupa H grupe G za koju vrijedi
H=gHg ' =H® Vg e,

je normalna podgrupa od G i piSemo H < G.

Napomena 1.1.41. Grupa A, je normalna podgrupa grupe S, za svaki n € N.
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Propozicija 1.1.42. Neka je f : G — H homomorfizam grupa. Tada je
Ker(f) <G, Im(f) <H.

Ako je H < G tada su skupovi lijevih i desnih susjednih klasa podgrupe H jednaki pa ih
moZemo jednostavno oznaciti sa G/H. U tom slucaju se na skupu G/H moZe definirati struktura

grupe, o cemu govori sljedeci teorem.

Teorem 1.1.43. Neka je H < G. Tada je G/H grupa u odnosu na mnoZenje definirano sa
(xH)(yH) = (xy)H. Preslikavanje © : G — G/H, n(g) = gH, je epimorfizam i Ker(7w) = H.

Definicija 1.1.44. Neka je H < G. Grupa G/H uz operaciju iz prethodnog teorema je kvo-
cijentna grupa, a homomorfizam 7 : G — G/H, n(g) = gH, je kanonski homomorfizam ili

projekcija sa G na G/H.

Definicija 1.1.45. Neka su G; grupe za i € {1,2,...n}. Direktni produkt grupa G; je skup
G= {(gl,gz,...,gn) |g,' €eGii= 1,2,...,n},uoznaci G=G; xXGyx...xGy.

Propozicija 1.1.46. Direktni produkt G je grupa s obzirom na operaciju

(81,825 ,8n)(81:825--8n) = (81 81,82 825+ »8n " &n)-
Neka su N i H grupe i neka je zadan homomorfizam
¢ : H — Aut(N).
Neka je G = {(n,h) | n € N,h € H} skup na kojemu je definirana sljedeca operacija:

(n1,h1) * (2, ha) = (n1 - @y, (n2), b1 - h),
gdje je @, = @(h). Vrijedi da je (G, *) grupa.

Definicija 1.1.47. Prethodno definirana grupa G je semidirektni produkt grupa N i H odreden
sa @,uoznaciN X HiliN : H.

Definicija 1.1.48. Neka je G grupa i p prost broj. Grupa G je p-grupa ako za svaki g € G
vrijedi da je |g| = p* za neki k € N,.

Definicija 1.1.49. p-grupa je elementarno Abelova ako je Abelova grupa i za svaki g € G,

g # e, vrijedi |g| = p. Zan € N,n > 2, oznaka za elementarno Abelovu grupu reda n je E,.

10
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Definicija 1.1.50. Grupa simetrija pravilnog mnogokuta je diedralna grupa. Grupu koju Cini

2n simetrija pravilnog n-terokuta, n > 3, oznacavat ¢emo s Dy,,.

Teorem 1.1.51. (Frobenius) Neka je G konacna grupa s neutralnim elementom e i H < G,

H # {e}, H # G, takva da je HNH® = {e} za svaki g € G\H. Tada je

N = (G— UHg> U{e}

geG

normalna podgrupa grupe G takva daje G=HN i HNN = {e}.

Definicija 1.1.52. Grupa G koja zadovoljava pretpostavku iz prethodnog teorema je Frobeni-

usova grupa. Podgrupa N je Frobeniusova jezgra, a podgrupa H Frobeniusov komplement.

Napomena 1.1.53. Frobeniusova grupa G je semidirektni produkt grupa N i H. Oznaka za

Frobeniusovu grupu reda n je F;,.

Definicija 1.1.54. Grupa kvaterniona je grupa
Q8 = {:l:laj:l7 :l:]? ik}?

s neutralnim elementom 1, gdje je x> = —1,x € {&i,£j,*k} tei-j=k, j-k=1ik-i= ],

jui=—kk-j=—ii-k=—]j.

11
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1.2. INCIDENCIJSKE STRUKTURE

U ovom poglavlju definirat cemo osnovne pojmove vezane uz incidencijske stukture. Uz defi-

nicije, dat ¢emo i neke od osnovnih svojstava navedenih struktura.

Definicija 1.2.1. Incidencijska struktura & je uredena trojka (%, %,.¥), pri Cemu su & i B
neprazni disjunktni skupovi, a & C & x Z. Elementi skupa & su tocke, a elementi skupa
2 blokovi (ili pravci). Relacija .# je relacija incidencije. Incidencijska struktura je konac¢na
ukoliko su skupovi njezinih toc¢aka i blokova konacni skupovi.

Broj blokova iz % koji su incidentni s tockom P € & je stupanj tocke P. Broj tocaka iz &

koji su incidentni s blokom x € 4 je stupanj bloka x.

Propozicija 1.2.2. Nekaje ¥ = (£, %, ) incidencijska struktura koja ima v toaka i b blo-
kova. Oznacimo stupnjeve toaka s ri,r,...r,, a stupnjeve blokova s ky,kp,...kp. U tom
slucaju vrijedi:
v b
Z ri = Z kl'.
i=1 i=1
Korolar 1.2.3. Nekaje ¥ = (#,%,.¥) incidencijska struktura koja ima v tocaka i b blokova.

Neka je stupanj svake tocke r, a stupanj svakog bloka k. Tada vrijedi:
vr = bk.

Definicija 1.2.4. Incidencijska struktura 2’ = (27, %', .#") je podstruktura incidencijske struk-
ture 9 = (P, PB,.9) akoje P' C P, B C Bteakoje I' = (P xB)NI. P je prava

podstruktura incidencijske strukture 2 ako vrijedi &' C Z.

Definicija 1.2.5. Incidencijska struktura 2’ = (£, %, .#") je komplementarna struktura inci-
dencijske strukture 9 = (£, 4,7 ) ako je I' = (P x B)\ 7.

Definicija 1.2.6. Incidencijska struktura 2% = (22*, %*,.9*), pri ¢emu je P* = B, B* = P
te #* = {(B,P)|(P,B) € .#} je dualna struktura incidencijske strukture ¥ = (£, %, .7).

Definicija 1.2.7. Nekaje ¥ = (£, %,.#) kona¢na incidencijska struktura koja ima v tocaka,
ozna¢imo ih s P, P»,...,P, i b blokova, ozna¢imo ih s xy,xp,...,x;. Takvoj incidencijskoj
strukturi moZemo pridruZiti njezinu matricu incidencije, to jest, v x b matricu M = [m; j|, pri
cemu je

1, (P,',x]') € J,

mij =

0, (Pxj) ¢ 7.

12
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Napomena 1.2.8. Neka je incidencijskoj strukturi & pridruZena v X b matrica incidencije M.
Neka je J v x b matrica ¢iji su elementi na svim pozicijama jedinice. Tada za incidencijsku
matricu M’ koja je pridruZena komplementarnoj strukturi 2’ vrijedi M’ = J — M, a za je inci-

dencijsku matricu M* koja je pridruZena dualnoj strukturi 2* vrijedi M* = M.

Definicija 1.2.9. Neka su dane dvije incidencijske strukture: 2, = (£, %1,.#1) i D
(S, %>, ). Bijektivno preslikavanje f: P21 U B — P U, je izomorfizam iz Iy u I,

ako vrijedi sljedece:
1. f preslikava &?| na &2, i f preslikava % na %,,
2. (Px)e S < (f(P),f(x) € A, PP, x€E AB.
Ako je = 91 = D, tada je preslikavanje f automorfizam incidencijske strukture 2.

Napomena 1.2.10. Skup svih automorfizama incidencijske strukture & uz operaciju kompo-
zicije funkcija ¢ini punu grupu automorfizama incidencijske strukture & koju ozna¢avamo sa
Aut(2). Bilo koja podgrupa G pune grupe automorfizama Aut(%) je grupa automorfizama

incidencijske strukture Z.

Definicija 1.2.11. Incidencijska struktura ¥ = (&, %,.¥) je samodualna ako je izomorfna
svojoj dualnoj strukturi 2* = (P2*, B*, 7).

13
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1.3. DIZAJINI

Dokazi tvrdnji iz teorije dizajna koje ovdje navodimo mogu se pronaci u [59].
Definicija 1.3.1. Konacna incidencijska struktura ¥ = (2,4, .9) je t-(v,k, L) dizajn ako vri-
jedi:

1. |2 =v,

2. svaki element skupa % incidentan je s to¢no k elemenata skupa &,

3. svakih ¢ elemenata skupa & incidentno je s to¢no A elemenata skupa 4.

Elementi skupa &7 su tocke dizajna, a elementi skupa % blokovi dizajna. Nenegativni
cijeli brojeve 7,v,k i A su parametri dizajna. Broj blokova dizajna & oznacavat ¢emo sa b. Na

parametre postavljamo uvjet 0 <t < k < v kako bismo izbjegli trivijalne slucajeve.

Napomena 1.3.2. Potpuni dizajn je dizajn ¢iji su blokovi svi k-Clani podskupovi skupa tocaka,
a relacija incidencije inducirana je relacijom pripadnosti podskupu. Nepotpuni dizajn je dizajn

koji ne sadrzi sve k-Clane podskupove kao blokove.
Definicija 1.3.3. Podstruktura dizajna & je poddizajn dizajna & ukoliko je i sama dizajn.

Napomena 1.3.4. Dizajni ¥, i 2, su izomorfni ako su izomorfni kao incidencijske strukture.

Automorfizam dizajna je izomorfizam tog dizajna na samog sebe.
Definicija 1.3.5. Dizajni s parametrima 2-(v,k, A) su blokovni dizajni ili 2-dizajni.

Definicija 1.3.6. Ako je uz-(v,k,A) dizajnut > 21 A = 1, tada je t-(v,k, A) dizajn Steinerov

sustav ili Steinerov 7-dizajn i ozna¢avamo ga sa S(t,k,v).

Lema 1.3.7. Neka je 2 2-(v,k, 1) dizajn. Svaka dva bloka u dizajnu Z sijeku se u jednoj tocki

ili se ne sijeku.

Teorem 1.3.8. Nekaje ¥ = (£, %,.7) t-(v,k,A) dizajn. Tada je, za svaki cijeli broj s za koji
vrijedi 0 < s <1, broj blokova incidentnih sa s razlicitih tocaka dizajna neovisan o izboru tih s

tocaka 1 iznosi

P je s — (v,k, As) dizajn za svaki s € {1,...,t}.
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Korolar 1.3.9. 1z prethodnog teorema slijedi rekurzija za parametre Ag:

V—S
A«s: k—s A’S-l—l'

Korolar 1.3.10. U ¢-(v,k,A) dizajnu &, svaka tocka incidentna je s tocno

v—1
r= )L] — }L (Z—l)

(=)

blokova.

Dizajn & s parametrima t-(v,k, 1) dizajn & ima to¢no
v
s )
k
t
()
blokova.

Definicija 1.3.11. Uredena Cetvorka (,v,k, A1) je dopustiva ako je svaki

A‘S — )‘ (t—s)

(=)

prirodan broj, za sve s =0, 1,...,¢.

Uredena Cetvorka (¢,v,k, 1) je ostvariva ako postoji #-(v,k,A) dizajn.
Napomena 1.3.12. Dopustivost ne implicira ostvarivost.

Korolar 1.3.13. U 2-(v,k,A) dizajnu, svaka tocka incidentna je s to¢no

Av—1)
k—1

=

blokova.

Dizajn s parametrima 2-(v,k, A) ima to¢no

blokova.

Definicija 1.3.14. Red r-dizajna 7, gdje jet > 2, je broj n = A; — A,. Specijalno, red 2-dizajna

jen=r—A.
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Teorem 1.3.15. Neka je M (0,1)-matrica dimenzija v X b. Matrica M je matrica incidencije

2-(v,k,A) dizajna ako i samo ako vrijede sljedeée jednakosti:
1. MMT = AJ,+ (r—A)I,,
2. MVM = kub,

pri ¢emu je /, jediniCna matrica reda v, J, matrica reda v Ciji su svi elementi jedinice, a u,,

odnosno uy,, vektori duljina v, odnosno b, ¢iji su svi elementi jedinice.

Definicija 1.3.16. Neka su %, i 2, dva t-(v,k,A) dizajna. Dizajni %, i %, su izomorfni ako

su izomorfni kao incidencijske strukture.

Napomena 1.3.17. Skup svih automorfizama dizajna & zajedno s operacijom kompozicije
funkcija je grupa automorfizama dizajna & i oznaavamo ju Aut(Z). Bilo koja podgrupa G

pune grupe automorfizama Aut(2) je grupa automorfizama dizajna 2.

Teorem 1.3.18. Neka su M = [m; j], odnosno M’ = [m; ;] matrice incidencije blokovnih dizajna
9, odnosno 2’. Dizajni 2 i 2’ su izomorfni ako i samo ako postoje permutacija o skupa

{1,2,...,v} i permutacija 8 skupa {1,2,...,b} takve da je
M = M) B
zasveie {1,2,...,v}, je€{1,2,...,Db}.

Teorem 1.3.19. (Fisherova nejednakost) Ako postoji 2-(v,k,A) dizajn s b blokova, tada je

b>v.

Definicija 1.3.20. Nepotpuni ¢-(v,k,A) dizajn & je simetri¢an ako je t > 2 i ako ima jednak
broj blokova i tocaka, tj. | 2| = | 4.

Propozicija 1.3.21. Ako je 7-(v,k,A) simetri¢an dizajn, tada je r = 2.
Napomena 1.3.22. Za simetrican (v,k,A) dizajn 2 vrijedi r = k.
Napomena 1.3.23. Red simetri¢nog (v,k,A) dizajnajen =k — 7.

Napomena 1.3.24. Komplementaran dizajn 2-(v,k,A) dizajna Z je dizajn s parametrima 2-
(v,v—k,v—2k+1). Ako je Z simetri¢an blokovni dizajn, tada je i njegov komplement sime-

trican dizajn.
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Definicija 1.3.25. Projektivna ravnina reda n je simetri¢ni blokovni dizajn s parametrima 2-

(n?4+n+1,n+1,1).
Definicija 1.3.26. Afina ravnina reda n je dizajn s parametrima 2-(n%,n,1).
Napomena 1.3.27. Afina ravnina nije simetrican dizajn.
Definicija 1.3.28. Simetrican dizajn s parametrima 2-(v,k,2) je dvoravnina.
Lema 1.3.29. Ako je M matrica incidencije simetri¢nog (v, k, A ) dizajna, onda je
1. MMT = (k—A)I +AJ,
2. MTM = (k—A)I+AJ.

Teorem 1.3.30. (Ryser) U simetricnom 2-(v,k,A) dizajnu svaka dva bloka su incidentna s

to¢no A zajednickih toCaka.

Korolar 1.3.31. Neka je M matrica incidencije simetri¢nog 2-(v,k,A) dizajna. Tada je M”

takoder matrica incidencije simetri¢nog 2-(v,k, A) dizajna.
Korolar 1.3.32. Dual simetricnog dizajna je takoder simetri¢an dizajn.

Propozicija 1.3.33. Neka je M kvadratna (0, 1)-matrica reda v i neka su k,A € N, k > A. Ako
je
MMT = (k—A)I+ AJ,

onda je M matrica incidencije simetri¢nog (v,k,A) dizajna.

Teorem 1.3.34. Neka je X = {x1,x2,...,x,} skup i neka se skup B sastoji od k-Clanih podsku-
pova skupa X, tj. blokova, takvih da svaka dva razli¢ita podskupa imaju to¢no A zajednickih

elemenata. Tada je (X,B,.¥) simetri¢an blokovni dizajn, pri ¢emu je .# relacija pripadnosti.

Navest ¢emo dva nuZna uvjeta koje moraju zadovoljavati parametri v,k i A da bi postojao

simetri¢ni (v, k,A) dizajn.

Teorem 1.3.35. (Shiitzenberger) Pretpostavimo da postoji simetri¢ni (v,k,A) dizajn. Ako je v

paran broj, onda red dizajna n mora biti kvadrat prirodnog broja.

Teorem 1.3.36. (Bruck-Ryser-Chowla) Pretpostavimo da postoji simetri¢ni (v,k,A) dizajn.

Ako je v neparan broj, onda jednadzba
nx’® + (—1)V;211y2 =7
mora imati cjelobrojno rjesenje (x,y,z), takvo da je (x,y,z) # (0,0,0).
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Neka je ¥ = (£, %,.7) blokovni dizajn i G < Aut(Z). Grupa G djeluje prirodno na skup
tocaka Z i skup blokova # dizajna &. Za to djelovanje mogu postojati fiksne tocke, odnosno

fiksni blokovi.

Napomena 1.3.37. Fiksni blokovi za djelovanje grupe G na dizajn su disjunktne unije G-orbita

tocaka. Analogno vrijedi za fiksne tocke pri djelovanju grupe G na dizajn.

Definicija 1.3.38. Neka je ¥ = (£, %,.#) blokovni dizajn i G < Aut(Z). Neka je #' C &
skup fiksnih to¢aka grupe G, a 8’ C % skup fiksnih blokova grupe G. Fiksna struktura grupe

G je struktura (22, %', .7"), pri ¢emu je relacija ' = I | gy 5.

1.3.1. Orbitne matrice blokovnih dizajna
Dokazi tvrdnji koje ovdje navodimo mogu se pronaci u [5] 1 [24].

Definicija 1.3.39. Dekompozicija v x b matrice M je particija #|, %, ..., P, redaka od M i
particija %, %, ..., P, stupaca od M.

Ozna¢imosa Vv, = ||, i€ {1,2,...,m} tesa Bj = |%;|, j € {1,2,...,n}. OznaCimo sa M, ;
podmatricu dimenzija v; x B; koja je odredena retcima iz &7; i stupcima iz %;.

Ako je suma elemenata u svakom retku matrice M; ; konstantna, za sve i € {1,2,...,m},
j€{1,2,...,n}, tada je dekompozicija takticka po retcima.

Ako je suma elemenata u svakom stupcu matrice M; ; konstantna, za sve i € {1,2,...,m},
j€{1,2,...,n}, tada je dekompozicija takticka po stupcima.

Dekompozicija matrice je takticka ako je takticka 1 po retcima i po stupcima.

Definicija 1.3.40. Neka je M matrica nad poljem F. Rang matrice je broj linearno nezavisnih
redaka (stupaca) te matrice s obzirom na operacije u polju F. Ako je F polje reda p, rang

matrice M je p-rang.

Propozicija 1.3.41. Neka je M v X b matrica ranga v. Za takticku dekompoziciju matrice M
vrijedi:

0<n—-m<b-—w.
Definicija 1.3.42. Neka je Z dizajn s pripadnom matricom incidencije M. Particija skupa
toCaka i blokova dizajna ¥ je takticka po tockama ako odgovara taktickoj dekompoziciji matrice
M po retcima. Particija skupa tocaka i blokova dizajna ¥ je takticka po blokovima ako odgovara
taktickoj dekompoziciji matrice M po stupcima. Particija skupa tocaka i blokova dizajna ¥ je

takticka ako odgovara taktickoj dekompoziciji matrice M.
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Propozicija 1.3.43. Neka je &), 9,..., P, particija skupa toCaka, a %, B, ..., P, parti-

cija skupa blokova dizajna Z. Tada je dekompozicija dizajna

1. takticka po toCkama ako i samo ako je svaka toCka iz &7; incidentna s istim brojem blo-

kovaiz #;,i=1,2,....m, j=1,2,...,n,

2. taktiCka po blokovima ako i samo ako je svaki blok iz % incidentan s istim brojem toCaka

iz, i=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Napomena 1.3.44. Trivijalnim taktickim dekompozicijama dizajna smatramo dekompoziciju
u kojoj su klase toCaka 1 klase blokova jednoc¢lane te dekompoziciju koja se sastoji samo od

jedne klase tocaka i jedne klase blokova. Ostale takticke dekompozicije su netrivijalne.

Propozicija 1.3.45. Neka grupa G djeluje na dizajn . Tada G-orbite tocaka i blokova daju

takticku dekompoziciju dizajna .

Korolar 1.3.46. Neka je zadan 2-(v,k,A) dizajn 2. Ako G < Aut(Z) ima m orbita to¢aka i n
orbita blokova, tada vrijedi:

0<n—-m<b—w.

Korolar 1.3.47. U simetricnom blokovnom dizajnu broj G-orbita toaka jednak je broju G-

orbita blokova.

Neka je dan 2-(v,k, A) dizajn ¥ = (£, %,.#). Oznaimo broj blokova dizajna & sa b. Neka
je G < Aut(2). Neka su sa &1, P,..., P, oznalene G-orbite toCaka, a sa B, %, ..., By,

G-orbite blokova dizajna . Oznacimo duljine tih orbita sa:
Vi = |¢@i|, i € {1,2,. ..,m},

ﬁj:|<@j|, jE{l,z,...,n}.
Vrijedi:
m n
ZV,’ZV, Zﬁj:b.
i=1 j=1
Zablok x € £ 1itocku P € &2 oznadimo

() ={0eZ7|(Qx) €7},

(P)={yeAB[(Py)c I}
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Buduc¢i da G-orbite toCaka i blokova daju takticku dekompoziciju dizajna 7, za P € &;ix € #;
oznacimo sa

a;j=|(P)N %A,
bij = [{x) N Zi].

Tada vrijedi

n
aij=r, i€{l,2,...,m},
=1

on

I
—_

bijj:k, jE{l,Z,...,n}.
i

Za a; j i b; j vrijede i jednakosti iz sljedeCe leme i propozicije.

Lema 1.3.48. Neka je ¥ = (¥, %4,.7) dizajn, G < Aut(Z) te neka su v;, Bj, a; jib; j, i €
{1,2,...,m}, j€{1,2,...,n} definirani kao ranije. Tada vrijedi:

1. Via; j = ﬁjbiJ,
n
2. Y agjbij=AVi+8,(r—2), site{l,2,...,m},
j=1
gdje je &;, Kroneckerov delta simbol.

Propozicija 1.3.49. Nekaje ¥ = (&, %4,.7) dizajn, G < Aut(Z) te neka su v;, B, a; j i b; j,

ie{l,2,...,m}, je{1,2,...,n} definirani kao ranije. Tada vrijedi:

n
1. Zam' =r,
j=1

| <

t

A jar j = AVi+ 05, (r—2), s,t€{l,2,...,m},
j

n
2. )
j=1

gdje je &, Kroneckerov delta simbol.

=

Definicija 1.3.50. Tockovna orbitna matrica za parametre (v,k,A ), distribuciju duljina orbita
tocaka v = (Vi,Va,...,V,) i distribuciju duljina orbita blokova 8 = (B, B2,...,Bs) je svaka

m x n matrica A = [a; ;] s elementima iz Ny koja ispunjava sljedece uvjete:
1. 0<a;; <Bj, ie{l,2,....m},je{1,2,...,n},
n
2. Zaiyjzr, ie{l,2,...,m},
- Vi .
3. ) zraij=k je{l,2,...,n},
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n | AV[,S#I,
Zﬁ— 5,jdtj =
=1 A(V[—l)—f—r,szt,
m n
—1
priéemujeZv,-:v, Z 7 —A, p=""

~ T k-1 k
Definicija 1.3.51. Blokovna orbitna matrica za parametre (v,k,A), distribuciju duljina orbita
tocaka v = (Vi,V2,..., V) i distribuciju duljina orbita blokova 8 = (B, B2,...,B,) je svaka
m x n matrica B = [b; ;] s elementima iz Ny koja ispunjava sljedece uvjete:

1.0<bi;<v, i€{l,2,...m}je{1,2,....n},

m

2. Y bij=k, je{l1,2,...,n},

~

= B
3. 27 ij=rn i€{l,2,....m},
n . )«V[,S#t,
4. Z%bsmsz,jz
j=17 Avi—1)+rs=t,

riéemu'eiv zn:ﬂ b v_lﬂt p=""
i=", j—0, TI'=_—FA, = 5
b : i=1 = k—1 k

Propozicija 1.3.52. Nekaje ¥ = (£, %, .#) simetrian blokovni dizajn, G < Aut(Z) te neka
sua; j, bij, vi, Bj,i€{1,2,...,m},j€{1,2,...,n}, definirani kao ranije. Za elemente tockovne

orbitne matrice A = [a; ;] dizajna & na koji djeluje grupa G vrijede sljedece jednakosti:

n
1. Zai,j:”, ie{l,2,...,m},
j=1

2. Z alsatt—lﬁt‘f’&t(’”_l)
gdje je 65’, Kroneckerov delta simbol.

U daljnjem radu koristit cemo samo tockovne orbitne matrice za konstrukciju blokovnih
dizajna ¥ = (2, %,.7) na koje djeluje grupa automorfizama G < Aut(2).
Konstrukcija blokovnih dizajna na koje djeluje odgovarajuéa grupa automorfizama sastoji

se od dva osnovna koraka:

1. konstrukcije orbitnih matrica blokovnih dizajna za djelovanje zadane grupe,

2. konstrukcije blokovnih dizajna za dobivene orbitne matrice iz prethodnog koraka, od-

nosno, indeksiranja orbitnih matrica.
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1.4. GRAFOVI

Dokazi tvrdnji iz teorije grafova koje ovdje navodimo mogu se pronaci u [25].

Definicija 1.4.1. Graf je incidencijska struktura ¥ = (¥, &, %), pri ¢emu je ¥ neprazan skup,
¥ 1 & su disjunktni skupovi te je svaki element skupa & incidentan s dva elementa skupa 7.
Elementi skupa ¥ su vrhovi grafa, elemente skupa & bridovi grafa, a .# je relacija inciden-

cije grafa.
Napomena 1.4.2. Ako je brid e incidentan s vrhovima u i v, skraéeno zapisujemo e = uv.

Definicija 1.4.3. Graf 4 = (7,&,.) je jednostavan ako je svaki element skupa & incidentan
s dva razlicita elementa skupa ¥ i ako za bilo koja dva razlicita elementa x i y skupa ¥ postoji

najvise jedan element skupa & koji je incidentan i sa x i sa y.

Definicija 1.4.4. Nekaje ¥ = (¥,&,.%) graf. Ako su skupovi ¥ i & kona¢ni skupovi, je graf

¢ je konacan. U suprotnom je graf ¢ beskonacan.

Definicija 1.4.5. Graf koji ima samo jedan vrh je trivijalan graf, a inaCe je netrivijalan.

Graf 4 = (¥ ,&,.7) je prazan ako je & = 0.

Napomena 1.4.6. Bridovi incidentni s dva razli¢ita vrha su pravi bridovi.

Opcenito, grafovi mogu sadrzavati i bridove koji su incidentni samo s jednim vrhom i takvi
bridovi su petlje.

Grafovi mogu sadrZavati i viSe bridova koji su incidentni s istim parom vrhova, tj. viSestruke
bridove.

Jednostavni grafovi su grafovi bez petlji 1 viSestrukih bridova.

Definicija 1.4.7. Graf ¥’ = (¥',&',.9") je podgraf grafa @ = (¥',&,.%), u oznaci 4’ C 9,

ako je podstruktura grafa ¢ kao incidencijske strukture.

Definicija 1.4.8. Dva vrha grafa¥ = (7,&,.#) su susjedna ako su incidentna s istim bridom.

Dva brida grafa ¥ = (#,&,.%) su susjedna ako su incidentna s istim vrhom.

Definicija 1.4.9. Neka je ¥ = (¥,&,.%) graf i x € ¥ vrh grafa. Broj bridova incidentnih s
vrhom x je stupanj vrha x i oznaCava dg(x). Pri tome, petlje ubrajamo dva puta. Izolirani vrh je

vrh stupnja 0.
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Teorem 1.4.10. (Lema o rukovanju) Neka je ¢ graf s v vrhovima x,...,x, i € bridova. Tada
je

dyg (xl-) = 2€.

-

1

Definicija 1.4.11. Put u grafu ¢ je netrivijalan niz xgex;e;...x, kojemu su svi vrhovi i svi
bridovi medusobno razliciti, pri ¢emu su xg, xq,...,x, vthovi grafa ie;, i=1,2,...,r, bridovi

koji su incidentni s vrhovima x;_1 1 x;.

Definicija 1.4.12. Graf ¢ je povezan graf ako za svaka dva vrha tog grafa postoji put koji ih

povezuje.

Definicija 1.4.13. Matrica incidencije grafa ¢ sa v vrhova xj,x,,...,x,1 € bridovaey,es,...,e¢

je v x € matrica M = [m; ;] takva dam; j € {0, 1,2} broji koliko su puta vrh v; i brid ¢, incidentni.

Definicija 1.4.14. Matrica susjedstva grafa ¢ sa v vrhova x1,xz,...,X, je v X v matrica M =

[m; ;] takva da je m; ; broj bridova incidentnih s vrhovima x; i x; .

Napomena 1.4.15. Matrica susjedstva grafa ¢ je simetricna matrica (tj. m; ; = m;;), Ciji su
elementi nenegativni cijeli brojevi.
Ako je graf ¢ jednostavan, ova matrica sadrZi samo nule i jedinice te nule na glavnoj dija-

gonali.
Definicija 1.4.16. Graf u kojem su svi vrhovi jednakog stupnja k je k-regularan graf.
Definicija 1.4.17. Komplement ¢ grafa ¢ je komplementarna incidencijska struktura od ¢.

Napomena 1.4.18. Ukoliko ozna¢imo s M matricu reda v susjedstva grafa ¢, onda ¢emo

matricu susjedstva komplementa ¥ tog grafa ozna¢avati sa MC. Vrijedi:
MC=J—-M—1,
pri cemu je /I jedini¢na matrica reda v, a J matrica reda v ¢iji su svi elementi jedinice.

Definicija 1.4.19. Neka su zadana dva grafa: ¢4 = (%1,61,-%1) i % = (¥2,63,-%,). Izomor-
fizam iz grafa ¢ u graf % je izomorfizam tih grafova kao incidencijskih struktura. Analogno

definiramo i automorfizam grafa ¢.
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1.4.1. Jako regularni grafovi
Dokazi tvrdnji koje ovdje navodimo mogu se pronaci u [10].

Definicija 1.4.20. Neka je 4 = (¥, &,.#) jednostavan k-regularan graf koji ima v vrhova.
Graf ¢ je jako regularan graf s parametrima (v,k,A, ) ako je broj zajednickih susjeda svaka

dva razlicita vrha x 1 y jednak
* A ako su susjedni
* u ako nisu susjedni.

Napomena 1.4.21. Kao oznaku za jako regularne grafove s parametrima (v,k, A, ) koristit

¢emo SRG(v,k, A, ).
Teorem 1.4.22. Neka je ¢ jako regularan graf s parametrima (v, k, A, it). Tada je
k(k—A—1)=u(v—k—1).

Teorem 1.4.23. Simetri¢na (0, 1)-matrica B reda v, s nulama na dijagonali, je matrica susjed-

stva jako regularnog grafa & s parametrima (v,k, A, 1) ako i samo ako vrijedi
B* = (k— )l +pJ + (A — p)B,
pri ¢emu je / jedini¢na matrica reda v, a J matrica reda v €iji su svi elementi jedinice.

Teorem 1.4.24. Komplement jako regularnog grafa & s parametrima (v, k, A, 1t) je jako regu-

laran graf ¢ s parametrima
(vyv—k—1,v—2k+u—2,v—2k+A).

Neka je G grupa automorfizama jako regularnog grafa ¢ s parametrima (v,k, A, ). Grupa

G djeluje na graf ¢ te pri tom djelovanju mogu postojati fiksni vrhovi.

1.4.2. Orbitne matrice jako regularnih grafova
Dokazi tvrdnji koje ovdje navodimo mogu se pronaci u [3] i [4].

Neka je ¥4 = (¥,&,.#) jako regularan graf s parametrima (v,k,A, ). Neka je G grupa
automorfizama grafa ¢. Pretpostavimo da se pod djelovanjem grupe G skup vrhova grafa ¢4

particionira u b orbita. Oznacimo G-orbite za to djelovanje sa O1,0,,...,0;. Duljinu orbite
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O; oznaCimo sa n;, tj. neka je |O;| = n;, za sve i = 1,2,...,b. Oznacimo vrhove grafa na nacin
da se oCuva uredaj orbita, odnosno, neka za svaki vrh v; iz orbite Oy i svaki vrh v; iz orbite O,
vrijedi: ako je k < /,ondajei < j.

Orbite na skupu vrhova induciraju particiju redaka i stupaca matrice susjedstva B grafa ¢.
Matrica susjedstva je, uz ovakvu particiju redaka i stupaca, particionirana matrica susjedstva za
djelovanje grupe G. Podmatrica B; ; u particioniranoj matrici susjedstva je matrica susjedstva
vrhova orbite O; 1 vrhova orbite O;.

Neka je B particionirana matrica susjedstva jako regularnog grafa ¢ za djelovanje grupe
G. Iz particionirane matrice susjedstva B mozemo dobiti stupfanu orbitnu matricu grafa ¢
za djelovanje grupe G, u oznaci C = [c¢; j], gdje je ¢; ; suma unutar jednog stupca podmatrice
B, ;. 1z particionirane matrice susjedstva B moZemo dobiti i ret¢anu orbitnu matricu grafa ¢ za
djelovanje grupe G, u oznaci R = [r; j], gdje je r; j suma unutar jednog retka podmatrice B; ;.

Promatrajmo orbitu O; i orbitu O;. Sa x; oznaCimo predstavnika orbite O;. Neka je x;
susjedan s tono u elemenata orbite O;. Onda je, po definiciji automorfizma jako regularnog
grafa, slika elementa x; susjedna s toCno u elemenata orbite O;. Analogno dolazimo do toga da
je svaki element orbite O; susjedan s toCno u elemenata orbite O;.

Zbog navedenog dolazimo do toga da su c¢;; i r; j dobro definirani, odnosno ne ovise o
izboru predstavnika orbite. Za r-ti redak (stupac) stupCane (ret¢ane) orbitne matrice kazemo da
odgovara orbiti O,.

Matrica susjedstva jako regularnog grafa je simetricna matrica pa vrijedi da je
R=C".

Podmatrica B; j ima n; stupaca 1 n; redaka, suma unutar svakog stupca je ¢; j, a suma unutar
svakog retka je r; ; . Zbrojimo li sve elemente podmatrice B; ; dobivamo r; jn;, odnosno c¢; jn;,
iz Cega slijedi sljedeca jednakost:

ri7j = Civj_’

odnosno,
n
R )
Cji = Cij—-

1

Neka je W = B2. Particionirajmo matricu W na podmatrice W, ;j tako da se ocuva uredaj or-
bita. Iz matrice W moZemo dobiti matricu S = [s; ;] reda b za koju vrijedi da je s; ; suma svih

elemenata podmatrice W ;.
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Teorem 1.4.25. Neka je B matrica susjedstva jako regularnog grafa ¢ s parametrima (v, k, A, 1)
na kojeg djeluje grupa automorfizama G, pri ¢emu se skup vrhova particionira u b orbita. Du-
ljine orbita oznacimo sa n;, i = 1,2,...,b. Neka je N dijagonalna matrica takva da je na i-tom

dijagonalnom mjestu duljina i-te orbite. Onda vrijedi
CNR =S.
Neka je W = B%. Imamo:
Wi j= 6 j(k— )l +uJ+ (A —u)B;

gdje je 0;; Kroneckerov delta simbol. Dimenzije matrice / u ovoj jednakosti su n; X n;, a

dimenzije matrice J su n; X n;. Vrijedi da je suma svih elemenata podmatrice W; ; jednaka
Sij= 5,'71'(](— ‘U)I/LJ + Unin;+ (A, — u)c,-Jnj.
Na temelju do sada opisanog, definiramo retcane i stupCane orbitne matrice.

Definicija 1.4.26. Matrica R = [r; ;] dimenzija b x b Ciji elementi zadovoljavaju sljedece jed-

nakosti:
b bl p;
LY rij=Y —rj=k
= =11
b ng
2 3 iy = )+ i+ (AR
s=1"J

b
pricemuje0<r;<n;,0<r;<nm-—1i Z n; = v je retCana orbitna matrica za parametre
i=1
(v,k, A, 1) i distribuciju duljina orbita (ny,...,np).
Teorem 1.4.27. Za retCanu orbitnu matricu R = [r; j| za parametre (v,k,A,u) i distribuciju

duljina orbita (ny,...,np) vrijedi da je
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Definicija 1.4.28. Matrica C = [c; ;] dimenzija b x b Ciji elementi zadovoljavaju sljedece jed-

nakosti:
b b
n:
LY eij=) cij=k
i=1 j=1 "
b pe
2. ), ~cisCis = Oijlk— )+ puni+ (A = e,
s=1"J

b
pricemuje 0<c¢;;<n;,0<c¢;;<n—1i Z n; = v je stupCana orbitna matrica za parametre
i=1
(v,k,A, ) i distribuciju duljina orbita (ny,...,np).
Teorem 1.4.29. Za stupCanu orbitnu matricu C = [¢; j| za parametre (v,k,A, i) i distribuciju

duljina orbita (ny,...,np) vrijedi da je
_
cij= f’l_jc jie
Napomena 1.4.30. Neka je C = [c¢; ;] stupCana orbitna matrica za parametre (v,k,A, 1) i dis-
tribuciju duljina orbita (ny,...,n,). Njoj odgovarajuca retCana orbitna matrica za parametre

(v,k, A, 1) i distribuciju duljina orbita (ny,...,n;) je R =CT.

Teorem 1.4.31. Nekasu N = [n; ;| i S = [s; j] matrice reda b takve da je

niai:j7

0,i7 J,

nij =

$ij = 0ij(k— pnj+ pnjni+ (A — p)ci jnj,
b
pri cemu je Z ni=nv.
i=1
C = [c; | je stuptana i R = [r; j| je njoj odgovarajuca retCana orbitna matrica za parametre

(v,k,A, ) i distribuciju duljina orbita (ny,no,...,np) ako i samo ako je

CNR =S,
b
gdjejeCzRT 1 Zcijj =k 0< ¢ij < nj, 0<c¢;i<m-—1
i=1
Napomena 1.4.32. Neka je ¢ jako regularan graf s parametrima (v,k, A, 1t). Neka grupa auto-

morfizama G djeluje na vrhove jako regularnog grafa pri ¢emu particionira skup vrhova u b
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orbita Cije su duljine ny,ny,...,n,. Onda je stupCana (retCana) orbitna matrica grafa ¢ tako-
der i stuplana (retCana) orbitna matrica za parametre (v,k,A, ) i distribuciju duljina orbita
(n1,no,...,np).

Obrat ne vrijedi, odnosno ukoliko je matrica C stupCana (ret€ana) orbitna matrica za para-
metre (v,k,A, 1) i distribuciju duljina orbita (n,ny,...,np) to ne mora znaciti da je to orbitna

matrica jako regularnog grafa s parametrima (v,k, A, ).
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2. GENETSKI ALGORITMI

U ovom poglavlju prikazat ¢emo kratki povijesni pregled evolucijskog racunanja i genetskih
algoritama. Opisat ¢emo kako su genetski algoritmi modelirani kao imitacija procesa prirodne
evolucije. Definirat cemo osnovne pojmove vezane uz genetske algoritme, kao $to su prostor
pretraZzivanja, krajolik dobrote, funkcija dobrote, kriZzanje, mutacija i selekcija. Opisat ¢emo na

koji nacin radi jednostavni genetski algoritam i prikazati pseudokod takvog algoritma.

2.1. UvoD

Znanost proizlazi iz same ljudske Zelje da razumije i1 kontrolira svijet. Tijekom povijesti, mi,
ljudi, smo postupno izgradili veliko zdanje znanja koje nam omogucuje da predvidimo, u raz-
licitoj mjeri, vrijeme, kretanje planeta, pomrcine Sunca i Mjeseca, tijek bolesti, uspon 1 pad
ekonomskog rasta, faze jezicnog razvoja kod djece i veliki niz drugih prirodnih, drusStvenih i
kulturnih fenomena. U novije vrijeme ¢ak smo shvatili neke temeljne granice nase sposobnosti
predvidanja. Kroz vrijeme, razvili smo sve sloZenija sredstva za kontrolu mnogih aspekata na-
Sih Zivota 1 naSih interakcija s prirodom, i naucili smo, ¢esto na teZi nacin, u kojoj mjeri ostale
aspekte nije moguce kontrolirati.

Pojava racunala nedvojbeno je najrevolucionarniji razvoj u povijesti znanosti i tehnologije.
Ova stalna revolucija duboko povecava nasu sposobnost predvidanja 1 kontrole prirode na na-
¢ine koji su prije stotinjak godina jedva mogli bili zamiS$ljeni. Za mnoge, kruna postignuca ove
revolucije bit ée stvaranje - u obliku racunalnih programa - novih vrsta inteligentnih bica, pa ¢ak
1 novih oblika Zivota. Ciljevi stvaranja umjetne inteligencije 1 umjetnog Zivota mogu se pratiti
od samih pocetaka kompjuterskog doba. Najraniji raunalni znanstvenici - matematicari Alan
Turing, John von Neumann, Norbert Wiener i drugi - bili su motivirani velikim dijelom vizijama
o proZimanju racunalnih programa inteligencijom, Zivotnom sposobnosti samorepliciranja i pri-

lagodljivom sposobnosti ucenja 1 kontrole okoline. Ovi rani pioniri raCunalne znanosti bili su
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zainteresirani za biologiju i1 psihologiju koliko i za elektroniku, a prirodne su sustave promatrali
kao vodilju za postizanje svojih vizija. Stoga ne bi trebalo biti iznenadenje da su se od najra-
nijih dana raCunala primjenjivala ne samo za proracun putanje projektila i deSifriranje vojnih
kodova, ve¢ 1 za simuliranje modela mozga, oponaSajuci ljudsko ucenje 1 bioloSku evoluciju.
Ove bioloski motivirane racunalne aktivnosti su se povecavale i smanjivale tijekom godina, ali
od ranih 1980-ih doZivjele su ponovno oZivljavanje u racunalnim istraZivanjima. Tako su se
razvila podrucja neuronskih mreza, strojnog ucenja i onoga Sto se danas naziva "evolucijsko

racunanje”, €iji su primjer genetski algoritmi.
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2.2. POVIJEST EVOLUCIJSKOG RACUNANIJA

U 1950-im 1 1960-im godinama nekoliko je matematiCara i racunalnih znanstvenika neovisno
proucavalo evolucijske sustave s idejom da se evolucija moZe koristiti kao alat za optimizaciju
za inZenjerske probleme. Ideja u svim tim sustavima bila je razviti populaciju kandidata rje-
Senja za odredeni problem, koristeéi operatore inspirirane prirodnom genetskom varijacijom i
prirodnom selekcijom.

Sezdesetih godina proslog stolje¢a Rechenberg [51], [52] uvodi "evolucijske strategije"
(njem. Evolutionsstrategie), metodu koju je koristio za optimizaciju realnih parametara za ure-
daje kao Sto su aeroprofili. Ovu ideju je dalje sedamdesetih godina razvijao Schwefel [56], [57].
Fogel, Owens i Walsh [27] razvili su "evolucijsko programiranje", tehniku u kojoj su kandidati
za rjeSenja zadanih problema bili predstavljeni kao kona¢ni automati, koji su evoluirali nasu-
micno mutirajuci svoje dijagrame prijelaza stanja i birajuci najsposobnije. Zajedno, evolucijske
strategije, evolucijsko programiranje i genetski algoritmi ¢ine okosnicu podrucja evolucijskog
racunanja.

Nekoliko drugih ljudi koji su radili 1950-ih 1 1960-ih razvili su algoritme inspirirane evo-
lucijom za optimizaciju i strojno ucenje. Box [6], Friedman [30], Bremermann [8] i Reed,
Toombs 1 Baricelli [53] svi su radili na ovom podrucju, iako je njihovom radu dano malo ili
nimalo paznje ili pracenja koje su dobile evolucijske strategije, evolucijsko programiranje i
genetski algoritmi. Osim toga, brojni evolucijski biolozi koristili su racunala za simulaciju evo-
lucije u svrhu kontroliranih eksperimenata, npr. Baricelli [1], [2]; Fraser [28], [29]; Martin i
Cockerham [44].

Genetske algoritme (GA) izumio je John Holland 1960-ih, a razvili su ih Holland 1 njegovi
studenti 1 kolege na SveuciliStu Michigan 1960-ih 1 1970-ih. U suprotnosti s evolucijskim stra-
tegijama i evolucijskim programiranjem, Hollandov izvorni cilj nije bio dizajnirati algoritme za
rjeSavanje specificnih problema, ve¢ formalno proucavati fenomen prilagodbe kakav se javlja u
prirodi 1 razviti naCine na koje bi se mehanizmi prirodne prilagodbe mogli uvesti u raCunalne
sustave. Hollandova knjiga Adaptation in Natural and Artificial Systems [33] iz 1975. predsta-
vila je genetski algoritam kao apstrakciju bioloSke evolucije i dala teorijski okvir za prilagodbu
prema genetskom algoritmu. Hollandov genetski algoritam je metoda za prelazak iz jedne po-
pulacije "kromosoma", zovemo ih takoder "jedinke", (npr. nizovi jedinica i nula ili "bitova")

u novu populaciju koriStenjem svojevrsne "prirodne selekcije" zajedno s genetikom inspirira-
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nim operatorima kriZanja (engl. crossover), mutacija i inverzija. Svaki se kromosom sastoji od
"gena" (npr. bitova), pri ¢emu je svaki gen primjerak odredenog "alela" (npr. O ili 1). Opera-
tor selekcije na temelju sposobnosti (pogodnosti, dobrote - engl. fitness) kromosoma odabire
one kromosome u populaciji kojima ¢e biti dopuSteno razmnoZavanje, a kromosomi koji su
sposobniji u prosjeku proizvode vise "djece" (potomaka) od onih manje sposobnih. KriZanje
izmjenjuje poddijelove dvaju kromosoma, ugrubo oponasajuci biolosku rekombinaciju izmedu
dva jednokromosomska ("haploidna") organizma. Mutacija nasumi¢no mijenja vrijednosti alela
nekih pozicija u kromosomu, a inverzija obrée redoslijed dijela kromosoma, ¢ime se preureduje
redoslijed u kojem su geni rasporedeni.

Hollandovo uvodenje algoritma temeljenog na populaciji s krizanjem, inverzijom i mutaci-
jom bila je velika inovacija. Rechenbergove evolucijske strategije pocele su s "populacijom" od
dvije jedinke, jednog roditelja i jednog djeteta, pri Cemu je dijete mutirana verzija roditelja; po-
pulacije s viSe jedinki i krizanje uvedeni su kasnije. Evolucijsko programiranje Fogela, Owensa
i Walsha koristilo je samo mutaciju koja osigurava varijaciju. Stovise, Holland je bio prvi koji
je pokusSao dati Cvrste teorijske osnove racunalnoj evoluciji. Njegovo teorijsko utemeljenje,
utemeljeno na pojmu "shema", bila je osnova mnogih kasnijih teorijskih radova o genetskim

algoritmima.
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2.3. EVOLUCIJA I BIOLOSKA TERMINOLOGIJA

Postavlja se pitanje zaSto koristiti evoluciju kao inspiraciju za rjeSavanje racunalnih problema.
Za istrazivaCe koji se bave evolucijskim raCunanjem, mehanizmi evolucije ¢ine se prikladnima
za brojne racunalne problema na mnogim poljima. Mnogi racunski problemi zahtijevaju pre-
traZivanje kroz ogroman broj moguénosti rjeSenja. Jedan primjer je problem racunalnog pro-
teinskog inZenjerstva, u kojem se trazi algoritam koji €e traziti protein medu golemim brojem
mogucih sekvenci aminokiselina sa specificiranim svojstvima. Drugi primjer je traZzenje skupa
pravila ili jednadzbi koje ¢e predvidjeti uspone i padove financijskog trZista, kao $to je ono za
stranu valutu. U evolucijskom raCunanju pravila su obi¢no "prirodna selekcija" s varijacijama
zbog kriZanja i/ili mutacija. Ocekivano ponaSanje takvih sustava je da se stvaraju visokokva-
litetna rjeSenja za teSke probleme i sposobnost prilagodavanja ovih rjeSenja pri suocavanju s
promjenjivim okruZenjem.

Bioloska evolucija je privlacan izvor inspiracije za rjeSavanje ovakvih problema. Evolucija
je, u sustini, metoda pretrazivanja medu golemim brojem mogucnosti "rjeSenja". U biologiji je
ogroman skup mogucih genetskih sekvenci, a Zeljena "rjeSenja" su visoko pogodni organizmi, tj.
organizmi koji su vrlo dobro sposobni preZivjeti i razmnoZavati se u svom okruZenju. Evolucija
se takoder moZe vidjeti kao metoda za osmiSljavanje inovativnih rjeSenja sloZenih problema.
Na primjer, imunoloski sustav sisavaca je cudesno razvijeno rjesenje za problem invazije virusa
1 bakterija u tijelo. Gledano u ovom svjetlu, mehanizmi evolucije mogu potaknuti metode racu-
nalnog pretraZivanja. Naravno, sposobnost bioloSkog organizma ovisi 0 mnogim ¢imbenicima
- na primjer, koliko dobro moZe podnijeti fizikalne karakteristike svojega okoliSa i koliko dobro
se moZe natjecati s drugim organizmima oko sebe ili suradivati s njima. Kriteriji sposobnosti se
neprestano mijenjaju kako stvorenja evoluiraju, tako da evolucija pretrazuje konstantno promje-
njivi skup mogucénosti. "Pravila" evolucije su izuzetno jednostavna: vrste se razvijaju pomocéu
slucajnih varijacija (preko mutacija, rekombinacija i drugih operatora), nakon cega slijedi pri-
rodna selekcija u kojoj najsposobniji teZze tome da preZive i razmnozZavaju se, Sireci tako svoj
genetski materijal na buduce generacije. lako su jednostavna, ova pravila smatraju se velikim
dijelom odgovornima za izuzetnu raznolikost i sloZzenost koju vidimo u biosferi.

Uvedimo dio bioloske terminologije koja se koristi u kontekstu evolucijskog ra¢unanja i
genetskih algoritama. Ovi bioloSki pojmovi koriste se u duhu analogije sa stvarnim pojmovima

iz biologije, iako su entiteti na koje se odnose mnogo jednostavniji od pravih bioloskih.
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Svi zivi organizmi sastoje se od stanica, a svaka stanica sadrzi isti skup jednog ili vise
kromosoma - nizova DNK - koji sluze kao "nacrt" za organizam. Kromosom moZe biti kon-
ceptualno podijeljen na gene - od kojih svaki kodira odredeni protein. Vrlo ugrubo, moze se
zamisliti da gen kodira osobinu, kao Sto je, na primjer, boja o€iju. Razli¢ite moguce "postavke"
za osobinu (npr. plava, smeda, zelena) nazivaju se aleli. Svaki gen se nalazi na odredenom
lokusu (poziciji) u kromosomu.

Mnogi organizmi imaju viSe kromosoma u svakoj stanici. Kompletna zbirka genetskog
materijala (svih kromosoma zajedno) naziva se genom organizma. Pojam genotip odnosi se na
odredeni skup gena sadrZzanih u genomu. Kaze se da dvije osobe koje imaju identi¢ne genome
imaju isti genotip. Genotip stvara, u fetalnom 1 kasnijem razvoju, fenotip organizma - njegove
fizicke 1 mentalne karakteristike, kao $to su boja o€iju, visina, veli¢ina mozga i inteligencija.

Organizmi ¢iji su kromosomi rasporedeni u parovima nazivaju se diploidni, a organizmi
Ciji su kromosomi nespareni se nazivaju haploidni. U prirodi je veéina spolno razmnoZavaju-
¢ih vrsta diploidna, ukljucujuci ljudska bica, od kojih svaki ima 23 para kromosoma u svakoj
somatskoj (ne-zametnoj) stanici u tijelu. Tijekom spolnog razmnoZavanja, dolazi do rekom-
binacije (ili krizanja): u svakom roditelju geni se izmjenjuju izmedu svakog para kromosoma
kako bi formirali gametu (jedan kromosom), a zatim se gamete od dva roditelja uparuju kako
bi stvorili puni skup diploidnih kromosoma. U haploidnom spolnom razmnoZavanju geni se iz-
mjenjuju izmedu jednolancanih kromosoma dvaju roditelja. Potomstvo je podloZzno mutaciji, u
kojoj se pojedinacni nukleotidi (elementarni dijelovi DNK) mijenjaju iz roditelja u potomstvo,
a promjene Cesto proizlaze iz pogreSaka tijekom kopiranja. Sposobnost organizma se obicno
definira kao vjerojatnost da ¢e organizam doZivjeti da se razmnoZava (Zivost) ili kao funkcija
broja potomaka koje organizam ima (plodnost).

U genetskim algoritmima pojam "kromosom" ili "jedinka" obi¢no se odnosi na kandidata
za rjeSenje problema. Najjednostavniji prikaz jedinke u raCunalu je niz bitova. "Geni" su ili
pojedinacni bitovi ili kratki blokovi susjednih bitova koji kodiraju odredeni element rjeSenja
kandidata. Alel u takvom nizu bitova je ili 0 ili 1; za vece alfabete moguce je viSe alela na
svakom lokusu. Krizanje se obicno sastoji od razmjene genetskog materijala izmedu dva jedno-
kromosomska haploidna roditelja. Mutacija se sastoji u zamjeni bita na nasumi¢no odabranom
odabranom lokusu (ili, za veée alfabete, zamjenu simbola na sluc¢ajno odabranom lokusu slu-
¢ajno odabranim novim simbolom).

Vecina primjena genetskih algoritama koristi haploidne jedinke, posebno jednokromosom-
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ske jedinke. Genotip jedinke u genetskom algoritmu koji koristi nizove bitova jednostavno je
konfiguracija bitova u kromosomu toga pojedinca. Pojam "fenotip" u kontekstu genetskih algo-
ritama se rijetko koristi, ali ima podrucja u kojima postoji 1 genotipska i fenotipska razina (npr.

kodiranje niza bitova neuronske mreZe i same neuronske mreze).
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2.4. PROSTOR PRETRAZIVANIJA I KRAJOLIK

DOBROTE

Prostor pretrazivanja Zeljenog rjeSenja medu kolekcijom kandidata za rjeSenje skradeno nazi-
vamo "prostor pretrazivanja" (engl. search space). Pojam "prostor pretraZivanja" moze se odno-
siti na neku kolekciju kandidata za rjeSenja problema zajedno s "udaljenosti" izmedu kandidata
za rjeSenje. Za primjer, uzmimo jedan od najvaznijih problema u ra¢unalnom bioinZenjeringu:
prethodno spomenuti problem racunalnog dizajna proteina. Pretpostavimo da Zelimo koristiti
racunalo za traZenje proteina - niza aminokiselina - koji se moZe saviti u odredeni trodimen-
zionalni oblik tako da se moze koristiti, recimo, za borbu protiv odredenog virusa. Prostor
pretrazivanja je kolekcija svih mogucih nizova proteina, tj. beskonacan skup moguénosti. Da
bi postao konacan, ograni¢imo pretragu na sve moguce sekvence duljine 100 ili manje, Sto je
1 dalje ogroman prostor za pretraZivanje, buduéi da postoji 20 mogucih aminokiselina na sva-
koj poziciji u nizu. Ako 20 aminokiselina predstavimo slovima abecede, rjeSenja kandidata ¢e

izgledati ovako:
AGGMCGBL....

Razmak izmedu dva niza ¢emo definirati kao Hammingovu udaljenost, tj. broj pozicija na

kojima se slova razlikuju. Na primjer, udaljenost izmedu nizova
AGGMCGBL i MGGMCGBL
je 1, audaljenost izmedu nizova
AGGMCGBL i1 LBMPAFGA

je 8. Algoritam za pretraZivanje ovog prostora je metoda za odabir kandidata za rjeSenje kojeg
¢emo testirati u svakoj fazi pretraZzivanja. U velini slu€ajeva sljedeci kandidat za rjeSenje(a)
kojeg Ce se testirati ovisit ¢e o rezultatima testiranja prethodnih sekvenci; najkorisniji algo-
ritmi podrazumijevaju da ¢e postojati neka korelacija izmedu kvalitete "susjednih" kandidata
za rjeSenje - onih bliskih u prostoru. Genetski algoritmi podrazumijevaju da se visokokvali-
tetna "roditeljska" kandidatska rjeSenja iz razliCitih regija u prostoru mogu kombinirati putem

krizanja kako bi se, po moguénosti, proizvela kandidatska rjeSenja "potomaka".
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Drugi vazan koncept je koncept "krajolika dobrote" (engl. fitness landscape). Pojam krajo-
lika dobrote je izvorno definirao 1931. godine biolog Sewell Wright u [63] u kontekstu popu-
lacijske genetike, a podrazumijeva prikaz prostora svih mogucih genotipa zajedno s njihovim
dobrotama.

Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da je svaki genotip niz bitova duljine / te da je udaljenost
izmedu dva genotipa njihova Hammingova udaljenost - broj mjesta na kojima se odgovarajuci
bitovi razlikuju. Takoder pretpostavimo da se svakom genotipu moZe dodijeliti realna vrijednost
dobrote. Krajolik dobrote se moZe vizualizirati kao (/4 1)-dimenzionalni prikaz u kojem je
svaki genotip /-dimenzionalna tocka, a njegova dobrota f ucrtana je duz (I + 1)-osi. Jednostavan

krajolik za / = 2 prikazan je na slici 2.1.

1.0
0.9
0.8
0.6
0.5
04
0.3

0.2

0.1
00 01

10 11

Slika 2.1: Jednostavni krajolik dobrote za [ = 2. Ovdje je f(00) =0.7, £(01) = 1.0, f(10) =0.1
i f(11) = 0.0.

Takve prikaze nazivamo krajolicima jer graf vrijednosti dobrote moze formirati "brda", "vr-
hove", "doline" i druge znacajke analogne onima u prirodnim krajolicima. Prema Wrightovoj
formulaciji, evolucija uzrokuje kretanje stanovniStva po krajolicima na odredene nacine, a "pri-

lagodba" se moZe promatrati kao kretanje prema lokalnim vrhovima. "Lokalni vrh" ili "lokalni
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optimum" nije nuZno najvisa to¢ka u krajoliku, ve¢ bilo koji mali pomak od njega uzrokuje
snizavanje dobrote. Na slican nacin, u genetskim algoritmima operatori kriZzanja i mutacije
uzrokuju kretanje populacije po krajoliku definiranom funkcijom dobrote.

Ideja evolucije koja pomice populacije u nepromjenjivim krajolicima je bioloSki nerealna iz
nekoliko razloga. Na primjer, organizmu se ne moZe dodijeliti vrijednost dobrote neovisna o
drugom organizmu u njegovom okoliSu; tako e se, kako se populacija mijenja, dobrote poje-
dinih genotipova takoder mijenjati. Drugim rijeCima, u stvarnom svijetu "krajolik" se ne moze
odvojiti od organizama koji ga nastanjuju. Pojam krajolika dobrote postao je jedan od srediSnjih

u proucavanju genetskih algoritama.

38



Genetski algoritmi Elementi genetskih algoritama

2.5. ELEMENTI GENETSKIH ALGORITAMA

Pokazalo se da ne postoji rigorozna definicija "genetskog algoritma" prihvacena medu znans-
tvenicima koji se bave evolucijskim racunalstvom kojom bi se genetski algoritmi razlikovali
od ostalih metoda evolucijskog racunanja. Medutim, moZe se re¢i da veina metoda koje se
nazivaju "genetskim algoritmima" ima barem sljedece zajednicke elemente: populacije jedinki,
selekciju prema dobroti, kriZanje u svrhu proizvodnje novog potomstva i slu¢ajne mutacije no-
vog potomstva.

Jedinke u populaciji genetskog algoritma Cesto imaju oblik nizova bitova, pri cemu svaki
lokus unutar jedinke ima dva moguca alela: 0 ili 1. Medutim, ovisno o potrebi mogu se koristiti
i drugi oblici. Svaka se jedinka moZe smatrati tockom u prostoru pretrazivanja kandidata za
rjeSenje. Genetski algoritam obraduje populacije jedinki, sukcesivno zamjenjujuci jednu takvu
populaciju drugom. Genetski algoritam najceSée zahtijeva funkciju dobrote koja svakoj jedinki
u trenutnoj populaciji dodjeljuje ocjenu - dobrotu koja ovisi o tome koliko dobro ta jedinka

rjeSava predmetni problem.

2.5.1. Primjeri funkcija dobrote

Navedimo dva primjera koriStenja genetskog algoritma i nacina na koje se moZze definirati funk-

cija dobrote. Prvi primjer je numericke prirode.

Primjer 2.5.1. Jedna uobicajena primjena genetskog algoritma je optimizacija funkcije, gdje
je cilj pronaci skup vrijednosti varijabli koje maksimiziraju funkciju viSe varijabli. Kao jednos-

tavan primjer, recimo da Zelimo maksimizirati realnu funkciju s jednom varijablom
f(x) =x+]sin(32x)|, 0<x<m.

Kao §to je opisano u [54], ovdje su kandidati za rjeSenje vrijednosti varijable x, koje se mogu
kodirati kao nizovi bitova koji predstavljaju realne brojeve. Izracun dobrote pretvara zadani niz
bitova u realni broj x, a zatim evaluira funkcijsku vrijednost u toj tocki. Dobrota niza bitova je

vrijednost funkcije u toj tocki.
Razmotrimo sada i jedan nenumericki primjer.

Primjer 2.5.2. Zadan je problem pronalaZenja niza od 50 aminokiselina koji se moZe saviti

u Zeljenu trodimenzionalnu strukturu proteina. Genetski algoritam bi se mogao primijeniti na
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ovaj problem pretraZivanjem populacije kandidata za rjeSenja, od kojih je svako kodirano kao

niz od 50 slova, kao Sto je npr.
IHCCVASASDMIKPVFTVASYLKNWTKAKGPNFEICISGRTPYWDNFPGI,

gdje svako slovo predstavlja jednu od 20 moguéih aminokiselina. Jedan od nacina da definiramo
dobrotu niza - kandidata jest kao negativnu vrijednost potencijalne energije niza u odnosu na
Zeljenu strukturu. Potencijalna energija je mjera fizikalnog otpora koju bi niz pruzio kada bi
bio prisiljen saviti se u Zeljenu trodimenzionalnu strukturu - $to je niZa potencijalna energija,
to je veca dobrota. Naravno da ne bismo Zeljeli fizicki prisiliti svaki niz u populaciji u Zeljenu
trodimenzionalnu strukturu i mjeriti njegov otpor - to bi bilo vrlo teSko, ako ne i nemoguce.
Umyjesto toga, za zadani niz i1 Zeljenu trodimenzionalnu strukturu (uz poznavanje relevantne
biofizike), moguce je procijeniti potencijalnu energiju izraCunavanjem nekih od sila koje djeluju

na svaku aminokiselinu pa se cijeli izracun dobrote moZe napraviti koriStenjem racunala.

Ovi primjeri pokazuju dva razlicita konteksta u kojima su kandidati za rjeSenja problema
kodirani kao apstraktne jedinke - nizovi simbola, s funkcijama dobrote definiranim na rezultira-
jucéem prostoru nizova. Genetski algoritam je metoda za pretraZivanje takvih krajolika dobrote

u cilju pronalazenja visoko prikladnih nizova.

2.5.2. Operatori u genetskim algoritmima

Najjednostavniji oblik genetskog algoritma ukljucuje tri vrste operatora: selekciju, krizanje po-
mocu jedne tocke (engl. one-point crossover), 1 mutaciju. Definirat ¢emo ih za kodiranje jedinki
pomodu nizova bitova, a za druge nacine kodiranja se i ovi operatori definiraju na specifican na-
¢in, ali po sli¢nom principu.

Operator selekcije odabire jedinke u populaciji za reprodukciju. Sto je jedinka bolja, vjero-
jatnije je da Ce biti odabrana za reprodukciju.

Operator KriZanja nasumicno bira lokus (poziciju) i razmjenjuje podnizove prije i pos-
lije tog lokusa izmedu dvije jedinke s ciljem stvaranja dvoje potomaka. Na primjer, nizovi
10000100 1 11111111 mogu se krizati nakon tre¢eg lokusa i proizvesti potomke 10011111 i
11100100. Operator krizanja ugrubo oponasa bioloSku rekombinaciju izmedu dva jednokromo-
somska (haploidna) organizma.

Operator mutacije nasumi¢no mijenja neke od bitova u jedinki. Na primjer, niz 00000100

moZe se mutirati na drugoj poziciji kako bi se dobilo 01000100. Mutacija se moZe dogoditi na
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svakoj poziciji bita u nizu s nekom vjerojatnoscu.
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2.6. JEDNOSTAVNI GENETSKI ALGORITAM

Pretpostavimo da je jasno definiran problem koji treba rijeSiti i odabran prikaz kandidata za

rjeSenje. Takoder, pretpostavimo da je definirana funkcija f dobrote kojom ¢emo evaluirati

jedinke.

Jednostavni genetski algoritam radi na nacin koji opisujemo u nastavku.

1. Generiramo populaciju koja se sastoji od n nasumicnih jedinki - kandidata za rjeSenje

problema u odabranom prikazu.

2. TIzratunamo dobrotu f(x) svake jedinke x u populaciji. Ukoliko postoji jedinka ¢ija do-

brota je zadovoljavajua, odnosno koju mozemo proglasiti rjeSenjem naSeg problema,

algoritam moZe stati.

3. Ponavljamo sljedeée korake dok se ne stvori n potomaka:

(a)

(b)

(c)

Odaberemo par roditeljskih jedinki iz trenutne populacije pri cemu je vjerojatnost
odabira jedinke proporcionalna dobroti te jedinke. Postoje razni nacini za ovu se-
lekciju, kao Sto su jednostavna selekcija (rulet selekcija, engl. roullete wheel selec-
tion), turnirska selekcija (engl. tournament selection), eliminacijska selekcija (engl.

steady-state selection) i druge.

S vjerojatnoscu p. ("vjerojatnost krizanja" ili "stopa krizanja", engl. crossover pro-
bability, crossover rate), krizamo odabrani par roditelja na nasumi¢no odabranoj
poziciji (odabranoj s uniformnom vjerojatno$¢u) za formiranje dva potomka. Ako
ne dolazi do krizanja, formiraju se dva potomka koji su kopije svojih roditelja.

Ovdje je stopa krizanja definirana kao vjerojatnost da ¢e se dva roditelja krizati u
jednoj tocki. Postoje i verzije genetskih algoritama s krizanjem u viSe tocaka (engl.

multi-point crossover).

Mutiramo dva potomka na svakoj poziciji s vjerojatnoscu p,, ("vjerojatnost muta-
cije" ili "stopa mutacije", engl. mutation probability, mutation rate) 1 smjeStamo

rezultirajuce jedinke u novu populaciju.

Ako je n neparan, jedan novi ¢lan populacije moZe se nasumi¢no odbaciti.

4. Zamijenimo trenutnu populaciju novom populacijom.
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5. Vratimo se na korak 2.

Svaka iteracija ovog procesa naziva se generacija. Genetski algoritam obicno iterira od 50
do 500 generacija, iako taj broj varira u ovisnosti o tome $to njime Zelimo postici. Cijeli skup
generacija zove se izvodenje algoritma (engl. run). Na kraju izvodenja Cesto postoji jedna ili
viSe jedinki koje su visoko prikladne, odnosno dovoljno dobre da budu rjesenje zadanog pro-
blema. Postoje i problemi kod kojih se trazi egzaktno rjeSenje kod kojeg nas nece zadovoljiti
dovoljno dobra aproksimacija; u tom slucaju algoritam staje kada pronademo upravo to rjesSenje
ili kada je dosegnut unaprijed definirani broj generacija algoritma. Buduci da slucajnost igra
veliku ulogu u svakom izvodenju algoritma, dva izvodenja s razliitim izvorima generiranih
nasumicnih brojeva opéenito e proizvesti razli¢ita ponasanja algoritma. Uz genetski algoritam
se Cesto biljeze 1 statistike, kao Sto je najbolja vrijednost dobrote dobivena u jednom izvode-
nju i redni broj generacije u kojoj se nalazi jedinka s tom dobrotom, uprosjecene tijekom vise
razlicitih izvodenja genetskog algoritma za isti problem.

Jednostavan postupak koji je upravo opisan temelj je za veCinu primjena genetskog algo-
ritma. Postoji niz detalja koji se specificiraju u ovisnosti o problemu koji se rjeSava, kao Sto
su veli¢ina populacije i vjerojatnosti krizanja i mutacije te uspjeh algoritma cesto uvelike ovisi
o tim detaljima. Postoje 1 kompliciranije verzije genetskih algoritama, npr. genetski algoritmi
koji rade na prikazima koji nisu nizovi ili genetski algoritmi koji imaju razlicite vrste krizanja i

mutacija.
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3. KONSTRUIRANJE BLOKOVNIH DIZAJNA
BEZ PRETPOSTAVLJENOG DJELOVANJA
GRUPE AUTOMORFIZAMA
KORISTENJEM GENETSKOG

ALGORITMA

U ovom poglavlju ponovit ¢emo istrazivanje i rezultate I. Martinjaka i M.-O. Pavceviéa iz
Clanka [45] koji se bavi koriStenjem genetskog algoritma za konstruiranje blokovnih dizajna
bez pretpostavljenog djelovanja grupe automorfizama. U svome ¢lanku, predstavili su genetski
algoritam za konstrukciju 2-(v,k,A) dizajna pretrazivanjem prostora rjeSenja samo na temelju
parametara v, k i A tih dizajna bez ikakvih dodatnih uvjeta. KoriStenjem ovog algoritma uspjeli

su pronaci nove jednostavne dizajne s parametrima 2-(14,4,6).

3.1. OPIS ALGORITMA

Osmisljeni algoritam varijacija je algoritma za konstrukciju 2-dizajna kakav je prikazan u [62].
Radi se o algoritmu koji koristi 4-turnirsku selekciju s krizanjem jedinki u dvije tocke. Cilj
algoritma je pronaci 2-(v,k,A) dizajn Z sa b blokova, pri ¢emu je svaka tocka incidentna sa r
blokova.

Bez smanjenja opcenitosti, mozemo oznaciti skup toaka & trazenog dizajna ¥ sa & =
{1,...,v}. Svaku jedinku u populaciji predstavit ¢emo kao b x k cjelobrojnu matricu, pri ¢emu
je svaki redak k-Clani podskup skupa tocaka 7. Retci te matrice su geni u jedinkama. Cilj nam

je da svaki redak te jedinke predstavlja po jedan od b blokova trazenog dizajna. Primijetimo
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koriStenjem genetskog algoritma Opis algoritma

da e takva jedinka predstavljati 2-(v,k, A1) dizajn & ako i samo ako se svaki dvoclani podskup
skupa toCaka & pojavljuje u to¢no A redaka (gena) te jedinke. Nikakve dodatne uvjete ne treba
provjeravati. Veli¢inu populacije, odnosno, broj jedinki u populaciji oznacit ¢emo sa POP.
Kako bismo "izmjerili" koliko odredenoj jedinki nedostaje da bi bila trazeni 2-(v,k, A ) dizajn
2, izbrojat ¢emo koliko se puta svaki dvoclani podskup skupa to¢aka & pojavljuje u retcima
jedinke, pri ¢emu ¢emo stati kada se dosegne A. Funkciju dobrote definirat éemo kao zbroj svih
takvih pojavljivanja. U sluCaju da promatrana jedinka predstavlja dizajn, izbrojat ¢emo ukupno

b- (]2‘) parova, Sto je jednako (;) - A. Dakle, maksimalna (optimalna) vrijednost funkcije dobrote

v viv—1)A
(z)’L =72

U slucaju da dobrota neke jedinke dostiZe ovu vrijednost, ta jedinka predstavlja konstruirani

je

trazeni dizajn.

U svakoj iteraciji algoritma, populacija se dijeli u grupe od Cetiri jedinke (4-turnirska selek-
cija), pri cemu se iz svake grupe izdvajaju dvije najbolje jedinke, odnosno one koje u toj grupi
imaju najvece vrijednosti funkcije dobrote. Kako bi ta raspodjela bila slucajna, prethodno se
populacija jedinki na slucajan nain permutira. Te dvije jedinke preuzimaju ulogu roditelja ¢iji

se geni kriZaju kao Sto je prikazano na primjeru dvoravnine 2-(7,4,2) na slici 3.1.
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koriStenjem genetskog algoritma

Opis algoritma

6 1 35
371 4
7 2 5 1
326 7
4 1 6 7
1 3 2 6
137 4
roditelj A
(61 35
371 4
1 3 45
6 541
21 5 7
317 4
13 7 4

dijete A

5723
71 45
1 3 45
6 5 4 1
2157
317 4
75 23
roditelj B
57 23
71 45
72 51
3267
4 1 6 7
1 326
75 2 3
dijete B

Slika 3.1: Krizanje u dvije tocke.

Nadalje, postoje dva razli¢ita operatora mutacije koja se mogu primijeniti na djeci dobive-

nom krizanjem. Kod jednog djeteta moze se zamijeniti cijeli gen, kao slucajni k-Clan podskup

skupa toCaka &, a kod drugog djeteta moZe se zamijeniti samo jedan element slu¢ajno oda-

branog gena i to slu¢ajno odabranom tockom iz & (vodeéi racuna o tome da se novi gen i

dalje sastoji od k razliCitih elemenata). Oba operatora mutacije primjenjuju se s odredenom

vjerojatno$¢u p,,, koja se, eksperimentalno utvrdeno, postavlja na jednaku vrijednost za oba

operatora.

Pseudokod razvijenog algoritma, za kojeg je napisan pripadni racunalni program za GAP

[60], prikazan je u nastavku.
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koriStenjem genetskog algoritma

Opis algoritma

Algoritam GA

1. generiraj pocetnu populaciju

2. ¢c+0

3. while (fpest < fdesign and ¢ < Cmax)

4.

10.
11.
12.
13.
14.

O © =N

permutiraj populaciju jedinki
i< 0
while (i < POP)
odaberi dvije najbolje jedinke (roditelje) izmedu i-te i (i + 3)-Ce
krizaj roditelje i stvori djecu
mutiraj djecu
zamijeni dvije najgore jedinke izmedu i-te i (i + 3)-¢e mutiranom djecom
i< i+4
end while
evaluiraj dobrotu svake pojedine jedinke

c+—c+1

15. end while
16. end
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3.2. OPTIMIZACIJA PARAMETARA

Da bi se algoritam ucinio $to ucinkovitijim, potrebna je optimizacija ulaznih parametara na
osnovu nekoliko eksperimentalnih izvodenja. Kao §to su to ulinili autori u [45], za razliCite
trojke parametara (v,k, A ), pustili smo da se algoritam izvodi dok se ne pronade rjeSenje ili dok
se ne dosegne maksimalan broj iteracija ¢ < cpmax = 100000 1 to 100 puta. Autori su ovdje
eksperimentalno utvrdili da permutacija populacije jedinki prije 4-turnirske selekcije daje bolje
rezultate, Sto smo mi od pocCetka uklopili u nasu verziju algoritma, s ciljem da jedinke koje su
susjedne u jednoj generaciji ne bi ostale susjedne u drugoj. Takoder, ponovljen je 1 eksperiment
s razlicitim veli¢inama populacije POP, gdje smo isprobavali veli¢ine od 20 do 400 jedinki. Kao
Sto je 1 oCekivano, u slucajevima kada je bilo moguce do¢i do rjeSenja, kod populacija s manje
jedinki izvodenje algoritma je brze po iteraciji, no potrebno je vise iteracija kako bi se doslo
do rjeSenja. Kod veéih populacija je suprotno, iteracije se sporije izvode, no treba ih manje na
putu do rjeSenja. Zakljucak je da populacije od 40, 60, 80 ili 100 jedinki daju najbolje rezultate
uzevsi u obzir brzinu izvodenja i potreban broj iteracija pa je odabrana vrijednost POP = 60 za
daljnje eksperimente.

Uz navedenu velic¢inu populacije, nadalje smo pokusali optimizirati 1 vjerojatnost mutacije
Pm s kojom bi bilo potrebno §to manje iteracija koje bi vodile do prvog rjesenja. Ovdje p,, znaci
vjerojatnost da ¢e dijete biti mutirano nakon krizanja. Postupnim poveéavanjem vjerojatnosti
mutacije dobili smo, kao i autori, poboljSanje u vidu prosje¢nog broja iteracija koje vode do
dizajna (#iteracija) i broja dobivenih rjeSenja unutar 100 izvodenja (#rjeSenja). U tablici 3.1
prikazujemo dio eksperimentalno dobivenih rezultata za vjerojatnosti p,, od 95, 98 i 100 posto
za ulazne parametre (6,3,2), (7,3,1), (7,2,4), (8,4,3)1(11,5,2), (19,3,1)1(21,3,1). Na$ ponovljeni
eksperiment daje sli¢ne rezultate kao 1 kod autora. ZakljuCak je da maksimalna vjerojatnost

mutacije p,, od 100% daje najbolje rezultate u broju dobivenih rjeSenja.
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(vk,A) | pm 95 98 | 100
(6,3,2) | #iteracija 68 61 57
#rjeSenja 76 81 84
(7,3,1) | #iteracija 102 86 52
#rjeSenja 71 87 91

(7,2,4) | #iteracija 98 79 74
#rjeSenja 46 52 70
(8,4,3) | #iteracija 687 601 448

#rjeSenja 40 45 67
(11,5,2) | #iteracija | 4220 | 4003 | 3804
#rjeSenja 38 50 62

(19,3,1) | #iteracija | 20191 | 19207 | 19184

#rjeSenja 6 9 13
(21,3,1) | #iteracija | 63488 | 60074 | 61879
#rjeSenja 11 24 72

Tablica 3.1: Optimizacija vjerojatnosti mutacije.

Uz navedeni eksperiment za optimizaciju parametara mutacije, proveli smo, uz vjerojatnost
mutacije p,, = 100% i eksperiment koji usporeduje rezultate na temelju dvaju razlicitih pocet-
nih populacija za neke vrijednosti ulaznih parametara (v,k,A). Za svaku trojku parametara,
prva populacija izgradena je od jedinki sa slucajno generiranim genima, a kod druge ("pobolj-
Sane") populacije postavljen je dodatan uvjet, a to je da se skup gena koji €ine jedinku mora
sastojati od k-torki koje su sve medusobno razli¢ite. Za oba pristupa i za odabrane trojke ulaz-
nih parametara dizajna (6,3,2), (7,3,1), (7,2,4), (8,4,3) 1 (11,5,2), (19,3,1) i (21,3,1) izmjereni
su: najmanji broj iteracija potrebnih do rjeSenja (#minl, #min2) 1 prosjecCan broj iteracija do
rjeSenja (#avgl,#avg2). NaS ponovljeni eksperiment pokazao je, kao i kod autora, da su rezul-
tati s "poboljSanom" populacijom bolji samo u slu¢aju malih parametara, tako da smo nadalje

pocetnu populaciju gradili sa slu¢ajno generiranim genima. Rezultate prikazujemo u tablici 3.2.
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(v,k,A) | #minl | #avgl | #min2 | #avg2

(6,3,2) 12 54 4 28
(7,3,1) 17 50 8 41
(7,2,4) 22 73 6 201
(8,4,3) 70 465 147 | 1341

(11,5,2) 226 | 3971 3921 5111
(19,3,1) | 2439 | 20325 | 3595 | 23588
(21,3,1) | 9492 | 60324 | 11593 | 72505

Tablica 3.2: Usporedba dvaju razlicitih pocetnih populacija.

Naposlijetku, proveli smo test kojim smo pokusSali konstruirati $to je viSe moguce dizajna s
fiksnim skupom parametara (v,k, A) na nacin da smo dozvolili izvodenje algoritma i nakon §to
pronade prvo rjesenje, sve dok se ne postigne maksimalan broj iteracija cpmax koji je, kao i prije,
postavljen na 100000. Ukoliko se pronade rjeSenje, ono se sprema u listu rjeSenja, a u populaciji
zamjenjuje novom slucajnom jedinkom. Preostale jedinke u populaciji ostaju onakvima kakve
su i bile u tom trenutku. Ova metoda testirana je na parametrima (8,4,12) i (11,5,2), medutim
pokazalo se da je za svaku od ovih trojki parametara svako sljedece rjeSenje izomorfno (ili
jednako) prvom dobivenom rjeSenju. Zakljucak je da jedna pocetna populacija ima tendenciju
voditi uvijek k istom rjeSenju.

Jos jedna od karakteristika ovog genetskog algoritma, kao uostalom i vecine genetskih al-
goritama koji pokuSavaju rijeSiti razne probleme iz mnogobrojnih podruc¢ja znanosti, jest da
algoritam kroz vrlo mali broj iteracija dolazi "blizu" rjeSenju (odnosno, u populaciji se pojav-
ljuju jedinke s funkcijom dobrote bliskoj vrijednosti funkcije dobrote dizajna), medutim, nakon

toga, u sljedecim iteracijama dogadaju se samo mala poboljsanja.
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3.3. REZULTATI

Uz optimizirane ulazne parametara kao Sto je prethodno opisano, to jest, uz veli¢inu populacije
POP = 60, vjerojatnost mutacije p,, = 100% i maksimalan broj iteracija cpmax = 100000, kons-
truirali smo blokovne dizajne s razli¢itim parametrima (v,k,A). U tablici 3.3 za svaku trojku
testiranih parametara prikazali smo minimalan broj iteracija potreban da bi se doseglo prvo rje-
Senje (#min), prosjecan broj iteracija do prvog rjeSenja (#avg) te ukupan broj dobivenih rjesenja
(#rjeSenja) dobivenih unutar 100 izvodenja algoritma. Pri tome, dobiveni broj rjeSenja unutar
100 izvodenja moZe biti i veci od 100 buduci da je Cest slucaj da se u istoj iteraciji algoritma

pojave dvije ili viSe jedinki s ciljanom funkcijom dobrote koja karakterizira dizajn.

(v,k,A) | #min | #avg | #rjeSenja
(8,4,3) 82 468 88
(8,4,15) 231 997 91
(10,3,2) 145 720 98
(10,5,4) | 1678 | 41107 83
(12,43) | 5978 | 75778 44
(21,3,2) | 5177 | 58687 71
(7,3,1) 19 51 102
(13,4,1) 201 | 2060 101
(21,5,1) | 44441 | 99280 3
(7,2,4) 25 68 107
(11,5,2) 212 | 4005 100
(9,3,1) 63 201 105
(13,3,1) 224 | 4123 98
(15,3,1) 427 | 13434 93
(19,3,1) | 5873 | 54223 80
(21,3,1) | 6001 | 66236 59
(25,3,1) | 16710 | 97201 11
(27,3,1) | 64278 | 99405 1

Tablica 3.3: Primjeri konstruiranih 2-dizajna.
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Iz tablice 3.3 moZemo naslutiti da minimalan i prosjean broj iteracija do prvog rjeSenja
ovise, kako o broju to¢aka dizajna v, tako i o ostalim parametrima. Dvoravnine, to jest, 2-(v,k,2)
dizajni, ¢ine se "najrjedima" medu 2-(v,k,A) dizajnima, odnosno imaju najmanju gustocu rje-
Senja u cjelokupnom prostoru rjeSenja. Na primjer, iako je broj tocaka projektivne ravnine s
parametrima 2-(21,5,1) veci nego broj tocaka dvoravnine s parametrima 2-(16,6,2), unutar
100000 iteracija algoritma izvedenog 100 puta, nismo uspjeli doseci tu dvoravninu, iako smo,
kao Sto je navedeno u tablici, dobili tri rjeSenja za parametre (21,5,1).

Takoder, ispitali smo koje su grupe automorfizama dizajna dobivenih u tablici 3.3. Zamijetili
smo da je veéina tih grupa automorfizama trivijalna, pogotovo kod dizajna s ve¢im parametrima.

Koriste¢i ovu metodu, autori su pronasli dvadeset do tada nepoznatih neizomorfnih dizajna
s parametrima 2-(14,4,6). Svi ti dizajni imaju trivijalne grupe automorfizama. Budu¢i da ti
dizajni imaju 91 blok, tesko je zamisliti da bi iscrpna potraga za takvim dizajnima mogla uroditi
plodom, bududi da je prostor pretrazivanja jako velik, iako se parametri dizajna Cine relativno

malima.
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4. KONSTRUIRANIJE BLOKOVNIH DIZAJNA
S PRETPOSTAVLJENOM GRUPOM
AUTOMORFIZAMA KORISTENJEM

GENETSKOG ALGORITMA

U ovom poglavlju opisat cemo metodu konstrukcije blokovnih dizajna koja kombinira genetski
algoritam i metodu za konstruiranje dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama koriste-
njem taktiCke dekompozicije (tj. orbitnih matrica). Ovu metodu primijenit cemo za konstrukciju
novih Steinerovih sustava s parametrima S(2,5,45) i novih simetri¢nih dizajna s parametrima

(71,15,3).

4.1. UvoD

Konstrukcija blokovnih dizajna s odredenim dopustivim parametrima se ¢esto pokuSava izvesti
za jedan odredeni skup parametara uz pretpostavljanje nekih dodatnih ogranicenja na strukturu
dizajna kako bi pretrazivanje bilo racunalno izvedivo. Prirodno ograniCenje je pretpostavka
da odredena grupa automorfizama djeluje na dizajn. Jedna od metoda konstruiranja blokovnih
dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama je metoda koja koristi orbitne matrice. Ova
metoda je opisana u [35] i uspjeSno su je koristili Z. Janko i drugi za konstrukciju blokovnih
dizajna, na primjer u [18], [22], [36], [37], [38].

U cilju da se omoguc¢i konstrukcija blokovnih dizajna koja ne bi bila izvediva izvodenjem
iscrpnog pretrazivanja (engl. exhaustive search), predlazemo kombinaciju metode koja koristi
orbitne matrice i genetskog algoritma. Koriste¢i ovaj pristup konstruiramo 35 novih Steinerovih

sustava s parametrima S(2,5,45) i 22 nova simetri¢na dizajna s parametrima (71,15,3). Heuris-
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ticke metode koriStene su i ranije za konstruiranje blokovnih dizajna i drugih kombinatornih
struktura, na primjer u [31], [32], [39], [45], [46]. Medutim, koliko nam je poznato, ovo je
prva primjena genetskog algoritma kao heuristicke metode za konstrukciju blokovnih dizajna s

pretpostavljenom grupom automorfizma, koriStenjem orbitnih matrica.
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4.2. KONSTRUKCIJA

Orbitne matrice se Cesto koriste u konstrukciji blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom
automorfizma. Konstrukcija dizajna koji dopustaju djelovanje pretpostavljene grupe automorfi-

zama sastoji se od sljedeca dva osnovna koraka (vidi [35]):
1. konstrukcije orbitnih matrica za pretpostavljenu grupu automorfizma,
2. konstrukcije blokovnih dizajna za orbitne matrice dobivene na ovaj nacin.

Drugi se korak Cesto naziva indeksiranjem orbitnih matrica. Cilj drugog koraka konstruk-
cije je konstruirati matrice incidencije blokovnih dizajna koje odgovaraju orbitnim matricama
dobivenim u prvom koraku. Indeksiranje orbitnih matrica obi¢no se provodi metodom iscrpnog
pretrazivanja. Medutim, ponekad iscrpno pretrazivanje nije izvedivo jer postoji previse struk-
tura koje bi trebalo provjeriti, §to je zahtjevno zbog ogranicenih kapaciteta raCunalne memorije,
a isto tako i samog vremena izvodenja pretraZivanja. Kako bismo prevladali ovu prepreku,
predlazemo koriStenje genetskog algoritma u ovom koraku konstrukcije. Koliko nam je poz-
nato, ovo je prvi put da se koristi heuristicka metoda, odnosno genetski algoritam u izvodenju
drugog koraka konstrukcije.

U procesu indeksiranja orbitnih matrica neke od orbitnih matrica uopée ne mogu producirati
dizajne sa Zeljenim parametrima, dok se iz drugih orbitnih matrica moze dobiti viSe dizajna koji
su medusobno neizomorfni. U ovom radu ne¢emo se baviti prvim korakom konstrukcije, od-
nosno konstrukcijom samih orbitnih matrica, ve¢ ¢emo iz orbitnih matrica ve¢ poznatih dizajna

pokusati konstruirati nove dizajne, neizomorfne s do tada poznatima.

4.2.1. Opis problema

Neka su (v,k, A) dopustivi parametri 2-dizajna. Neka je G kona¢na grupaineka je (vi,Va,..., Vi)
distribucija duljina orbita tocaka, a (1, B2, . . ., Bn) distribucija duljina orbita blokova za djelova-
nje grupe G na 2-(v,k,A) dizajn. Nadalje, neka je M orbitna matrica za parametre (v,k,A) i dis-
tribuciju duljina orbita tocaka (vy, va, ..., Vj,) te distribuciju duljina orbita blokova (B, B2, . . ., Bn)-
Nas cilj je konstruirati matricu incidencije 2-(v,k,A) dizajna & koji dopusta djelovanje grupe
automorfizama izomorfne grupi G uz distribuciju duljina orbita tocaka (v, Va,...,Vy,) i distri-
buciju duljina orbita blokova (i, B2, ..., Bs), tako da to djelovanje producira orbitnu matricu

M. U ovom radu pretpostavljat ¢emo djelovanja ciklickih grupa prostog reda, odnosno grupa
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izomorfnih sa Z,, p € P. Pri indeksiranju orbitne matrice M koristit ¢emo genetski algoritam,
Sto znaci da naSe pretraZivanje nece biti iscrpno. Drugim rije¢ima, postoji mogucnost da ovim
postupkom ne¢emo konstruirati sve neizomorfne dizajne koje je moguce konstruirati iz dane
orbitne matrice M. Za pocetak emo testirati algoritam na primjerima dizajna s poznatim pa-
rametrima. To znaci da ¢emo nizom eksperimenata za razliCite parametre (v,k,A) poznatih
2-dizajna utvrditi optimalne vrijednosti parametara algoritma, kao Sto su veli¢ina populacije,

vjerojatnost za mutaciju i crossover, broj mutiranih 1 kriZzanih gena itd.

4.2.2. Prikaz kandidata za rjeSenje

Prvi osnovni zadatak pri primjeni genetskog algoritma na specifi¢ni problem jest odrediti nacin
prikaza kandidata za rjeSenje problema.

Za kandidate za rjeSenja u literaturi se koriste razni nazivi, od kojih su najucestaliji "kro-
mosomi" ili, kako ¢emo ih mi u daljnjem tekstu zvati "jedinke" (engl. individuals) koje Cine
populaciju. Kao $to smo ranije naveli u poglavlju 2, najjednostavniji na¢in prikaza jedinke jest u
obliku niza bitova 0 ili 1, medutim, taj prikaz nije pogodan za rjeSavanje svih problema pa tako
ni ovog naSeg. U poglavlju 3, svaku jedinku u populaciji predstavili smo kao b X k cjelobrojnu
matricu, pri ¢emu je svaki redak k-¢lani podskup skupa tocaka &7. Retci te matrice su geni u
jedinkama. Cilj nam bio je da svaki redak te jedinke predstavlja po jedan od b blokova trazenog
dizajna.

U populaciji koju ¢emo mi stvoriti, jedinke ¢e biti matrice incidencije 1-dizajna koji do-
pustaju djelovanje grupe G s obzirom na orbitnu matricu M. Drugim rije¢ima, jedinke su
(0, 1)-matrice dimenzija v x b kojima je suma elemenata u svakom pojedinom retku r, suma
elemenata u svakom pojedinom stupcu k 1 koje dopustaju djelovanje grupe G uz distribuciju du-
ljina orbita tocaka (vy,Vs,...,V,) i distribuciju duljina orbita blokova (B, B2, .-, Bs) iz kojih
se moZe dobiti orbitna matica M. Cilj nam je iz pocetne populacije koja se sastoji od odredenog
broja takvih, na slucajan nacin generiranih jedinki, primjenom genetskog algoritma konstruirati
jedinku koja predstavlja matricu incidencije 2-(v,k,A) dizajna.

Gen u ovakvoj jedinki ¢ine retci matrice incidencije koji odgovaraju jednoj orbiti tocaka.
Bit jednog gena je podmatrica koja predstavlja presjek tog gena sa stupcima koji odgovaraju
jednoj orbiti blokova. Bitovi, dakle, odgovaraju elementima orbitne matrice. Svaki bit odreden
je svojim prvim retkom, a ostali retci u bitu na jedinstven su nacin odredeni djelovanjem grupe

G na prvi redak. Valja napomenuti da izraz "bit" ovdje koristimo jer je to najmanji moguci
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podatak u jedinki koji se moze izmijeniti. U nasoj terminologiji "bit" moZe imati i viSe od dva
stanja. Za neke elemente orbitne matrice bitovi su jednoznacno odredeni (zvat ¢emo ih fiksni
bitovi), dok iz nekih drugih elemenata orbitne matrice postoji viSe moguénosti za konstrukciju
odgovarajuéeg bita (zvat ¢emo ih nefiksni bitovi). Isto tako, moZemo govoriti i o fiksnim i

nefiksnim genima.

Primjer 4.2.1. Za jedan 2-(11,5,2) dizajn uz pretpostavljeno djelovanje ciklicke grupe Zs do-

bije se orbitna matrica

115 5
10|50
SI112 2
500(2 3

Buduéi da se radi o simetricnom dizajnu, distribucije duljina orbita blokova i to¢aka su
jednake: (1,5,5). Grupa djeluje tako da postoje tri orbite tocaka i tri orbite blokova.

Iz takve orbitne matrice, uz poznate distribucije duljne orbita blokova i to¢aka i pretpostav-
ljeno djelovanje ciklicke grupe Zs, na sluc¢ajan nacin generiramo jedinku. Jedna takva slu¢ajno

generirana jedinka je:

0/[1 111100000
1/0 011011000
1/0 001101100
111000 1/00110
111100 0/00011
1/01 10010001
0jo 1 00 1/0110°1
0|7 01 001 0110
0jlo 1 01 0[{010T11
0jlo 01 0110101
| 0|/ 00171 011010

U ovom prikazu podebljano je oznacen jedan gen, a ukoSeno je oznacen jedan bit.
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4.2.3. Odabir funkcije dobrote

Drugi osnovni zadatak pri primjeni genetskog algoritma na specifi¢ni problem jest definirati
funkciju dobrote (engl. fitness function) koja ¢e dobro opisivati pogodnost kandidata.

Testirali smo dvije razlicite funkcije dobrote koje smo smatrali pogodnima za ovaj problem.
Na temelju eksperimenta, to jest usporedbe rada algoritma koriStenjem svake od tih dviju funk-
cija zasebno, uz nepromijenjene ostale parametre algoritma, zakljucili smo koju funkciju éemo
koristiti. Usporedbu rada ¢emo prikazati kasnije, a u nastavku opisujemo funkcije dobrote koje
smo testirali.

Prva funkcija dobrote definirana je na sli¢an nacin kao i u poglavlju 3, odnosno u [45], uz
prilagodbu racunanja dobrote za svaku pojedinu jedinku buduci da se na$ prikaz jedinke razli-
kuje od onog u [45]. Za svake dvije razliite toCke F; i P;, definiramo da je x; ; broj zajednickih
pojavljivanja od P; i P; u zajedniCckom bloku, to jest, skalarni produkt odgovarajucih redova
matrice incidencije 1-dizajna kojom prikazujemo jedinku. Funkciju dobrote definiramo kao

Z min{x; j,A},
P, Pic?
pri Cemu je & skup toCaka Zeljenog dizajna. U 2-(v,k,A) dizajnu, svaki par tocaka (a takvih
parova ima (;)) pojavljuje se u tocno A zajednickih blokova. Jedinka e biti matrica incidencije
2-(v,k,A) dizajna ako i samo ako je vrijednost njezine funkcije dobrote
v
(2> A

Uz ovako definiranu funkciju dobrote, na$ problem pronalaZenja optimalnog rjeSenja, tj. di-
zajna, je maksimizacijski, odnosno prosjecne vrijednosti dobrota jedinki tijekom generacija ge-
netskog algoritma trebale bi rasti prema optimalnoj, odnosno maksimalnoj vrijednosti funkcije
dobrote koja iznosi (3)A.

Drugu funkciju dobrote (x; ; definiran kao i prije) definiramo kao

Y, (aj—A)%
P.Picy

Uz ovako definiranu funkciju dobrote, na$ problem pronalaZenja optimalnog rjeSenja, tj. di-
zajna, je minimizacijski, odnosno prosjecne vrijednosti dobrota jedinki tijekom generacija ge-
netskog algoritma trebale bi padati prema optimalnoj, odnosno minimalnoj vrijednosti funkcije
dobrote koja iznosi 0.

Nakon eksperimentalne usporedbe ovih dviju funkcija, odlucili smo koristiti prvu opisanu

funkciju dobrote.
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4.2.4. Krizanje

KriZanje u genetskom algoritmu opéenito zna¢i zamjenu odgovarajucih gena dviju jedinki koje
se krizaju (nadalje ¢emo takve jedinke zvati "roditelji"). U naSem slucaju, to znaci da ¢emo
zamijeniti retke na nekim pozicijama prvog roditelja s retcima na istim pozicijama u drugom
roditelju i obratno. Na taj nacin dobivamo dvije nove jedinke, potomke roditelja (nadalje ¢emo
takve jednike nazivati "djeca"). Krizanje mozemo vrsiti u jednoj, dvije tocke ili u vise tocaka.
Eksperimentalno smo utvrdivali vjerojatnost krizanja p. te optimalan broj gena koje roditelji

izmjenjuju.

Primjer 4.2.2. Za parametre 2-(11,5,2) i pretpostavljeno djelovanje grupe Zs s orbitnom ma-
tricom kao u primjeru 4.2.1, krizamo jedan gen prvog roditelja s genom na odgovarajucoj po-

ziciji drugog roditelja. Time dobivamo dvoje djece koji su mjeSavina genetskog materijala oba

roditelja.
(0j1 111 1/00000] (ol1 111 1/00000]
110011011000 o100 1lo1010
110001101100 1101000071071
111000100110 1lo1 01010010
111100000011 1oo1 0101001
110110010001 11001 0l10100
0lo 100 1(01 101 0[o0 01 10[100T1°1
01 0100[10110 00001 1[1 1001
00 1010/010T1 1 01000 1/1 1100
00010 1[1010°1 01 1000/01 110
[ 0[1 00101101 0] (0[01 100001 11|
roditelj A roditelj B
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[0[1 111 1/0000 0 0/1 11110000 0]
1101 00 101 010 110 01 10{1 1000
111 01 0 0(0 01 01 1710 001 1{01 100
110 1 01 0|1 00 1 0O 1{1. 0 00 1/00 110
110 01 01|01 00 1 1{1 100 0{00011
1{1 001 01 01 00 110110010001
0/jo01 00 1|01 101 0/0 01 10|11 00T11
O/1 01 001 O1 1O 0/0 001 1|1 1001
0/0 1 01 0/0 1011 0(1 00OOT1|1 1100
0/0 01 01|11 0101 0j11.000{011T10O0
i O0/(1 00101 17010 0/jo0 1 1.00j0O0OT1TT11 |
dijete A dijete B

4.2.5. Mutacija

Mutaciju provodimo na nacin da se jedan ili viSe bitova unutar gena jedinke zamijeni s novim,

slucajno generiranim bitovima. To zapravo znaci da na sluajan nacin permutiramo prvi redak

bita, a ostali retci u bitu odredeni su djelovanjem pretpostavljene grupe automorfizama. Ta-

koder, kao i kod kriZanja, eksperimentalno smo utvrdivali vjerojatnost mutacije p,,, odnosno

optimalan broj bitova nad kojima ¢e se vrsiti mutacija kod djece.

Primjer 4.2.3. Za parametre 2-(11,5,2) i pretpostavljeno djelovanje grupe Zs te orbitnu ma-

tricu iz primjera 4.2.1, mutiramo jedan bit u genu jedinke, dok preostali bitovi ostaju isti. Na

primjer,
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0/1r 1 111{0000O00O0 0j1r 11110 000O0O0
110 01 1 0/1 1000 110 01 1 0/1 1000
110 0 01 1/]0 1 100 110 0 01 1/]0 1 100
1/11 000 11001 10 1/11 000 1|10 01 10
1/11 1.0 0 0/{0 00 11 1/11 100 0{0 0011
110 1 1.0 0(1 00O0 1 — 110 1 1.0 0(1 00O0 1
0j0 1 001101101 0j0 1 00 1/1 0011
0/1 01001 0110 0/{1 010011001
0j0 1 01 0/01011 0jo 1 01 0/1 11200
0j0o 01 01/1 0101 0j0 01 01101110
(01 001 0/1T 1010 ] (01 00 10{001T11]

Primijetimo da je mutacija bita, odnosno podmatrice unutar jedinke koja je presjek redaka
koji odgovaraju trecoj orbiti tocaka sa stupcima koji odgovaraju treoj orbiti blokova, zapravo
odredena mutacijom prvog retka te podmatrice. U orbitnoj matrici iz primjera 4.2.1 element na
odgovarajucoj poziciji je 3, odnosno svaki blok iz trece orbite blokova incidentan je s 3 tocke
iz treCe orbite toCaka. To svojstvo mora biti o€uvano i mutacijom. Dakle, mutacija zapravo
znaci preraspodjelu pozicija nula i jedinica u prvom retku te podmatrice, dok njihov broj ostaje
ocuvan. Ostali retci podmatrice na jedinstven su nacin odredeni djelovanjem grupe Zs, odnosno

oni su uzastopni cikli¢ki pomaci tog prvog retka.

4.2.6. Selekcija

Genetski algoritam koji smo razvili koristi 4-turnirsku selekciju (engl. 4-tournament selection).
Ova selekcija eksperimentalno se pokazala boljom od ostalih dviju metoda selekcije koje smo
testirali, a to su jednostavna i eliminacijska selekcija. Kod 4-turnirske selekcije, veli¢ina po-
pulacije mora biti viSekratnik broja 4. Populacija se dijeli u podskupove od Cetiri jedinke, tj.
4-turnire, a na temelju funkcije dobrote dvije najbolje rangirane jedinke izdvajaju se kao ro-
ditelji na koje ¢e djelovati operator krizanja. KriZanjem se dobiva dvoje djece na koje djeluje
operator mutacije te tako stvorena djeca zamjenjuju dvije najlosije rangirane jedinke u 4-turniru.
Prije stvaranja nove generacije, takvu populaciju jedinki permutiramo na slucajan nacin kako

pri sljedecoj selekciji ne bismo odabirali opet iste roditelje u svakom 4-turniru.
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Kod jednostavne selekcije (engl. roulette wheel selection) cilj je odabrati roditelje s vjerojat-
nosti za selekciju koja je proporcionalna njihovoj dobroti. Svim jedinkama v;, i =1,2,...,POP,
u populaciji izratunaju se vrijednosti dobrote f(v;) te se izracuna i ukupna dobrota popula-
cije D = ):}):OIP f(vi), kao zbroj pojedinacnih dobrota. Za svaku jedinku izraCunamo njezinu
kumulativnu dobrotu g; = Z;‘:] fvi), k=1,2,...,POP. Vjerojatnost selekcije p; jedinke vy

definiramo kao p; = % i ta je vjerojatnost proporcionalna dobroti jedinke v;. Ocito vrijedi

Z}):OIP pr = 1. Potom generiramo slu¢ajni realni broj r € [0, D] i potrazimo i-tu jedinku za koju
vrijedi r € [gi—1,¢;i]. Nad tako selektiranim jedinkama vrSimo kriZanje, dobivamo djecu i muti-
ramo ih.

Eliminacijska selekcija (engl. steady-state selection), za razliku od jednostavne selekcije,
ne bira "dobre" jedinke, ve¢ "loSe" koje treba eliminirati i reprodukcijom zamijeniti novima.
Dakle, "lose" jedinke odumiru, a njih nadomjestaju djeca nastala reprodukcijom roditelja, tj.
prezivjelih jedinki. Algoritam selekcije "losih" jedinki slican je jednostavnoj selekciji, ali vje-
rojatnost selekcije je ovdje obrnuto proporcionalna dobroti jedinke. Umjesto funkcije dobrote

treba definirati funkciju kazne f”:
F(v) =max{f(vi)|i=1,2,...,POP} — f(v;), i=1,2,...,POP.

Tada je vjerojatnost selekcije jedinke proporcionalna njezinoj kazni. Primijetimo da u ovom
slu¢aju najbolje rangirana jedinka u trenutnoj populaciji ima kaznu 0. Analogno jednostav-
noj selekciji, odabire se najloSija jedinka koja se eliminira iz populacije. Postupak se ponavlja
unaprijed definirani broj puta, a krizanjem preZivjelih jedinki i mutacijom dobivene djece na-

dopunjavamo populaciju.

4.2.7. Pseudokod razvijenog algoritma

Navedimo pseudokod razvijenog algoritma koji se pokazao korisnim za konstrukciju blokovnih
dizajna iz orbitnih matrica s pretpostavljenom odredenom grupom automorfizama. Pripadni

racunalni program napisan je u programu GAP [60].
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Funkcija GA

1. NrOfCompleteResets <— 0

2. NrOfPartialResets < 0

3. while NrOfCompleteResets < MaxNrOfCompleteResets
4. StartingPopulation < {}

5. while NrOfPartialResets < MaxNrOfPartialResets

6. Population < GeneratePopulation(POP,StartingPopulation)
7. f_best <— BestFitness(Population)
8. f_bestNrOfRepeats < 1
0. while f_best < FitnessForDesign and NrOfGenerations < MaxNrOfGenerations
10. Population <— Shuffle(Population)
11. WorkOnPopulation(Population)
12. povecéaj NrOfGenerations
13. f_best <— BestFitness(Population)
14. if vrijednost f_best nije povecana then
15. povecaj f_bestNrOfRepeats
16. end if
17. if f_bestNrOfRepeats = f_bestNrOfRepeatsMax then
18. StartingPopulation <— unaprijed odredeni postotak StartingPercentage najbolje
rangiranih jedinki
19. provedi djelomi¢no resetiranje populacije
20. end if
21. end while
22. povecéaj NrOfPartialResets

23.  end while

24.  povecaj NrOfCompleteResets

25. end while

26. if f_best=FitnessForDesign then

27.  1izdvoji dobivena rjesenja, tj. dizajne

28. end if
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Funkcija WorkOnPopulation

i+ 1

while i < POP
WorkOnFour(i,Population)
i—i+4

. end while

Funkcija WorkOnFour

—

e e e e

A A A S

Parents <+ dvije najbolje rangirane jedinke izmedu i-te i (i + 3)-Ce jedinke
while Parent] = Parent2

MutatedParent2 <— Mutation(Parent2)

if MutatedParent2 nije u Population

Parent2 <— MutatedParent2

end if
end while
Children < Crossover(Parents)
repeat

MutatedChild1 < Mutation(Child1)

. until nije MutatedChild1 u Population
. Child1 < MutatedChild1

. repeat

MutatedChild2 <— Mutation(Child2)

. until nije MutatedChild2 u Population
. Child2 < MutatedChild2

. dvije najlosije rangirane jedinke izmedu i-te i (i 4 3)-Ce jedinke <— Children

4.2.8. Opis pseudokoda razvijenog algoritma

Glavna funkcija koja se koristi u ovom algoritmu je funkcija GA. Algoritam se moze pokre-

nuti do odredenog broja unaprijed definiranih potpunih resetiranja (MaxNrOfCompleteResets),

a djelomicna resetiranja moguca su do odredenog broja unaprijed definiranih djelomicnih re-

setiranja (MaxNrOfPartialResets). Na pocetku algoritma stvara se populacija odredenog broja
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jedinki (POP) kao nasumicna populacija, koja zadovoljava ograni¢enja orbitne matrice. U sva-
koj iteraciji algoritma radimo na ovoj populaciji kako bismo stvorili jedinke s boljim svojstvima.
Algoritam je postavljen da radi sve dok se ne pronade jedinka koja zadovoljava nase kriterije
(tj. matrica je incidencije dizajna), dok ne dode do stagnacije (u tom sluc¢aju vr§imo djelomicno
resetiranje algoritma) ili dok se ne dosegne granica za broj potpunih resetiranja (MaxNrOfCom-
pleteResets).

Dobrota svake pojedine jedinke evaluira se pomocu funkcije FitnessOfIndividual, a jedinka
predstavlja matricu incidencije dizajna ako je njezina dobrota maksimalna moguca, odnosno,
FitnessForDesign.

Djelomicno resetiranje populacije podrazumijeva da se unaprijed definirani postotak (Star-
tingPercentage) najbolje rangiranih jedinki u populaciji (StartingPopulation) zadrZava u toj po-
pulaciji zajedno s novim nasumic¢no generiranim jedinkama. Djelomi¢no resetiranje populacije
provodi se kako bi se izbjegla stagnacija, odnosno pojava da veéi broj generacija zaredom pos-
tize isti lokalni optimum (u naSem slucaju lokalni maksimum s obzirom na to kako je definirana
naSa funkcija dobrote). Kako bismo otkrili stagnaciju, definiramo najbolju vrijednost funk-
cije dobrote (f_best) u jednoj generaciji kao maksimum dobrota svih jedinki u toj generaciji.
Zatim algoritam detektira lokalni maksimum ako odredeni unaprijed definirani broj generacija
(f_bestNrOfRepeatsMax) stagnira u nekoj vrijednosti najbolje dobrote (f_best). Djelomicno
resetiranje takoder se moze provesti ako se postigne unaprijed definirani maksimalni broj ge-
neracija MaxNrOfGenerations. Ako se nakon ovog unaprijed definiranog broja djelomic¢nih
resetiranja ne dobije rjeSenje, provodi se potpuno resetiranje.

Jedinke, matrice incidencije 1-dizajna, se implementiraju kao blok matrice Ciji su blokovi
prethodno opisani bitovi i to na temelju orbitne matrice i pretpostavljene grupe automorfizama.
Ove se matrice kreiraju polunasumicno u sljedeCem smislu: svaki element orbitne matrice se
prosiruje poStujuci distribuciju blokova 1 toCaka i ovo proSirenje je ili jedinstveno (tj. ti su
dijelovi orbitne matrice fiksni) ili se moZe proSiriti na viSe od jednog nacina. Odgovarajuca
kombinacija proSirenja svih unosa orbitne matrice moZe proizvesti matricu incidencije blok
dizajna. Uzimajuci u obzir mnoge moguce kandidate za matricu incidencije medu tim prosi-
renjima, u slu¢ajevima kada se iscrpno pretraZivanje ne moZe provesti, heuristicki algoritmi su
dobra opcija.

Funkcija NewlIndividual stvara blok matricu polunasumi¢no generiranih gena pomoc¢u funk-

cije NewGene (svaki gen odgovara retku orbitne matrice koji pak odgovara predstavniku orbite
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tocaka). Ovi geni sastoje se od bitova (koji odgovaraju elementima u tom retku orbitne matrice)
koji se generiraju pomoc¢u funkcije NewBit. Gen se generira na nacin da zadovoljava ocekivanu
dobrotu gena (ExpectedGeneFitness). To znaci da je prostor rjeSenja problema unaprijed suZen
1 sadrzi samo one jedinke kod kojih se unutar svake orbite tocaka svake dvije tocke pojavljuju
u to¢no A zajednickih blokova.

Funkcija NewBit proSiruje element orbitne matrice u matricu sa Zeljenim brojem redaka 1
stupaca (poStujuéi distribucije duljina orbita). Prvi redak te matrice konstruira se nasumicno, a
svi ostali retci odredeni su djelovanjem pretpostavljene grupe automorfizama. Elementi fiksnog
dijela orbitne matrice se prosiruju u jedinstvenu takvu matricu.

Funkcija GeneratePopulation generira novu populaciju od POP jedinki, bilo iz prazne po-
pulacije ili s ve¢ postojecim najbolje rangiranim jedinkama nakon djelomi¢nog resetiranja.

Selekcija koji se koristi u algoritmu je 4-turnirska selekcija (iz tog razloga POP mora biti
viSekratnik od 4) gdje se u svakoj iteraciji algoritma populacija dijeli u grupe od Cetiri pojedinca,
medu kojima su dvije bolje rangirane (s obzirom na funkciju dobrote) odabrane su kao roditelji
za proces krizanja. Krizanjem tih dvaju roditelja nastaje dvoje djece koja se potom mutiraju i te
dvije jedinke zamjenjuju dvije loSije rangirane jedinke u 4-turniru. Tijekom ovog postupka, ako
se dogodi da su roditelji odabrani za krizanje jednaki, jedan od roditelja se mutira sve dok ne
postanu razliCiti kako bi se odrZala raznolikost u populaciji. Sli¢no, kada se mutira dijete, to se
¢ini tako da se rezultirajuca jedinka razlikuje od bilo koje druge jedinke u trenutnoj populaciji.

Nakon svake iteracije algoritma, cijela populacija se permutira funkcijom Shuffle kako bi
se osiguralo da roditelji iz jedne generacije ne budu uvijek izabrani kao roditelji u sljedecoj

generaciji.
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4.3. TESTNI PRIMJERI I OPTIMIZACIJA ALGORITMA

4.3.1. Testni primjeri

Kao primjere za testiranje rada algoritma koristili smo orbitne matrice poznatih simetri¢nih i ne-
simetri¢nih dizajna koje navodimo u nastavku. Za svaki primjer dizajna odredili smo optimalnu
vrijednost funkcije dobrote FitnessForDesign u odnosu na prvu funkciju dobrote definiranu u
4.2.3 (za drugu funkciju optimalna vrijednost je uvijek 0). Odredili smo pune grupe automorfi-
zama Aut(2) za svaki od tih dizajna te moguce grupe G prostog reda izomorfne podgrupama
od Aut(2) koje djeluju na taj dizajn. Za svaku takvu grupu odredena je orbitna matrica za
djelovanje po jedne podgrupe od Aut(Z) izomorfne sa G na dizajn. Na temelju parametara
dizajna i dobivene orbitne matrice, pokusali smo pomocu algoritma konstruirati dizajn s tim

parametrima.

» projektivne ravnine reda n, 2-(n> +n+1,n4 1,1) dizajni (simetri¢ni)

n | parametri | FitnessForDesign | |Aut(2)| G

2| 2:(7,3,1) 21 168 7,75

3| 2-(13,4,1) 78 5616 7,75

4|2-(21,5,1) 210 120960 | Z», 74,75, 7

512-(31,6,1) 465 372000 Lo, 13,25

71 2-(57,8,1) 1596 5630688 | 72,74, 7
* Hadamardovi dizajni 2-(4n+3,2n+ 1,n), n > 2 (simetri¢ni)

n | parametri | FitnessForDesign | |Aut(2)| G

2| 2(11,5,2) 110 660 T, 73,75

3| 2-(15,7,3) 315 20160 | Zy, 23,255,277

4 2-(19,9,4) 684 171 74

5|2-(23,11,5) 1265 660 | 7o, 7. 75,7

6| 2-(27,13,6) 2106 78 70,73, 703

7| 2-(31,15,7) 3255 9999360 | Z2,73, 75,7

8 | 2-(35,17,8) 4760 136 7,
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+ afine ravnine reda n, 2-(n?,n, 1) dizajni (nesimetri¢ni)

n | parametri | FitnessForDesign | |Aut(2)] G

3| 2-(9,3,1) 36 432 72,75
412-(16,4,1) 120 5760 | Za, 74,7
5|2-(25,5,1) 300 12000 | Z,,73,%s
7|2-(49,7,1) 1176 98784 | Z,.73,77
8 | 2-(64,8,1) 2016 677376 | 7o, 73,77

* Steinerovi sustavi trojki, 2-(6¢ 43,3, 1) dizajni, # > 2 (nesimetri¢ni)

t | parametri | FitnessForDesign | |Aut(2)] G

2| 2-(15,3,1) 105 60 | Zo, 73,75
3|2-(21,3,1) 210 126 | Z,,74,7
412-(27,3,1) 351 486 Lo, 13

* Steinerovi sustavi trojki, 2-(67 + 1,3, 1) dizajni, ¢t > 2 (nesimetri¢ni)

t | parametri | FitnessForDesign | |Aut(2)| | G
2| 2:(13,3,1) 78 39 | Zs
3|2-(19,3,1) 171 3|7,
42-(25,3,1) 300 3|7,

Ovi pocetni primjeri sluZili su nam kako bismo ispitali ponasSanje algoritma u odnosu na:
veli¢inu populacije POP, maksimalan broj generacija MaxNrOfGenerations, vjerojatnost kriza-
nja p. 1 broja gena koji sudjeluju u krizanju NrGenesForCrossover, nacin krizanja, vjerojatnost
mutacije p,, 1 broja bitova koji se mutiraju NrBitsForMutation, maksimalan broj ponavljanja
iste najbolje vrijednosti dobrote f_bestNrOfRepeatsMax koji sugerira stagnaciju, maksimalan
broj djelomicnih i potpunih resetiranja MaxNrOfPartialResets i MaxNrOfCompleteResets te
postotak najbolje rangiranih jedniki StartingPercentage koje se prenose u sljedecu populaciju
nakon djelomi¢nog resetiranja. Takoder, algoritam je testiran i za dvije varijante funkcije do-

brote opisane u 4.2.3 te za varijante operatora selekcije opisane u 4.2.6.
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U seriji napravljenih eksperimenata, kao zadane vrijednosti parametara koristimo:

* veli¢inu populacije POP = 100,

* MaxNrOfGenerations = 100000,

* vjerojatnost mutacije p,, = 100%,

* vjerojatnost krizanja p. = 100%,

* broj gena koji sudjeluju u krizanju NrGenesForCrossover = 1,
* broj bitova koji se mutiraju NrBitsForMutation = 1,

* f_bestNrOfRepeatsMax = 100,

¢ MaxNrOfPartialResets = 10,

* MaxNrOfCompleteResets = 100,

* StartingPercentage = 10%.

Zadana funkcija dobrote je prva opisana funkcija u 4.2.3, selekcija 4-turnirska.
Eksperimentalno dobivene rezultate prikazat ¢emo u nastavku. Kada algoritam pronade
dizajn sa Zeljenim parametrima, dozvolili smo da traZi i nova rjeSenja sve dok se ne postigne
ukupno MaxNrOfCompleteResets = 100 potpunih resetiranja. Dobiveni broj rjeSenja unutar
tih 100 resetiranja moZe biti i veéi od 100 buduci da se u istoj iteraciji algoritma mogu pojaviti

dvije ili viSe jedinki s funkcijom dobrote FitnessForDesign.

4.3.2. Optimizacija vjerojatnosti mutacije p,,

Uz zadane vrijednosti ostalih parametara, mijenjali smo vjerojatnosti mutacije od 95, 98 1 100
posto i zabiljeZili prosjeCan broj iteracija (zaokruZen na najbliZi cijeli broj) koje vode do 2-
dizajna (#iteracija) i broj dobivenih rjeSenja unutar 100 resetiranja (#rjeSenja). Pretpostavljena
grupa automorfizama koja djeluje na dizajne u tablici 4.1 je Z,. Rezultati pokazuju da se po-
vecanjem vjerojatnosti mutacije u pravilu smanjuje potreban prosjecan broj iteracija koje vode
do prvog rjeSenja, a sukladno tome i povecava broj dobivenih rjeSenja. Na temelju provede-
nog eksperimenta zakljucili smo da éemo zadrzati vjerojatnost mutacije p,, = 100%, odnosno,

mutirat ¢e se svako dijete dobiveno kriZanjem.
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parametri | FitnessForDesign DPm 95| 98| 100
2-(21,5, 1) 210 #iteracija | 12| 12 9
#rjeSenja | 112 | 118 | 132

2-(31,6, 1) 465 #iteracija | 58 | 49 | 45
#rjeSenja | 87 | 91 | 103

2-(57,8,1) 1596 #iteracija | 295 | 280 | 251
#rjeSenja | 48 | 47 | 51

2-(23,11,5) 1265 #iteracija | 214 | 207 | 204
#rjeSenja | 50 | 51| 53

2-(27, 13, 6) 2106 #iteracija | 387 | 343 | 322
#rjeSenja | 39| 41| 44

2-(31,15,7) 3255 #iteracija | 918 | 887 | 842
#rjeSenja | 28 | 30| 30

2-(25,5,1) 300 #iteracija | 38 | 34| 27
#rjeSenja | 104 | 106 | 111

2-(49,7,1) 1176 #iteracija | 284 | 274 | 266
#rjeSenja | 61 | 61 | 62

2-(64,8, 1) 2016 #iteracija | 448 | 432 | 410
#rjeSenja | 30 | 31| 31

2-(21,3,1) 210 #iteracija | 143 | 138 | 120
#rjeSenja | 50 | 54 | 55

2-(27,3, 1) 351 #iteracija | 228 | 222 | 201

#rjeSenja | 34 | 48| 50

Tablica 4.1: Optimizacija vjerojatnosti mutacije.

4.3.3. Optimizacija broja mutiranih bitova

Najmanja mutacija koju mozemo napraviti na jednoj jedinki jest mutacija jednog bita. Postavlja
se pitanje bi li se mutacijom veceg broja bitova odjednom ubrzao rad genetskog algoritma,

odnosno ubrzalo pretraZivanje prostora rjesenja.
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Primjer 4.3.1. Za parametre 2-(19,9,4) dizajna i djelovanje grupe Zsz imamo, na primjer, or-

bitnu matricu
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Pritom su fiksni elementi orbitne matrice, odnosno, fiksni bitovi jedinke oznaceni podeb-
ljano. Od ukupno 49 bitova od kojih se sastoji jedinka, njih 19 je fiksno i 30 nefiksno. Mutira-
nje jednog bita ove jedinke znacilo bi mutaciju otprilike 3.33% njezinih nefiksnih bitova. Broj
nefiksnih bitova oznacimo sa NrNonFixBits, a postotak nefiksnih bitova koje cemo mutirati sa
NonFixBitsMutationPercentage. Tada ¢emo potreban broj nefiksnih bitova NrBitsForMutation

izraCunavati kao najmanje cijelo njihovog umnoska, odnosno,
NrBitsForMutation = [NrNonFixBits - NonFixBitsMutationPercentage |.

Na primjer, 1% 1 2% ovdje znaci da ¢emo mutirati 1 bit, 5% da ¢emo mutirati 2 bita, 10% da
¢emo mutirati 3 bita itd. U tablici 4.2 navodimo kako se algoritam ponasa na testnim primje-
rima za postotke mutacije 1%, 5% i 10%. Pretpostavljena grupa automorfizama koja djeluje na
dizajne u tablici je Z,. Rezultati pokazuju da se poveéanje tog postotka, odnosno broja mutira-
nih bitova negativno odraZava na efikasnost algoritma, tj. povecava se broj potrebnih iteracija i
istovremeno smanjuje broj dobivenih rjeSenja. Prema tome, nadalje ¢emo mutirati samo jedan

bit.
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parametri | FitnessForDesign % 1 5 10
2-(21,5, 1) 210 #iteracija 9 20 64
#rjeSenja | 132 | 107 48

2-(31,6,1) 465 #iteracija | 47 | 105 | 299
#rjeSenja | 101 70 24

2-(57,8,1) 1596 #iteracija | 262 | 390 | 1741
#rjeSenja | 50 35 11

2-(23,11,5) 1265 #iteracija | 205 | 512 | 1877
#rjeSenja | 51 27 10

2-(27, 13, 6) 2106 #iteracija | 334 | 697 | 2541
#rjeSenja | 41 30 8

2-(31,15,7) 3255 #iteracija | 857 | 1704 | 4526
#rjeSenja | 32 13 3

2-(25,5,1) 300 #iteracija | 29 68 | 207
#rjeSenja | 115 75 20

2-(49,7,1) 1176 #iteracija | 278 | 465 | 1305

#rjeSenja | 60 47 13

2-(64, 8, 1) 2016 #iteracija | 420 | 1080 | 3553
#rjeSenja | 28 16 7

2-(21,3,1) 210 #iteracija | 120 | 234 | 915
#rjeSenja | 57 40 29
2-(27,3,1) 351 #iteracija | 200 | 447 | 1103

firjeSenja | 48 28 11

Tablica 4.2: Optimizacija broja mutiranih bitova.

4.3.4. Optimizacija vjerojatnosti krizanja p,

Uz zadane vrijednosti ostalih parametara, mijenjali smo vjerojatnosti krizanja od 90, 95 i 100
posto 1 zabiljezili prosjecCan broj iteracija (zaokruZen na najbliZi cijeli broj) koje vode do 2-
dizajna (#iteracija) i broj dobivenih rjeSenja unutar 100 resetiranja (#rjeSenja). Pretpostavljena

grupa automorfizama koja djeluje na dizajne u tablici 4.3 je Z,. Rezultati pokazuju da se po-
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vecanjem vjerojatnosti krizanja u pravilu smanjuje potreban prosjecan broj iteracija koje vode
do prvog rjesenja, a sukladno tome i povecava broj dobivenih rjeSenja. Na temelju provedenog
eksperimenta zakljucili smo da éemo zadrZati vjerojatnost kriZanja p. = 100%, odnosno, svaka

dva roditelja ¢e kriZati svoje gene.

parametri | FitnessForDesign De 90 | 95| 100
2-(21,5,1) 210 #iteracija | 24 | 16 9
#rjeSenja | 110 | 117 | 132

2-(31,6,1) 465 #iteracija | 64 | 52 | 45
#rjeSenja | 80 | 85 | 103

2-(57,8,1) 1596 #iteracija | 307 | 267 | 251
#rjeSenja | 41 | 44 | 51

2-(23,11,5) 1265 #iteracija | 222 | 217 | 204
#rjeSenja | 47 | 49| 53

2-(27, 13, 6) 2106 #iteracija | 389 | 367 | 322
#rjeSenja | 34 | 39| 44

2-(31,15,7) 3255 #iteracija | 924 | 885 | 842
#rjeSenja | 26 | 28 | 30

2-(25,5,1) 300 #iteracija | 47 | 39| 27
#rjeSenja | 91 | 94 | 111

2-(49,7,1) 1176 #iteracija | 291 | 279 | 266
#rjeSenja | 58 | 60 | 62

2-(64,8,1) 2016 #iteracija | 451 | 437 | 410
#rjeSenja | 26 | 29 | 31

2-(21,3, 1) 210 #iteracija | 151 | 146 | 120
#rjeSenja | 50 | 52| 55

2-(27,3,1) 351 #iteracija | 231 | 217 | 201

#rjeSenja | 33 | 46| 50

Tablica 4.3: Optimizacija vjerojatnosti krizanja.
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4.3.5. Optimizacija broja krizanih gena 1 naCina krizanja

Najmanje kriZanje koje moZemo provesti izmedu dvije jedinke (roditelja) jest krizanje jednog
gena, odnosno, krizanje u dvije uzastopne tocke. Postavlja se pitanje bi li se krizanjem veéeg
broja gena odjednom ubrzao rad genetskog algoritma, odnosno ubrzalo pretraZivanje prostora
rjeSenja. Neki od nacina za kriZzanje veCeg broja gena su kriZanje u dvije to¢ke koje nisu uzas-
topne (pri cemu obuhvadamo 2 ili viSe gena), kriZanje u jednoj tocki ili krizanje u vise toCaka

kao Sto je prikazano na slici 4.1.

>
w

lw}

Slika 4.1: KriZanje jednog gena (A), kriZanje viSe gena u dvije tocke (B), kriZanje u jednoj tocki

(C) 1 krizanje u viSe tocaka (D).

Jedinka iz primjera 4.3.1 ima ukupno 7 gena, od ¢ega je 1 fiksan i 6 nefiksnih. KriZanje jed-
nog gena dviju jedinki ovog tipa znacilo bi krizanje otprilike 16.66% njezinih nefiksnih bitova.
Broj nefiksnih gena ozna¢imo s NrNonFixGenes, a postotak nefiksnih gena koje ¢emo mutirati

s NonFixGenesCrossoverPercentage. Tada ¢emo potreban broj nefiksnih gena NrGenesForCro-
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ssover izracunavati kao najmanje cijelo njihovog umnoska, odnosno,
NrGenesForCrossover = [NrNonFixGenes - NonFixGenesCrossoverPercentage] .

Na primjer, 10% ovdje znaci da ¢emo krizati 1 gen, 25% da ¢emo krizati 2 gena, 50% da ¢emo
krizati 3 gena itd. Primijetimo da je najveca moguca vrijednost postotka NonFixGenesCrosso-
verPercentage 50%. Naime, kriZzanje p posto gena dviju jedinki isto je Sto 1 krizanje 100 — p
posto preostalih gena. U tablici 4.4 navodimo kako se algoritam ponaSa na testnim primjerima
za postotke mutacije 10%, 25% i 50% i za krizanje u vise toCaka, Sto odgovara krizanju od-
govarajuéeg postotka na sluc¢ajno odabranim pozicijama gena u jedinkama. Isti eksperimenti
provedeni su i za krizanje 10%, 25% i1 50% gena u dvije tocke te krizanje 10%, 25% 1 50% gena
u jednoj tocki. Izmedu ta tri na¢ina kriZanja nije zamijeena znacajna razlika pa u tablici pri-
kazujemo rezultate samo za kriZanje u viSe to¢aka. Pretpostavljena grupa automorfizama koja
djeluje na dizajne u tablici je Z;. Rezultati pokazuju da se povecanje tog postotka, odnosno
broja krizanih gena izmedu dvaju roditelja negativno odraZava na efikasnost algoritma, tj. po-
vecava se broj potrebnih iteracija i istovremeno smanjuje broj dobivenih rjeSenja. Prema tome,

nadalje ¢emo kriZati samo jedan gen.

76



Konstruiranje blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama

koriStenjem genetskog algoritma Testni primjeri i optimizacija algoritma

parametri | FitnessForDesign % 10 25 50
2-(21,5, 1) 210 #iteracija | 12 18 51
#rjeSenja | 128 98 79

2-(31,6,1) 465 #iteracija | 44 92 | 230
f#rjeSenja | 104 64 59

2-(57,8,1) 1596 #iteracija | 258 | 345 | 1101
#rjeSenja | 47 31 13

2-(23,11,5) 1265 #iteracija | 201 | 482 | 1640
#rjeSenja | 46 34 12

2-(27, 13, 6) 2106 #iteracija | 313 | 617 | 1917
#rjeSenja | 40 32 10

2-(31,15,7) 3255 #iteracija | 841 | 1711 | 3974
firjeSenja | 31 16 5

2-(25,5,1) 300 #iteracija | 30 59| 194
#rjeSenja | 107 69 23

2-(49,7,1) 1176 #iteracija | 250 | 398 | 1007
#rjeSenja | 56 47 14

2-(64,8,1) 2016 #iteracija | 404 | 985 | 2934
#rjeSenja | 23 18 9

2-(21,3,1) 210 #iteracija | 113 | 202 | 874
#rjeSenja | 54 39 32

2-(27,3,1) 351 #iteracija | 199 | 411 | 998

#irjeSenja | 46 30 12

Tablica 4.4: Optimizacija broja kriZanih gena pri krizanju u vise tocaka.

4.3.6. Usporedba dviju funkcija dobrote

Rad algoritma testirali smo i za dvije funkcije dobrote definirane u 4.2.3, odnosno, usporedili

.....

1 broj dobivenih rjeSenja unutar 100 resetiranja (#rjeSenja) za testne dizajne i pretpostavljeno

77



Konstruiranje blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama
koriStenjem genetskog algoritma Testni primjeri i optimizacija algoritma

djelovanje grupe Z,. Prva funkcija je, kao Sto je opisano u 4.2.3,
Z min{x; j,A},
P,',PjE@

a druga funkcija je

Y (- 2A)%

P, Pic?
Ostali parametri algoritma su ranije opisani zadani parametri. Eksperimentalno dobiveni rezul-
tati u tablici 4.5 pokazuju da je pri koriStenju prve funkcije dobrote algoritmu potreban manji
prosjecan broj iteracija do prvog rjesenja. Nije zamijeCena znacajna razlika u broju dobivenih

rjeSenja. Prema tome, u algoritmu ¢emo koristiti prvu funkciju dobrote.
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parametri | FitnessForDesign prva funkcija | druga funkcija
2-(21,5,1) 210 #iteracija 9 9
#rjeSenja 132 134

2-(31,6, 1) 465 #iteracija 45 49
#rjeSenja 103 99

2-(57,8,1) 1596 #iteracija 251 425
#rjeSenja 51 53

2-(23,11,5) 1265 #iteracija 204 219
#rjeSenja 53 47

2-(27, 13, 6) 2106 #iteracija 322 978
#rjeSenja 44 39

2-(31,15,7) 3255 #iteracija 842 2432
#rjeSenja 30 28

2-(25,5,1) 300 #iteracija 27 42
#rjeSenja 111 104

2-(49,7,1) 1176 #iteracija 266 567
#rjeSenja 62 58

2-(64,8, 1) 2016 #iteracija 410 2001
#rjeSenja 31 30

2-(21,3,1) 210 #iteracija 120 468
#rjeSenja 55 57

2-(27,3, 1) 351 #iteracija 201 1251
#rjeSenja 50 51

Tablica 4.5: Usporedba dviju funkcija dobrote.

4.3.7. Usporedba operatora selekcije

Rad algoritma testirali smo i za razlicite odabire operatora selekcije definiranih u 4.2.6, od-
nosno, usporedili smo prosjecan broj iteracija (zaokruZen na najbliZi cijeli broj) koje vode do
2-dizajna (#iteracija) i broj dobivenih rjeSenja unutar 100 resetiranja (#rjeSenja) za testne di-

zajne i pretpostavljeno djelovanje grupe Z,. Ostali parametri algoritma su ranije opisani zadani
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parametri. Eksperimentalno dobiveni rezultati u tablici 4.6 pokazuju da je pri koriStenju 4-
turnirske selekcije potreban najmanji prosjecan broj iteracija do prvog rjesenja, a i najveci je

broj dobivenih rjeSenja.

parametri | FitnessForDesign | selekcija | 4-turnirska | jednostavna | eliminacijska
2-(21,5,1) 210 #iteracija 9 24 17
#rjeSenja 132 86 91

2-(31,6, 1) 465 #iteracija 45 102 97
#rjeSenja 103 81 84

2-(57,8,1) 1596 #iteracija 251 510 418
#rjeSenja 51 34 43

2-(23,11,5) 1265 #iteracija 204 478 310
#rjeSenja 53 41 46

2-(27, 13, 6) 2106 #iteracija 322 843 706
#rjeSenja 44 28 37

2-(31,15,7) 3255 fiteracija 842 3112 1974
#rjeSenja 30 13 19

2-(25,5,1) 300 fiteracija 27 91 78
#rjeSenja 111 84 91

2-(49,7,1) 1176 #iteracija 266 876 570
#rjeSenja 62 31 49

2-(64,8, 1) 2016 #iteracija 410 1983 912
#rjeSenja 31 12 20

2-(21,3, 1) 210 #iteracija 120 493 301
#rjeSenja 55 23 38

2-(27,3,1) 351 #iteracija 201 597 317
#rjeSenja 50 20 31

Tablica 4.6: Usporedba operatora selekcije.
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4.3.8. Optimizacija veliine populacije POP

Uz zadane vrijednosti ostalih parametara, mijenjali smo vrijednosti veli¢ine populacije na POP =
20, POP = 40, POP = 100 i POP = 200 i zabiljezili prosjecan broj iteracija (zaokruZen na naj-
blizi cijeli broj) koje vode do 2-dizajna (#iteracija) 1 broj dobivenih rjeSenja unutar 100 rese-
tiranja (#rjeSenja). Pretpostavljena grupa automorfizama koja djeluje na dizajne u tablici 4.7
je Z;. Rezultati pokazuju ocekivani ishod: ukoliko je populacija manja, iteracije algoritma se
brze izvode, no potreban je veéi broj iteracija za dobivanje rjeSenja nego §to je to u slucaju vece
populacije. Povecanjem broja jedinki u populaciji se, naravno, produljuje vrijeme izvodenja
algoritma. Kod vecih populacija, zbog vece koliCine genetskog materijala koji se obraduje u
svakom koraku, primije¢eno je da se pojavljuje viSe optimalnih rjeSenja, iako su ona uglavnom
ili ista ili izomorfna. Za zadanu vrijednost veliine populacije odlucili smo zadrzati POP = 100

kao optimalnu vrijednost.
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parametri | FitnessForDesign POP 20 | 40| 100 | 200
2-(21,5,1) 210 #iteracija 30| 16 9 6
#rjeSenja | 101 | 106 | 132 | 138

2-(31,6, 1) 465 #iteracija | 117 | 91 | 45| 38
#rjeSenja 86 | 871|103 | 105

2-(57,8, 1) 1596 #iteracija | 550 | 398 | 251 | 214
#rjeSenja 38| 44| 51| 59

2-(23,11,5) 1265 #iteracija | 491 | 317 | 204 | 148
#rjeSenja 36 | 47| 53| 353

2-(27, 13, 6) 2106 #iteracija | 601 | 428 | 322 | 298
#rjeSenja 39| 43| 44| 46

2-(31,15,7) 3255 #iteracija | 1335 | 997 | 842 | 710
#rjeSenja 25| 27| 30| 31

2-(25,5,1) 300 #iteracija 51| 41| 27| 21
#rjeSenja 87| 97 | 111 | 132

2-(49,7,1) 1176 #iteracija | 570 | 368 | 266 | 231
#rjeSenja 50| 54| 62| 64

2-(64,8, 1) 2016 #iteracija | 831 | 599 | 410 | 355
#rjesenja 21| 24| 31| 31

2-(21,3,1) 210 #iteracija | 307 | 247 | 120 | 108
#rjeSenja S1| 54| 55| 57

2-(27,3, 1) 351 #iteracija | 454 | 314 | 201 | 183
#rjeSenja 34| 39| 50| 52

Tablica 4.7: Optimizacija veli¢ine populacije POP.

4.3.9. Novi operator mutacije MaxMutation

Nakon testiranja algoritma na primjerima koje smo vidjeli do sada, isti algoritam smo primi-
jenili na konstrukciju joS nekih dizajna, uz pretpostavljeno djelovanje involucije. U tablici 4.8
prikazujemo neke od dobivenih rezultata, za zadane vrijednosti parametara algoritma koje smo

definirali prethodno. Kao i u prethodnim serijama eksperimenata, dozvolili smo maksimalno
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100 potpunih resetiranja algoritma i zabiljeZili prosjecan broj iteracija (zaokruzen na najblizi
cijeli broj) koje vode do 2-dizajna (#iteracija) i broj dobivenih rjeSenja unutar 100 resetiranja
(#rjeSenja). Takoder, zabiljeZili smo i prosjecno potrebno vrijeme (u minutama) pronalaska rje-
Senja. Racunalo na kojem se izvodio algoritam ima sljedece specifikacije: procesor 11th Gen

Intel(R) Core(TM) i7-1165G7 2.60GHz, 16GB RAM memorije frekvencije 2803MHz.

parametri | FitnessForDesign | #iteracija | #rjeSenja | vrijeme
2-(56,11,2) 3080 3543 14 | 136.43
2-(79,13,2) 6162 5393 8 | 238.23
2-(45,5,1) 990 1353 16 | 44.10

Tablica 4.8: 2-(56,11,2), 2-(79,13,2) 1 2-(45,5,1) dizajni.

Neki od dobivenih 2-(45,5,1) dizajna, tj. Steinerovih sustava S(2,5,45), iz tablice 4.8 bili su
neizomorfni s do tada poznatim dizajnima pa smo htjeli ispitati moZemo li na temelju poznatih
dizajna i njihovih orbitnih matrica dobiti joS novih dizajna. U tu svrhu, kako bismo smanjili broj
potrebnih generacija i vrijeme dok se ne dostigne dizajn, napravili smo modifikaciju mutacije.

Razvijen je drugi tip operatora mutacije, nazvan MaxMutation, kako bi se potraga usmjerila
prema boljim jedinkama. To je ucinjeno jer smo primijetili da nakon odredenog broja gene-
racija, kada su dobrote jedinki u populaciji blizu Zeljene dobrote za dizajn, osnovna mutacija
jedinke Cesto uzrokuje smanjivanje vrijednosti dobrote te jedinke, Sto znaci da takve jedinke
obi¢no bivaju odbacene kao losije rangirane jedinke u 4-turniru. To dovodi do stagnacije jer su
preostali pojedinci previse sli¢ni (imaju veliki broj medusobno jednakih gena, $to je posljedica
krizanja, a novi genetski materijal uveden mutacijom je odbacen). Stoga smo uveli operator
MaxMutation kao ispravljacki operator.

Operator MaxMutation koristi prilagodenu vrstu mutacije, koja ne¢e mutirati bilo koji slu-
¢ajni bit u jedinki, ve¢ ée otkriti "problemati¢ne" gene u jedinkama i pokusSati mutirati bitove
u tim genima kako bi se stvorila jedinka s veCom vrijednosti funkcije dobrote. Na taj se na-
¢in prostor pretraZivanja istrazuje na usmjereniji nacin, prema kandidatima za rjeSenje s veCom
vrijednosti funkcije dobrote.

Kako bismo otkrili "problemati¢ne" gene, promatramo djelomicne vrijednosti funkcije do-
brote samo onih redaka u jedinkama koji odgovaraju dvama ili viSe redaka orbitne matrice.

Ako se ova djelomicna vrijednost funkcije dobrote razlikuje od ocekivane u slucaju kada je-
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dinka predstavlja matricu incidencije dizajna, to znac¢i da bismo mutiranjem nekih bitova u tom
dijelu pojedinca mogli povecati njegovu dobrotu, umjesto da je smanjimo mutiranjem slucaj-
nog bita koji moZe biti pozicioniran u nekom dijelu jedinke koji je veé blizu tog dijela u matrici
incidencije.

Koriste¢i ovu drugu vrstu mutacije, poboljSali smo rad algoritma s obzirom na osnovni
algoritam, kao Sto se moze vidjeti iz tablice 4.9. Racunalo na kojem se izvodio algoritam ima
sljedece specifikacije: procesor 11th Gen Intel(R) Core(TM) 17-1165G7 2.60GHz, 16GB RAM

memorije frekvencije 2803MHz.

parametri | FitnessForDesign | #iteracija | #rjeSenja | vrijeme
2-(56,11,2) 3080 63 19 | 33.03
2-(79,13,2) 6162 98 11 42.92
2-(45,5,1) 990 24 21 6.44

Tablica 4.9: 2-(56,11,2), 2-(79,13,2) 1 2-(45,5,1) dizajni uz koriStenje mutacije MaxMutation.
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4.4. REZULTATI

KoriStenjem algoritma koji koristi modificirani tip mutacije MaxMutation, konstruirali smo

nove Steinerove sustave S(2,5,45) i simetri¢ne (71,15,3) dizajne.

4.4.1. Konstrukcija novih Steinerovih sustava S(2,5,45)

Prema nagim saznanjima, do sada je bilo poznato 30 Steinerovih sustava S(2,5,45) (vidi [40]).
To su Steinerovi sustavi konstruirani u [12], [16], [41], [47] 1 oni koji su konstruirani metodom
opisanom u [48]. Metodom koju predlazemo konstruirali smo 35 novih Steinerovih sustava
S(2,5,45) koji dopustaju djelovanje grupe grupe reda dva. Matrice incidencije 30 ranije poz-
natih Steinerovih sustava S(2,5,45) moZe se naci na [40]. Matrice incidencije 35 Steinerovih
sustava S(2,5,45) konstruiranih u ovom radu dostupne su na poveznici:

https://github.com/TinZrinski/structures/blob/main/mat_inc_new_35_S(2,5,
45) .txt

Tijekom pokretanja algoritma, parametri POP, MaxNrOfCompleteResets i MaxNrOfPartial-
Resets postavljeni su na POP = 100, MaxNrOfCompleteResets = 100, a MaxNrOfPartialResets =
10. Vjerojatnosti za mutaciju i krizanje su p,, = p. = 100%, a mutira se jedan bit i kriza je-
dan gen. Za djelomi¢no resetiranje, postotak najbolje rangiranih pojedinaca u populaciji koji se
zadrZavaju u populaciji postavljen je na StartingPercentage = 10%.

U tablici 4.10 dajemo informacije o punim grupama automorfizama i 2-rangovima ranije

poznatih Steinerovih sustava S(2,5,45).
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|Aut(2)| | struktura Aut(2) | 2-rang | #neizomorfnih dizajna
360 (Z1s X Z3) : O3 45 1
160 (Er6:Zs) : Zo 36 1
72 Ey: Qg 45 3
72 Ey: O3 37 3
40 Zs : Qg 45 1
32 E6:7Zy 36 1
24 Zo x Ay 38 3
8 Os 45 1
8 Os 37 2
6 S3 37 2
4 Zy 37 6
2 Zy 37 2
1 I 37 4

Tablica 4.10: Prethodno poznati Steinerovi sustavi S(2,5,45).

Koristeci opisani algoritam, uspjeli smo konstruirati 35 novih Steinerovih sustava S(2,5,45)
iz orbitnih matrica za djelovanje grupe Z,. Orbitne matrice koje smo koristili za ovaj proces
su sve orbitne matrice za djelovanje involucije dobivene iz 26 poznatih Steinerovih sustava
S(2,5,45) koji imaju netrivijalnu grupu automorfizama, a zatim i iz novih koje smo konstru-
irali, na nacin da smo za Steinerov sustav & konstruirali orbitnu matricu za svaku klasu ko-
njugiranosti involucija iz grupe Aut(Z). Ukupno postoji 239 orbitnih matrica, 44 od 30 ranije
poznatih dizajna i 195 od 35 novokonstruiranih dizajna. Algoritam je zaustavljen kada nakon
48 sati izvodenja nakon zadnjeg pronadenog novog dizajna nije viSe pronaden niti jedan drugi
novi dizajn.

Informacije o punim grupama automorfizama i 2-rangovima dobivenih novih dizajna prika-

zane su u tablici 4.11.
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|Aut(2)| | struktura Aut(2) | 2-rang | #neizomorfnih dizajna
32 Ei6: 7o 36 2
16 (Zg X Z) : Zy 39 4
16 (Zg X L) : Zyp 38 8
16 Zo x Dg 38 2
8 Eg 37 3
8 Eg 38 7
8 Eg 39 1
8 Ly X Loy 39 4
4 E,4 39 4

Tablica 4.11: Novi Steinerovi sustavi S(2,5,45).

U tablici 4.12 prikazujemo podatke o ukupnom broju (#rjeSenja) dobivenih Steinerovih sus-
tava S(2,5,45) koriStenjem opisanog algoritma, minimalnom (#min), maksimalnom (#max) i
prosje¢nom broju potrebnih iteracija (#avg) te minimalnom (fyi, ), maksimalnom (fmax) i pro-
sje¢nom vremenu (f,vg) dobivanja rjeSenja (u minutama). Racunalo na kojem se izvodio algo-
ritam ima sljedeCe specifikacije: procesor 11th Gen Intel(R) Core(TM) 17-1165G7 2.60GHz,
16GB RAM memorije frekvencije 2803MHz.

parametri | FitnessForDesign | #rjeSenja | #min | #max | #avg | tmin fmax | lavg

2-(45,5,1) 990 9245 3 119 24 1 0.28 | 58.61 | 6.51

Tablica 4.12: Rezultati algoritma za Steinerove sustave S(2,5,45).

4.4.2. Konstrukcija novih simetri¢nih (71,15,3) dizajna

Simetri¢ni (71,15,3) dizajni, tj. troravnine reda dvanaest, imaju najveci broj to¢aka medu pozna-
tim simetri¢nim (v, k,3) dizajnima, a pitanje egzistencije simetri¢nih (v, k,3) dizajna s v > 71 jo§
uvijek je neodgovoreno. Do na izomorfizam, do sada je bilo poznato 148 simetri¢nih (71,15,3)
dizajna, od kojih je 146 koji dopuStaju automorfizam reda Sest kao Sto je opisano u [20], a dva
medusobno dualna dizajna koji imaju Eg kao punu grupu automorfizma dobiveni su iz kodova
kao Sto je opisano u [19]. Matrice incidencije 146 simetri¢nih (71,15,3) dizajna koji dopustaju

automorfizam reda Sest moze se naci na [55].
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Metodom koju predlazemo konstruirali smo 22 nova simetri¢na (71,15,3) dizajna, a matrice
incidencije tih dizajna mogu se pronaci na poveznici:

https://github.com/TinZrinski/structures/blob/main/mat_inc_new_22_(71,15,
3).txt

U tablici 4.13 dajemo informacije o punim grupama automorfizama i 2-rangovima do sada

poznatih simetri¢nih (71,15,3) dizajna.

|Aut(2)| | struktura Aut(2) | 2-rang | #neizomorfnih dizajna
336 | (Es:Fo)xZy | 27 2
336 (Bs:Po1)xZs | 25 4
168 Eg : Fp1 35 1
168 Eg : P> 33 2
48 Ey <Ay 29 4
48 E4x Ay 27 14
48 E4x Ay 25 8
42 o x 7y 35 2
42 X7y 33 4
24 Ay X Zo 35 1
24 Ayg X7y 34 16
24 Ay X 7o 33 2
24 Ay X 7o 32 10
24 Ay X 7o 31 34
24 Ay X 2o 30 2
24 Ay X 7o 29 18
24 Ay X Zo 28 4
24 Ay X7y 27 1
24 Ay X 7o 25 1
24 S3 X E4 32 8
24 S3 X Ey 30 8
8 Eg 33 2

Tablica 4.13: Do sada poznati simetricni (71,15,3) dizajni.

88



Konstruiranje blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama
koriStenjem genetskog algoritma Rezultati

Koristedi isti algoritam kao i za konstrukciju novih Steinerovih sustava S(2,5,45) s istim
operatorom MaxMutation i istim ulaznim parametrima, uspjeli smo konstruirati 22 nova sime-
tri¢na (71,15,3) dizajna iz orbitnih matrica za djelovanje grupe Z,. Orbitne matrice koje smo
koristili za ovaj proces su orbitne matrice dobivene iz 148 ranije poznatih simetri¢nih (71, 15,3)
dizajna i orbitne matrice dobivene iz novih konstruiranih dizajna. Ukupno postoji 868 orbitnih
matrica, 602 od 148 ranije poznatih dizajna i 266 od 22 nova konstruirana dizajna. Kao 1 prije,
algoritam je zaustavljen kada nakon 48 sati izvodenja nakon zadnjeg pronadenog novog dizajna
nije viSe pronaden niti jedan drugi novi dizajn.

Informacije o punim grupama automorfizama i 2-rangovima dobivenih novih dizajna prika-

zane su u tablici 4.14.

|Aut(2)| | struktura Aut(2) | 2-rang | #neizomorfnih dizajna
16 Eig 29 4
16 Eig 27 6
16 Ei¢ 25 4
8 Eg 34 2
8 Eg 31 2
8 Eg 29 4

Tablica 4.14: Novi simetri¢ni (71,15,3) dizajni.

U tablici 4.15 prikazujemo podatke o ukupnom broju (#rjeSenja) dobivenih simetricnih
(71,15,3) dizajna koriStenjem opisanog algoritma, minimalnom (#min), maksimalnom (#max)
i prosje¢nom broju potrebnih iteracija (#avg) te minimalnom (fy,;, ), maksimalnom (fmax) i pro-
sjecnom vremenu (f,y¢) dobivanja rjeSenja (u minutama). Racunalo na kojem se izvodio algo-
ritam ima sljedece specifikacije: procesor 11th Gen Intel(R) Core(TM) i7-1165G7 2.60GHz,
16GB RAM memorije frekvencije 2803MHz.

parametri | FitnessForDesign | #rjeSenja | #min | #max | #avg Imin fmax tavg

2-(71,15,3) 7455 213 17 | 306 | 105 | 86.07 | 434.40 | 195.19

Tablica 4.15: Rezultati algoritma za simetri¢ne (71, 15,3) dizajne.
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5. KONSTRUIRANIJE JAKO REGULARNIH
GRAFOVA S PRETPOSTAVLJENOM
GRUPOM AUTOMORFIZAMA
KORISTENJEM GENETSKOG

ALGORITMA

U ovom poglavlju opisat cemo metodu konstrukcije jako regularnih grafova koja kombinira
genetski algoritam i metodu za konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom gru-
pom automorfizama korisStenjem orbitnih matrica. Ovu metodu primijenit ¢emo za konstrukciju

novih jako regularnih grafova s parametrima SRG(96, 19,2,4) i SRG(96,20,4,4).

5.1. UvoD

M. Behbahani u svom doktoratu [3] izradenom pod mentorstvom C. Lama, uvodi orbitne ma-
trice jako regularnih grafova i razvija algoritam za konstrukciju orbitnih matrica jako regularnih
grafova za djelovanje automorfizma prostog reda. lako se orbitne matrice blokovnih dizajna
uspjeSno primjenjuju od 1980-ih godina za konstrukciju blokovnih dizajna, u radu Behbahanija
i Lama [4] prvi su put definirane i koriStene orbitne matrice jako regularnih grafova. Direktna
konstrukcija matrice susjedstva jako regularnog grafa ¢esto predugo traje Cak i za grafove s malo
vrhova. Da bi se konstrukciju grafova ucinilo mogu¢om, moZe se koristiti metoda konstrukcije
uz pomo¢ orbitnih matrica koju su uveli Behbahani i Lam. Najprije se pretpostavi djelovanje
odredene grupe automorfizma i odrede sve moguce distribucije duljina orbita. Zatim se, po-

mocu u tu svrhu razvijenih algoritama i na njima temeljenih racunalnih programa, konstruiraju
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odgovarajuce orbitne matrice jako regularnih grafova. Nakon toga se iz dobivenih orbitnih ma-
trica konstruiraju matrice susjedstva jako regularnog grafa. M. Maksimovi¢ i D. Crnkovié su
u [43] 1 u [17] napravili generalizaciju navedenog rezultata, odnosno izradili algoritme 1 racu-
nalne programe za konstrukciju orbitnih matrica jako regularnih grafova za djelovanje grupe
automorfizama ¢iji red nije nuZno prost broj i konstruirali nove jako regularne grafove iz do-
bivenih orbitnih matrica. Konstrukcija jako regularnih grafova iz orbitnih matrica uspjeSno je
koritena i u radu D. Crnkoviéa, A. Svob i V. D. Toncheva [23].

U cilju da se omoguci konstrukcija jako regularnih grafova koja ne bi bila izvediva izvo-
denjem iscrpnog pretrazivanja, predlazemo kombinaciju metode koja koristi orbitne matrice i
genetskog algoritma. Koliko nam je poznato, ovo je prva primjena genetskog algoritma za kons-
trukciju jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizma, koriStenjem orbitnih

matrica.

91



Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama
koriStenjem genetskog algoritma Konstrukcija

5.2. KONSTRUKCIJA

Konstrukcija jako regularnih grafova koji dopustaju djelovanje pretpostavljene grupe automorfi-
zama sli¢na je konstrukciji blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizma. Sastoji

se od sljedeca dva osnovna koraka (vidi [17], [43]):
1. konstrukcije orbitnih matrica za pretpostavljenu grupu automorfizma,
2. konstrukcije jako regularnih grafova za orbitne matrice dobivene na ovaj nacin.

Cilj drugog koraka konstrukcije, indeksiranja, je konstruirati matrice susjedstva jako regu-
larnih grafova koje odgovaraju orbitnim matricama dobivenim u prvom koraku. Indeksiranje
orbitnih matrica obi¢no se provodi metodom iscrpnog pretrazivanja. Medutim, kao i u slu-
¢aju blokovnih dizajna, ponekad iscrpno pretrazivanje nije izvedivo jer postoji previse struktura
koje bi trebalo provjeriti, Sto je zahtjevno zbog ogranicenih kapaciteta raCunalne memorije,
a isto tako i samog vremena izvodenja pretrazivanja. Kako bismo prevladali ovu prepreku,
predlazemo koriStenje genetskog algoritma u ovom koraku konstrukcije, na sli¢an nacin kao u
poglavlju 4.

Neke od orbitnih matrica koje se koriste u procesu indeksiranja ne mogu producirati jako
regularne grafove sa Zeljenim parametrima, dok se iz drugih orbitnih matrica moze dobiti vise
jako regularnih grafova koji su medusobno neizomorfni. Kao i kod blokovnih dizajna, neCemo
konstruirati orbitne matrice za odredeni dopustivi skup parametara jako regularnog grafa, vec
¢emo iz orbitnih matrica ve¢ poznatih jako regularnih grafova pokuSati konstruirati nove jako

regularne grafove, neizomorfne s do tada poznatima.

5.2.1. Opis problema

Neka su (v,k,A, i) dopustivi parametri jako regularnog grafa. Neka je G konacna grupa i neka
je (ny,ny,...,np) distribucija duljina orbita vrhova za djelovanje grupe G na jako regularan graf
s parametrima (v,k, A, it). Nadalje, neka je M retéana orbitna matrica za parametre (v,k, A, ) i
distribucija duljina orbita vrhova (ny,na,...,np). Nas cilj je konstruirati matricu susjedstva jako
regularnog grafa ¢ s parametrima (v,k, A, i) koji dopusta djelovanje grupe automorfizama izo-
morfne grupi G uz distribuciju duljina orbita vrhova (ny,n,,...,np), tako da to djelovanje pro-
ducira orbitnu matricu M. U ovom radu pretpostavljat ¢emo djelovanja ciklickih grupa prostog

reda, odnosno grupa izomorfnih sa Z,, p € P. Pri indeksiranju orbitne matrice M koristit ¢emo
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genetski algoritam, Sto znaci da naSe pretraZivanje nece biti iscrpno. Drugim rijeCima, postoji
moguénost da ovim postupkom necemo konstruirati sve neizomorfne jako regularne grafove
koje je moguée konstruirati iz dane orbitne matrice M. Za pocetak ¢emo testirati algoritam
na primjerima jako regularnih grafova s poznatim parametrima. Sli¢no kao i kod algoritma za
konstrukciju blokovnih dizajna, nizom eksperimenata za razli¢ite parametre (v,k, A, 1) poznatih
jako regularnih grafova utvrdili smo optimalne vrijednosti parametara algoritma za konstrukciju

jako regularnih grafova.

5.2.2. Prikaz kandidata za rjeSenje

Sli¢no kao i u slu¢aju blokovnih dizajna, pri konstrukciji jako regularnih grafova SRG(v,k, A, 1),
jedinke ¢e biti matrice susjedstva k-regularnih grafova s v vrhova koji dopustaju djelovanje
grupe G s obzirom na ret¢anu orbitnu matricu M. Drugim rijeCima, jedinke su (0, 1)-matrice
dimenzija v X v s nulama na glavnoj dijagonali, kojima je suma elemenata u svakom retku i
u svakom stupcu jednaka k i koje dopustaju djelovanje grupe G uz distribuciju duljina orbita
vrhova (ny,ny,...,np) iz kojih se moze dobiti orbitna matica M. Cilj nam je iz poCetne popula-
cije koja se sastoji od odredenog broja takvih, na slu¢ajan nacin generiranih jedinki, primjenom
genetskog algoritma konstruirati jedinku koja predstavlja matricu susjedstva jako regularnog
grafa SRG(v,k, A, ).

Gen u ovakvoj jedinki je unija redaka 1 stupaca matrice susjedstva koji odgovaraju jednoj
orbiti vrhova. Naime, gen ne moZe biti samo redak koji odgovara odredenoj orbiti vrhova jer
matrica susjedstva mora biti simetricna.

Bit je podmatrica koja predstavlja presjek redaka i stupaca matrice susjedstva koji odgova-
raju orbitama dvaju vrhova. Bitovi, dakle, odgovaraju elementima orbitne matrice. Bit u matrici
susjedstva koji se nalazi iznad glavne dijagonale matrice susjedstva dolazi u paru sa svojom si-
metricnom slikom u odnosu na glavnu dijagonalu matrice susjedstva. Svaki bit iznad glavne
dijagonale matrice susjedstva odreden je svojim prvim retkom, a ostali retci u bitu na jedinstven
su nacin odredeni djelovanjem grupe G na prvi redak. Bilo koja promjena koja se dogada u
jednom genu ili u jednom bitu matrice susjedstva mora oCuvati simetri¢nost te matrice. Za neke
elemente orbitne matrice bitovi su jednozna¢no odredeni (zvat ¢emo ih fiksni bitovi), dok iz
nekih drugih elemenata orbitne matrice postoji vise moguénosti za konstrukciju odgovarajuceg

bita (zvat ¢emo ih nefiksni bitovi). Isto tako, moZemo govoriti i o fiksnim i nefiksnim genima.
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Primjer 5.2.1. Za Petersenov graf, to jest, jako regularan graf s parametrima SRG(10,3,0,1),
za pretpostavljeno djelovanje grupe Z3 dobije se retCana orbitna matrica s distribucijom duljina

orbita vrhova (1,3,3,3)

1{3 3 3
1/0{3 0 O
30110 1 1
3101 0 2
310({1 2 0

Iz takve orbitne matrice, s distribucijom duljina orbita vrhova (1,3,3,3) uz djelovanje cik-

licke grupe Z3, na slucajan nacin generiramo jedinku. Jedna takva slucajno generirana jedinka

je:
[ 0[1 1 1/0 0000 0]
11000001700
1loooj100/010
11000010001
010 10/000[101
0/0 0 1(0 00110
0/1 00000011
0l7 00/110[000
0lo 1 0l01 1000
0100 1[10 100 0|

Ovdje smo jedan gen prikazali podebljano, a jedan bit i njegov simetri¢ni par u odnosu na

glavnu dijagonalu prikazali smo ukoSeno.

5.2.3. Odabir funkcije dobrote

Kao 1 kod algoritma za konstrukciju blokovnih dizajna, i ovdje smo testirali dvije razli¢ite funk-
cije dobrote koje smo smatrali pogodnima za ovaj problem.
Definirajmo prvu mogucu funkciju dobrote. Za svaka dva razliita vrha v; i v; neka je

x; j broj njihovih zajedniCkih susjeda, to jest, skalarni produkt redaka matrice susjedstva koji
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odgovaraju tim dvama vrhovima. Funkciju dobrote definiramo kao
min{x;;,A}, ako suv;iv; susjedni,

v,'7v7,-é€“// min{x;;, i}, ako v;iv; nisu susjedni.
ViFV

Za ovako definiranu funkciju dobrote, jedinka ¢e biti matrica susjedstva jako regularnog grafa

SRG(v,k, A, 1) ako i samo ako je vrijednost njezine funkcije dobrote jednaka

vk, v(iv—k—1)

el T S S

2 + 2

Naime, svaki od v vrhova k-regularnog grafa ima k susjeda, Sto zna¢i da imamo ukupno

% susjednih parova vrhova. Svaki takav susjedni par vrhova ima A zajednickih susjeda. S

druge strane, svaki od v vrhova k-regularnog grafa ima v — k — 1 nesusjedni vrh, §to znaci da

imamo ukupno M

nesusjednih parova vrhova. Svaki takav nesusjedni par vrhova ima pu
zajednickih susjeda.

Uz ovako definiranu funkciju dobrote, problem pronalaZenja optimalnog rjeSenja, tj. ma-
trice susjedstva jako regularnog grafa je maksimizacijski problem. Vrijednosti dobrota jedinki

tijekom generacija trebale bi rasti prema maksimalnoj vrijednosti %4 + V(V_Zk —Uy.

Drugu moguéu funkciju dobrote definiramo ovako:

(xij—A)?, akosuv;iv; susjedni,

)y

Vzvgj;’/ (xij— )%, akov;iv; nisu susjedni.
Za ovako definiranu funkciju dobrote, ocito je da e jedinka biti matrica susjedstva jako re-
gularnog grafa SRG(v,k,A, 1) ako i samo ako je vrijednost njezine funkcije dobrote jednaka
nuli.
Uz ovako definiranu funkciju dobrote, problem pronalaZenja optimalnog rjeSenja, tj. matrice
susjedstva jako regularnog grafa je minimizacijski problem. Vrijednosti dobrota jedinki tijekom
generacija trebale bi padati prema minimalnoj vrijednosti O.

Nakon eksperimentalne usporedbe ovih dvaju funkcija, odlucili smo koristiti prvu opisanu

funkciju dobrote.

5.2.4. Krizanje

KriZanje se i u slu¢aju jedinki u populaciji nad kojom radi algoritam za konstrukciju jako regu-
larnih grafova definira na nacin da se zamjenjuju dva ili viSe gena na odgovarajuc¢im pozicijama

dvaju jedinki.
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Primjer 5.2.2. Na primjeru parametara Petersenovog grafa (primjer 5.2.1) mogli bismo, na

primjer, kriZati jedan gen izmedu dvije jedinke na sljedeci nacin:

[(0/1 1 1/000[00 0] [ol1 11100000 0]
110 00/001/100 11000/700/0T10
110 00/100[010 1o 0oo0lo1 0001
110 00/010[00°1 11000/00 1100
010 10[000[101 ol1 00loooll o1
010 01/000[110 0olo 1 0loo0o0l11o0
011 00[000[011 0lo 0 1100 0lo 1 1
0l1 00/110[000 0l0 01|71 0/000
0lo10/01 1000 ol1 00071 1/000
(000 1/101000] [0/010[7071000]
roditelj A roditelj B
(o[t 1 1looojooo] [olt11/000/000]
1o 0oo0lo7olt oo 11000001010
11o000/07 0010 110 00/100[001
110 00/00 1001 1o oolo1o0l100
0/1 00000101 010 10000/101
0010000110 010 01000110
010 01000011 01100000011
0ol1 00770000 00 01/110/000
0lo 1007 1/000 0l1 00/01 1000
(00017 07000] [0/010[101000]
dijete A dijete B

5.2.5. Mutacija

Mutaciju provodimo na nacin da se jedan ili viSe bitova unutar jedinke zamijeni s novim, slu-
¢ajno generiranim bitovima. To zapravo znaci da na slucajan nacin permutiramo prvi redak
bita, a ostali retci u bitu odredeni su djelovanjem pretpostavljene grupe automorfizama. Pri

tome, mutacija svakog bita uzrokuje i odgovaraju¢u mutaciju bita koji je njemu simetri¢an u
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odnosu na glavnu dijagonalu matrice susjedstva, buduéi da matrica i nakon mutacije mora biti

simetri¢na.

Primjer 5.2.3. Mutiramo jedan bit jedinke iz primjera 5.2.1 i bit koji je njemu simetri¢an u

odnosu na glavnu dijagonalu matrice susjedstva:

[ol1 1 1/000[00 0] [ 0[1 1 1/000[000]
110 00/001/100 1{o000/100[100
11o000/100[010 1looo0lo1o0lor1o0
1o 0o0lo10loo1 1000001001
0/0 1 0(000[1 071 0/1 00000101
—
010 0 1/000[1 10 0lo0 1 0(000[1 10
0/100/000[011 010 0 1(0 00011
0/100[110[000 0/100[1 10000
0l0 1 0lo1 1000 0lo 1 0(01 1000
(0100 1101000, [ 0j0 01101000

Mutacija bita odredena je mutacijom njegovog prvog retka. Mutacija zapravo znaci preras-
podjelu pozicija nula i jedinica u prvom retku te podmatrice, dok njihov broj ostaje ouvan.
Ostali retci u bitu na jedinstven su nacin odredeni djelovanjem grupe Z3, odnosno oni su uzas-

topni cikli¢ki pomaci tog prvog retka.

5.2.6. Selekcija

Kao 1 kod konstrukcije blokovnih dizajna, u algoritmu za konstrukciju jako regularnih grafova

takoder smo pokusali koristiti 4-turnirsku, jednostavnu i eliminacijsku selekciju.
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5.3. TESTNI PRIMJERI I OPTIMIZACIJA ALGORITMA

5.3.1. Testni primjeri

Kao primjere za testiranje rada algoritma koristili smo orbitne matrice jako regularnih gra-
fova koje navodimo u tablici 5.1. Matrice susjedstva tih grafova mogu se pronaéi na [58]. Za
svaki primjer jako regularnog grafa odredili smo optimalnu vrijednost funkcije dobrote Fitne-
ssForSRG u odnosu na prvu funkciju dobrote definiranu u 5.2.3 (za drugu funkciju optimalna
vrijednost je uvijek 0). Odredili smo pune grupe automorfizama Aut(¥) za svaki od tih jako
regularnih grafova te moguce grupe G prostog reda izomorfne podgrupama od Aut(¢/) koje dje-
luju na taj jako regularan graf. Za svaku takvu grupu odredena je orbitna matrica za djelovanje
po jedne podgrupe od Aut(¥) izomorfne s G na jako regularan graf. Na temelju parametara
jako regularnog grafa i dobivene orbitne matrice, pokusali smo pomocu algoritma konstruirati
jako regularan graf s tim parametrima.

U tablici 5.2 navodimo prosjecan broj iteracija (zaokruZen na najbliZi cijeli broj) koje vode
do jako regularnog grafa (#iteracija) i broj dobivenih rjeSenja unutar 100 potpunih resetiranja
(#rjeSenja) za pretpostavljeno djelovanje grupe Z; na one jako regularne grafove iz tablice 5.1
koji to dozvoljavaju. Kada algoritam pronade dizajn sa Zeljenim parametrima, dozvolili smo da
trazi i nova rjesenja sve dok se ne postigne ukupno MaxNrOfCompleteResets = 100 potpunih
resetiranja. Dobiveni broj rjeSenja unutar tih 100 resetiranja moZe biti i veci od 100 bududi da
se u istoj iteraciji algoritma mogu pojaviti dvije ili viSe jedinki s funkcijom dobrote FitnessFor-

SRG.
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Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama
Testni primjeri i optimizacija algoritma

koriStenjem genetskog algoritma

parametri | FitnessForSRG G
(10,3,0,1) 30 Lo, 73,25
(10,6,3,4) 30 Zs
(16,5,0,2) 160 Lo, 73,25
(16,6,2,2) 240 Lo, 73
(17,8,3,4) 476 7y
(21,10,3,6) 945 Lo, 13,25, 27
(25,8,3,2) 700 Lo, 73,25
(25,12,5,6) 1650 Zy
(26,10,3,4) 1170 Zy
(27,10,1,5) 1215 Ly, 73,25
(28,12,6,4) 1848 Ly, 73,25
(29,14,6,7) 2639 Z3
(35,18,9,9) 5355 Lo, 73
(36,10,4,2) 1620 Lo, 713,75
(36,14,4,6) 3276 Zy
(36,14,7,4) 3276 Ly, Z3,2s5,27
(36,15,6,6) 3780 Lo, 73,75
(37,18,8,9) 5661 Ly, 73
(40,12,2,4) 2640 Ly, 73
(45,12,3,3) 2970 Lo, 73
(49,12,5,2) 3234 Lo, 13, L5, 2
(50,21,8,9) 10500 Lo, Zq
(64,18,2,6) 9792 Lo, 73,25

Tablica 5.1: Testni primjeri jako regularnih grafova.
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Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama

koriStenjem genetskog algoritma Testni primjeri i optimizacija algoritma

parametri | FitnessForSRG | #iteracija | #rjeSenja
(10,3,0,1) 30 7 116
(16,5,0,2) 160 15 98
(16,6,2,2) 240 23 94
(17,8,3,4) 476 56 81
(21,10,3,6) 945 291 49
(25,8,3,2) 700 212 64
(25,12,5,6) 1650 412 47
(26,10,3,4) 1170 310 51
(27,10,1,5) 1215 375 43
(28,12,6,4) 1 848 455 40
(35,18,9,9) 5355 801 19
(36,10,4,2) 1620 410 41
(36,14,4,6) 3276 733 28
(36,14,7,4) 3276 745 26
(36,15,6,6) 3780 756 23
(37,18,8,9) 5661 812 20
(40,12,2,4) 2640 688 32
(45,12,3,3) 2970 706 29
(49,12,5,2) 3234 739 23
(50,21,8,9) 10500 1238 15
(64,18,2,6) 9792 987 19

Tablica 5.2: Prikaz broja potrebnih iteracija i broja dobivenih rjeSenja za djelovanje grupe Z,.

5.3.2. Optimizacija parametara

Kao i u poglavlju 4, proveli smo razliCite serije eksperimenata koji se ti¢u optimizacije ulaznih
parametara grafova, odabira funkcije dobrote 1 selekcije. Na temelju dobivenih eksperimenata
zakljucili smo da ¢emo koristiti prvu opisanu funkciju dobrote u 5.2.3, 4-turnirsku selekciju te

ostale parametre kao i1 u slu¢aju konstrukcije blokovnih dizajna.
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Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama
koriStenjem genetskog algoritma Testni primjeri i optimizacija algoritma

U seriji napravljenih eksperimenata, kao zadane vrijednosti parametara koristimo:

* veli¢inu populacije POP = 100,

* MaxNrOfGenerations = 100000,

* vjerojatnost mutacije p,, = 100%,

* vjerojatnost krizanja p. = 100%,

* broj gena koji sudjeluju u krizanju NrGenesForCrossover = 1,
* broj bitova koji se mutiraju NrBitsForMutation = 1,

* FitnessForSRGNrOfRepeatsMax = 100,

¢ MaxNrOfPartialResets = 10,

* MaxNrOfCompleteResets = 100,

* StartingPercentage = 10%.
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Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama
koristenjem genetskog algoritma  Konstrukcija novih SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4)

5.4. KONSTRUKCIJA NOVIH SRG(96,19,2,4) 1
SRG(96,20,4,4)

Poznati jako regularni grafovi s 96 vrhova s parametrima SRG(96,19,2.4) i SRG(96,20,4,4)
konstruirani su u [7], [9] 1 [50]. U [61] moZe se pronaci ukupno 63 takva grafa, od kojih je 11
s parametrima SRG(96,19,2,4) (tablica 5.3) i 52 s parametrima SRG(96,20,4,4) (tablica 5.4).
Redovi punih grupa automorfizama jako regularnih grafova SRG(96,19,2,4) su u rasponu od
96 do 9216, a jako regularnih grafova SRG(96,20,4,4) od 96 do 138240. F. Thringer je u [34]
nedavno objavio mnoge nove SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4) koji uglavnom imaju grupe

automorfizama malih redova (ukljucujudi i trivijalne).

|Aut(¥¢)| | #neizomorfnih grafova
9216 1
1536 1
768 3
288 1
96 5

Tablica 5.3: 11 poznatih SRG(96,19,2,4).
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Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama
koristenjem genetskog algoritma  Konstrukcija novih SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4)

|Aut(¥¢)| | #neizomorfnih grafova
138240 1
11520 2
7680 1
3072 2
1536 2
768 12
576 1
384 4
192 6
96 21

Tablica 5.4: 52 poznata SRG(96,20,4,4).

Opisanim genetskim algoritmom 1 koriStenjem orbitnih matrica poznatih jako regularnih
grafova SRG(96,19,2,4) uz pretpostavljeno djelovanje involucije, konstuirali smo nove jako
regularne grafove s tim parametrima. Kao i u slu¢aju blokovnih dizajna, algoritam je zaustavljen
kada nakon 48 sati izvodenja nakon zadnjeg pronadenog novog jako regularnog grafa nije vise
pronaden niti jedan drugi novi jako regularni graf. Konstruirali smo 21 SRG(96,19,2,4) od
kojih niti jedan nije izomorfan s grafovima iz tablice 5.3. KoriStenjem programa GAP [60]
provjerili smo jesu li ti grafovi izomorfni s nekim od jako regularnih grafova SRG(96,19,2,4)
koje je konstruirao F. Ihringer u [34] te smo zakljucili da njih 15 nije izomorfno niti s jednim, a

6 je izomorfno s nekima od njih. Rezultate prikazujemo u tablici 5.5.

|Aut(¥¢)| | struktura Aut(¥¢) | #neizomorfnih grafova
8 Eg 2
4 Zy 1
4 Ey 6
2 7 12

Tablica 5.5: SRG(96,19,2,4)
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Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama
koristenjem genetskog algoritma  Konstrukcija novih SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4)

Opisanim genetskim algoritmom 1 koriStenjem orbitnih matrica poznatih jako regularnih
grafova SRG(96,20,4,4) uz pretpostavljeno djelovanje involucije, konstuirali smo nove jako
regularne grafove s tim parametrima. Algoritam je zaustavljen kada nakon 48 sati izvodenja
nakon zadnjeg pronadenog novog jako regularnog grafa nije viSe pronaden niti jedan drugi novi
jako regularni graf. Konstruirali smo 22 SRG(96,20,4,4) koji nisu izomorfni s grafovima iz
tablice 5.4. KoriStenjem programa GAP [60] provjerili smo jesu li ti grafovi izomorfni s nekima
od jako regularnih grafova SRG(96,20,4,4) u [34] te smo zakljudili da niti jedan od njih nije

izomorfan niti kojem od njih. Rezultate prikazujemo u tablici 5.6.

|Aut(¥)| | struktura Aut(¥¢) | #neizomorfnih grafova
16 Zyp x Dg 1
8 Eg 3
4 E, 8
2 Zn 10

Tablica 5.6: SRG(96,20,4,4)

U tablici 5.7 prikazujemo podatke o ukupnom broju (#rjeSenja) dobivenih jako regular-
nih grafova SRG(96,19,2.4) i SRG(96,20,4,4) koriStenjem opisanog algoritma, minimalnom
(#min), maksimalnom (#max) i prosjecnom broju potrebnih iteracija (#avg) te minimalnom
(min ), maksimalnom (f,x ) i prosjeCnom vremenu (tavg) dobivanja rjeSenja (u minutama). Ra-
¢unalo na kojem se izvodio algoritam ima sljedece specifikacije: procesor 11th Gen Intel(R)

Core(TM) i7-1165G7 2.60GHz, 16GB RAM memorije frekvencije 2803MHz.

parametri | FitnessForSRG | #rjeSenja | #min | #max | #avg tmin Fmax favg
(96,19,2,4) 16416 1109 | 1797 | 5069 | 2912 | 21.12 | 59.59 | 34.23
(96,19,2,4) 18240 1232 | 1931 | 11311 | 3613 | 22.60 | 132.36 | 42.28

Tablica 5.7: Rezultati algoritma za SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4).

Grafovi koje smo konstuirali su dostupni na poveznicama:
https://github.com/TinZrinski/structures/blob/main/96_19_2_4.txt,

https://github.com/TinZrinski/structures/blob/main/96_20_4_4.txt.
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ZAKLJUCAK

Predmet istrazivanja ove doktorske disertacije je konstrukcija blokovnih dizajna 1 jako regular-
nih grafova uz pretpostavku djelovanja odredene grupe automorfizama koriStenjem modificira-
nih genetskih algoritama.

I. Martinjak i M.-O. Pavcevi€ su u [45] koristili modificirani genetski algoritam u svrhu ne-
potpune potrage za blokovnim dizajnima bez dodatne pretpostavke djelovanja grupe automorfi-
zama. U ovoj disertaciji uvodenjem pretpostavke djelovanja grupe automorfizama uz koristenje
genetskog algoritma omogucduje se konstrukcija blokovnih dizajna s ve¢im brojem tocaka i blo-
kova, a takoder i jako regularnih grafova s relativno velikim brojem vrhova.

U poglavljima 4 i 5 razvijeni su algoritmi 1 pripadni racunalni programi za nepotpunu pre-
tragu modificiranim genetskim algoritmima koji sluZe za konstrukciju blokovnih dizajna i jako
regularnih grafova iz orbitnih matrica dobivenih za pretpostavljeno djelovanje grupe automorfi-
zama. Na ovaj nacin moZe se izvrsiti nepotpuna potraga za blokovnim dizajnima i jako regular-
nim grafovima na temelju orbitnih matrica u sluc¢ajevima kada to nije moguce izvrSiti iscrpnom
pretragom.

Upotrebom tih algoritama, odnosno racunalnih programa, konstruirali smo nove blokovne
dizajne, to¢nije nove Steinerove sustave s parametrima S(2,5,45) i nove simetri¢ne dizajne s pa-

rametrima (71, 15,3) te nove jako regularne grafove s parametrima (96,19,2,4) i (96,20,4,4).

105



BIBLIOGRAFIJA

[1] Baricelli, N. A.: Numerical testing of evolution theories. ACTA Biotheoretica, 16:143—
182, 1957. 1 31.

[2] Baricelli, N. A.: Symbiogenetic evolution processes realized by artificial methods. Metho-

dos, 9, no. 35-36:143-182, 1957. 1 31.

[3] Behbahani, M.: On strongly regular graphs. Disertacija, Concordia University, 2009. 1

2,24, 90.

[4] Behbahani, M. i Lam, C.: Strongly regular graphs with non-trivial automorphisms. Dis-
crete Mathematics, 311:132-144, 2011. 1 2,24, 90.

[5] Beker, H. J., Mitchell, C. J. i Piper, F. C.: Tactical decompositions of designs. Aequationes
Mathematicae, 25:123-152, 1982. 1 18.

[6] Box, G. E. P.: Evolutionary operation: A method for increasing industrial productivity.
Journal of the Royal Statistical Society, C 6, no. 2:80-101, 1957. 1 31.

oo

[7] Braié, S., Golemac, A., Mandi¢, J. i Vucicié, T.: Graphs and symmetric designs corres-
ponding to difference sets in groups of order 96. Glasnik Matematicki, 45:1-14, 2010. 1

3, 102.

[8] Bremermann, H. J.: Optimization through evolution and recombination. Proceedings of

the Conference on Self-Organizing Systems, stranice 93—-106, 1962. 1 31.

[9] Brouwer, A. E., Koolen, J. H. i Klin, M.H.: A root graph that is locally the line graph of
the Petersen graph. Discrete Mathematics, 264:13-24, 2003. 1 3, 102.

[10] Brouwer, A. E. i Van Maldeghem, H.: Strongly regular graphs. Cambridge University
Press, 2022. 1 24.

106



Bibliografija Bibliografija

[11] Cameron, P. J.: Permutation Groups. Cambridge University Press, 1999. 1 5.

[12] Colbourn, C. i Steiner, A.: A Steiner 2-design with an automorphism fixing exactly r + 2

points. Journal of Combinatorial Designs, 7:375-380, 1999. 1 2, 85.

[13] Corneil, D. G. i Mathon, R.: Algorithmic techniques for the generation and analysis of
strongly regular graphs and other combinatorial configurations. Annals of Discrete Mat-

hematics, 2:1-32, 1978. 1 2.

[14] Crnkovié, D.: Konstrukcije nekih novih simetricnih nacrta kvadratnog reda. Disertacija,

SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet, Zagreb, 1998.

[15] Crnkovié, D. i Dumici¢ Danilovié, D.: Finding unitals in symmetric designs using a mo-

dified genetic algorithm. Mathematica Pannonica, 24:183-196, 2013. 1 2.

[16] Crnkovié, D., Dumic¢i¢ Danilovié, D., Rukavina, S. i Simac, M.: On some new Steiner

2-designs S(2,5,45). Utilitas Mathematica, 111:281-308, 2019. 1 2, 85.

[17] Crnkovié, D. i Maksimovi¢, M.: Construction of strongly regular graphs having an auto-
morphism group of composite order. Contributions to Discrete Mathematics, 15:22—41,

2020. 13,91, 92.

[18] Crnkovié, D. i Pavcevié, M.-O.: Some new symmetric designs with parameters (64,28,12).

Discrete Mathematics, 237:109-118, 2001. 1 2, 53.

[19] Crnkovié, D. i Rukavina, S.: New symmetric (71,15,3) designs. Bulletin of the Institute of
Combinatorics and its Applications, 94:79-94, 2022. 1 2, 87.

[20] Crnkovié, D., Rukavina, S. i Siméi¢, L.: On triplanes of order twelve admitting an
automorphism of order six and their binary and ternary codes. Utilitas Mathematica,

103:23-40, 2017. 1 2, 87.

[21] Crnkovié, D. i Zrinski, T.: Constructing block designs with a prescribed automorphism

group using genetic algorithm. Journal of Combinatorial Designs, 30:515-526, 2022.

[22] Crnkovié, D. i gvob, A.: New symmetric 2-(176,50,14) designs. Discrete Mathematics,
344:112623, 2021. 1 2,53.

107



Bibliografija Bibliografija

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

Crnkovié, D., Svob, A. i Tonchev, V. D.: Strongly regular graphs with parameters
(81,30,9,12) and a new partial geometry. Journal of Algebraic Combinatorics, 53:253—
261, 2021. 13,91.

Dembowski, P.: Verallgemeinerungen von Transitivitditsklassen endlicher projektiver Ebe-

nen. Mathematische Zeitschrift, 69:59-89, 1958. 1 18.
Diestel, R.: Graph Theory, Fourth edition. Springer-Verlag, 2010. 1 22.

Dumici¢ Danilovi¢, D.: Poopcenje i profinjenje nekih algoritama za konstrukciju blo-
kovnih dizajna i istraZivanje njihovih podstruktura. Disertacija, SveuciliSte u Zagrebu,

Prirodoslovno-matematicki fakultet, Zagreb, 2014.

Fogel, L. J., Owens, A. J. 1 Walsh, M. J.: Artificial Intelligence through Simulated Evolu-
tion. Wiley, 1966. 1 31.

Fraser, A. S.: Simulation of genetic systems by automatic digital computers: I. Introduc-

tion. Australian Journal of Biological Science, 10:484-491, 1957. 1 31.

Fraser, A. S.: Simulation of genetic systems by automatic digital computers: II. Effects

of linkage on rates of advance under selection. Australian Journal of Biological Science,

10:492-499, 1957. 1 31.

Friedman, G. J.: Digital simulation of an evolutionary process. General Systems Year-

book, 4:171-184, 1959. 1 31.

Galinier, P. 1 Jaumard, B.: On triplanes of order twelve admitting an automorphism of
order six and their binary and ternary codes. Computers and Operations Research.,

33:955-970, 2006. 1 2, 54.

Gibbons, P. B. i Ostergard, P. R. J.: Computational methods in design theory. Handbook
of Combinatorial Designs (C. J. Colbourn and J. H. Dinitz, eds.), 2nd ed. Chapman &
Hall/CRC, Boca Raton, FL, 2007. 1 2, 54.

Holland, J. H.: Adaptation in Natural and Artificial Systems. University of Michigan Press,
1975. 71 31.

TIhringer, E.: Switching for small strongly regular graphs. Australasian Journal of Combi-

natorics, 84(1):28-48, 2022. 1 3,102, 103, 104.

108



Bibliografija Bibliografija

[35] Janko, Z.: Coset enumeration in groups and constructions of symmetric designs, Combi-
natorics "90 (Gaeta,1990). Annals of Discrete Mathematics, 52:275-277, 1992. 1 2, 53,

55.

[36] Janko, Z.: The existence of symmetric designs with parameters (189, 48, 12). Journal of
Combinatorial Theory, Series A, 80:334-338, 1997. 1 2,53.

[37] Janko, Z.: The existence of symmetric designs with parameters (105, 40, 15). Journal of
Combinatorial Designs, 7:17-19, 1999. 1 2,53.

[38] Janko, Z. i Van Trung, T.: Construction of a new symmetric block design for (78,22,6)
with the help of tactical decompositions. Journal of Combinatorial Theory, Series A,

40:451-455, 1985. 12,53.

[39] Koubi, S., Mata-Montero, M. i Shalaby, N.: Using directed hill-climbing for the construc-
tion of difference triangle sets. 1EEE Transactions on Information Theory, 51:335-339,
2005. 12, 54.

[40] Krcadinac, V.: Steiner 2-designs. Pristupljeno 20. rujna 2022. https://web.math.pmf .

unizg.hr/“krcko/results/steiner.html. 12, 385.

[41] Kréadinac, V.: Construction and classification of finite structures by computer. Disertacija,

SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet, Zagreb, 2004. 1 2, 85.
[42] Lang, S.: Undergraduate algebra. Springer, 2005. 1 5.

[43] Maksimovi¢, M.: Orbitne matrice jako regularnih grafova. Disertacija, SveuciliSte u Za-

grebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet, Zagreb, 2015. 7 3,91, 92.

[44] Martin, F. G. i Cockerham, C. C.: Artificial Intelligence through Simulated Evolution.

Biometrical Genetics, stranice 35-45, 1960. 1 31.

[45] Martinjak, I. i Pavéevi¢, M.-O.: Modified Genetic Algorithm for BIBD Construction. Pro-
ceedings of the ITI 2009 31st International Conference on Information Technology Inter-

faces, stranice 647-652, 2009. 1 2, 3, 44, 48, 54, 58, 105.

[46] Mathon, R.: Computational methods in design theory. Computational and Constructive
Design Theory, Mathematics and Its Applications (W. D. Wallis, ed.). Kluwer Academic
Publishers, 1996. 1 2, 54.

109



Bibliografija Bibliografija

[47] Mathon, R. i Rosa, A.: Some results on the existence and enumeration of BIBDs. Tech.

Report Math., 125-Dec-1985. McMaster University, Hamilton ON, 1985. 1 2, 85.

[48] Mezofi, D. i Nagy, G. P.: New Steiner 2-designs from old ones by paramodifications. Uti-
litas Mathematica, 288:114-122, 2021. 71 2, 85.

[49] Mitchell, M.: An Introduction to Genetic Algorithms. MIT Press, 1998.

[50] Muzychuk, M.: A generalization of Wallis-Fon-Der-Flaass construction of strongly regu-
lar graphs. Journal of Algebraic Combinatorics, 25:169-187, 2007. 1 3, 102.

[51] Rechenberg, 1.: Cybernetic Solution Path of an Experimental Problem. Ministry of Avi-
ation, Royal Aircraft Establishment, 1965. 1 31.

[52] Rechenberg, 1.: Evolutionsstrategie: Optimierung Technischer Systeme nach Prinzipien

der Biologischen Evolution. Frommann - Holzboog, 1973. 1 31.

[53] Reed, J., Toombs, R. i Barricelli, N. A.: Simulation of biological evolution and machine

learning. Journal of Theoretical Biology, 17:319-342, 1967. 1 31.
[54] Riolo, R.: Survival of the fittest bits. Scientific American, 267:114-116, 1. 1 39.

[55] Rukavina, S.: 2-(71,15,3) designs. Pristupljeno 20. rujna 2022. https://www.math.

uniri.hr/“sanjar/structures/. 71 87.

[56] Schwefel, H. P.: Evolutionsstrategie und numerische Optimierung. Disertacija, Tehnicko

sveuciliSte u Berlinu, Berlin, 1975. 1 31.

[57] Schwefel, H. P.: Numerische Optimierung von Computer - Modellen mittels der Evoluti-

onsstrategie. Birkhauser, 1977. 1 31.

[58] Spence, E.: Strongly Regular Graphs on at most 64 vertices. Pristupljeno 20. rujna 2022.
http://www.maths.gla.ac.uk/"es/srgraphs.php. 1 98.

[59] Stinson, D. R.: Combinatorial Designs with Selected Applications. Springer-Verlag, 2004.
1 14.

[60] The GAP Group: GAP - Groups, Algorithms, and Programming, Version 4.11.1, 2021.

https://www.gap-system.org. 1 46,62, 103, 104.

110



Bibliografija Bibliografija

eve

[61] Vucicic, T.: DifSets96. Pristupljeno 20. rujna 2022. https://mapmf.pmfst.unist.hr/
“vucicic/DifSets96/. 1 102.

[62] Wallis, W. D.: Computational and Constructive Design Theory. Kluwer Academic Publi-
shers, 1996. 1 44.

[63] Wright, S.: Evolution in Mendelian populations. Genetics, 16:97-159, 1931. 1 37.

111



/IVOTOPIS

Tin Zrinski roden je 10. sijeCnja 1993. godine u Rijeci gdje je zavrSio osnovnu 1 srednju Skolu.
Diplomirao je na Diplomskom studiju Diskretna matematika i primjene Odjela za matematiku
Sveucdilista u Rijeci u lipnju 2016. godine. Iste godine upisao je Zajednicki sveuciliSni posli-
jediplomski doktorski studij matematike na Prirodoslovno-matematickom fakultetu SveuciliSta
u Zagrebu. Zaposlen je kao asistent na Fakultetu za matematiku Sveuéilista u Rijeci. Clan je
Drustva matematicara i fizi¢ara Rijeka, Alumni kluba Fakulteta za matematiku te Seminara za
kona¢nu matematiku u Rijeci, na kojem je odrZao niz seminara. Koautor je znanstvenog ¢lanka:
Crnkovié, D. i1 Zrinski, T.: Constructing block designs with a prescribed automorphism group

using genetic algorithm. Journal of combinatorial designs, 30: 515-526, 2022.

112



	Uvod
	Osnovni pojmovi
	Grupe
	Incidencijske strukture
	Dizajni
	Orbitne matrice blokovnih dizajna

	Grafovi
	Jako regularni grafovi
	Orbitne matrice jako regularnih grafova


	Genetski algoritmi
	Uvod
	Povijest evolucijskog računanja
	Evolucija i biološka terminologija
	Prostor pretraživanja i krajolik dobrote
	Elementi genetskih algoritama
	Primjeri funkcija dobrote
	Operatori u genetskim algoritmima

	Jednostavni genetski algoritam

	Konstruiranje blokovnih dizajna bez pretpostavljenog djelovanja grupe automorfizama korištenjem genetskog algoritma
	Opis algoritma
	Optimizacija parametara
	Rezultati

	Konstruiranje blokovnih dizajna s pretpostavljenom grupom automorfizama korištenjem genetskog algoritma
	Uvod
	Konstrukcija
	Opis problema
	Prikaz kandidata za rješenje
	Odabir funkcije dobrote
	Križanje
	Mutacija
	Selekcija
	Pseudokod razvijenog algoritma
	Opis pseudokoda razvijenog algoritma

	Testni primjeri i optimizacija algoritma
	Testni primjeri
	Optimizacija vjerojatnosti mutacije pm
	Optimizacija broja mutiranih bitova
	Optimizacija vjerojatnosti križanja pc
	Optimizacija broja križanih gena i načina križanja
	Usporedba dviju funkcija dobrote
	Usporedba operatora selekcije
	Optimizacija veličine populacije POP
	Novi operator mutacije MaxMutation

	Rezultati
	Konstrukcija novih Steinerovih sustava S(2,5,45)
	Konstrukcija novih simetričnih (71,15,3) dizajna


	Konstruiranje jako regularnih grafova s pretpostavljenom grupom automorfizama korištenjem genetskog algoritma
	Uvod
	Konstrukcija
	Opis problema
	Prikaz kandidata za rješenje
	Odabir funkcije dobrote
	Križanje
	Mutacija
	Selekcija

	Testni primjeri i optimizacija algoritma
	Testni primjeri
	Optimizacija parametara

	Konstrukcija novih SRG(96,19,2,4) i SRG(96,20,4,4)

	Zaključak
	Bibliografija
	Životopis

