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Uvod

Cilj ovoga rada je, u suradnji s Institutom za turizam, modelirati turisti¢ku potro$nju u
Republici Hrvatskoj koriStenjem metoda statistiCkog uc¢enja. Ekonomski utjecaj turistickih
tokova na gospodarstva Cesto je zamjetan i predstavlja relevantan klju¢ za gospodarski rast.
PoboljSanje ucinaka turizma zahtijeva odgovarajuce podatke i alate kako bi se potaknula
ponuda privatnog sektora i djelovanje kreatora politika. U tom kontekstu, kljucno je utvr-
diti odrednice turisticke potroSnje putem mocnih analitickih modela, a mnoge od njih nudi
upravo statisticko ucenje. U ovom radu posebnu paznju posvetit ¢emo metodama odabira
prediktora u linearnim modelima u svrhu povecanja interpretabilnosti modela te metodama
regularizacije u svrhu poboljSanja svojstva predvidanja modela.

Rad je strukturiran u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju dajemo uvod u podrucje
statistickog ucenja i pregled osnovnih pojmova koji ¢e nam biti potrebni u ostatku rada.
Iznosimo neke od glavnih zadaca statistickog ucenja te standardnu podjelu na nadgledano
ucenje i nenadgledano ucenje. Detaljno opisujemo postavke nadgledanog statistickog uce-
nja, uvodedi terminologiju i problematiku te predstavljajuci teorijski okvir metoda nad-
gledanog statistickog ucenja. Naposljetku, kratko predstavljamo klju¢ne koncepte koji se
pojavljuju pri odabiru metode statistickog ucenja.

U drugom dijelu rada predstavljamo klasi¢nu linearnu regresiju. Najprije se podsje-
¢amo modela, a potom i metode najmanjih kvadrata kao najcesce koriStene metode za
njegovu prilagodbu. Predstavljamo kako se ocjenjuje preciznost procjene parametara line-
arnog modela kao i preciznost samog modela.

U tre¢em poglavlju uvodimo dvije vazne klase metoda prilagobe linearnog modela kao
alternativu metodi najmanjih kvadrata, odabir podskupa i regularizaciju. Prije predstavlja-
nja samih metoda, uvodimo pojmove testne greske i ocekivane testne greske, detaljno opi-
sujemo pojmove pristranosti i varijance te njihov odnos poznat pod nazivom bias-variance
trade-off. Nadalje, predstavljamo metodu unakrsne validacije kojom se procjenjuje oceki-
vana testna greska.

U posljednjem poglavlju, opisane metode primjenjujemo na podatke Instituta za turi-
zam o turisti¢koj potroS$nji u Republici Hrvatskoj. Dajemo njihovu usporedbu i iznosimo
najvaznije zakljucke.



Poglavlje 1

Statisticko ucCenje

1.1 Sto je statisti¢ko uéenje?

Pojam statistickog ucenja odnosi se na niz metoda koje na osnovu skupa podataka daju
okvir u svrhu predvidanja i statistickog zakljucivanja. Osnovna pretpostavka je statistiCka
priroda fenomena koji se proucava. Neke od glavnih zadaca statistiCkog ucenja su

klasifikacija - problem dodjeljivanja kategorije pojedinom objektu

e regresija - problem predvidanja vrijednosti nekog objekta ili stvaranja zakljucaka o
vezama izmedu objekata

rangiranje - problem rangiranja s obzirom na odredeni kriterij

e klasteriranje - problem particioniranja prostora objekata na homogene skupove

Standardna podjela statistickog ucenja je na nadgledano ucenje i nenadgledano ucenje.
Kod nadgledanog ucenja podaci se sastoje od objekata iz ulaznog skupa podataka i pri-
padne kategorije/vrijednosti/ranga iz izlaznog skupa podataka i na osnovu toga izvrSava se
proces ucenja. Tu spadaju klasifikacija, regresija i rangiranje. Kod nenadgledanog uce-
nja podaci se sastoje samo od objekata te je od interesa naci "zanimljive uzorke" medu
podacima. Ovdje spada klasteriranje.

Metode statistickog ucenja koje ¢emo koristiti u ovom radu za modeliranje turisticke
potro$nje spadaju u domenu nadgledanog ucenja.

1.2 Nadgledano statisticko ucenje

Neka su U i I redom ulazni i izlazni skupovi u problemu ucenja. Nadalje, neka su U i 7
pripadne o—algebre te neka je P vjerojatnosna mjera na (U X I, U ® 7). U problemima

2



POGLAVLIJE 1. STATISTICKO UCENJE 3

nadgledanog statistickog ucenja trazi se funkcija f: U — I koja predstavlja najbolju vezu
izmedu objekata iz U 1 pridruZenih vrijednosti iz I. U vecini slu€ajeva f nije poznata
(ona ne mora ni postojati) te je cilj nadgledanog statistickog ucenja konstruirati metode i
algoritme koji daju njezinu najbolju procjenu.

Vrste varijabli i terminologija

Ulazna varijabla oznacava se sa X, a izlazna varijabla ima oznaku Y. U nastavku pret-
postavljamo da je X slucajni vektor. Njegove komponente oznaCavaju se sa X, ..., X, te
se nazivaju prediktori, kovarijate ili nezavisne varijable. Y je sluCajna varijabla, naziva
se odziv ili zavisna varijabla. OpaZene vrijednosti piSu se malim slovima, i—ta opaZena
vrijednost od X oznaCava se sa x;, dok je x;; i—ta opaZena vrijednost j—te komponente
vektora prediktora X. i—ta opaZena vrijednost od Y ima oznaku y;. Matrica n opaZenih p—
dimenzionalnih vektora prediktora oznacava se sa X, gdje je njezin i—ti redak x;’, buduci
da je uvrijeZena pretpostavka da su vektori stupci.

S obzirom na vrstu obiljezja koje opisuju, varijable dijelimo na kvalitativne 1 kvanti-
tativne varijable. Ukoliko je varijabla odziva Y kvalitativna varijabla, radi se o problemu
klasifikacije, dok se slucaj kada je Y kvantitativna varijabla naziva problemom regresije.

Napomena 1.2.1. Opcenito, moZe se promatrati i vise od jedne varijable odziva, no u ovom
radu, gdje promatramo jednu odzivnu varijablu - turistiCku potrosnju, to nije potrebno.

Skup 7 = {(x;,y;): i = 1,...,n} naziva se skup za trening gdje su (x;,y;), i = 1,...n
realizacije slu¢ajnog vektora (X, Y). ! Metoda statistickog ucenja primjenjuje se na skup za
trening s ciljem procjene funkcije f. Pretpostavljamo da je veza izmedu X i Y dana statis-
tickim modelom Y = f(X)+ &, odnosno za elemente skupa za trening vrijedi y; = f(x;) +€;.
Ovdje je € slucajna greska nezavisna od X i s oCekivanjem 0, a g, i = 1,...,n realiza-
cije slucajnog uzorka za sluc¢ajnu gresSku. S ovakvom formulacijom statistickog modela, f
predstavlja cjelovitu informaciju koju X daje o Y. Slucajna greska & obuhvaca sve druge
moguce utjecaje na Y i potencijalnu greSku u mjerenju.

Napomena 1.2.2. S obzirom na prirodu varijable turisticke potrosSnje, u nastavku rada
Y je kvantitativna varijabla, za izlazni prostor I uzimamo R te daljnju teoriju izlaZemo
u tom duhu. Za X,,Xa,...,X, pretpostavljamo da su kvantitativne (realne) varijable ili
kvalitativne varijable.

Potpuno precizno, elementi skupa za trening realizacije su slu¢ajnog uzorka za slu¢ajan vektor (X, Y),
odnosno realizacije n slucajnih vektora koji su nezavisne jednakodistribuirane kopije slucajnog vektora
X, 7).
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Parametarske metode

Metode koje ¢emo obradivati u ovom radu spadaju u parametarske metode. Parametar-
ske metode podrazumijevaju pretpostavku o obliku funkcije f. Primjer jedne jednostavne
pretpostavke o obliku funkcije f jest da je ona linearna u X, odnosno da vrijedi

f(X) :,3() +ﬁ1X1 +,82X2 + ... +,8po.

S takvom pretpostavkom, problem procjene funkcije f znatno je pojednostavljen — umjesto
procjenjivanja proizvoljne funkcije f, potrebno je procijeniti (p+1) koeficijenata Sy, . . ., 5,.
Nakon odabira modela tj. oblika funkcije f, slijedi prilagodba modela podacima iz skupa
za trening. U ovom primjeru, potrebno je naci vrijednosti parametara Sy, 01, . ..,[, takve
da je

Y%ﬁ() +ﬁ1X1 +ﬁ2X2+... +ﬁpo.

Jedna od najcesce koriStenih metoda za prilagodbu linearnog modela je metoda najmanjih
kvadrata koju ¢emo u drugom poglavlju rada i detaljnije objasniti.

Dakle, metode poput upravo opisane zovu se parametarske metode jer se procjena funk-
cije f svodi na procjenu parametara pretpostavljenog oblika funkcije f. Prednost tak-
vog pristupa je spomenuto pojednostavljenje problema, a nedostatak je Sto pretpostavka o
obliku funkcije f moZe biti daleko od njezinog stvarnog oblika. Tom nedostatku moZe se
doskociti odabirom dovoljno fleksibilnog modela tj. modela koji obuhvaca razne moguce
oblike funkcije f. Fleksibilni modeli, medutim, Cesto zahtijevaju procjenu puno veceg
broja parametara.

Teorijski okvir metoda nadgledanog statistickog ucenja

Neka je X p-dimenzionalni slucajni vektor s vrijednostima u R” i neka je Y slucajna va-
rijabla s vrijednostima u R s kona¢nim matematickim ocekivanjem. Dosada smo u radu
spominjali procjenu funkcije f koja daje vezu izmedu ulaznih i izlaznih podataka te f(X)
smatramo predikcijom za Y uz dano X. Na pocetku odjeljka o nadgledanom ucenju iskazali
smo kako je cilj nadgledanog statistickog ucenja konstruirati metode i algoritme koji daju
najbolju procjenu funkcije f. U tu svrhu, potrebno je definirati funkciju gubitka kojom Ce
se mjeriti koliko je procjena funkcije f dobra i na temelju toga moci i dati kriterij za odabir
najbolje procjene za funkciju f.

Definicija 1.2.3. Izmjerivo preslikavanje L : R* — [0, +o0) zove se funkcija gubitka.

U slucaju kada je Y kvantitativna varijabla, tipi¢no se za funkciju gubitka uzima L: R? —
[0, +0) definirana sa

L((y1,y2) = (1 = »)%.
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Definiramo kvadratnu gresku od f(X) pri procjeni za Y sa

L((Y, f(X)) = (Y = FX))*.

Nadalje, definiramo srednjekvadratnu gresku od f(X) pri procjeni za Y sa

L(f) = EIL(Y, f(X)] = E[(Y = f(X))’].

Definicija 1.2.4. Neka je Y slucajna varijabla s konacnim matematickim ocekivanjem i X
proizvoljan slucajni vektor. Funkcija ¢ definirana na Borelovoj o-algebri B sa

#(B) = f YdP,B e B

{XeB}

je o-aditivna i apsolutno neprekidna u odnosu na Px pa iz Radon-Nikodymova teorema
slijedi da postoji Borelova funkcija f(x) definirana za svaki x € R? i jednoznacno odredena
do na Borelov skup Px-mjere nula, relacijom

fr(x)dPX(x): deIP

B {XeB)
za svako B € B. Funkciju r(x) oznacavamo sa E[Y | X = x] i zovemo regresijska funkcija.

Napomena 1.2.5. Py je vjerojatnosna mjera na R? definirana s Px(B) = P(X € B), BC R?
Borelov skup (vidi str. 234 izvora [6]) i naziva se distribucija od X. Ostalih pojmova iz
prethodne definicije poput o-aditivnosti, konacne mjere, apsolutne neprekidnosti, Bore-
love funkcije, Borelove o-algebre B te Radon-Nikodymova teorema moguce je podsjetiti
se takoder u izvoru [6].

Napomena 1.2.6. Na str. 579 izvora [6] moguce je podsjetiti se definicije uvjetnog ma-
tematickog ocekivanja za danu o — algebru G, u oznaci E[Y | G]. Oznaka E[Y | X]
predstavlja uvjetno ocekivanje slucajne varijable Y s obzirom na o — algebru o{X}. Regre-
sijsku funkciju interpretiramo kao uvjetno ocekivanje od Y za dano X = x. Prema Teoremu
15.6 izvora [6], vrijedi r(X) = E[Y | X] gotovo sigurno.

Navodimo, bez dokaza, nekoliko svojstava regresijske funkcije koja ¢emo koristiti u radu.
Neka su Y,Y;, Y, realne sluCajne varijable s konacnim matemati¢kim ocekivanjem, tada
vrijedi:

1. Ako je Y = ¢ (gotovo sigurno), gdje je c konstanta, tada je E[Y | X = x] = ¢, Px —
gotovo sigurno.
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2. Ela1 Y, + axYs | X = x] = a1 E[Y; | X = x] + a:E[Y, | X = x], Px — gotovo sigurno, za
ai, a, proizvoljne konstante.

3. Ako je f Borelova funkcija takva da f(X)Y ima konano matematicko ocekivanje,
tada vrijedi E[f(X)Y | X = x] = f(x)E[Y | X = x], Px — gotovo sigurno.

4. Ako su Y 1 X nezavisne, tada vrijedi E[Y | X = x] = E[Y], Px — gotovo sigurno.

Koriste¢i vezu matematickog ocekivanja i uvjetnog matematickog ocekivanja, za srednjek-
vadratnu gresku od f(X) pri procjeni za Y vrijedi

L(f) = E(Y - f(X))"] = fE[(Y - OO | X = x]dPx ().
RP
U nastavku rada pretpostavljamo konacnost drugog momenta od Y — f(X) te uvodimo
oznaku L,(f) = E[(Y — f(X))* | X = x], gre§kaod f u X = x.

Lema 1.2.7. Za svaku f: R? — R i proizvoljan x € R? vrijedi

Li(f) = L(r) + (r(x) = f(x))?
gdje je r prethodno definirana regresijska funkcija.

Dokaz. Za sve f 1 za proizvoljan x € R? vrijedi

L(f) = BI(Y = f(X))* | X = x]
= E[(Y = r(X) + r(X) = f(X))* | X = x]
= E[(Y — r(X))* + (r(X) = f(X))* + 2(Y = r(X)(r(X) = f(X)) | X = x]
= E[(Y = r(X))* | X = x] + (r(x) = £(20)* + (r(x) = FO)E[Y | X = x] = r(x))
= E[(Y - r(X))* | X = x] + (r(x) = f(x))
= L(r) + (r(x) = f(x))*

gdje racun slijedi iz prethodno navedenih svojstava regresijske funkcije te Cinjenice da je
(r(x) — f(x))* konstanta, a zadnja jednakost iz definicije od L.(f). O

Iz prethodne leme slijedi da je L,(f) > L,(r), Vf i Vx € R” tj. r(x) je najbolja procjena za
Y uz dano X = x, Yx € R” u smislu srednjekvadratne greske L((Y, f(X))) = (Y — f(X))*.
Posebno, slijedi L(f) > L(r), Vf.

Napomena 1.2.8. U ovoj napomeni saZimamo gore uvedene oznake, za proizvoljnu funk-
ciju f:
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o LY, f(X)) = (Y = f(X))? - kvadratna greska od f(X) pri procjeni za Y

o L(f) = E[(Y — f(X))?] - srednjekvadratna greska od f(X) pri procjeni za Y ili oceki-
vana greska predikcije

o L()=E[Y - f(X)*| X =x]-greskaod f uX = x.

Lema 1.2.8 pokazuje kako je regresijska funkcija (teoretski koncept) najbolja procjena
za Y uz dano X = x i danu funkciju gubitka, a statisticko ucenje na temelju skupa za
trening nastoji dati najbolje metode za procjenu regresijske funkcije. Tu procjenu procjenu
u nastavku oznacavamo s f.

L,(r) zove se ireducibilna greSka te se na nju ne moZze utjecati - ¢ak 1 da za procjenu
regresijske funkcije vrijedi f = r, 1 dalje postoji greSka u procjeni za Y uvjetnona X = x
jer je prema pretpostavci Y = f(X) + & tj. X ne sadrZi svu informaciju o Y. (r(x) — f(x))?
zove se reducibilna greska te se nadgledano statisticko ucenje bavi tehnikama za odabir f
s ciljem minimiziranja reducibilne greske.

1.3 Ocjena preciznosti modela statistickog ucenja

U ovom radu predstavit ¢emo nekoliko metoda statistickog ucenja kojima ¢emo modeli-
rati turisticku potro$nju. Uvodeci pojam funkcije gubitka u prethodnom poglavlju, dali
smo okvir za odredivanje najbolje metode za dani skup za trening. VaZno je napomenuti
kako jedna metoda nije nuzno uvijek najbolja - na odredenom skupu podataka pojedina
metoda moze dati najbolje rezultate, ali neka druga metoda moze dati bolje rezultate na
slicnom, no drugacijem skupu podataka. Stoga je bitan zadatak statistickog uc¢enja odrediti
metodu koja ée biti najbolja za proizvoljan skup podataka. Ovdje éemo kratko predstaviti
klju¢ne koncepte koji se pojavljuju pri odabiru metode statistickog ucenja za dani skup za
trening. Kasnije, kod predstavljanja metoda i primjene na turisticku potroSnju detaljnije
¢emo objasniti kako se primjenjuju i u praksi.

Mjerenje kvalitete prilagodbe modela statistickog ucenja

Kako bismo ocijenili kvalitetu metode statistickog ucenja na danom skupu podataka, tre-
bamo nekako moci mjeriti koliko dobro predikcije dobivene modelom odgovaraju opaZze-
nim podacima. Dakle, potrebno je kvantificirati koliko dobro vrijednost varijable odziva
predvidena metodom statistickog ucenja odgovara stvarnoj (opaZenoj) vrijednosti varijable
odziva. Najcesce koriStena mjera u problemu regresije naziva se srednjekvadratna greska.
Neka je f procjena za regresijsku funkciju dobivena nekom metodom statistickog ucenja.
Srednjekvadratna greSka, u oznaci MSE (eng. mean-squared error), dana je sa
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N ey
MSE—H;@I FO))

gdje je f(x;) predikcija koju f daje za i—tu opservaciju. Pretpostavimo da smo za pri-
lagodbu metode statistickog ucenja koristili skup za trening (xi,y;), (x2,¥2), - -5 (X, Yn)-
Tada moZemo izracunati f(x;), f(x,),..., f(x,). Ukoliko su dobivene vrijednosti priblizno
jednake yi,ys,...,y, vrijednost MSE Ce biti mala. Medutim, nas ne zanima vrijedi li
f(x) = y;, veé vrijedi li f(xo) = yo, gdje je (xo,yo) prethodno neopazena (testna) opser-
vacija koja nije kori$tena za prilagodbu metode statistickog uéenja. Zelimo odabrati onu
metodu koja ima najniZu festnu MSE. Drugim rijeCima, kad bismo imali velik broj testnih
opservacija, mogli bismo izraunati

k
= fxp)?
j=1

x| =

Sto predstavlja prosjecnu kvadratnu greSku predikcije na testnim opservacijama (x;,y;),
Jj = 1,2,...,k. Htjeli bismo odabrati model za koji je gornja greSka najmanja moguca.
Problem je Sto ponekad nemamo toliko podataka pa samim time ni skup testnih podataka
na raspolaganju. Tada moZemo birati metodu statistickog ucenja koja minimizira MSE
skupa za trening. Fundamentalni problem u tom sluc¢aju leZi u tome $to ne postoji garancija
da ¢e metoda s najmanjom MSE skupa za trening imati i najmanju testnu MSE.

MSE i fleksibilnost modela

Mnogi algoritmi statistickog ucenja imaju parametre koji kontroliraju ono $to zovemo flek-
sibilnost modela. Ne postoji precizna definicija fleksibilnosti modela, no jedan nacin za
opisati fleksibilnost modela je koliko je ponaSanje modela uvjetovano svojstvima samih
podataka. Osnovno svojstvo statistickog ucenja koje vrijedi neovisno o skupu podataka
i metodi statistickog ucenja koja se koristi jest da MSE skupa za trening monotono pada
kako fleksibilnost modela raste, dok testna MSE poprima takozvani U-oblik. U slucaju
kad metoda statistickog ucenja daje malu MSE na skupu za trening, a veliku testnu MSE
kaZzemo da se dogodio overfitting podataka. Do overfittinga dolazi jer konkretna metoda
statistickog ucenja previse trazi uzorke u podacima za trening koji mogu biti samo rezultat
slucajnosti, a ne svojstava nepoznate funkcije f. Testna MSE je tada velika zato $to uzorci
koje je metoda nasSla u skupu za trening jednostavno ne postoje u testnim podacima. Neo-
visno o overfittingu, gotovo uvijek ocekujemo da ¢e MSE skupa za trening biti manja od
testne MSE jer vecina metoda statistickog ucenja direktno ili indirektno djeluje s ciljem
minimiziranja MSE na skupu za trening. U praksi je relativno jednostavno izracunati MSE
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skupa za trening, dok procjena testne MSE predstavlja znatno teZi zadatak zbog nedostup-
nosti testnih podataka. Postoje razliCiti pristupi koji se u praksi koriste za odabir metode ili
parametara pojedine metode s najmanjom testnom MSE. Jedna vaZzna metoda koju ¢emo
predstaviti u treCem poglavlju ovog rada je unakrsna validacija.

U-oblik testne MSE posljedica je dvaju oprecnih svojstava metoda statistickog ucenja -
pristranosti 1 varijance. Njih takoder predstavljamo u tre¢em poglavlju rada.



Poglavlje 2

Linearna regresija

U prvom poglavlju rada pokazali smo da u slucaju kada prilagodbu regresijskog modela,
gdje regresijskim modelom statistickog ucenja jednostavno zovemo model s kvantitativ-
nom varijablom odziva Y, provodimo na na¢in da minimiziramo srednjekvadratnu greSku
L(f), minimum je upravo regresijska funkcija definirana sa r(x) = E[Y | X = x]. Bu-
dudi da je distribucija P s obzirom na koju je ovo uvjetno ocekivanje definirano nepoznata,
funkciju r Zelimo nekako procijeniti. U linearnom modelu ona se procjenjuje funkcijom
linearnom u X, stoga i naziv linearna regresija (podrijetlo samog naziva regresija u ovom
radu izostavljamo). Bitno je napomenuti da stvarna regresijska funkcija gotovo nikada nije
linearna.

Unatoc tomu $to je linearni model jednostavan, vrlo je koristan kako konceptualno, tako
1 prakti¢no. Zbog svoje jednostavnosti, lako je interpretabilan 1 Cesto daje dobre predikcije.

2.1 Linearni regresijski model

Linearni regresijski model pretpostavlja da je veza f izmedu X 1 Y priblizno linearna,
odnosno za model

Y=fX)+e¢
gdje je X" = (X1, Xz, . .., X)) vektor prediktora i Zelimo predvidjeti Y s vrijednostima u R,
imamo

V4
FOO = o+ D BiX;.

=1
Ovdje X predstavlja j—ti prediktor, a 5; predstavlja nepoznati j—ti koeficijent ili parametar
koji kvantificira vezu izmedu j—tog prediktora X; i varijable odziva Y. B; interpretiramo

10
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kao prosjecni utjecaj promjene X; za jediniCnu mjeru na Y, drzeci sve ostale prediktore
fiksnima.

Prisjetimo se, matrica n opaZenih p—dimenzionalnih vektora prediktora oznacava se sa
X, gdje je njezin i—ti redak x;. Sada ¢emo sa X oznaditi matricu dimenzija n X (p + 1)
gdje je njezin prvi stupac vektor jedinica, 1. Slucajan uzorak za odziv moZemo modelirati
nezavisnim slucajnim varijablama na sljede¢i naCin:

Yi = Bo+Bixit + Boxip + -+ Bpxip + &

gdjejei =1,...,nte su g; nezavisne jednakodistribuirane slucajne varijable s oekivanjem
0 i varijancom o, dok kovarijate smatramo zadanima. U vektorskom obliku pi§emo:

Y=XB+¢
gdje je Y slucajni vektor, X nesluCajna matrica s linearno nezavisnim stupcima, a € =
[&1,...,&,] vektor slucajnih pogresaka s o&ekivanjem 0 i kovarijacijskom matricom o*I,,.

Sa 'y ¢emo oznacavati vektor realizacija slucajnog vektora Y.

Napomena 2.1.1. Naglasimo ukratko razliku izmedu modela za odziv Y i modela za sluca-
jan uzorak odziva. Kod modela za odziv, Y je sluc¢ajna varijabla i model glasi Y = f(X)+¢g,
gdje je X slucajan vektor prediktora, a € slucajna varijabla, tzv. slucajna greska. S druge
strane, kod modela za slucajan uzorak od Y, Y je slucajan vektor, matrica X je neslu-
cajna, a g, i = 1,...,n slucajne su varijable koje predstavljaju slucajan uzorak od & te
su zbog toga po definiciji slucajnog uzorka nezavisne. Nadalje, pretpostavljamo da su &,

i =1,...,njednakodistribuirane s ocekivanjem 0 i varijancom .

2.2 Metoda najmanjih kvadrata

Nakon $to smo specificirali linearni regresijski model, Zelimo ga prilagoditi podacima koji
su nam dani u vidu skupa za trening 7 = {(x;,y;): i = 1,...,n}. Skup za trening predstav-
lja n opaZenih parova opservacija, za X i za Y. Budu¢i da je linearni model parametarska
metoda, kao Sto smo u prvom poglavlju nagovijestili, prilagodba modela svodi se na pro-
cjenu nepoznatih parametara Sy, 01, ...,B,. Postoji viSe metoda za procjenu parametara
linearnog modela, a jedna od najceSce koriStenih je metoda najmanjih kvadrata koju pred-
stavljamo u ovom odjeljku.

Neka je y; = By + 25:1 B;x;; predikcija za Y s obzirom na i—tu opservaciju vektora pre-
diktora X. Razliku e; = y; — ¥; nazivamo i—ti rezidual, dakle, on predstavlja razliku izmedu
i—te opservacije varijable odziva 1 i—te predvidene vrijednosti varijable odziva. Metoda
najmanjih kvadrata zasniva se na odabiru parametara 3y, 81, . . . , 8, koji minimiziraju sumu
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kvadrata reziduala, odnosno koje minimiziraju

RSS(B) = Y i =5V = D 0i=Bo— D, %))
i=1 i=1

p
1

J

gdje je B = (Bo. i, - - -, Bp)". 1deja prilagodbe linearnog modela je naci hiperravninu koja
je najbliZa tockama iz skupa za trening, a blizinu u metodi najmanjih kvadrata mjerimo
sumom kvadrata reziduala.

S notacijom uvedenom u prethodnom odjeljku, suma kvadrata reziduala moze se zapisati
kao

RSS(B) = (y - XB)" (y - Xp).

To je kvadratna funkcija u p + 1 parametara. Deriviranjem po S dobije se

ORSS

— = X'y-X
9B (y - XB)
2

&’RSS _ XX,

BB

Izjednacavanjem prve derivacije s nulom, X’ (y — X8) = 0, te uz pretpostavku da je X
punog stupéanog ranga, stoga je X’ X pozitivno definitna, dobivamo jedinstveno rjeSenje

B =X"X)"'XTy.
Dobiveno rjesenje je u vidu konkretne realizacije y. Zamijenimo li u gornjem racunu y s
Y, rjeSenje mozemo zapisati i kao slucajnu varijablu:
B=X"X)"'X"Y.
Dakle, slu¢ajna varijabla j je procjenitelj za .
Predvidene vrijednosti za opservacije prediktora iz skupa za trening dane su sa
§=XB=XX"X)"'X"y

iz Cega slijedi da je ¥; = Bo + Bixi + -+ + Bpxip.

Matrica H = X(X”X)"!'X” je matrica ortogonalnog projektora te je minimum sume
kvadrata reziduala upravo 3 za koji je dobivena predikcija § ortogonalna projekcija vektora
y na potprostor razapet stupcima matrice X.

Napomena 2.2.1. Ukoliko matrica X nije punog stupcanog ranga, parametri 8 dobiveni
metodom najmanjih kvadrata nisu jedinstveno odredeni.
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N

Y

Slika 2.1: Metoda najmanjih kvadrata za X s vrijednostima R?. Na slici je graf funkcije f
koja minimizira sumu kvadrata reziduala od Y. Izvor: [3]

2.3 Ocjena preciznosti procjene parametara

Prilagodbom linearnog modela metodom najmanjih kvadrata, dobili smo jednostavan nacin

za predvidanje odziva Y na temelju prediktora X, X5, ..., X,. Buduci da su ,[31, ﬁz, Py
procjene za 31,52, . . ., B, hiperravnina dobivena metodom najmanjih kvadrata

?:ﬁ0+31X1+...+ﬁpo

samo je procjena za
fX)=po+pi X1 +...+6,X,
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te Zelimo izraCunati intervale pouzdanosti za parametre £y, 5, . . . , 8, kako bismo ocijenili
preciznost procjene, odnosno koliko je Y blizu stvarnoj f(X). Nepreciznost u procjeni
parametara je povezana s reducibilnom greskom spomenutom u prvom poglavlju.

Napomena 2.3.1. Ne zaboravimo da je i sam linearan model, odnosno pretpostavka o
linearnosti od f, samo aproksimacija stvarnosti, stoga je i to dodatan izvor potencijalne
reducibilne greske koji nazivamo pristranost modela.

Prije nego Sto opiSemo svojstva dobivene procjene parametara, podsje¢amo se pretpos-
tavki o X i € te iznosimo glavne rezultate kao posljedice tih pretpostavki. Pretpostavljamo
sljedece:

e &, i =1,...,nsunezavisne normalno distribuirane slucajne varijable s ocekivanjem
0 i konstantnom varijancom o tj. € = [&y,...,&,] ~ N(0,01,)
e X je neslucajna matrica s linearno nezavisnim stupcima.

e model za slucajan uzorak za odzivdanjes Y = X + €.

Napomena 2.3.2. Osim zbog garancije jedinstvenosti procjene za koeficijente linearne
regresije, linearnu nezavisnost stupaca matrice X pretpostavljamo i kako bismo mogli raz-
likovati zasebne utjecaje p prediktora.

Dobiveni procjenitelj za 8 je nepristran, odnosno vrijedi E[3] = 8. Zaista,

E[B] = E[(X"X)"'X"Y]
= E[(X"X)"' X" (XB + €)]
=B+ X"X)'X"XE[e]

Nadalje, kovarijacijska matrica od /3 jednaka je

Var(3) = E[(3 - EIB)(B - EIBD']
= E[(X"X) "X ee"X(X"X)™ ]
= (X"X) ' XTE[eeT 1X(XTX)"!
=2X'X)™".
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Uobicajeno se za procjenitelj od o uzima

1 . A
) Y. YZ
2

gdje je n — p — 1 u nazivniku kako bi 6 bio nepristran procjenitelj za o2, E[6*] = o>
Vrijedi (n — p— 1)6% ~ o?x;_,_ te B ~ N(B,7*(X"X)™!). Takoder, pretpostavljamo da su
167 nezavisni.

Napomena 2.3.3. Pretpostavka o normalnoj distribuciji od € je, jasno, teoretska. Cak i da
ona nije ispunjena, moZemo ocekivati da ée 8 imati priblizno normalnu distribuciju. Sto
Jje veci kardinalitet n skupa za trening, aproksimacija normalnom distribucijom je tocnija,
sto je posljedica centralnog granicnog teorema.

Iskazana svojstva sada koristimo kako bismo ocijenili preciznost procjene parametara.
Izolirajuci B; iz B ~ N(B,c*(X"X)™"), dobivamo 1 — 2& pouzdan interval za it
A e b o A g L
(/3,- — G+ 2 —“v;&)
gdje je v; j—ti dijagonalni element matrice (X" X)™!, a z'~* je (1 — @) percentil normalne
distribucije, na primjer z' "% = 1.96. Kriti¢no podrugje za vektor B = (Bo.p1,--.,Bp)"
jednako je:

(1-a)

Co=B1B-B'X'XB-B) <x;, )

gdje je )(12(]_”) (1 = @)—percentil hi-kvadrat distribucije sa [ stupnjeva slobode. Na primjer,
§(1 005 _ 111,
Sjetimo se, ¢ak 1 kad bismo znali tocan oblik funkcije r, zbog Clana slucajne greske &
u modelu Y = r(X) + &, ne bismo u to¢nosti mogli predvidjeti vrijednost varijable odziva.
Takvu gresku smo u prvom poglavlju nazvali ireducibilnom greskom. Da bismo odredili
koliko se Y razlikuje od ¥ koristimo intervale predikcije koji nam kazu u kojem rasponu
mozemo ocekivati vrijednost odziva za dosad neopazenu opservaciju. Interval predikcije
je uvijek Siri od intervala pouzdanosti jer obuhvaca i greSku u procjeni od r (reducibilnu
greSku) kao 1 slucajnu gresku e (ireducibilnu gresku). Interval predikcije daje raspon za Y,
dok interval pouzdanosti daje raspon za E[Y | X = x].

2.4 Ocjena preciznosti linearnog modela

U ovom odjeljku Zelimo ocijeniti preciznost linearnog modela, odnosno koliko je dobra
prilagodba linearnog modela.
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Prije toga, zanima nas postoji li uopée veza izmedu prediktora i varijable odziva. Kako
bismo odgovorili na to pitanje, testiramo nultu hipotezu

Ho:ﬁ() :ﬁl :...:ﬁp:()
u odnosu na alternativnu hipotezu
H, : postoji B; # 0
Testna statistika je F-statistika

_ (TSS-RSS)/p
~ RSS/(n-p-1)

gdje je TSS = YL, (Y; — )i RSS = Y% ,(¥; - ¥;)>. Ukoliko su pretpostavke linearnog
modela to¢ne, moZe se pokazati da vrijedi E[RSS/(n — p — 1)] = 0%, a ako ne odbacujemo
H, tada je E[(TSS — RSS)/p] = 0. Stoga, kad ne postoji veza izmedu varijable odziva i
prediktora o¢ekujemo vrijednost F-statistike blizu 1. S druge strane, ukoliko odbacujemo
H,, tada je E[(TSS — RSS)/p] > o pa o¢ekujemo vrijednost F-statistike veéu od 1. Na-
ravno, zakljucke testa provodimo na temelju racuna kriti¢nog podrucja ili p—vrijednosti za
odredrenu razinu znacajnosti. Ponekad Zelimo testirati jesu li vrijednosti parametara ne-
kog podskupa parametara jednake 0. Preciznije, testiramo nultu hipotezu da je reducirani
model dovoljan

Ho : Bip—g+1) = Bip-gry = - =Pp =0
u odnosu na alternativnu hipotezu da je potreban puni model. Reducirani model koristi sve

varijable osim tih gq. Neka je RSS, suma kvadrata reziduala reduciranog modela. Testna
statistika je F'-statistika dana sa

_ (RSSy —RSS)/q
~ RSS/(n-p-1)

Nakon $to smo odbacili nultu hipotezu u korist alternativne, moZemo ocijeniti koliko je
dobra prilagodba linearnog modela (eng. goodness-of-fit). Dvije najces¢e koriStene mjere
za ocjenu preciznosti linearnog modela su standardna greska reziduala, u oznaci RSE (eng.
residual standard error), i koeficijent determinacije, u oznaci R>.

Standardna greska reziduala

Standardna greSka reziduala je procjena za standardnu devijaciju od &. Definira se kao

1 1 < A
RSE = R = _ Y: —Y)?
SE = | —5RSS Jn_zgu )
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Ukoliko su predikcije dobivene prilagodbom linearnog modela, §;, blizu stvarnih opaZenih
vrijednosti, y;, odnosno y; = y;, zai = 1,...,n, tada ¢e standardna greSka reziduala biti
mala i moZemo zakljuciti da je prilagodba linearnog modela dosta dobra. S druge strane,
ako je y; jako daleko od y;, za jednu ili viSe opservacija, tada RSE moZe biti jako velik
indicirajuéi da prilagodba linearnog modela za dani skup za trening nije dobra.

Koeficijent determinacije

Koeficijent determinacije predstavlja alternativhu mjeru prilagodbe modela. Oznacavamo
ga s R? i raGunamo po formuli

_ TSS-RSS | RSS

-~ TSS  TSS’

TSS mjeri ukupno odstupanje od aritmeticke sredine opazenih odziva, dok RSS mjeri koji
dio odziva nije objasnjen modelom. Tada % daje postotak varijabilnosti u Y koji nije
obja$njen modelom, a R* onda upravo mijeri postotak varijabilnosti u Y koji jest objasnjen
modelom. Zbog toga vrijednost R? blizu 1 znaci da je velik dio varijabilnosti u odzivu
objasnjen linearnim regresijskim modelom. Vrijednost blizu nule naj¢es¢e ukazuje na to
da linearan model nije dobar za dane podatke. Sto smatramo dobrom vrijednosti statistike
R? ovisi o primjeni i konkretnom problemu.

R2



Poglavlje 3

Odabir 1 regularizacija linearnog modela

U prethodnom poglavlju prilagodbu linearnog modela proveli smo koriste¢i metodu naj-
manjih kvadrata kao jednu od najceSce koriStenih metoda za tu svrhu. U ovom poglavlju
predstavljamo dvije vazne klase metoda prilagodbe linearnog modela kao alternativu me-
todi najmanjih kvadrata:

e odabir podskupa - ovaj pristup ukljuCuje odabir p prediktora za koje se smatra da
su najvise povezani s odzivom te se prilagodba linearnog modela provodi na temelju
reduciranog skupa parametara

e regularizacija - kod metoda regularizacije uvodi se parametar regularizacije A kojim
se nastoji smanjiti velike koeficijente S u linearnom modelu s ciljem pojednostavlji-
vanja modela i rjeSavanja odredenih problema statistickog ucenja.

Gornji pristupi predstavljaju unaprjedenja linearnog modela s obzirom na interpretabilnost
1 preciznost predikcija. Prije nego Sto ih detaljno opiSemo, objasnit éemo odnos pristranosti
i varijance te ¢emo, buduci da Zelimo odabrati najbolji model, objasniti metodu unakrsne
validacije - metodu na temelju koje se Cesto u praksi procjenjuje ocekivana testna greska
te bira najbolji model.

3.1 Pristranost, varijanca i kompleksnost modela

U prvom poglavlju uveli smo pojam funkcije gubitka 1 kao najcesci izbor u slu€aju kvanti-
tativnog odziva naveli smo funkciju L: R?> — [0, +oc0) definiranu sa L((y;, y2)) = (1 — y2)*.
Tada smo kvadratnu gresku od £(X) definirali kao L((Y, f(X))) = (Y — f(X))*. Sada pomoéu
tih pojmova Zelimo precizno definirati dva vazna pojma - testnu gresku i ocekivanu testnu
gresku.

18
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Napomena 3.1.1. Testna greska u literaturi se naziva jos i greska predikcije, greska ge-
neralizacije, greska generalizacije na nezavisnom testnom skupu, stvarna testna greska i
slicno.

Definicija 3.1.2. Testna greska definirana je sa
Erry = E[L(Y, fr(X))]

gdje je T fiksan skup za trening, a (X,Y) nezavisan i jednakodistribuiran kao slucajan
uzorak za skup za trening.

Naglasimo, u gornjoj definiciji (X, Y) je sluCajan te predstavlja dosad neopazZene podatke, a
skup za trening 7 je fiksan te se pojam testne greSke odnosi na gresku predikcije s obzirom
na taj konkretan skup koji je koriSten za dobivanje f. Testnu greSku interpretiramo kao
prosjecnu greSku predikcije modela na novim podacima koji dolaze iz iste distribucije (i
nezavisni su) kao 1 slu¢ajan uzorak za skup za trening.

Pri definiciji skupa za trening u prvom poglavlju rada spomenuli smo kako su elementi
skupa za trening ustvari realizacije slu¢ajnog uzorka za slucajan vektor (X,Y). Na taj
sluajan uzorak gledamo kao na uredenu n—torku slucajnih pokusa. Neka je (Q;, F;,P;)
vjerojatnosni prostor koji je model j—toga slucajnog pokusa (j = 1,2...,n). Prirodni
prostor elementarnih dogadaja tog slucajnog pokusa je skup Q = Q; X Qy X --- X Q,.
Nadalje, s ¥ = 1 X F, - - - X F,, oznaCavamo o —algebru koju zovemo produkt o—algebri
F1,...,Fn. MoZe se pokazati da postoji jedinstvena vjerojatnosna mjera P na (Q, ) takva
da vrijedi P(A; XA, - - -XA,) = Pi(A)DP2(Ay) ... Py(A,), Aj € Fj, j = 1,...,n. Vjerojatnosni
prostor ([T, Q. [1}-; %}, [1}-1 P;) zovemo produkt vjerojatnosnih prostora (Q;, F;,P)),
j=1,...,n.

Na slucajan uzorak za skup za trening moZemo gledati kao na slu¢ajan element na pro-
duktu vjerojatnosnih prostora. Njegove razliCite realizacije u pravilu e rezultirati drugaci-
jom funkcijom f7, dakle ona je u ovisnosti o slu¢ajnom uzorku za skup za trening slucajna
i time takoder slu¢ajan element na istom vjerojatnosnom prostoru. ! Sada moZemo uvesti
definiciju ocekivane testne greske.

Definicija 3.1.3. Ocekivana testna greska definirana je sa
Err =E" [Erry]

gdje je Errq prethodno definirana testna greska, E" ocekivanje na produktnom vjerojatnos-
nom prostoru ([1_; Qj, [12; ), [1j=1 P, a slucajnost dolazi od slucajnog odabira skupa
za trening T .

'Drugim rije¢ima, za razli¢ite (slu¢ajne) skupove za trening dobije se razli¢ita funkcija f - na primjer, u
linearnom modelu dobiju se razliciti parametri o, B1, . . ., 8. Radi se o jednom modelu (linearnom modelu),
ali o razli¢itim dobivenim linearnim funkcijama.
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U statistickom uc€enju cilj je procijeniti testnu gresku tj. greSku funkcije f koju smo dobili
za jedan konkretan skup za trening. Ispostavlja se da to opéenito nije lagano stoga vecina
metoda statistickog ucenja ustvari procjenjuje ocekivanu testnu gresku.

Napomena 3.1.4. Napomenimo da opcenito oba pojma, testna greska, Erry, i oCekivana
testna greska E" [Erry], mogu biti od interesa, ovisno o pogledu. Testna greSka nam govori
kako se model dobiven pomocu konkretnog skupa za trening ponasa na novim podacima,
prosjecno. Ocekivana testna greska pak gleda ocekivanje te greske s obzirom na razne
(sada slucajne) skupove za trening. Statisticko ucenje vise se bavi prilagodbom modela i
njegovom ocjenom, stoga je od veceg interesa testna greska. TeoretiCare, s druge strane,
moZe vise zanimati ocekivana testna greska jer ih ne zanima jedan dobiveni model, veé
opcenito ponasanje modela.

Definicija 3.1.5. Greska predikcije na skupu za trening 7 = {(x;,y;): i = 1,...,n} naziva
se greSka skupa za trening i definira se kao

I
e = Zl Ly, f(x1))

U slucaju kad za funkciju gubitka koristimo funkciju L: R*> — [0, +oo0) definiranu sa
L((y1,y2)) = (y1 — y2)?, greska skupa za trening esto se oznaCava sa MSE (eng. mean
squared error). Svjetlo crvene krivulje na sljedecoj slici prikazuju testnu gresku Errs
metode statistickog ucenja (konkretno LASSO) za 100 simuliranih skupova podataka 7~
duljine 50. Debela crvena krivulja predstavlja njihov prosjek tj. Err. Svjetlo plave krivulje
prikazuju greSke predikcije na skupovima za trening, err. Debela plava krivulja predstavlja
ocekivanu gresku predikcije na skupu za trening, dakle E[err].
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Slika 3.1: Ponasanje testne greske, Errs, i greSke predikcije na skupu za trening, err, u
ovisnosti o kompleksnosti modela. Izvor: (2]

MozZemo zakljuciti kako greska za trening nece uvijek biti dobra procjena testne greske bu-
dudi da greska za trening monotono pada kako kompleksnost modela raste, dok kod testne
greske uo¢avamo U-oblik pripadne krivulje. Sto je veéa kompleksnost metode statisti¢kog
ucenja (modela), manja je njezina pristranost, ali ve¢a varijanca. Idealno, ne bismo htjeli da
dobivena funkcija f daje jako razliite rezultate za razlicite skupove za trening. Kada je to
slu¢aj, kazemo da model ima veliku varijancu. Opéenito, fleksibilniji/kompleksniji modeli
imaju vecu varijancu. Pristranost statistickog modela odnosi se na gresku koja proizlazi iz
pretpostavke o vezi izmedu odziva i kovarijata. Linearni model primjer je nefleksibilnog
modela za koji oCekujemo visoku pristranost. Fleksibilniji/kompleksniji modeli imaju ma-
nju pristranost. Dakle, varijanca i pristranost dva su opre¢na svojstva. Odnos pristranosti i
varijance u statistickom ucenju naziva se bias-variance trade-off.

U Lemi 1.2.8. pokazali smo kako je regresijska funkcija, r, najbolja procjena za Y uz
dano X = x 1 danu funkciju gubitka. Sjetimo se da je regresijska funkcija teoretski koncept
te statisticko u€enje na temelju skupa za trening nastoji dati najbolje metode za njezinu
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procjenu koju kroz rad oznacavamo s f.
Lema 3.1.6. Vrijedi
Err = B'[E[(Y — fr(X))*]]
= BI(E"[fr (0] - r(0)] + EIE"[(fr(X) — E'Lfr GO 1] + Var(e)
gdje je (X,Y) nezavisan od T .

Dokaz. Za proizvoljan (fiksan, dosad neviden) x € R? vrijedi

E'[E[(Y - fr(X))’IX = x]] = B"[E[(r(X) + & — f(X))*|X = x]] 3.1)
= E"[Bl(r(x) + & — fr(x))*]] (3.2)
= E"[E[(r(x) — fr(x))*]] + E"[E[£°]] + 2E"[E[(r(x) — ffr(x();ag
= E"[(r(x) — fr(x)*] + E[€*] +2E"[(r(x) — fr(x)) Ele] ]

(3.4)
= B"[(r(x) — fr(x))*] + Var(e) (3.5)

gdje smo u drugoj jednakosti koristili nezavisnost slucajne greske € od X, a u daljnjem
racunu linearnost matematickog ocCekivanja te ¢injenicu da je r(x) — f7(x) konstanta za
ocekivanje E.

Pogledajmo sada kako moZemo dalje rasclaniti E"[(r(x) — fi-(x))’]:

E'[(r(x) — fr(0))] = E"[((r(x) = E"[fr (0 = (fr(x) — E"[fr(x)]))*] (3.6)
= E'[(E"[fr (0] = 7(0)*] + E'[(fr(x) = E'[fr(0)])’] (3.7)

— 2E"[(r(x) - E"[fr(O))(f (%) = E"[fr(0D)] (3.8)

= E"[fr(0)] - r(0))° + E"[(fr(x) — E"[fr(0)])*] (3.9)

pristranost od fi-(x) varijanca od fi(x)

= 2(r(x) = E"[fr (ODE"[(fr(x) — E'[fr(x)])] (3.10)

= E"[fr(0)] - r(0))° + E"[(fr(x) — E"[fr(0)])’] (3.11)

= 2(r(x) = E"Lfr(ODE"[fr ()] - E'[fr(0)]) (3.12)

= E"[fr(0)] - r(0))° + E"[(fr(x) — E"[fr(0)])’] (3.13)

gdje smo na vise mjesta koristili da je r(x)—E"[ f--(x)] konstanta te linearnost matematickog
ocekivanja. UvrStavanjem (3.13) u (3.5) dobivamo:

E"[E[(Y - fr(X))IX = x]] = B"Lfr(0)] - r(x)” + E"[(fr(x) — B'[fr(0)])’] + Var(e)
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te uzimanjem ocekivanja E s obje strane slijedi:

E'[E[(Y — f7(X))*]] = E[(E"[fr(X)] = r(X))’] + E[E"[(fr(X) — E"[fr(X)])’]] + Var(e)
Sto smo 1 htjeli dokazati. O

Jednakost iz iskaza leme Cesto se naziva dekompozicija ocekivane testne greske. Prvi ¢lan
u gornjoj dekompoziciji ocekivane testne greske u toCki x € R” predstavlja ireducibilnu
gresku, drugi ¢lan predstavlja kvadrat pristranosti, a treci ¢lan varijancu od f(x). Iz gornje
leme zakljucujemo da kako bismo minimizirali o¢ekivanu testnu gresku trebamo pronaci
onaj model koji ¢e istovremeno imati malu varijancu i malu pristranost.

Kompleksnost modela najéesce je odredena parametrom koji oznaCavamo «@. Tipi¢no
Zelimo naci onu vrijednost parametra a koja daje model s minimalnom o¢ekivanom test-
nom greskom.

Dvije glavne zadace statistickog ucenja su odabir modela i potom ocjena preciznosti
dobivenog modela. U tu svrhu, uz snaznu pretpostavku da imamo dovoljno velik skup
podataka, skup podataka moZemo podijeliti na tri manja skupa: skup za trening koji koris-
timo za prilagodbu razli¢itih modela, skup za validaciju koji koristimo kako bismo odredili
koji model je najbolji i potom testni skup kojim procjenjujemo testnu greSku odabranog
modela. Kako najcesée dostupan skup podataka nije dovoljno velik da bismo ga efikasno
podijelili na tri dijela, postoje metode koje na drugi nacin izlaze tomu na kraj. Jedna takva
metoda je unakrsna validacija koju opisujemo u sljedeem odjeljku.

3.2 Unakrsna validacija

Unakrsna validacija jedna je od najjednostavnijih 1 Cesto koriStenih metoda za procjenu
ocekivane testne greSke. Kad bismo imali dovoljno velik skup podataka, tada bismo taj
skup mogli podijeliti na dva dijela - skup za trening pomocu kojeg bismo prilagodili model
i skup za validaciju koji bismo potom iskoristili za ocjenu dobivenog modela. Najcesce ne-
mamo dovoljno velik skup podataka te unakrsna validacija nastoji tom problemu doskociti
uzorkovanjem skupa za trening.

K-struka unakrsna validacija

Ideja K-struke unakrsne validacije je podijeliti skup za trening na K dijelova priblizno jed-
nake veli¢ine i potom K — 1 dobivenih grupa iskoristiti za prilagobu modela, a preostalu
jednu grupu za validaciju modela. Preciznije, neka je « : {1,...,n} — {1,..., K} indek-
sna funkcija koja za dani element skupa podataka daje jednu od K grupa kojoj pripada.
Procedura je sljedeca:
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e podijeliti skup za trening na K dijelova

e zak € 1,..., K prilagoditi model koriste¢i sve podatke osim k—te grupe podataka,
za svaki k oznaka za pripadni dobiveni model neka je f7*(x)

e procjena testne greSke dana je sa

1 v .
CV(f) = = > L f V).
i=1

Neka je f(x, @) niz modela razliite fleksibilnosti koja je odredena parametrom podeSava-
nja @ i neka je f~%(x, @) model dobiven uz dani « i bez k—te grupe podataka. Definiramo

1 ¢ :
CV(f.a) =~ ) L f (@)
i=1

Odabiremo onaj model f(x,&) za koji & minimizira gore definiranu CV(f, @) te potom
prilagodavamo model f(x, &) na cijelom skupu za trening.

Uocimo kako smo upravo opisali na koji nacin koristimo unakrsnu validaciju za odabir mo-
dela one fleksibilnosti koja minimizira dobivenu procjenu testne greSke. U tom slucaju ne
zanima nas stvarna vrijednost procjene testne greske, ve¢ tocka minimuma & za dobivene
procjene u ovisnosti o @. U praksi stvarnu testnu greSku ne znamo, no kod simuliranih
podataka moZemo ju izraCunati i usporediti s procjenom dobivenom unakrsnom validaci-
jom. Tada se pokazuje da unato¢ tomu S§to procjena testne greSke dobivena unakrsnom
validacijom ponekad podcjenjuje testnu gresku, unakrsnom validacijom u veéini slucajeva
moZemo dosta precizno odrediti optimalnu fleksibilnost modela. Takoder, imajmo na umu
da unakrsna validacija uspje$no procjenjuje samo ocekivanu testnu greSku, s obzirom da
se temelji na promjeni skupa za trening u svakom koraku algoritma.

Na kraju, postavlja se pitanje odabira K. Sluc¢aj K = n u literaturi se ¢esto naziva LO-
OCYV - Leave One out Cross Validation i on daje pribliZno nepristranu procjenu testne gre-
Ske s obzirom da je skup koji koristimo za prilagodbu priblizno jednak skupu za trening.
Medutim, varijanca u tom sluc¢aju moZze biti velika buduci da svaki od K = n modela prila-
godavamo na gotovo jednakim podacima. Dakle, pri odabiru K potrebno je voditi ratuna
0 odnosu pristranosti i varijance. Za K = 5 unakrsna validacija ima manju varijancu, ali
ovisno o veli¢ini skupa za trening velika pristranost moZe postati problem. Unakrsna vali-
dacija za procjenu koristi skupove priblizne veli¢ine %n. Zan = 200 imamo %n =160
1 malu pristranost, dok za n = 50 imamo %n = 40 1 veliku pristranost. Sljedeca slika
prikazuje hipotetsku ovisnost 1 — Err o veli¢ini skupa za trening za K = 5. Ukoliko kri-
vulja ucenja ima velik nagib s obzirom na veli¢inu skupa za trening, tada ¢e peterostruka
unakrsna validacija precijeniti vrijednost stvarne testne greske. Kako god, K=51li K= 10
smatraju se u praksi dobrim kompromisom s obzirom na odnos pristranosti 1 varijance.
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Slika 3.2: Hipotetska ovisnost 1 — Err o veliCini skupa za trening za K = 5. Izvor: [2]

3.3 Odabir podskupa

Uz pretpostavku da je stvarna veza izmedu varijable odziva i prediktora linearna, metoda
najmanjih kvadrata ima malu pristranost. Ukoliko je i broj opservacija n puno veci od
broja varijabli p pokazuje se da ima i malu varijancu te ¢e stoga imati i dobre performanse
na prethodno nevidenim podacima. S druge strane, u slucaju kad n nije puno veci od p,
varijanca modela dobivenog prilagodbom metode najmanjih kvadrata moZe biti velika re-
zultirajuéi loSim predikcijama za nove podatke. Smanjivanjem broj parametara p, moze
se znatno smanjiti varijanca bez prevelikog utjecaja na pristranost $to dovodi do precizni-
jih predikcija za podatke koji nisu koriSteni za prilagodbu modela. Takoder, uzimanjem
manjeg podskupa prediktora za koje se pokazuje da imaju najveci utjecaj na odziv pobolj-
Savamo interpretabilnost modela.
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Odabir najboljeg podskupa

Kod metode najboljeg podskupa za svaki k € {1, ..., p} prilagodavamo model za sve mo-
guée kombinacije k prediktora i biramo onaj koji minimizira RSS. Potom za sve dobivene
modele biramo onaj koji je sveukupno najbolji s obzirom na neki kriterij . NajéeS¢e biramo
onaj koji minimizira procjenu ocekivane testne gresSke. Algoritam je sljedeci:

e Neka je M, oznaka za model koji ne sadrzi prediktore. On za svaku opservaciju kao
predikciju daje aritmeti¢ku sredinu skupa za trening.

e Zak=12,...,p:
— prilagodi (f{’) modela koji koriste tocno k prediktora
— odaberi onaj od dobivenih (‘Z) modela koji minimizira RSS i oznaci ga s M;.

e Odaberi najbolji od dobivenih p modela M, ..., M, unakrsnom validacijom.

Uocimo da, na primjer, najbolji podskup duljine 2 ne mora ukljucivati varijablu prediktora
koja je u najboljem podskupu duljine 1. Nadalje, u drugom koraku gornjeg algoritma bira
se najbolji model za skup za trening za svaku mogucu veliinu podskupa te se problem
biranja 2 modela svodi na problem biranja p+1 modela. Medu tih p+1 modela bira se onaj
koji minimizira o¢ekivanu testnu gresku, a jedna od metoda kojom to moZemo provesti je
unakrsna validacija. Uoc¢imo i da RSS monotono pada kako raste broj prediktora pa nju niti
ne bi imalo smisla koristiti kao kriterij jer bismo u tom slucaju uvijek birali sve prediktore.
Razlog naravno lezi u tomu $to na temelju RSS biramo model s najmanjom greSkom na
skupu za trening dok nam je od interesa model s najmanjom testnom greSkom. Problem
metode odabira najboljeg podskupa je Sto za p veci od 40 postaje racunarski neizvediv ak
i za jako brza moderna racunala. Stoga, u narednom odjeljku predstavljamo raunarski
povoljnije metode.

Postupni odabir prediktora

Kao $to smo spomenuli, metoda odabira najboljeg podskupa ne moze se primijeniti kad
je p jako velik. Takoder, kad je p velik zbog iznimno velikog skupa modela koji proma-
tramo (27) puno je veca vjerojatnost overfitting-a i velike varijance dobivenih procjena za
koeficijente. Cak i kad je ra¢unarski izvedivo provesti metodu odabira najboljeg podskupa,
ponekad zbog velike pripadne varijance to neée biti najbolji pristup. Metode postupnog
odabira prediktora nastoje naci najbolji model u znatno manjem skupu modela u odnosu
na metodu odabira najboljeg podskupa. U nastavku objaSnjavamo metodu postupnog oda-
bira prediktora unaprijed i postupnog odabira prediktora unatrag koje se razlikuju u tome
krec¢emo li od modela bez prediktora ili od modela koji ukljucuje sve varijable prediktora.
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Postupni odabir prediktora unaprijed

Ideja metode odabira postupnog prediktora unaprijed je poceti s modelom bez prediktora
te postupno dodavati u model jedan po jedan prediktor. U svakom koraku dodaje se ona
varijabla prediktora koja najbolje poboljSava prilagodbu modela. Pritom najbolje mjerimo
sa RSS. Algoritam glasi:

e Neka je M, model bez prediktora.
e Zasvakik=0,...,p—1

— Napravi prilagodbu svih p — k modela koji dodaju u model M, jedan dodatni
prediktor.

— Odaberi najbolji (RSS) od tih p — k modela i oznaci ga s My,
e Odaberi najbolji model medu My, ..., M, koriste¢i unakrsnu validaciju.

Dok metoda odabira najboljeg podskupa za p = 20 zahtijeva prilagodbu 1048576 modela,
metoda postupnog odabira prediktora unaprijed zahtijeva prilagodbu 211 modela. Metoda
postupnog odabira prediktora unaprijed je pohlepan algoritam jer u svakom koraku (dakle,
lokalno) bira najbolji model s ciljem pronalaska globalno najboljeg modela. U tom po-
gledu moze se Ciniti suboptimalan u odnosu na odabir najboljeg podskupa. Na primjer,
pretpostavimo da za skup podataka sa p = 3 prediktora, najbolji model s jednim predikto-
rom sadrZi X, dok najbolji model s dva prediktora sadrzi X, 1 X5. Tada metoda postupnog
odabira prediktora unaprijed nece davati najbolji model buduci da model M, sadrzi X; pa
i model M, mora sadrzavati X;. Ipak, zbog racunarske prednosti i manje varijance, ona se
preferira.

Postupni odabir prediktora unatrag

Za razliku od metode postupnog odabira prediktora unaprijed, metoda postupnog odabira
prediktora unatrag kre€e od punog modela te potom, korak po korak, odbacuje onu varija-
blu prediktora koja najmanje utjeCe na odziv. Kako bismo mogli provesti prilagodbu punog
modela, ovdje je nuzno da duljina skupa za trening n bude veca od broja varijabli p.

e Neka je M, model koji sadrZi svih p prediktora.
e Zasvakik=p,p-1,...,1

— Napravi prilagodbu svih k modela koji sadrZze sve prediktore osim jednog iz
modela My, dakle ukupno k — 1 prediktora.

— Odaberi najbolji (RSS) od tih k modela i oznaci ga s M;_,

e Odaberi najbolji model medu My, ..., M, koriste¢i unakrsnu validaciju.



POGLAVLIJE 3. ODABIR I REGULARIZACIJA LINEARNOG MODELA 28

3.4 Metode regularizacije: Ridge i LASSO regresija

Odbacivanjem dijela prediktora metode odabira podskupa daju model koji je interpretabi-
lan te ima potencijalno manju gresku predikcije nego puni model. Ipak, buduci da se radi o
diskretnom procesu gdje se varijable prediktora zadrZavaju ili odbacuju, ¢esto imaju veliku
varijancu te ne smanjuju greSku predikcije punog modela. Ideja metoda regularizacija je
koristiti svih p prediktora te penalizirati velike koeficijente s ciljem pronalaska jednostav-
nijeg modela, a koji i dalje daje sve potrebne informacije o odzivu. Pritom se pokazuje da
se 1 varijanca smanjuje.

Sjetimo se, funkcija gubitka za linearnu regresiju dana je sa £ = %lly - XB|I>. Kod
metoda regularizacije uvodi se dodatan ¢lan te ona izgleda ovako:

1
L="lly- XBIP + AR(B)

Dodatni ¢lan AR(B) naziva se ¢lan penalizacije, a A € [0, +00) je parametar podeSavanja.
Skup svih procjenitelja {8(1) : A € [0, +c0)} naziva se regularizacijski put procjenitelja.
Najcesci izbori za R(B) su:

o RB) = BI> = 37, B
e R(B) =|Bll; = ZleLBﬂ

Prvi izbor naziva se ridge regresija, a drugi izbor lasso regresija.

Ridge regresija
Koeficijenti dobiveni ridge regresijom minimiziraju tzv. penaliziranu RSS i dani su sa:
. n p P
B¢ = argmin {Z(y, - By — Z x,-j,Bj)z + 4 Zﬂ?}
B i=1 =1 =1
Ekvivalentni naCin zapisa ridge regresije je:

n p
prise = argmin{ i=Bo— ) xi;B j)2}
B —1 —1

J

Kad je 4 = 0 ridge regresija ekvivalentna je linearnoj regresiji uz metodu najmanjih kva-
drata. Sto je A veci to je veli utjecaj Clana penalizacije te su procjene koeficijenata dobivene
ridge regresijom sve bliZe nuli.
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Formulacija problema ridge regresije najcesSce je takva da ne ukljuCuje penaliziranje
koeficijenta By. Prije provodenja ridge regresije stupci matrice X se centriraju tj. svaki x;;
zamijeni se sa x;; — X;. Tada je procjena za 3 jednaka Bo=7= Y1

Problem ridge regresije u matricnom obliku glasi:

RSS() = (y - XB)'(y - Xp) + 45" B
te je rjeSenje dano u obliku
[’,}ridge — (XTX + /II)_IXTy

gdje je I jedini¢na p X p matrica.
Tradicionalni opisi ridge regresije poCinju upravo s gornjom definicijom procjenitelja.
Proucimo dva primjera.

Primjer 3.4.1. Pogledajmo matricu

I -1 2
1 0 1
X= 1 2 -1
I 1 0

Kako je prvi stupac matrice suma druga dva stupca, rang matrice X jednak je 2. Opceni-
tije, ako n X p matrica X nema puni (stupcani) rang, tada ni p X p matrica X' X nema puni
rang. Naime, ako je rang matrice X manji od p tada postoji netrivijalan vektor v € R?
takav da je Xv = 0. MnoZenjem s X! slijedi da je X"Xv = 0. Kako je v # 0, zakljucujemo
da je i XTX singularna.

Sjetimo se definicije procjenitelja metodom najmanjih kvadrata, 8 = (X”X)"'X”Y. Vidimo
da je dani procjenitelj dobro definiran ako i samo ako inverz (X?X)™! postoji. Hoerl i
Kennard 1970. kao ad-hoc rjeSenje za singularnost od X7 X predlazu da se X" X zamijeni s
XX + AI,,. To rjesava problem singularnosti buduéi da se pozitivna matrica A1, dodaje
pozitivnoj semidefinitnoj matrici X’ X, $to sve skupa Cini pozitivno definitnu matricu, a
takve matrice su invertibilne.

Primjer 3.4.2. Pogledajmo sada matricu (X"X)™! i dodajmo joj A = 1

5 2 2
X'X+a,,=12 7 -4
2 -4 7

Lako se vidi da su njezine svojstvene vrijednosti 11, 7 i 1. Stoga, X" X + AL, nema svoj-
stvenih vrijednosti jednakih nuli pa postoji njezin inverz.
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U sluéaju kad matrica X’ X ima puni rang te vrijedi p < n, postoji linearna veza izmedu
ridge procjenitelja i procjenitelja metodom najmanjih kvadrata. Definirajmo linearni ope-
rator W, = (X"X + A1,,,)"'X"X. Tada se ridge procjenitelj 3(1) moZe prikazati kao W 5.
Procjena za odziv sada je dana analogno kao u slu¢aju metode najmanjih kvadrata:

Y(1) = XB(D) = XXX + AL,,)"'X"Y = HQ)Y.

Kod prilagodbe metodom najmanjih kvadrata procjena za odziv Y ortogonalna je pro-
jekcija na potprostor razapet stupcima od X. To znaci da je procjena za odziv dobivena
metodom najmanjih kvadrata tocka u prostoru kovarijata najbliza opservaciji. Drugim ri-
jeCima, u prostoru kovarijata ne nalazi se tocka koja bolje (u danom smislu) objasnjava
odziv. To je prikazano na sljedecoj slici zajedno sa crvenom isprekidanom linijjom koja
prikazuje prilagodbu ridge regresijom. Prilagodba ridge regresijom parametrizirana je sa
{1 : A € [0,+c0)} gdje je svaka to¢ka na tom pravcu presjek regularizacijskog puta B(1)
i okomitog pravca x = A. Prilagodba ridge regresijom ¥(1) ide od procjene ¥ = ¥(0) ka
nul-modelu u kojem kovarijate ne objaSnjavaju odziv. Jasno je da za svaki 4 > 0 ridge
procjena ¥(1) neée biti ortogonalna projekcija od Y. U tom smislu, ridge prilagodba ne
objasnjava najbolje odziv, ali rjeSava problem singularnosti.

Ve¢ smo spomenuli kako procjene parametara dobivene ridge regresijom konvergiraju
u nulu kako A teZi beskonacnosti neovisno o skupu podataka. Promotrimo ocekivanje ridge
procjenitelja.

E[B)| = E|X"X + AL, ' X"Y| = (X"X + AL,,) 'X"E[Y]
= (X'X +AL,,)"'X"Xg =g - AX"X + 1,,,)"'B.

O¢ito, E[B(1)] # B za svaki 1 > 0. Dakle, ridge procjenitelj je pristran. Nadalje, uz
pretpostavku linearne veze izmedu procjenitelja metodom najmanjih kvadrata i ridge pro-
cjenitelja, za varijancu ridge procjenitelja dobivamo sljedeci izraz:

Var |B(1)] = Var(W,3) = W, VarB)W] = o? W (X" X)W}
= (XX + AL, ' XX [ (XX + a1,) ']
gdje smo koristili ¢injenice da Var(AY) = AVar(Y)A” za neslucajnu matricu A, W, neslu-

Cajnu te Var(B) = o2(X'X)~".
Varijanca ridge procjenitelja teZi u nulu kako A teZi beskonacno:

}im Var [/37(/1)] = }im W, XTX)"'WT = 0.
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Slika 3.3: Procjena za Y dobivena metodom najmanjih kvadrata, ¥, i procjena za ¥ dobi-
vena ridge regresijom, ¥(1), u hiperravnini razapetoj kovarijatama. Izvor: [8]

Uocimo da mnoZenje varijabli prediktora konstantom ¢ moZe znaCajno utjecati na pro-
cjene koeficijenata dobivenih ridge regresijom, $to nije slucaj kod metode najmanjih kva-
drata. Naime, vrijednost X jﬁ ;1 ne ovisi samo o koeficijentu A ve¢ i o skaliranju j-tog (Cak i
drugih) prediktora. Stoga je obicaj prije provodenja ridge regresije standardizirati varijable
prediktora:

-xij

)~c,- j = —
w Dy (xij = X)?

Kako je nazivnik gornjeg izraza procjena standardne devijacije j-tog prediktora, standardna
devijacija standardiziranih prediktora jednaka je 1 te dobiveni koeficijenti ne ovise o skali

prediktora.
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Opcenito, kada je stvarna veza izmedu odziva 1 kovarijata priblizno linearna, procjene
dobivene metodom najmanjih kvadrata imat ¢e malu pristranost, ali mogucu veliku vari-
jancu. Velika varijanca znaci da mala promjena u podacima rezultira u velikoj promjeni u
procjenama za koeficijente. Pokazali smo da ridge regresija smanjuje varijancu, uz naravno
porast pristranosti za koji se u praksi pokazuje da nije prevelik.

LASSO regresija

Uocimo kako model dobiven ridge regresijom uvijek ukljucuje svih p prediktora. S po-
rastom vrijednosti A4 Clan penalizacije /125’:1 ﬁ? dovest ¢e do smanjivanja koeficijenata
Bi,....Bp, ali, osim u slucaju da je A = oo, niti jedan od procijenjenih koeficijenata nece
biti jednak nuli. Kada je broj prediktora p velik ukljucivanje svih prediktora u model moze
utjecati na njegovu interpretabilnost. LASSO regresija metoda je statistickog ucenja koja
u tom pogledu predstavlja alternativu ridge regresiji. Koeficijenti dobiveni LASSO regre-
sijom dani su sa:
n )4 P
B = arg;nin {Z()’i —Bo -~ Z Xijﬁj)2 + /12 |ﬁj|}
=1 =1

i=1 j

Promjena [, norme (ridge regresija) u /; normu (LASSO regresija) kod ¢lana penaliza-
cije moZe se Ciniti tek detalj. Medutim, upravo u tome leZi razlog zaSto vektor procijenjenih
parametara 8 dobiven LASSO regresijom moZe sadrZavati nule ili puno nula. Dakle, LA-
SSO penalizacija daje i(4)) = 0 za neke j i velike 4;, dok ridge regresija daje procjenu
j—tog parametra 3 i(4,) # 0. Ovdje smo sa A; oznacCili parametar podeSavanja pripadan
LASSO regresiji, a sa A, parametar podeSavanja pripadan ridge regresiji. Ukoliko je neki
(ili vise njih) A i(4;) = 0 tada LASSO zapravo provodi selekciju varijabli. Jednako kao 1
ridge regresija, LASSO regresija ima ekvivalentni zapis:

n p
B = arg;nin {Z@i —Bo — Z xijIBj)z}
=1

i=1 Jj

)4
PNTES2
=1

Uocimo kako se zapravo radi o problemu najmanjih kvadrata, ali s uvjetom na parame-
tre B1,...,B, - dok kod metode najmanjih kvadrata svaki §; teoretski moze poprimiti bilo
koju vrijednost u skupu realnih brojeva izmedu —co i co, ovdje su vrijednosti ograni¢ene na
neki skup vrijednosti. Kljucna razlika izmedu ridge i LASSO regresije je upravo u toj do-
meni vrijednosti koje 8; mogu poprimiti. Uvjeti na parametre rezultiraju dvjema razli¢itim
kuglama, [ 1 [5:
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BeR? B+ 1Bl +---+ B, < 1}

BERV :BI+B5+ -+ < s).

Sljedeca slika prikazuje ogranicenja na parametre za p = 21 s = t = 2. U Euklidskom
prostoru uvjet za ridge regresiju formira krug, a uvjet za LASSO regresiju dijamant.

Lasso and ridge penalty

beta2

<

-2
I

— lasso penalty
Q@ - - = ridge penalty
T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2

betai

Slika 3.4: LASSO uvjet (|81] + 52| < 2) 1 ridge uvjet (,8% +ﬁ§ < 2). Izvor: [8]

Selekcijsko svojstvo LASSO regresije posljedica je toga da vrhovi dijamanta sijeku koor-
dinatne osi. Buduc¢i da kod ridge regresije nemamo oStre vrhove jer je domena krug tamo
se to nece dogoditi. Procjenitelj dobiven LASSO regresijom je onaj S unutar dijamanta za
koji se postiZe najmanja RSS te je to ujedno tocka unutar dijamanta najbliza procjenitelju
dobivenim metodom najmanjih kvadrata bez uvjeta (obi¢na linearna regresija). Ukoliko
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je ta tocka bas neki od vrhova dijamanta, tada ¢e jedna od koordinata vektora § biti nula.
U viSim dimenzijama (p > 2) moZe ih biti i1 viSe jednako nula. Na sljedecoj slici je to i
prikazano, ponovo za p = 2:

Lasso as constrained estimation

© - e ML estimate
= lasso estimate

beta2

betal

Slika 3.5: LASSO procjenitelj kao procjenitelj dobiven metodom najmanjih kvadrata uz
uvjet. Izvor: [8]

Vece vrijednosti penalizacijskog parametra A kod LASSO regresije dovode do veéeg broja
nul-elemenata u vektoru procjenitelja S (lokalno to ne mora biti monotono, no ta rasprava
je van dosega ovog rada). Dakle, za dovoljno velike vrijednosti parametra A, procijenjeni
regresijski model sadrzi samo podskup prediktora. U visokim dimenzijama broj parame-
tara koje LASSO odabire u odnosu na ukupan broj parametara je uobicajeno mali te je
dobiven model tzv. sparse model.

Sto se ti¢e usporedbe ridge i LASSO regresije, ovisno od slu¢aja do slu¢aja jedna ée
metoda davati bolje rezultate od druge. Opcenito, LASSO je pogodnija u slucajevima kad
relativno mali broj prediktora ima velike pripadne koeficijente 3;, dok su pripadni koefi-
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cijenti za ostale prediktore blizu nule ili jednaki nuli. Ridge regresija ¢e pak davati bolje
rezultate kad je varijabla odziva funkcija brojnih prediktora s pripadnim koeficijentima
priblizno jednake veli¢ine. Naravno, a priori nam broj prediktora povezan s odzivom nije
poznat te kako bismo za odredeni skup podataka procijenili koja od ove dvije metode daje
bolje rezultate mozemo koristiti unakrsnu validaciju. Kao i ridge regreesija, LASSO re-
gresija smanjuje varijancu u odnosu na metodu najmanjih kvadrata u zamjenu za ne tako
velik porast pristranosti te stoga moZe rezultirati boljim predikcijama. Za razliku od ridge
regresije, LASSO provodi odabir varijabli te stoga dobiven model mozZe biti laksi za inter-
pretirati.

Sjetimo se, ve¢ smo napomenuli da ¢emo parametar A birati unakrsnom validacijom.
U sljedecem poglavlju samu proceduru pri primjeni 1 detaljnije opisujemo.



Poglavlje 4

Modeliranje turisticke potrosnje

4.1 Uvodno o podacima Instituta za turizam

U ovom poglavlju primijenit éemo metode statistickog ucenja koje smo dosad predstavili
na podatke Instituta za turizam o turistickoj potrosnji. Podaci su prikupljeni u razdoblju
izmedu petog mjeseca 2019. 1 tre¢eg mjeseca 2020. godine 1 rezultat su upitnika od strane
Instituta za turizam. Varijabla odziva Y je turisticka potroSnja, a varijable prediktora koje

¢emo koristiti za predvidanje turistiCke potroSnje prikazujemo u sljedecoj tablici:

Prediktor Naziv prediktora Tip varijable Moguce vrijednosti
X vrsta objekta kvalitativna 1,2,311 4
X kategorija objekta kvalitativna 1,2,3,41li 5
X3 prijevoz kvalitativna 1,2,...1i9
X4 rezervacija smjestaja kvalitativna 1,2,3,4,ili 6
Xs glavni motiv odmori$nog puta  kvalitativna 1,2,...,13
Xs izvor informacija 1 kvalitativna 0ili 1
X5 izvor informacija 2 kvalitativna Oili 1
Xg izvor informacija 3 kvalitativna Oilil
Xy izvor informacija 4 kvalitativna Oili 1
X0 izvor informacija 5 kvalitativna Oili 1
X1 izvor informacija 6 kvalitativna 0Oili 1
X izvor informacija 7 kvalitativna 0ili 1
X3 izvor informacija 8 kvalitativna Oilil
X4 dob kvantitativna N
Xis edukacija kvalitativna 1,2,3
Xi6 mjesecna primanja kucanstva  kvalitativna 1,2,...1li 10

36
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OpiSimo detaljnije znaCenje nasih varijabli prediktora. Vrste objekta su redom hotel, kamp,
soba/apartman/kuca, OPG. Varijabla kategorija objekta ima pet razina i one predstavljaju
moguce zvjezdice od 1 do 5. Prijevoz redom ¢ine automobil, automobil s kamp-kucicom,
kamper, autobus, motocikl, bicikl, zrakoplov, brod/trajekt, jahta/jedrilica. Rezervacija
smjeStaja oznacava redom rezervaciju posredstvom turisticke/putnicke agencije osobnim
kontaktom, posredstvom turisti¢ke/putni¢ke agencije online booking-om, izravno sa smje-
Stajnim objektom osobnim kontaktom, izravno sa smjeStajnim objektom online booking-
om i bez rezervacije unaprijed. Glavni motiv odmori$Snog puta sastoji se od 13 mogucih
kategorija, more, priroda, selo, gradovi, touring/sightseeing, kultura i umjetnost, zabava i
festivali, manifestacije 1 dogadanja, planinarenje/hodanje, cikloturizam/mountain biking,
ostali sportovi 1 rekreacija, gastronomija, wellness/toplice. Za dosadaSnje varijable turist
je mogao zaokruZziti samo jednu kategoriju, s obzirom da je za izvor informacija u upitniku
Instituta za turizam bilo mogude zaokruZiti viSe opcija, svaki od izvora informacija mode-
liramo jednom binarnom kvalitativnom varijablom i ukupno njih 8 - brosure/oglasi/plakati,
¢lanci u novinama ili Casopisima, radio/televizija/film/video, preporuke rodbine ili prija-
telja, turisticki sajmovi/izloZbe, preporuke turisticke agencije ili kluba/katalog, internet i
prijasnji boravak. Dob je kvantitativna varijabla i za nju je odlu¢eno ne stvarati kategorije.
Edukacija ima tri kategorije srednja Skola ili niZe, viSa Skola te fakultet 1 visi stupnjevi. Na
kraju varijabla mjese¢nih primanja kucanstva sastoji se od 10 kategorija, prva je do 500
eura, a zadnja (deseta) 5001 euro i vise.

U daljnoj analizi koristimo podatke turista kojima je glavni razlog putovanja odmor,
oni ¢ine 76% ukupnih podataka.

Kao 1 obi¢no, prije nego $to metode primijenimo na podatke, potrebno je procistiti skup
podataka. Jedan od glavnih problema predstavljaju vrijednosti koje nedostaju, tzv. NA vri-
jednosti. Postoji viSe pristupa te u same detalje odabira nacina ne¢emo ulaziti, no za takve
vrijednosti birali smo aritmeticku sredinu, medijan ili mod uzorka konkretnog obiljezja.
Dakle, nasi podaci na kojima ¢emo primijeniti u radu predstavljene metode statistickog
ucenja sacinjeni su od opaZenih vrijednosti za 16 varijabli prediktora za turiste kojima je
glavni razlog putovanja odmor te opaZenih vrijednosti odzivne varijable - turisticke potros-
nje.! Veli¢ina tog skupa podataka je 10324. 70% Koristit éemo za skup za trening, a 30%
kao testni skup.

U prvom poglavlju naveli smo kako pri modeliranju turisticke potroSnje varijable pre-
diktora mogu biti kvantitativne ili kvalitativne, dok je varijabla odziva, buduci da se radi o
turisti¢koj potro$nji, kvantitativna. Uocimo kako je 15 od 16 varijabli upravo kvalitativnih.
U narednom odjeljku kratko objasnjavamo tretiranje kvalitativnih varijabli u modeliranju.

!Preciznije, turisticke potro$nje na razini ispitanika izraZene u eurima, isklju¢ujuéi tro§kove prijevoza u
dolasku i odlasku.
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Kvalitativne varijable

Najjednostavniji primjer kvalitativne varijable je binarna kvalitativna varijabla ili kvalita-
tivna varijabla s dvije razine. Binarna varijabla X s dvije razine, na primjer a i b, moZe se
prikazati kao:

0, ifX=a
D =
1, ifX=0n.

D je takozvana dummy varijabla: ona je jednaka nula, odnosno jedan za dvije moguce ra-
zine kategorijalne varijable. U nasem slucaju takve varijable su varijable koje predstavljaju
neki izvor informacija X, ..., X;3. Vrijednost 0 oznacava da turist nije koristio dani izvor
informacija, a vrijednost 1 oznacava da ga je koristio. Opcenito, ukoliko razina a odgovara
0, tada se ona interpretira kao referentna razina s kojom se usporeduje razina b. To je
glavna poanta uvodenja dummy varijabli: jedna razina kategorijalne varijable je referentna
razina, a ostale se usporeduju s njom. U linearnom regreesijskom modelu, koeficijent koji
stoji uz dummy varijablu predstavlja prosjecni utjecaj promjene razine kategorijalne varija-
ble s a na b na Y, drzeci sve ostale prediktore fiksnima. Pogledajmo i slucaj kategorijalnih
varijabli s viSe od dvije razine, na primjer kvalitativna varijabla s X s tri razine a, b 1 c. Uz-
memo li a kao referentnu razinu, tada se varijabla X mozZe prikazati pomocu dvije dummy
varijable na sljedeci nacin:

0, ifX=5b
D, = )
1, if X #b.

0, ifX=c
D, = .
1, ifX #c.

Interpretacija je slicna kao i u slucaju kategorijalne varijable s dvije razine. Koeficijent
koji stoji uz D predstavlja prosjecni utjecaj promjene razine kategorijalne varijable s a na
bnaY, drzeéi sve ostale prediktore fiksnima, a koeficijent koji stoji uz D, prosjecni utjecaj
promjene s a na c. Opcenito, ako kvalitativna varijabla ima j razina, broj potrebnih dummy
varijabli je j — 1.

4.2 Primjena linearne regresije
U ovom odjeljku primijenit ¢emo klasi¢ni linearni model na naSe podatke koristec¢i R.

Najprije nas skup podataka dijelimo na skup za trening i testni skup tako da 70% skupa
podataka Cini skup za trening, a 30% podataka testni skup:
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set.seed(1)

sample <- sample (c(TRUE, FALSE), nrow(podaci),
replace = TRUE, prob = c(0.7, 0.3))
X_train <- podaci[sample, -17]
X_test <- podaci[!sample, -17]
y_train <- podaci[sample,17]
y_test <- podaci[!sample,17]
podaci_train <- podaci[sample, ]

39

Potom linearni model prilagodavamo na skupu za trening, koristeci funkciju Im(Q) iz R-a:

Iml <- Im(formula = Ukupno ~

Pozivanjem naredbe summary(1ml) dobivamo sljedece:

Coefficients:

(Intercept)
vrsta_objekta2
vrsta_objekta3
vrsta_objekta4
vrsta_objekta5
kategorija_objekta2
kategorija_objekta3
kategorija_objekta4d
kategorija_objekta5
prijevoz2

prijevoz3

prijevoz4

prijevoz5

prijevoz6

prijevoz7

prijevoz8

prijevoz9
rezervacija_smjestaja2
rezervacija_smjestaja3
rezervacija_smjestaja4
rezervacija_smjestaja6
gl_mot_odm_put2
gl_mot_odm_put3
gl_mot_odm_put4
gl_mot_odm_put5
gl_mot_odm_put6

Estimate Std.
92.
-43,
-29.
-20.
-43.
-17.
-19.
-4,
23.
.634280
-4,
5.
12.
-8.
16.
.722802
.390289
.847900
.909311
.003300
.300173
.069396
.682457
.409193
.317493
.541578

-11

612926
340651
895035
198919
844937
132558
131673
357042
082493

827060
025036
731569
785031
111227

24
3
2

10.

4

21.
21.
21.
21.

Ul W W b NN WD o

.583464
.285296
.025969
873174
.972181
318046
027392
000991
289266
.597474
.312809
.708402
.294458
.445581
.380252
.321538
.095479
.526803
.066052
.954848
.960845
.438469
.788433
.265919
.075582
.145810

P @@ R, R, RFRrR OO

1 1 1
N @

., data = podaci_train)

Error t value

3.
-13.
-14.
-1.
-8.
.804
.910
.207
.084
.078
.119
.355
.745
.359
.769
.361
.432
.523
.275
.016
.867
.849
.187
.431
.103
.243

767
192
756
858
818

Pr(C>[t])

0.000166 ***

1

< 2e-16 ***
< 2e-16 ***

0.063255 .

< ze_16 Tk

.421618
.362935
.835650
.278299

.263076
. 175447

.719328

.718347

. 127845
.202340
.309475
.386068
.396107
.235383
.666129
.917783

(= I — I — R N N — I — N I — I — I — R — R — R — R — I — I}

.037700 *

.080963 .

.40e-11 *

.024933 *

JOROR

.34e-19 ***

o
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gl_mot_odm_put?7 16.904525 6.256042 2.702 0.006906 **
gl_mot_odm_put8 24.020835 5.885224 4.082 4.52e-05 ***
gl_mot_odm_put9 -19.530360 11.932828 -1.637 0.101739
gl_mot_odm_putl® 28.379319 12.876170  2.204 0.027555 *
gl_mot_odm_putll 24.085489 8.395666 2.869 0.004132 **
gl_mot_odm_putl12 4.022585 7.521394 0.535 0.592792
gl_mot_odm_putl3 -11.152901 4.414911 -2.526 0.011552 *
izvor_informacijall 1.629361 3.583600 0.455 0.649359
izvor_informacija2l -4.281181 4.908888 -0.872 0.383168
izvor_informacija3l 9.159288 3.942628 2.323 0.020199 *
izvor_informacija4l -0.033075 2.009754 -0.016 0.986870
izvor_informacija51 11.647043  4.023436  2.895 0.003806 **
izvor_informacija6l -4.002816 2.637613 -1.518 0.129162
izvor_informacija71 -0.320479 1.927237 -0.166 0.867934
izvor_informacija81l -0.806429 2.431634 -0.332 0.740170
DOB -0.007911 0.067538 -0.117 0.906759
EDUKACIJA2 6.365410 2.414263 2.637 0.008393 **
EDUKACIJA3 5.354811  2.496467 2.145 0.031990 *
PRIMANJA2 14.577253 14.408548 1.012 0.311712
PRIMANJA3 13.511819 13.981616 0.966 0.333877
PRIMANJA4 18.863545 13.796557 1.367 0.171585
PRIMANJAS 20.577275 13.758019 1.496 0.134787
PRIMANJAG6 23.007539 13.523088 1.701 0.088920 .
PRIMANJA7 19.661648 13.808088 1.424 0.154513
PRIMANJAS8 26.848857 13.843930 1.939 0.052493 .
PRIMANJA9 28.010730 13.930713 2.011 0.044393 *
PRIMANJA1O® 55.302852 13.833588 3.998 6.46e-05 ***
Signif. codes: @0 ‘***’ §.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 * * 1

Prvi stupac "Estimate" daje procjene koeficijenata 8 u linearnom modelu. Kad ne bismo ni-
jednu varijablu ukljucili u model, tada bi prosje¢na turisticka potro$nja iznosila 92.612926
eura ("Intercept"). Drugi stupac "Std. Error" daje procjenu standardne devijacije koefi-
cijenata. Treci stupac daje vrijednost ¢ - statistike, on je jednak koeficijentu uz prediktor
podijeljenom standardnom greSkom (dakle, % . t - statistika potom se koristi za
racunanje p - vrijednosti, Sto je Cetvrti stupac u gornjem rezultatu. Na temelju p - vrijed-
nosti zakljucujemo je li neka varijabla statisticki znacajna na odredenoj razini znacajnosti
ili nije.

U skladu s prethodno opisanim tretmanom kvalitativnih varijabli, uo¢avamo kako funk-
cija Im() za kvalitativnu varijablu s j razina stvori j — 1 binarnu varijablu. Na primjer,

varijabla vrsta objekta je kvalitativna varijabla s 5 razina. U gornjem ispisu vidimo kako je
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funkcija Im() stvorila 4 binarne varijable: vrsta_objekta2, vrsta_objekta3, vrsta_objekta4
1 vrsta_objekta5. Vrijednost binarne varijable vrsta_objekta2 je 0 ukoliko turist nije oda-
brao vrstu objekta u kojoj boravi oznacenu s 2 (kamp), a 1 ukoliko ju je odabrao. Uoc¢imo
kako je referentna razina upravo vrsta objekta 1 (hotel) i za nju Im() ne stvara binarnu
varijablu - ako turist boravi u hotelu, preostalih Cetiri binarnih varijabli poprima vrijednost
0. Jednadzba linearne regresije za turisticku potro$nju sada glasi:

Y =92.612926 — 43.340651 vrsta_objekta2 + - - - — 43.844937vrsta_objektas
—17.132558kategorija_objekta2 + - - - + 23.082493kategorija_objekta5
+ .-+ + 14.577253PRIMANJA2 + - - - + 55.302852PRIMANJA10.

Uvrstimo li u gornju jednadzbu odgovore odredenog turista, dobit ¢emo modelom predvi-
denu prosjecnu turisticku potroSnju u eurima za turista s tim odgovorima.

Koeficijenti uz pojedinu binarnu varijablu koja predstavlja kategoriju kvalitativne va-
rijable predstavljaju razliku izmedu predvidene vrijednosti za tu kategoriju i predvidene
vrijednosti za referentnu kategoriju te kvalitativne varijable. ¢- statistika i pripadne p- vri-
jednosti bazirane su na nultoj hipotezi da su koeficijenti jednaki nula. Za p— vrijednost
vecu od 0.05 (standardna razina znacajnosti 5%) odbacujemo nultu hipotezu, a za p— vri-
jednost manju od 0.05 ne odbacujemo nultu hipotezu. Pogledajmo u gornjem ispisu neku
veliku p-vrijednost (dakle, blizu 1), npr. za gl_mot_odm_put5 pripadna p-vrijednost jed-
naka je 0.917783 - to znaci da nema neke razlike u prosjecnoj potro$nji turista koji je za
glavni motiv odmori$nog puta odabrao 1 (more) i turista koji je za glavni motiv odmoris-
nog puta odabrao 5 (touring/sightseeing) (drzeéi sve ostale prediktore fiksnima!). To je
1 u skladu s normom koeficijenta uz gl_mot_odm_put5, norma je malena, koeficijent iz-
nosi 0.317493. Analognim zaklju¢ivanjem na temelju p— vrijednosti zakljucujemo kako
su prediktori koji utjecu na turisti¢ku potro$nju:

e vrsta objekta

e 2.,5.,7.19. kategorija prijevoza s obzirom na referentnu kategoriju

e 6.,7.,8.,10., 11. i 13. kategorija glavnog motiva odmori$nog putovanja s obzirom
na referentnu kategoriju

izvor informacija 3

izvor informacija 5

edukacija

6., 8., 9.1 10. kategorija primanja s obzirom na referentnu kategoriju
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Osim gornje tablice naredba summary(1m1) daje i donje podatke:

Residual standard error: 71.81 on 7136 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1451,Adjusted R-squared: 0.1389
F-statistic: 23.29 on 52 and 7136 DF, p-value: < 2.2e-16

Standardna greska reziduala ("Residual standard error") iznosi 71.81, §to znaci da se pre-
dvidene vrijednosti prosjecno razlikuju za 71.81 eura od stvarnih vrijednosti za turisticku
potros$nju. Bududi da je prosjecna turisticka potrosnja 102.52 eura, to nam daje do znanja
da rezultati koje smo dobili nisu precizni. Opcenito, Zelimo Sto manju standardnu greSku
reziduala. "Multiple R-squared" daje postotak varijabilnosti u odzivu koji je objaSnjem mo-
delom. U nasem slucaju on iznosi 14.51% S§to je los rezultat. S obzirom da se u nijansama
razlikuju u izraunu, sli¢no interpretiramo i "Adjusted R-squared". Na kraju, na temelju p
- vrijednosti za F - statistiku koja je jako blizu nule, zakljucujemo da na svim standardnim
razinama znacajnosti postoji veza izmedu turisticke potroSnje 1 varijabli prediktora.
Odredimo i testnu greSku dobivenog modela na testnom skupu:

Iml_pred <- predict(lml, x_test)
mean(t((Iml_pred - y_test)*2))

Dobivamo veliku testnu gresku jednaku 3259.078.

Na temelju svih navedenih rezultata zakljuCujemo kako dobiveni linearni model nije
optimalan stoga prethodno opisane interpretacije utjecaja pojedinih varijabli na prosje¢nu
turisticku potro$nju treba uzeti sa rezervom.

4.3 Primjena metode odabira najboljeg podskupa i
metoda postupnog odabira prediktora

Predikcije za turisticku potro$nju dobivene linearnim modelom nisu se pokazale previse
preciznima. U ovom odjeljku Zelimo primjenom metode odabira najboljeg podskupa i me-
toda postupnog odabira prediktora unaprijed i unazad odabrati dobre prediktore (u danom
smislu) za predikciju turisticke potro$nje. U R-u za sve tri metode - metoda odabira najbo-
ljeg podskupa, metoda postupnog odabira prediktora unaprijed i metoda postupnog odabira
prediktora unazad - koristimo funkciju regsubsets iz paketa leaps.
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Primjena metode odabira najboljeg podskupa

Sjetimo se, kod metode najboljeg podskupa za svaki k € {1, ..., p} prilagodavamo model za
sve mogucée kombinacije k prediktora i biramo onaj koji minimizira RSS. Potom od dobi-
venih p modela biramo onaj koji je sveukupno najbolji, gdje najbolje mjerimo najmanjom
procjenom ocekivane testne greske.

Funkcija regsubsets iz paketa leaps provodi metodu odabira najboljeg podskupa na
nacin da za dani broj prediktora k € {1, ..., p} vraa najbolji model s k prediktora, gdje je
najbolje mjereno s RSS. U nasem slucaju dobit ¢emo 16 najboljih modela (s najmanjom
RSS) za dani k, dakle najbolji model s 1 varijablom prediktora, najbolji model s 2 varijable
prediktora, ..., najbolji model s 16 varijabli prediktora. Koriste¢i unakrsnu validaciju
odabrat cemo onaj od 16 modela koji ima najmanju procjenu ocekivane testne greske.
Spremit ¢emo rezultat u reg. summary objekt.

regfit. full <-
regsubsets(Ukupno ~ ., podaci_train, nvmax = 16, method = "exhaustive")

reg.summary <- summary(regfit.full)

Komponente objekta reg.summary mozZemo vidjeti pozivanjem naredbe names (), dobi-
vamo:

names (reg.summary)

[1] "WhiCh" nrsqn llrSSIl nadjr2|| llcpll llbicn lloutmatn llobjll

Nama su od interesa RSS i R? te crtamo njihov graf u ovisnosti o broju prediktora koje
model koristi:

par(mfrow = c(2,2))
plot(reg.summary$rss, xlab = "Broj prediktora",
ylab = "RSS najbolji podskup", type = "1")

plot(reg.summary$adjr2, xlab = "Broj prediktora",
ylab = "R2 najbolji podskup", type = "1")

#toCka gdje R2 dostize maksimum

adjr2.max <- which.max( reg.summary$adjr2 )
points(adjr2.max, reg.summary$adjr2[adjr2.max],
col = "red", pch = 20, cex = 2)
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Slika 4.1: OpaZene vrijednosti statistika RSS i R” u ovisnosti o broju prediktora u modelu
dobivenom metodom odabira najboljeg podskupa.

Na temelju ovih slika, imajuéi na umu kako Zelimo model sa $to manjom RSS i §to ve¢im
R?, nasluéujemo kako bi model sa svih 16 prediktora trebao biti najbolji u tom smislu.
Zbog velikog broja prediktora, ovdje neCemo provoditi unakrsnu validaciju (prespora je)
kako bismo potvrdili da model s 16 prediktora ima i1 najmanju procjenu ocekivane testne
greSke.

Pozivanjem naredbe reg.summary$which[16,] moZemo vidjeti koje kategorije poje-
dinog prediktora model sa 16 prediktora bira i zakljuditi da se rezultati u velikoj mjeri
podudaraju s onima dobivenim primjenom linearne regresije u prethodnom odjeljku.

Na kraju, uo¢imo kako su opaZene vrijednosti statistike RSS jako velike, a opaZene
vrijednosti statistike R? blize nuli. Takvi rezultati upuéuju na nelinearnost veze izmedu
prediktora i odziva pa zapravo niti jedan od 16 dobivenih modela nece davati precizne
procjene za naSe podatke.

Primjena metoda postupnog odabira prediktora unaprijed i unazad

Procedura odabira najboljeg podskupa u R-u bila je jako spora, jedan od razloga zasigurno
je velik broj prediktora. Uo¢imo da iako je p = 16, zbog dummy varijabli potrebnih za
reprezentaciju nasih 15 kvalitativnih prediktora, ukupan broj varijabli presao je 40. Metode
postupnog odabira prediktora nastoje naci najbolji model u znatno manjem skupu modela.
Sada u R-u pozivanjem iste funkcije regsubsets() kao i za metodu odabira najboljeg
podskupa provodimo metodu postupnog odabira prediktora unaprijed i postupnog odabira
prediktora unazad.
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regsubsets(Ukupno ~ ., podaci_train, nvmax 16, method "forward")
regsubsets(Ukupno ~ ., podaci_train, nvmax = 16, method = "backward")

Rezultati su gotovo isti kao i u slu¢aju metode odabira najboljeg podskupa. Razlika je u
brzini procedure - ove metode su, o¢ekivano, znatno brze. Radi potpunosti, za obje metode
prilaZemo grafove opaZenih vrijednosti statistika RSS i R? u ovisnosti o broju prediktora.

i
S
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4.0e+07
I
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|
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Broj prediktora Broj prediktora

Slika 4.2: OpaZene vrijednosti statistika RSS i R* u ovisnosti o broju prediktora u modelu
dobivenom metodom postupnog odabira prediktora unaprijed.
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Slika 4.3: OpaZene vrijednosti statistika RSS i R? u ovisnosti o broju prediktora u modelu
dobivenom metodom postupnog odabira prediktora natrag.
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Kao i u slu¢aju metode odabira najboljeg podskupa, zakljuCujemo kako dobiveni rezultati
upucuju na odsustvo linearne veze. U nastavku provodimo ridge i LASSO regresiju.

4.4 Primjena ridge i LASSO regresije

Paket glmnet u R-u pruZza funkcionalnost za prilagodbu ridge i LASSO regresije.

Kako bismo proveli ridge regresiju, najprije stvaramo matricu iz naseg skupa podataka
pomocu funkcije model.matrix() iz koje uklanjamo odsjecak na ipsilon osi iz rezultira-
juce matrice buduci da je on automatski ukljucen (intercept = T) pri pozivanju funkcije
glmnet () iz istoimenog paketa.

x_train <- model.matrix(Ukupno ~ . -1, podaci_train)
y_train <- podaci_train$Ukupno

Odredimo mreZu parametara podeSavanja i prikaZzimo njezin graf:

grid <- 10*seq(4, -2, length = 100)
plot(grid, bty = "n", pch = 19,
main = expression(paste("MrezZza parametara podeSavanja ", lambda)))

Mreza parametara podeSavanja A

grid
6000 8000 10000
| |
[ ]

4000
1

2000

0 20 40 60 80 100

Index

Slika 4.4: MreZa parametara podeSavanja A.
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Sada pozivamo funkciju glmnet () i provodimo ridge regresiju. Ridge regresija zadana je
odabirom alpha = ® pri pozivu funkcije. Napomenimo kako se kovarijate standardiziraju
po defaultu (inace bi "kazna" regularizacijom bila nepoStena).

ridge.mod <- glmnet(x_train, y_train, alpha = 0, lambda = grid)
Vizualizirajmo smanjenje koeficijenata u ovisnosti o A:

plot(ridge.mod, xvar = "lambda", label = TRUE)

53 53 53 53 53 53 53

120
|

100
|

60

Coefficients
40

20
|

Log Lambda

Slika 4.5: Smanjenje koeficijenata s obzirom na veéi A.

Unakrsnom validacijom odredimo procjenu ocekivane testne greske (tzv. CV greska):

set.seed(1)
cv.out <- cv.glmnet(x_train, y_train, alpha = 0)
plot(cv.out)
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Slika 4.6: Procjena ocekivane testne greske za ridge regresiju unakrsnom validacijom. Na
x- osi su stupnjevi slobode, a dvije vertikalne crte oznacavaju A koji minimizira CV gresku,
odnosno A dobiven uz pravilo jedne standardne pogreske.

Ponovno uocavamo jako veliku procjenu za ocekivanu testnu greSku. Najbolji model (u
ovisnosti 0 A) dobiva se za onaj 4 koji minimizira CV gresku:

bestlam <- cv.out$lambda.min

Dobivamo da je A koji minimizira CV greSku jednak 8.753454.
Odabrani model (dakle, za A = 8.753454) dan je s:

out <- glmnet(x_train, y_train, alpha 0

predict(out, type = "coefficients", s = bestlam)[,1]
(Intercept) 89.0177457
vrsta_objektal 19.7608640
vrsta_objekta2 -19.4489114
vrsta_objekta3 -8.2004077

vrsta_objekta4 0.9268746



POGLAVLIJE 4. MODELIRANJE TURISTICKE POTROSNJE

vrsta_objekta5 -20.2295404
kategorija_objekta2 -8.6198062
kategorija_objekta3 -10.499569
kategorija_objekta4 3.2098592
kategorija_objekta5 28.6709813
prijevoz2 -12.8373908
prijevoz3 -6.4295875
prijevoz4 2.9785824
prijevoz5 10.5565092
prijevoz6 -7.6981063
prijevoz7 14.2637779
prijevoz8 3.6776649
prijevoz9 104.3874326
rezervacija_smjestaja2 2.9502366
rezervacija_smjestaja3 2.2013569
rezervacija_smjestaja4 -3.4539328
rezervacija_smjestaja6 2.0575389
gl_mot_odm_put?2 1.8309570
gl_mot_odm_put3 -4.5065547
gl_mot_odm_put4 -0.2727905
gl_mot_odm_put5 1.7369001
gl_mot_odm_put6 -9.2044016
gl_mot_odm_put?7 15.0425263
gl_mot_odm_put8 21.6760110
gl_mot_odm_put9 -17.0128491
gl_mot_odm_putl® 25.7662065
gl_mot_odm_putll 22.0753195
gl_mot_odm_putl2 4.3362308
gl_mot_odm_putl3 -9.9062390
izvor_informacijall 1.5163675
izvor_informacija2l -3.8437179
izvor_informacija3l 8.4986630
izvor_informacija4l 0.1906326
izvor_informacija51 10.0654409
izvor_informacija6l -2.5508299
izvor_informacija71 -0.1622059
izvor_informacija81l -0.8342446
DOB 0.0076289
EDUKACIJA2 5.1082834
EDUKACIJA3 4.6310418
PRIMANJA2 -9.1538381

PRIMANJA3 -9.7218892
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PRIMANJA4 -4.9773615
PRIMANJAS -3.4359471
PRIMANJAG -1.0619076
PRIMANJA7 -4.0614299
PRIMANJAS 2.4938627
PRIMANJA9 3.4439368
PRIMANJA1® 28.7395789

Usporedimo li s linearnim modelom, vidimo da je odsjecak na ispilon osi ostao priblizno
jednak: kod linearnog modela on je bio jednak 92.612926, a ovdje je jednak 89.0177457.
On, podsjetimo se, predstavlja procjenu za prosjecnu turisticku potro$nju kad ne bismo
koristili niti jedan prediktor. Procjene za koeficijente S nesto su manje Sto je oCekivana
posljedica uvodenja parametra penalizacije 4 = 8.753454. Odluc¢imo li se koristiti ridge
regresiju kao metodu procjene prosjecne turistiCke potro$nje, interpretacija koeficijenata uz
varijable ostaje ista kao i u slu¢aju linearnog modela. Tako, na primjer, veliki (i pozitivan)
koeficijent (jednak 104.3874326) uz binarnu varijablu prijevoz9 (jahta/jedrilica), upucuje
na puno vecéu prosjecnu turisticku potrosnju kod turista koji je koristio jahtu/jedrilicu kao
prijevozno sredstvo u odnosu na turista koji je putovao automobilom (prijevozl, referentna
razina kategorijalne varijable prijevoz). S druge strane, negativan i relativno velik koefi-
cijent uz binarnu varijablu gl_mot_odm_put9 (hodanje/planinarenje) daje naslutiti kako
turist kojem je glavni motiv odmorisnog putovanja hodanje/planinarenje prosjeno manje
potrosi od turista kojem je glavni motiv odmoriSnog putovanja more (gl_mot_odm_putl).
Uocimo i kako je koeficijent uz varijablu dob ovdje jo§ manji nego u slu€aju linearne re-
gresije te 1 ridge regresija upucuje na irelevantnost utjecaja dobi pri procjeni prosjecne
turisticke potroS$nje.
IzraCunajmo testnu gresku odabranog modela:

podaci_test <- podaci[!sample,]

x_test <- model.matrix(Ukupno ~ . -1, podaci_test)

y_test <- podaci_test$Ukupno

ridge.pred <- predict(ridge.mod, s = bestlam, newx = x[test, ])
mean((ridge.pred - y_test)*2)

Dobivamo testnu gresku od 3232.948, Sto je manje nego u slucaju linearnog modela gdje
smo dobili testnu gresku jednaku 3259.078. U tom smislu, ispostavlja se da ridge regresija
daje preciznije predikcije na dosad nevidenim podacima.

Provedimo sada 1 LASSO regresiju na analogan nacin. LASSO regresija zadana je
odabirom alpha = 1 pri pozivu funkcije glmnet ().

lasso.mod <- glmnet(x_train, y_train, alpha = 1, lambda = grid)
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Vizualizirajmo smanjenje koeficijenata u ovisnosti o 4 1 u slu¢aju LASSO regresije (za
razliku od ridge regresije, LASSO regresija radi odabir kovarijata):

plot(lasso.mod, xvar = "lambda", label = TRUE)
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Slika 4.7: Smanjenje koeficijenata s obzirom na veci A.

Kao i kod ridge regresije , unakrsnom validacijom odredimo procjenu ocekivane testne
greske:

set.seed(1)
cv.out <- cv.glmnet(x_train, y_train, alpha = 1)
plot(cv.out)
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Slika 4.8: Procjena ocekivane testne greSke za LASSO regresiju unakrsnom validacijom.

Ponovno uocavamo jako veliku procjenu za ocekivanu testnu gresku.
Dobivamo da je A koji minimizira CV greSku jednak 0.3002845.
Model za A = 0.3193503 dan je s:

out <- glmnet(x_train, y_train, alpha

predict(out, type =

(Intercept)
vrsta_objektal
vrsta_objekta2
vrsta_objekta3
vrsta_objekta4d
vrsta_objekta5
kategorija_objekta2
kategorija_objekta3
kategorija_objekta4
kategorija_objekta5
prijevoz2

81.
29.
-13.
0.
5.
-12.
-11.
-14.
0.
26.
-10.

"coefficients", s

5437322
2161369
1186080
0000000
7447805
2699495
3579971
0939974
0000000
7811863
2210730

D

bestlam) [, 1]
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prijevoz3

prijevoz4

prijevoz5

prijevoz6

prijevoz7

prijevoz8
prijevoz9
rezervacija_smjestajaz2
rezervacija_smjestaja3
rezervacija_smjestaja4
rezervacija_smjestaja6
gl_mot_odm_put2
gl_mot_odm_put3
gl_mot_odm_put4
gl_mot_odm_put5
gl_mot_odm_put6
gl_mot_odm_put?7
gl_mot_odm_put8
gl_mot_odm_put9
gl_mot_odm_putl0®
gl_mot_odm_putll
gl_mot_odm_putl2
gl_mot_odm_putl3
izvor_informacijall
izvor_informacija2l
izvor_informacija3l
izvor_informacija4l
izvor_informacija51
izvor_informacija6l
izvor_informacija71
izvor_informacija81l
DOB

EDUKACIJA2
EDUKACIJA3
PRIMANJA2

PRIMANJA3

PRIMANJA4

PRIMANJAS

PRIMANJAG

PRIMANJA7

PRIMANJAS

PRIMANJA9

-3

2.
10.
0.
15.

.5769046
2083812
1179366
0000000
0601940
.3597679
.9223468

.01883781
.11678854
.11911252
.44102551
.42795249
.78315097
.29784271
.32492905
.25160134
.41907337
.71134601
.31138733
.18137176
.35672185
.10470393
. 18924529
.26286715
.13610266
.11028051
.00000000
.11182976
.74617219
.00000000
.04960783

.0000000
.9679431
.0914952
.7558347
.7830077
.9119992

0.0000000

.8428134
.1856021
.1365448

5.9109640
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PRIMANJA1® 33.6100944

Uocimo kako su kod LASSO regresije procjene za neke koeficijente jednake upravo 0.
To je posljedica biranja kovarijata karakteristicna za LASSO regresiju. Usporedimo li s
rezultatima metode odabira najboljeg podskupa, uo¢avamo neka podudaranja s odabirom
varijabli, npr. potpuno jednaki rezultati su za odbacivanje binarnih varijabli prijevoz6, in-
formacija41, informacija71 i PRIMANJA6. Ponovno uoCavamo na primjer velik i poziti-
van koeficijent uz binarnu varijablu prijevoz9 uz analognu interpretaciju kao i kod linearne
i ridge regresije. Koeficijent uz varijablu dob jednak je nula $to je u skladu s rezultatima
svih dosad primijenjenih metoda.

Za testnu greSku odabranog modela (4 = 0.3002845) dobivamo da je jednaka 3242.049,
Sto je neSto veca testna greSka u usporedbi s ridge regresijom (3232.948) te manja testna
greska od one dobivene za linearnu regresiju (3259.078).

Rezultati svih metoda koje smo primijenili upucuju na nelinearnost veze izmedu varija-
bli odziva i varijable prediktora te daljnje proucavanje tog problema izlazi van dosega ovog
rada. Sve metode dovode do pribliznih zaklju€aka vezano uz utjecaj pojedinih prediktora
na odziv. S obzirom da je testna greSka najmanja kod metoda ridge 1 LASSO regresije, za
njih bismo se najprije odlucili pri donoSenju zakljucaka. Ipak, ponovno napominjemo da
zbog nasluéene nelinearnosti sve rezultate treba uzeti s rezervom.
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Sazetak

U ovom radu modelirala se turisticka potro$nja u Republici Hrvatskoj koriste¢i metode sta-
tistickog ucenja. Na pocetku rada dali smo uvod u statisticko ucenje, uveli terminologiju,
centralne pojmove najbolje veze i1 funkcije gubitka te cijeli okvir za daljnje predstavlja-
nje metoda koje smo koristili. Podsjetili smo se linearnog regresijskog modela i najcesce
metode njegove prilagodbe - metode najmanjih kvadrata. Definirali smo pojmove testne
greske i oc¢ekivane testne greske te predstavili metodu unakrsne validacije kao metodu za
procjenu ocekivane testne greSke. Koriste¢i lemu o dekompoziciji ocekivane testne gre-
Ske, objasnili smo odnos pristranosti i varijance u statistickom ucenju. Potom smo uveli
metode odabira prediktora u linearnim modelima te metode regularizacije (ridge i LASSO
regresija). Na kraju smo predstavljene metode primijenili na podatke Instituta za turizam
o turisti¢koj potro$nji u Republici Hrvatskoj. Rezultati svih metoda koje smo primijenili
upucuju na nelinearnost veze izmedu varijabli odziva i varijable prediktora. Sve metode
dovode do priblizno jednakih zaklju¢aka vezano uz utjecaj pojedinih prediktora na odziv.
S obzirom da je testna greSka najmanja kod metoda ridge 1 LASSO regresije, za njih bismo
se najprije odlucili pri donoSenju zakljucaka.



Summary

In this thesis, we model tourist expenditure in the Republic of Croatia using statistical
learning methods. The thesis begins with an introduction to the statistical learning termi-
nology, its concepts and its main tools. We then further revise the linear regression model
and the least squares method. Next, we define the test error and the expected test error of a
prediction and we present the cross-validation method as a tool for estimating the expected
test error. We also provide a decomposition of the expected test error which explains the
relationship between bias and variance in the statistical learning theory. We next discuss
subset selection methods in linear models and regularization methods (ridge and LASSO).
Finally, we apply the presented methods to the data provided by the Institute for Tourism
on tourist expenditure in the Republic of Croatia. The results of all the methods we apply
suggest a non-linear relationship between the response variable and the predictor variables.
However, they also lead to a similar conclusion on the relationship between the response
variable and the regressors, with regularization methods giving lower test error.
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