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Poglavlje 1
Uvod

Diferencijalne jednadZzbe su jednadzbe koje ukljucuju derivacije te opisuju vezu nepoznatih
funkcija i njihovih derivacija. Na primjer, jednadZbe:

X =x+F,
X =(1+x),
0’u N 0’u _o (a-h
ax2 = ayr

predstavljaju diferencijalne jednadzbe. S r oznaCena je nezavisna varijabla, ¢t — x(¢) pred-
stavlja nepoznatu funkciju te nezavisne varijable, x’ 1 x” predstavljaju derivacije nepoznate
funkcije, a % i % parcijalne derivacije funkcije (x,y) — u(x,y). Ovisno o broju varija-
bli o kojima ovisi nepoznata funkcija govorimo o obicnim ili parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama. Kada nepoznata funkcija x ovisi samo o jednoj nezavisnoj varijabli ¢, tada
se diferencijalna jednadZba klasificira kao obi¢na diferencijalna jednadzba (ODJ). S druge
strane, ukoliko nepoznata funkcija x ovisi o viSe nezavisnih varijabli, tako da su derivacije
parcijalne po bilo kojoj od varijabli, diferencijalnu jednadzbu klasificiramo kao parcijalnu
diferencijalnu jednadzbu (PDJ). Prve dvije jednadzbe iz (1.1) predstavljaju obi¢ne diferen-
cijalne jednadZzbe, a zadnja parcijalnu diferencijalnu jednadZbu.

Definicija 1.0.1. (iz [6]) Obicna diferencijalna jednadzba je jednadzba oblika:
F(t,x,x,x",...,x") =0, (1.2)
pricemu F : D C R XR" — R, gdje je D otvoren skup.

Vidimo da jednadzba (1.2) povezuje nezavisnu varijablu ¢, nepoznatu funkciju x(#) 1
njene derivacije x'(t), X' (£), ..., x"(2).

Red diferencijalne jednadzbe predstavlja red najviSe derivacije koja se u njoj pojavljuje.
Prema tome, prva jednadzba iz (1.1) je prvog reda, a druga i treca jednadZba predstavljaju
diferencijalne jednadZzbe drugog reda.
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Opéenito po Definiciji 1.0.1, ODJ prvog reda moZemo implicitno zapisati kao:
F(t,x,x)=0, (1.3)

gdje je F : D C R? — R, a D otvoren skup.

Prema Teoremu o implicitnoj funkciji ([5]), za F : Q — R realnu funkciju klase C!
na Q € RxR?itocku Qp = (f0, X0, x;) = (Po,xy) € €, za koju vrijedi F(Qp) = 01
03F(Qy) # 0, postoji otvorena okolina U C R? oko tocke Py, takva da je (U, f(U)) C Q,
te postoji jedinstvena neprekidna funkcija f : U — R takva da vrijedi f(Py) = x|, te
F(t,x, f(t,x)) = 0 za (t, x) € U. Tada jednadzba (1.3) prelazi u eksplicitni oblik:

X = f(t,x), (1.4)

gdje je f neprekidna funkcija definirana na na nekom otvorenom skupu U C R?. Pri-
mijetimo, ODJ iz (1.3) ne moZemo uvijek eksplicitno zapisati u obliku (1.4), a u nekim
slucajevima funkcija f iz (1.4) nece niti postojati.

U ostatku diplomskog rada baviti ¢emo se ODJ, naj¢esce prvog reda, i metodama nji-
hovog rjeSavanja. Nakon §to ponovimo osnovne analiticke metode, bavit ¢emo se kvalita-
tivnim (geometrijskim) 1 numeri¢kim metodama, u slucaju kada neCemo moci eksplicitno
rijesSiti jednadZzbu.

U primjenama, funkcije obi¢no predstavljaju fizikalne veli¢ine, derivacije predstavljaju
njihovu trenutnu brzinu promjene, a jednadzba definira odnos izmedu funkcije i derivacije,
1 time predstavlja (pojednostavljeni) matematicki model za neki prirodni proces iz stvar-
nog svijeta. Zbog toga su diferencijalne jednadZbe iznimno vazne. Pogledajmo nekoliko
jednostavnih primjera takvih modela.

Primjer 1.0.2 (Primjeri ODJ, [10]).

(a) Newtonov zakon:
ma = f,

. « N 2 o . C e
gdje m oznacava masu Cestice, a = ‘;Tf ubrzanje Cestice, a f silu koja djeluje na
Cesticu. Stoga, Newtonov zakon moZemo napisati u obliku diferencijalne jednadzbe:

gdje x : R — R" predstavlja poloZaj Cestice u prostoru u trenutku t. Kao sto je
prikazano, sila f : R — R ovisi o vremenskom trenutku, poziciji ¢estice u pros-
toru i o brzini Cestice u tom vremenskom trenutku. Primijetimo da je ovo obicna
diferencijalna jednadzba drugog reda.
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(b) Radioaktivni raspad: Kolic¢ina radioaktivnog materijala, u(t) : R — R, mijenja se
kroz vrijeme na sljedeci nacin:

C:l—b;(t) = —ku(t), k>0,

gdje je k pozitivna konstanta koja predstavlja radioaktivna svojstva materijala. Br-
zina promjene kolicine radioaktivnog materijala proporcionalna je koli¢ini radioak-
tivnog materijala u(t) te negativnog predznaka, zbog smanjenja koli¢ine radioaktiv-
nog materijala u(t) s vremenom. Primijetimo da je ovo obicna diferencijalna jed-
nadzba prvog reda.

1.1 Rjesenja obicne diferencijalne jednadzbe

Da bismo rijesili algebarsku jednadZbu, npr.

X+3x-4=0 (1.5)

trazimo broj, tako da zamijeni nepoznanicu x, na nacin da lijeva i desna strana jednadZbe
budu jednake. U jednadzbi (1.5) rjeSenja su brojevi —4 1 1.

Da bismo rijesili diferencijalnu jednadZzbu, viSe ne traZimo nepoznati broj, ve¢ traZimo
nepoznatu funkciju. Primjerice, u jednadzbi:

X" (1) + x(t) = 0, (1.6)

nepoznanica ¢ — x(f) predstavlja nepoznatu funkciju. Prilikom rjeSavanja diferencijalne
jednadzbe pokusavamo pronaci funkciju definiranu na intervalu, sa svojstvom da, kad x()
zamijenimo s tom funkcijom, jednadzba postaje identicka na tom intervalu. Jasno je da je
funkcija sin ¢ rjeSenje diferencijalne jednadzbe (1.6), za sve vrijednosti t € R:

(sin?)” +sint = 0.

Takoder, nije teSko pokazati da funkcije cost i sint + cost takoder zadovoljavaju (1.6),
Sto povlaci pitanja o jedinstvenosti i egzistenciji rjeSenja, o cemu Ce biti rijeci u sljedeem
poglavlju.

Definicija 1.1.1 (RjeSenje ODJ prvog reda, [11]). Pretpostavimo da je obi¢na diferenci-
jalna jednadzZba zadana u obliku x' = f(t, x), pri cemu je funkcija f definirana na nekom
skupu D C R?. Za funkciju x = u(t), definiranu na nekom intervalu (a,b) ', kaZemo da je
rjesenje jednadZbe, ako za svakit € (a, b) vrijedi:

"Dopusteni su i oblici: [a, b), (a, b], [a, b, (—c0, b), (=0, b], (a, +0), [a, +00), (—00, +00).
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1. Postoji derivacija funkcije u(t), za svaki t € (a, b) te tocka (t, u(t)) pripada skupu D,
2. Uvrstavanjem funkcije x = u(t) u jednadzbu, jednadzba postaje identicka, tj.
u'(t) = f(t,u(n),

za svaki t € (a, b).



Poglavlje 2

Teoremi o egzistenciji i jedinstvenosti
rjeSenja ODJ

Definicija 2.0.1 (Cauchyjev problem, [3]). Diferencijalnu jednadZbu:
X' (1) = f(t, x(1)), (2.1)
pri cemu je f : Q CRXR" — R”, zajedno sa pocetnim uvjetom:
(f0, X0) € Q,
nazivamo problem pocetnog uvjeta ili Cauchyjev problem.

RjeSenje Cauchyjevog problema je rjeSenje u(f) obicne diferencijalne jednadzbe (2.1)
u smislu Definicije 2.0.1, koje dodatno zadovoljava pocetni uvjet u(zy) = Xxo.

Obicna diferencijalna jednadZzba kod koje desna strana, funkcija f, ne ovisi eksplicitno
0 nezavisnoj varijabli z, zove se autonomna diferencijalna jednadzba:

x'(1) = f(x(@).
U suprotnom, zove se neautonomna diferencijalna jednadzba.

Definicija 2.0.2 (Lipschitzova funkcija, [12]). Neka je funkcija f : R*> — R. KaZemo da je
funkcija f Lipschitzova po varijabli x, ako postoji konstanta L > 0 takva da je:

lf(t, x1) = f(t, )l < LIx; = xo,

za svaki (t, xy), (t, x;) € R%.
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Primijetimo: iz definicije neprekidnosti lako se vidi da je Lipschitz neprekidna funkcija
(po varijabli x) ujedno i neprekidna (po varijabli x).

Naime, pretpostavimo da je f Lipschitz neprekidna (po varijabli x) te neka je £ > 0.
Uzmemo 6 := #. Tada vrijedi:

£
|X1—x2|<5:>|xl—xz|<z

> Llxi—xnl<e
= |ft,x) = ft,x2)| < L|x; —x] <e
= |f(t,x1) — f(t, )| < e.

ZakljuCujemo da je f neprekidna (po varijabli x).

Definicija 2.0.3 (Kontrakcija, [9]). Neka je (X,d) metricki prostor. Za preslikavanje f :
X — X kaZemo da je kontrakcija ako postoji pozitivna konstanta ¢ < 1, koju zovemo
konstanta kontrakcije, takva da je:

d(f(x), f() < cd(x,y),
zasvakixe XiyeX.

Definicija 2.0.4 (Definicija Banachovog prostora, [13] ). Za metricki prostor (X, d) kaZemo
da je potpun ako u njemu svaki Cauchyjev niz konvergira. Za potpun normiran vektorski
prostor kaZemo da je Banachov.

Primijetimo da je (R", d) metricki prostor uz euklidsku metriku:

A((X1, oos X)s D1 e ) = V1 = Y102+ e+ (X — Y02

U slucaju n = 1, ta metrika postaje samo d(x,y) = |x — y|, x, y € R. Takoder, to su potpuni
metricki prostori ([7]). Primijetimo da je euklidska metrika na R" inducirana 2-normom:

(X1, oo Xl 2= JXT + ... + X2, pri Cemu je:

d((X], ceey xn)’ (}’1, ceey yn)) = ”(.X], ceey xn) - ()’1, cey )’n)”

U potpunim metri¢kim prostorima vrijedi sljede¢i vazan teorem koji ¢e nam biti koris-
tan u nastavku:

Teorem 2.0.5 (Banachov teorem o fiksnoj tocki, [13] ). Neka je (X,d) potpun metricki
prostor, a f : X — X kontrakcija (prema Definiciji 2.0.3). Tada f ima jednu jedinu fiksnu
tocku, tj. postoji jedinstvena tocka P* € X takva da je f(P*) = P".
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Sada ¢emo dokazati sljedeci teorem o lokalnoj egzistenciji 1 jedinstvenosti rjeSenja Cauc-
hyjevog problema:

Teorem 2.0.6 (Picardov teorem, [4]). Neka je D C R X R zatvoreni pravokutnik te neka je
(to, x0) € D. Ukoliko je f : D — R neprekidna funkcija po varijabli t € R i Lipschitzova po
varijabli x € R, tada postoji neki € > 0 uz koji Cauchyjev problem:

{x’(t) = f(t, x(1)) (2.2)

x(to) = xo,
ima jedinstveno rjesenje x(t) na intervalu [ty — €, ty + €].

Dokaz. Neka je:

Cap = L(t9) X By(x0) C D,
pri ¢emu su: L
L(t0) = [to — a, 1y + al
By(xo) = [xo — b, xo + b],
zaa,b > 0. Funkcija f : C,, — R je definirana na zatvorenom, tj. kompaktnom pravokut-
niku.

Neka je:
M := sup |f(t,x)|

(1.0)€Cap

Kako je funkcija neprekidna na kompaktu C,;, taj supremum postoji 1 postiZe se, tj.:

M = max |f(¢, x)|.

(.0€Cqp

Prema pretpostavkama teorema znamo da je funkcija f Lipshitz neprekidna po varijabli
x € Rna C,j, odnosno vrijedi:

If @ x1) = f(t, x)| < Llxy — x2f, (8,x1), (£, x2) € Cyp,
pri cemu je L Lipshitzova konstanta funkcije f po varijabli x.
Na vektorskom prostoru neprekidnih funkcija C(Z,(#y), R) dobro je definirana sup-norma:

llell := sup o) = max [p(1),

tel,(to) 1€l,(t0)

pri ¢emu je vrijednost supremuma jednaka maksimumu zbog neprekidnosti funkcije na
segmentu.
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Sup-norma inducira tzv. uniformnu metriku na prostoru funkcija C(1,(%p), R), a time i na
metrickom prostoru koji je podskup, C(1,(ty), Bp(x)):

d(f,g) == f - gl fr8 € C(t0),R).

Primijetimo, ako je f neprekidna na zatvorenom intervalu /,(%;), tada je ona po Weierstras-
ovom teoremu omedena na /,(fy), pa je gornja norma dobro definirana.

Integriranjem, dobivamo da je pocetni Cauchyjev problem (2.2) ekvivalentan:

x(1) — x(to) = f f(s, x(s))ds,

odnosno sa:

x(t) = xo + f f(s, x(s))ds.

Za zadanu funkciju f : C,, — R, definiramo njoj pridruZeni tzv. Picardov operator
izmedu dva prostora neprekidnih funkcija na sljedeci nacin:

L)) = xo + f F(s,0(s))ds, t € L,(ty), ¢ € C,(to), By(x0)).

DokaZimo da je Picardov operator neprekidna funkcija, tj. da je I'r(p) € C(1(#),R). Da
bismo dokazali neprekidnost na /,(#y) moramo dokazati da za svaki ¢ € I,(ty) vrijedi:

Ve>0)Vo>0)td. |[r—s] <6 = [T'p(p)®) —T(@)s)| < &. (2.3)

Bududi da je po pretpostavkama teorema funkcija f : D — R neprekidna funkcija po
obje varijable te da je ¢ : 1,(f)) — Bp(xo) neprekidna, tada je neprekidna i funkcija: u -
S (u, p(u)) na I,(to).

Neka je & > 0 proizvoljan. Uzmimo ¢ < +; i neka je |f — s| < 6. Tada je:

1. Neka je r > s. Tada vrijedi:

IC#(@)(@) = T(@)(9) = f J(u, o(u))du — f S (u, p(u))du <

= ' f S (u, @(u))du

SfIf(u,(p(u))IduSfMdu:M(t—s)<M-5<M-%:s.

2. Neka je t < s. Tada vrijedi:

@O -T 1 (@)(s)] = f Flu, pw)du] < f s o)l < f Mdu < M-5 < s.
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Dakle, dokazali smo da vrijedi (2.3), tj. da je I's(¢) neprekidna funkcija.

Primijetimo da: T'; : C(I,(to), By(xo)) — C(I,(t0), R), tj. da je T s(¢) € C(I, (o), R).

Ukoliko dokaZzemo da je je slika operatora I'y opet u C((10), By(x0)) € C(I(fy),R) te
da je on kontrakcija u nekoj metrici na prostoru C(I,(f), B»(x)) u kojoj je taj prostor
dodatno potpun metricki prostor, tada prema Teoremu 2.0.5 postoji jedinstvena funkcija
¢ € Cl,(1), By(x0)) takva da vrijedi I'/(¢) = ¢. Funkcija ¢ je tada jedinstveno rjeSenje ek-
vivalentnog po&etnog problema, uz to poprima vrijednosti u skupu B,(xo) te dokaz teorema
slijedi.

Prvo ¢emo pokazati da operator I'; preslikava neprazan metricki prostor C(I,(to), By(x0)) u
sebe. To Ce vrijediti ukoliko dokaZemo:

['s(p) € Cu(to), By(x0)),
t.
[T (@)(1) — x0| < b, za svaki € ,(1).
Vrijedi:

T (@)(®) — xo| =

t t f
f f(s,0(s)ds| < f |f(s,@(s)ds < f Mds = M|t — to| < Ma < b,
1o 10 1o
pri cemu je ¢ € [ty — a,ty + a], a posljednja nejednakost slijedi ukoliko a > 0 uzmemo
dovoljno mali tako da vrijedi:

b
a< —.
M

Dokazimo sada da je prostor (C(1,(ty), By(xp)),d) potpun. Da bismo dokazali potpunost
prostora, moramo dokazati da svaki Cauchyjev niz u C(1,(ty), By»(xo) konvergira.

Neka je (f,,), proizvoljan Cauchyjev niz u C(1,(ty), B»(xo)). Dokazat ¢emo da taj niz ko-
nvergira prema nekoj funkciji f € C(I,(ty), By(xp)).

Zbog toga Sto je (f,), Cauchyjev niz tada vrijedi:
(Ve > 0)AN e N) t.d. Vm, k > N vrijedi || f,, — fillo < & (2.4)
Po definiciji sup-norme to je ekvivalentno:
(Ve > 0)(AN € N) t.d. Vm, k > N,Vt € I(ty) vrijedi |f,,(t) — fu(D)| < &. (2.5)

Time smo pokazali da je V¢ € I,(ty) niz (f,(¢)), Cauchyjev niz u R. Budu¢i da je R potpun
prostor tada ¢e Cauchyjev niz (f,(t)), konvergirati. 1z toga slijedi da postoji lim,,_,, f,(¢) i
oznacimo taj limes (definiran po to¢kama) s
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g(t) := Pi?o Ju(0), (2.6)

t € I,(t).

Preostaje dokazati da je g neprekidna funkcija sa slikom u By(xo), tj. g € C(1,(ty), Bp(x0)).
Da bismo to dokazali prvo éemo dokazati da je g i uniformni limes od (f,,), a ne samo limes
po tockama. Zelimo dokazati da vrijedi:

(Ve > 0)AN* e N) t.d. Vn > N* vrijedi ||f, — gll« < &. (2.7)

Prema (2.5) vrijedi (za neki € > 0 i njegov N kao u (2.5)):

[fmn(®) = (D] < &, (2.8)

zasvet € I,(t) 1 mk > N. Kako je g toCkovni limes niza (f;,), pustimo lim,, .., na
nejednakost (2.8), te dobivamo:

lim |£,(5) = fi(D)] < &,

zasvet € I, te k > N. Kako je g(¢) limes niza (f,(t)), za svaki t € I,, zbog neprekidnosti
funkcije apsolutne vrijednosti dobivamo

lg(®) = fi(D] < &,

za svaki k > N i za svaki t € I,. To po def. sup-norme ekvivalentno moZemo zapisati kao:

g = fillo <&,
Vk = N.

Time smo dokazali da je g i uniformni limes od (f,,), odnosno dokazali smo (2.7). Preostaje
pokazati neprekidnost od f. Zelimo dokazati da vrijedi:

VMe>0)(F6>0)td. [t—s| <6 —|gt)—g(s) < e. (2.9)
Neka je & > 0 proizvoljan. Budu¢i da je g uniformni limes od f, na /() tada vrijedi:

AN, € N) t.d. Y > Ny, Yt € I,(fo) vrijedi | £,() — ()] < g

Buduci da je fy, neprekidna funkcija tada 36 t.d. [t — s| < 6 — [fi, (1) — f,(9)| < §. Za taj
isti 0 > 0 vrijedi:

|t = 5] <6 = [g(t) = g(9) = |8(1) = fx,(D) + [, (D) + finy (8) = S, (8) = ()] <
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& &
— 4+ —

<18 = fv, O + 1 /i, (O = fry (D] + 1 [, (5) — g()] < ; +2+ 3

Time smo dokazali neprekidnost od g.

= E&.

Ostaje jo§ pokazati da je slika funkcije g u B,(xo). Za svaki 7 € 1,(fy) znamo po pretpostavci
da je f,(¢) u By(xp), pa je i limes g(t), definiran u (2.6), u B,(xp), zbog zatvorenosti skupa
By, (xp). Budu¢i da tvrdnja vrijedi za svaki ¢, slika funkcije g nalazi se u Bj(x(). Time smo
dokazali potpunost prostora (C({,(ty), By(ty)), d).

Nadalje, pokaZimo da je Picardov operator kontrakcija, obzirom na normu ||.||, na prostoru
CL(10), R).
PokaZimo da postoji 0 < g < 1 takav da za svake dvije funkcije ¢, ¢, € C (Ia(to), Bb(xo))
vrijedi:

ITren) =T, < aller = ol

Neka je ¢ € 1,(1o) takav da vrijedi:
T @0 = Trtgal|,, = [(Toten - Trtem) )] (2.10)

Naime, buduci da su I's(¢;) 1 I'y(¢2) neprekidne funkcije na segmentu 1,(1), tada Ce i
njihova razlika biti neprekidna funkcija na istom segmentu. Slika te funkcije opet e biti
segment, pa ¢e se maksimum slike uistinu postizati u nekoj tocki ¢ € 1,(#).

Koristeci definiciju Picardovog operatora I'y, za svaki t € 1,(t), slijedi:

(600 =) 0] = | [ G506 - sG55

< f £, @1(5)) = £(s, ea(s))lds
<L f (01(5) = @a(s)l ds

fo
!

SLf ller — @alloo ds
fo

< Laller — ¢olls

pri ¢emu dolazimo do konstante kontrakcije ukoliko izaberemo a dovoljno mali tako da je
La < 1.

Konacno, s norme prelazimo na induciranu metriku te piSemo:

d(T (1), I'r(¢2)) < La - d(¢1, ¢2).
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Time vidimo da je I'y kontrakcija na metrickom prostoru (C(Ia(to), By (xp)), d).

Stoga, za sve a koje zadovoljavaju:

. [ b1
a<min{ —, — ¢,
M L

po Banachovom teoremu slijedi tvrdnja teorema.



Poglavlje 3

Analiticke metode

Obicne diferencijalne jednadZbe moguce je rjeSavati razliitim metodama, analitickim,
kvalitativnim i numeri¢kim.

U ovom poglavlju proucit ¢emo razlicite analiticke metode i njihove primjene. Ana-
liticke metode predstavljaju “tradicionalni” pristup rjeSavanju, a on ne ukljucuje racunala i
grafiku, no na taj nacin se mogu rijesiti samo obic¢ne diferencijalne jednadzbe koje pripa-
daju odredenim klasama.

Za obicne diferencijalne jednadzbe prvog reda, x’ = f(t, x), postoje dvije najpoznatije
klase koje se mogu lako analiticki rijeSiti. Te dvije klase mogu se zapisati u elementarnom
obliku:

1. X' = g(t)h(x)
2. x' = p()x + q(1),

gdje se 1. odnosi na sluc¢aj u kojem ¢emo koristiti metodu separacije varijabli, a 2. je
slu¢aj linearne diferencijalne jednadZzbe 1. reda, za koju imamo direktnu analiticku metodu
rjeSavanja.

Specijalno, ako u jednadzbi x' = f(¢, x) funkcija f ne ovisi eksplicitno o x, tj. x'(¥) =
f(x(1)), tada jednadZbu mozemo rijesiti eksplicitno jednom integracijom. Nadalje, u sluaju
autonomne obi¢ne diferencijalne jednadZzbe 1. reda, x'(¢) = f(x(r)), gdje f ne ovisi ekspli-
citno o ¢, jednadZba se uvijek moZe rijeSiti metodom separacije varijabli.

Iako se moZze Ciniti da su sve obi¢ne diferencijalne jednadZzbe lako "rjeSive”, odnosno da
uvijek moZemo pronadi eksplicitne formule za rjeSenje, takvo razmisljanje je vrlo daleko
od realnosti. Zapravo, postoji malen broj jednadzbi koje su eksplicitno rjesive. Primjerice,
niti jedna od sljedeéih funkcija nije eksplicitno integrabilna u obliku elementarne funkcije:

int
f0 = f0 =+ DE ) = .

13
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Medutim, ¢injenica da navedene funkcije ne moZemo jednostavno integrirati ne znaci da te
funkcije nemaju primitivnu funkciju, odnosno da diferencijalne jednadZzbe u kojima se one
pojavljuju nemaju rjeSenja. Takoder, mnoge diferencijalne jednadZbe, koje se pojavljuju
u razli¢itim primjenama, toliko su kompleksne da im rjeSenje ne znamo zapisati u obliku
eksplicitnog integrala. 1z tog razloga u sljede¢im poglavljima promatramo druge nacine za
rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

3.1 Separacija varijabli

Definicija 3.1.1 (Definicija separabilne ODIJ, [8]). KaZemo da je diferencijalna jednadzba
x' = f(t, x) separabilna, ako se moZe napisati u obliku:

x' = g(Hh(x), (3.1
gdjesug : R —- Rih:R — R dane neprekidne funkcije.

Separacija varijabli odnosi se na ¢injenicu da se funkcija f desne strane moze rastaviti
na umnozak funkcije po ¢ i funkcije po x.

Primjer 3.1.2 (Primjer separabilnih ODJ).

(a) Diferencijalna jednadZba lex = 1 je separabilna, buduci da se moZe napisati u
obliku:
1) =t
X =11 -x) - 8()
hx)=1-x

(b) Diferencijalna jednadzba x' + x* sint = 0 je separabilna, buduci da se moZe napisati
u obliku:
g(t) = —sint

X =—x*sint > s
h(x) =x

Uocimo, funkcije g i h nisu jedinstvene; mogli smo odabrati funkcije na sljedeci
nacin:
g(t) =sint, h(x) = —x*

(c) Diferencijalna jednadZba x' = sin x + cos t nije separabilna, jer se ne moZe napisati
u obliku (3.1).

Primijetimo, prema [10], ako postoji xy € R takav da h(xy) = 0, tada je konstantna funkcija
u(t) = xo jedno rjesenje diferencijalne jednadzbe (3.1). S druge strane, ako postoji interval
tako da h(x) # 0 za svaki x iz tog intervala, tada je diferencijalna jednadzba separabilna i
mozemo je zapisati u obliku:
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X' (1)
= g(1). (3.2)
) °
Integriranjem po nezavisnoj varijabli ¢t dobivamo sljedece:
x'(1) f
dt = (tdt + c, (3.3)
f e ¢

gdje je ¢ € R konstanta. Uvedimo supstituciju:
x=x(), dx=x(t)dt.

Rezultat supstitucije je sljedeci izraz:

1
fmdx:fg(t)dtwtc. (3.4)

Pod pretpostavkom da primitivne funkcije postoje, neka H(x) predstavlja primitivnu funk-
ciju funkcije ﬁ odnosno vrijednost H(x) = f ﬁa’x, dok G(?) predstavlja primitivnu

funkciju funkcije g(¢), odnosno G(r) = f g(t)dt. Vrijedi:

1
H(x):fmdx, G(t):fg(t)dt.

JednadZba (3.4) moZe se napisati u obliku:
H(x)=G()+c, c€R, (3.5)

gdje smo implicitno definirali funkciju x, koja ovisi o varijabli ¢, koje implicitno ili ekspli-
citno definira rjeSenje x = u(¢).

Primijetimo, ako je u (3.5) funkcija H invertibilna na odgovarajucoj domeni, tada
rjeSenje x(¢) diferencijalne jednadzZbe sa separabilnim varijablama moZemo eksplicitno iz-
raziti:

x(1) = H'(G@) + o).
Takoder, moZemo primijeniti i teorem o implicitnoj funkciji za rjeSavanje. U protivnom,
oblikom (3.5) je dan implicitni oblik rjeSenja.

Iskazimo sad teorem o skupu rjeSenja obi¢nih diferencijalnih jednadZbi sa separabilnim
varijablama:

Teorem 3.1.3 (RjeSenja separabilne ODJ 1. reda, [6]). Neka su h(x) i g(t) neprekidne
funkcije na otvorenim intervalima x € 1 it € J te pretpostavimo h(x) # 0 na I, pri Cemu

su funkcije h(x) i g(t) kao u (3.1). Neka je H(x) primitivna funkcija funkcije ﬁ naliG(t)
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primitivna funkcija funkcije g(t) na J. Tada je funkcija x, definirana na nekom podintervalu
J' od J, rjeSenje separabilne diferencijalne jednadzbe (3.1), ako i samo ako je x(J') C I i
zadovoljava sljedeci identitet:

H(x(1)) = G(t) + C, (3.6)

zasvet € J, gdje je C € R konstanta.

Dokaz. Neka x(f) predstavlja rjeSenje jednadzbe (3.1) na intervalu J C J. Tada je impli-
citno zadovoljeno x(J') C 1, jer je I domena od h. Zbog h(x(t)) # 0,t € J , jednadzbu (3.1)
mozemo podijeliti sa 4(x) te dobivamo:

/

h(x)

Neka su H i1 G primitivne funkcije iz iskaza teorema te vrijedi: ﬁ = H'(x), na x(J)) i
g(t) = G'(t), na J. Tada imamo:

/

X

=g(1), tel. (3.7)

= H'(x)x = (Hx(®)), teJ. (3.8)
h(x)
Stoga, jednadzba iz (3.1) jednaka je:
Hx(t) =G'(1), teld, (3.9)

Sto, integriranjem po varijabli ¢, povlaci (3.6).

Obrnuto, ukoliko diferencijabilna funkcija x zadovoljava (3.6), na intervalu t € J , te
ako je x(J') C I, tada deriviranjem (3.6) po ¢, dobivamo jednakost (3.9), na J'. Pratedi
prethodne korake (3.9) je ekvivalentno jednadzbi (3.1) na J . Preostaje pitanje diferencija-
bilnosti funkcije x. No, kako je h(x(f)) # 0 zat € J, funkcija & je na domeni x(J') C I ili
pozitivna ili negativna. Tada je funkcija H, ¢ija derivacija iznosi %, strogo rastuca ili strogo
padajuéa funkcija, na intervalu x € x(J') C I. U oba slucaja, inverzna funkcija H'(x) je
dobro definirana i diferencijabilna. 1z (3.6) slijedi:

x(t) = H G +C), tel. (3.10)

Zbog diferencijabilnosti od H~!' i G (obje funkcije su primitivne funkcije), po lanéanom
pravilu, slijedi da je x(¢) takoder diferencijabilna na J', ¢ime zavr§avamo dokaz. O

Korolar 3.1.4 ([6]). Neka je dan Cauchyjev problem
x'(1) = h(x)g(),
x(1o) = Xo,

gdje su zadovoljeni uvjeti Teorema 3.1.3 te ty € J, a xo € 1. Tada postoji jedinstvena
konstantanta C € R takva da rjeSenje x(t) jednadZbe iz Teorema 3.1.3 zadovoljava pocetni
uvjet x(ty) = Xxo.
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Dokaz. Pretpostavimo da je x rjeSenje diferencijalne jednadzbe na intervalu J', takvo da
je x(J') C 1. Tada ono zadovoljava (3.10). Uzmimo x = xy i ¢ = #, u jednakosti (3.6) te
dobivamo:

H(xp) = G(ty) + C.

Na taj nacin, na jedinstven nacin, definirali smo realnu konstantu C = H(xy) — G(fy). Kako
je xo € x(J)CItety e J,konstanta je dobro definirana.

S druge strane, pretpostavimo da je dana konstanta C formulom C = H(xy) — G(ty).
Dokazimo da dana konstanta C, ubacena u (3.10), daje rjeSenje diferencijalne jednadzbe
na intervalu J, takvo da x(J') C I te x(fy) = x,. Ukoliko je desna strana (3.10) definirana
na intervalu koji sadrZi £, tada je, prema Teoremu 3.1.3, definirano rjeSenje x(t), koje za-
dovoljava pocetni uvjet x(fy) = xo uz proizvoljnu konstantu C. Zbog toga, preostaje nam
pokazati da domena funkcije desne strane (3.10) sadrZi interval oko tocke .

Zat = ty, desna strana (3.10) glasi:

H™'(G(19) + C) = H'(H(x0)) = Xo.

Prema tome, funkcija x(f) je definirana za t = #,. Takoder, budu¢i da su funkcije H™' i
G + C neprekidne i definirane na otvorenim intervalima, njihova kompozicija ¢e opet biti
definirana na otvorenom intervalu. Budu¢i da taj otvoreni interval sadrZi 7y, takoder sadrzi
1 intervale oko tocke fy. Stoga je, funkcija x definirana na intervalu oko %, ¢ime je dokaz
zavrsen. O

Primjer 3.1.5 ([8]). Zadan je Cauchyjev problem:

x =({+1)cosx,
x(1) =0,

Primjecujemo da se obicna diferencijalna jednadzba

X' = (t+ 1)cos(x), (3.11)

moZe napisati u obliku (3.1), pri Cemu je g(t) =t + 1, za sve t € R, i h(x) = cos x, za sve
xeR

Za sve xy € R takve da je cos(xy) = 0, x(t) = xo bit ¢e konstantno rjesenje. Rjesavanjem
JjednadZbe cos(x) = 0, dobivamo konstantna rjeSenje oblika:

X (f) = (2k + 1)%, keZ.teR.

Primijetimo da nas pocetni uvjet xo = 0 nije tog oblika, pa u okolini x, = 0 moZemo
pretpostaviti da je cosx # 0.
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Funkcije h(x) = cos xi g(t) = t+ 1 su neprekidne funkcije na otvorenim intervalima x € R i
t € Rivrijedi cosx # 0 na nekom otvorenom intervalu oko xo = 0, pa obicnu diferencijalnu
JjednadZbu (3.11) moZemo zapisati na sljedeci nacin:

dx

= (t+ l)dt.
COS X

1
cos(x)

<—% + 2km, 5 + 2k7r> , k € Z, a G(t) primitivna funkcija funkcije (1 + t) na R. Prema Te-
oremu 3.1.3 znamo da tada postoji funkcija x definirana na nekom podintervalu od R, koja
je rjesenje separabilne diferencijalne jednadzbe (3.11) te vrijedi:

Neka je H(x) primitivna funkcija funkcije definirana na intervalu <§ + 2k, 37” + 2k7r>U

H(x(1)) = G(1) + C,

f dx f(r+1)dz+C,CeR. (3.12)

COS X

odnosno:

Rijesimo integral s lijeve strane jednakosti (3.12). Neka je v = sin x.
fcosxdx_f dv 1ln L+v) 1ln I +sinx L C
cos2x J 1-v2 2 \1-v) 2 \l-sinx
Rijesimo i integral s desne strane jednakosti (3.12).

t2
f(t+1)dt:ftdt+fdt:5+t+c

Iz (3.12) dobivamo implicitno rjesenje jednadzbe (3.11):

1 (1 +sinx) 2

=—+1+C,
2n

1 —sinx 2

odnosno: s .

+ sin 2

: X _ 62(2+[+C). (313)
1 —sinx
Uocimo da za sve x € R takve da h(x) = cos(x) # O (Pretpostavka Teorema 3.1.3), sigurno
Ce vrijediti sin(x) # 1.
Konacno, uvrstavanjem pocetnog uvjeta x(1) = 0 u dobiveno implicitno rjeSenje, dobi-
vamo:
1 +5sin(0) 2(§+1+c) 3

i) c=-2,
1—sin0) ¢ - 2
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Dakle, rjesenje, u(t), zadanog Cauchyjevog problema zapisano u implicitnom obliku, je
sljedece:

1+ sin(u() _ ez(§+,_;)
1 —sin(u(f)) ’

zasvet € (1 —g, 1+ &) takve da je u(t) € <—’—2r, §>

3.2 Linearna diferencijalna jednadZzba prvog reda

Neka su p i g dvije neprekidne funkcije definirane na intervalu I = (a,b), a,b € R. Tada
diferencijalna jednadzba:

X' = p(H)x + q(t) (3.14)

predstavlja opéu linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda.

JednadZba (3.14) naziva se homogena ako vrijedi ¢(#) = 0 na /. U suprotnom, jed-
nadzba (3.14) zove se nehomogena.

Za jednadzbu (3.14), jednadZzbu

x = p(z‘)x (3.15)
nazivamo pripadnom homogenom jednadzbom.

Primjer 3.2.1 ([8]). Jednadzba x' = p(t)x predstavlja ujedno i separabilnu i homogenu
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. U ovome primjeru ¢emo, postupcima iz prethodnog po-
glavlja, doci do rjeSenja navedene obicne diferencijalne jednadzbe.

Ako je x(ty) = 0 za neki ty € I, x(t) = 0 je jedno rjesenje jednadZbe na nekom podintervalu
od I oko ty. Naime, tada je i x'(t) = 0 i x(t) = 0 na tom podintervalu, pa je jednadZba
zadovoljena. Pretpostavimo sad da je na intervalu I x(t) # 0, za svaki t € 1. Tada moZemo
podijeliti s x, te primjenom metode separacije varijabli dobivamo:

f%dx:fp(t)dt (3.16)

In|x| = fp(t)dt (3.17)
x| = e POIC (3.18)
x.(f) = Cel P04 (3.19)

pri cemu je C = €€

vrijednost u (3.18).

> 0. Zbog nenegativnosti konstante C moZemo ukloniti apsolutnu
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Neka je, uz homogenu jednadzbu, dan i pocetni uvjet x(ty) = xo, to € I, xo # 0 (za xo = 0
imamo lokalno konstantno rjesenje 0). Dijeljenjem sa x(t) i integriranjem na intervalu
(20, t], u slucaju x # 0, (3.16) daje:

! x/(t) B !
. 30 dx-jt;p('r)d‘r. (3.20)

Uvodenjem supstitucije x(t) = s te ds = x'(t)dt dobivamo:

x(1) 1 t
f —ds:fp(r)d‘r (3.21)
x(to)=x0 S fo
x(1) t
Ins :fp(T)dT (3.22)
X0 1o
t !
ln%)):fp(r)d‘r (3.23)
Ty
(1) = xpeh O (3.24)

Dakle, uz pocetni uvjet x(ty) = xo rjesenje homogene diferencijalne jednadZbe prvog reda,
u slucaju xo # 0 glasi:

1

x(£) = xpelo PP (3.25)

Ako je xy = 0, po komentaru gore lokalno rjesenje oko t, je x = 0.

Prilikom rjeSavanja nehomogenih jednadzbi, pomoci ¢e nam rjesenje homogene jed-
nadzbe !

Teorem 3.2.2 (O rjeSivosti nehomogenih linearnih jednadzbi, [8]). Rjesenje nehomogene
linearne jednadZbe x' = p(t)x + q(t), dano je s:

x(1) = x.(1) + x,(1), (3.26)

gdje x,(1) predstavlja jedno (partikularno) rjesenje originalne jednadZbe x' = p(t)x + q(1),
a x.(t) predstavlja skup svih rjesenja pripadne homogene jednadZbe, x' = p(t)x.

Nadalje, ako rjesavamo Cauchyjev problem s pocetnim uvjetom x(ty) = Xy, tada u (3.26)
biramo ono rjeSenje x., homogene jednadzbe, koje zadovoljava pocetni uvjet x.(ty) = xo —
xp(tﬂ)'

1Zbog Primjera 3.2.1 znamo da ée svaka homogena jednadZba biti ujedno i separabilna, pa metodama iz
prethodnog poglavlja rjeSavamo separabilnu jednadzbu.
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Dokaz. Neka je x(1) = x.(t) + x,(t), ¢ € R, pri emu je x. jedno (bilo koje) rjeSenje
homogene jednadZbe, a x, jedno partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe. Pokazimo
da je tada x rjeSenje nehomogene jednadzbe. Vrijedi:

X' = p(0)x = (x(0) + x,(1)" = p(O)(xe(1) + x,(1)) = x:(1) = p(D)xe() + x,(1) — p(D)x, (1) = q(0).

=0 =q(t)

Obratno, neka je x(f) rjeSenje originalne diferencijalne jednadzbe. Tada vrijedi:

X' (1) = p(O)x(t) + q(1).

Ukoliko je x,, partikularno rjeSenje, tada vrijedi x;, = p(£)x, + g(#). Oduzimanjem ove dvije
jednadzbe dobivamo
(x —xp)" = p(O(x = xp),

pa je x — x, rjeSenje homogene jednadZbe, tj. postoji ¢ € C takav da je x — x, = x.. m|

Buduc¢i da jednadzbe (3.19) 1 (3.25) daje eksplicitnu formulu za rjeSenje linearne ho-
mogene jednadzbe, x., za rjeSenje nehomogene linearne jednadZbe preostaje pronaci jedno
(bilo koje) partikularno rjeSenje x, originalne, nehomogene jednadzbe. Opisat ¢emo dvije
metode: metoda neodredenih koeficijenata ? i metoda varijacije konstanti 3.

’Metoda neodredenih koeficijenata predstavlja jednostavniju metodu, ali ne moZe se primijeniti u svim
slucajevima.

3Metoda varijacije konstante moZe se primijeniti u svim slu¢ajevima, ali ée ve¢inom dovesti do kompli-
ciranijeg racuna.
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Metoda neodredenih koeficijenata

Primjer 3.2.3 ([8]). Odredimo opce rjesenje diferencijalne jednadzbe x' = x + sint.

Rjesenje. 1z Primjera 3.2.1 znamo da su sva rjeSenja pripadne homogene jednadzbe, x" = x,
dana s:
x.() = e/ = Ce', C > 0.

Jedno rjeSenje x,(¢) originalne diferencijalne jednadzbe pokuSat ¢emo odrediti me-
todom pogadanja, na temelju desne strane sint. TraZzimo partikularno rjeSenje oblika:
x,() = asint+pcost, gdje su a, B slobodne realne konstante koje odredimo uvrStavanjem
u jednadzbu:

acost—fBsint = asint + cost + sint.

Izjednacavanjem koeficijenata s desne i lijeve strane dolazimo do sustava jednadZbi:

pa dolazimo do rjeSenja @ = B = —
xy(1) = =1 sinr — 1 cost.

1 . . . v . . v .
5. Stoga, jedno partikularno rjeSenje jednadzbe je

Konacno, opce rjeSenje originalne diferencijalne jednadzbe, po Teoremu 3.2.2, moZemo
zapisati:

1 1
x(1) = x.(t) + x,(t) = Ce' - 3 sint — 5 cos t, C>0.

Primjer 3.2.4 ([8]). Odredimo opce rjesenje diferencijalne jednadzbe x' = x + e

Rjesenje. RjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe x, jednako je kao u Primjeru (3.2.3).
Pogodimo jedno partikularno rjeSenje originalne diferencijalne jednadZzbe u,. Na osnovu
desne strane e rjeSenje traZimo u sli¢nom obliku: x,(f) = @e*, @ € R. Ubacivanjem u
pocetnu diferencijalnu jednadzbu dobivamo:

e’ = ae” + ¥,
iz Cega slijedi @ = 1. Dolazimo do opceg rjeSenja diferencijalne jednadzbe:
x(t) = x(t) + x,(t) = Ce' + €, C > 0.

Objasnimo heuristicki kako pogadamo partikularno rjeSenje na temelju desne strane.
Neka je zadana diferencijalna jednadzba x’ — p(f)x = ¢(¢). Trazimo vektorski prostor
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funkcija kojima pripada desna strana, g(¢), diferencijalne jednadZbe te koji je zatvoren * na

operaciju:
d
f@ - f@) - p0)f) = [d_t - p(t)] f@.

Nadimo bazu fi,..., f, tog vektorskog prostora. Kako se desna strana, ¢(¢), mozZe na je-
dinstven nacin dobiti kao linearna kombinacija vektora baze, pod pretpostavkom da skup
{f/@®) — p®)fi(r) : i = 1,...,n} ostaje linearno nezavisan, tj. baza, kaoi{f; : i = 1,...,n},
rjeSenje x,(f) moZzemo naci u obliku linearne kombinacije baznih funkcija tog vektorskog
prostora.

U Primjeru 3.2.3, prostor V := {asint + Scost : @, € R}, tj. linearna ljuska funkcija
sin 1 cos t, je dvodimenzionalan realan vektorski prostor zatvoren na operaciju f — f'— f.
Na slican nacin odredit ¢emo vektorski prostor u sljedeCem primjeru.

Primjer 3.2.5 ([8]). Odredimo opce rjesenje diferencijalne jednadZbe x' = x + €.

Rjesenje. Do rjeSenja pripadne homogene jednadZbe dolazimo na isti nacin kao u Primjeru
3.2.3 i ono je dano s x.(t) = Ce', C > 0.

Sli¢no kao u gornjem primjeru, promatramo jednodimenzionalan vektorski prostor, V :=
{ae' : @ € R}, kojem pripada funkcija desne strane ¢, te koji je zatvoren na operaciju
f — f’' — f. Zato partikularno rjeSenje trazimo u obliku @e’, @ € R. Iako vrijedi da je
jednodimenzionalni prostor {a : @ € R}, zatvoren s obzirom na operaciju f’ — f, rjeSenje
u,(t) = ae' nece biti partikularno rjeSenje pocetne diferencijalne jednadzbe. Ubacimo izraz
za x,(t) u diferencijalnu jednadzbu x" = x + €'

ae' = ae' +¢'.
Dobivamo @ = a + 1, $to nema rjeSenja @ € R. ZakljuCujemo da smo odabrali krivi oblik

u kojem trazimo partikularno rjesenje.

Primijetimo da desna strana pripada i dvodimenzionalnom vektorskom prostoru V :=
{e', te'}, koji je takoder zatvoren na operaciju f — f’ — f. Budu¢i da se radi o dvodimenzi-
onalnom prostoru, partikularno rjeSenje traZimo u obliku: x,(f) = ae' + pte', a, B € R.

Uvrstavanjem x,(f) u X’ = x + ¢’ dobivamo:
ae' + Be' + pre' = ae' + pre’ + ¢,
iz Cega slijedi: @ = 01 = 1. Partikularno rjeSenje je tada x,(t) = te'.

Opce rjesenje pocetne diferencijalne jednadzbe je tada:

x(1) = x.(t) + x,(t) = Ce' + te', C > 0.

“Vektorski prostor V je zatvoren na operaciju f +— f’ — pf ukoliko vrijedi: f € V povladi f — pf € V.
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Kao $to smo vidjeli iz primjera, pokuSavamo naci dovoljno-dimenzionalni vektorski
prostor, koji sadrzi desnu stranu i zatvoren je na operaciju f — f’ — pf, a da dopusta
dovoljno stupnjeva slobode (slobodnih konstanti) da moZemo naci partikularno rjeSenje u
tom obliku.

U sljede¢em potpoglavlju bavit ¢emo se metodom koja se moZe primijeniti na sve line-
arne diferencijalne jednadzbe prvog reda, metodom varijacije konstante.
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Metoda varijacije konstante

Iako je ova metoda racunski nesto kompliciranija od prethodne, njezinim koriStenjem uvi-
jek 3 éemo doéi do partikularnog rjeSenja. Takoder, tom metodom izvest éemo i eksplicitnu
formulu za rjesSenje linearne obi¢ne diferencijalne jednadZzbe prvog reda.

Prema [8], opCe rjeSenje pripadne homogene jednadzbe (3.15) dano je s:
x.() = Cel 0% C e R.

Uvodimo supstituciju C = C(%), tj. pretpostavimo ovisnost konstante o varijabli t. Tada
opce rjesSenje pripadne nehomogene jednadZbe traZimo u obliku:

x(1) = C(r)el PO (3.27)
gdje je t — C(¢) nepoznata funkcija koju dobijemo uvrStavanjem u nehomogenu jednadzbu.

Pretpostavljeno rjeSenje (3.27) ubacimo u nehomogenu jednadzbu (3.14) te dobivamo:

C'el " + Coyp)e! ™ = p()Cr)e " + 4o,

derivacija x.(t)

iz Cega slijedi:
C'(1) = qi)e™ PO = y(p). (3.28)

Integrirajuci (3.28) dolazimo do izraza za varijablu C(¢):

C(r) = f r(dt + C = f lae 17 ar+ C, CeR,

a prema (3.27) opCe rjesSenje je dano s:

x(r) = el P { f la@e 170U ar + C}, CeR

C(t)

Ubacivanjem pocetnog uvjeta rjeSavamo sljedec¢i Cauchyjev problem:

{x’(t) = p()x(t) + (), (3.29)

x(tp) = xg.

Neka je x. skup svih rjeSenja homogene jednadzbe. Tada imamo sljede¢i Cauchyjev pro-
blem, za homogenu jednadZbu:

0sim u slu¢ajevima kada podintegralna funkcija nece biti integrabilna.
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(3.30)

x.(1) = p()x.(1),
XC(IO) =C,

gdje je C > 0 neka konstanta.
Dijeljenjem sa x.(¢), u jednadzbi (3.30), te integriranjem na intervalu [#,, ] dobivamo:

xe(1) = Ceh "7,
Uvodimo supstituciju C = C(¢). Tada rjeSenje pripadne nehomogene jednadzbe glasi:

() = C(f)edo P (3.31)

Pretpostavljeno rjesenje (3.31) ubacimo u nehomogenu jednadzbu (3.14) te dobivamo:
C'eh ™™ + Cypeh ™™ = pCeh ™™ + 40,
iz Cega slijedi:
(1) = gty "
Integriranjem prethodne jednakosti, na intervalu [#y, f] dobivamo:

C(t) = C(ty) + f g(s)e o PO g (3.32)

fo

Ubacivanjem (3.32) u (3.31) slijedi da je opCe rjeSenje nehomogene jednadzbe jednako:

x(1) = eho PO { f g(s)e PP g 4 C(to)}. (3.33)

10

Ubacivanjem pocetnog uvjeta x(zy) = xo u (3.33) slijedi:

" 10 4
Xo = x(tg) = eho PO { f g(s)e” o PO g 4 C(to)} = Clty).

o

Time smo izveli formulu za opcCe rjeSenje linearne nehomogene jednadzbe prvog reda:

x(f) = el PO { f [q(t)e-f P(f)df] dt + c} ,CeR, (3.34)

te za rjeSenje Cauchyjevog problema:

(1) = o PO { f [q(s)e‘fré ”WT] ds + xo}, (3.35)

fo
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uz pocetni uvjet x(ty) = Xxo.

Primijetimo da rjeSenje (3.35) uz pocetni uvjet x(#y) = xo moZemo zapisati u obliku:

x(r) = w(ty, 1) {f w(s, t9)q(s)ds + xo} , (3.36)

To
gdje je:
w(s, £) = el POIT, (3.37)

Primjer 3.2.6. [8] Odredimo opce rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe x' = ax + b,
a,beR.

Rjesenje: RjeSenje homogene jednadzbe, x” = ax, jednako je
x (1) = Cel “ = Ce™, C > 0.
RjesSenje nehomogene jednadzbe x' = ax + b nalazimo metodom varijacije konstante.
1. Opce rjeSenje nehomogene jednadZzbe traZimo u obliku:

x(1) = C(t)e”.

2. RjeSenje iz 1. uvrstimo u nehomogenu jednadzbu x” = ax + b te dobivamo:

C'(H)e" + aC(t)e” = aC(t)e™ + b

derivacija x(t) iz 1.

C'(1) = be™™. (3.38)

3. Integrirajuci dobivamo:

b
C(r) = fbe_“’dt =—e“+¢, ceR

a

Prema 1. dobivamo da je opce rjeSenje nehomogene jednadzbe:

e = —=+ce”, ceR.

x(t) = C(t)e” = [—lze_‘" +c
a a

Ovim primjerom ilustrirali smo koriStenje strategije rjeSavanja nehomogene jednadzbe
metodom varijacije parametara, odnosno kako moZemo pomocu te metode doci do rjeSenja
nehomogene jednadzbe (3.14). U sljedeCem primjeru ¢emo, bez ponovnog prolaska po
svim koracima, koristiti formulu (3.34) kao danu.
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Primjer 3.2.7. [1] Odredimo opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe x' = —%x + 1% uz
pocetni uvjet x(1) = %

Rjesenje: Do rjeSenja nehomogene diferencijalne jednadzbe x" = —%x + > dolazimo pri-
mjenom formule (3.34), uz p(t) = —% ig(t) =1r.
Pomocu formule (3.34), dolazimo do opéeg rjeSenja nehomogene jednadzbe:

1° A
x(t) :f3{ft5dt+c} = z-3{g+c} =Cr3+ = C eR.

Ukoliko ubacimo pocetni uvjet, x(1) = %, u opCe rjeSenje diferencijalne jednadzbe, dola-
zimo do realne konstante C:

1 13 1 1
HD===2C-()?+—==2C+-—>C=-.
=3 (D7 + 5 6 "6
Uz pocetni uvjet, x(1) = %, opce rjesSenje pocetne diferencijalne jednadZbe iznosi:
=P
x(t) = — + —.

3 6



Poglavlje 4

Kvalitativne metode

Diferencijalne jednadzbe koriste se u mnogim granama znanosti te se ¢esto susre¢emo s
diferencijalnim jednadZbama koje je vrlo tesko ili cak nemoguce rijeSiti analitickim me-
todama. U prethodnom poglavlju vidjeli smo vrlo specijalne oblike jednadzbi koje imaju
eksplicitna rjeSenja koja je lako pronadi. Bez mogucénosti analitickog rjeSavanja jednadzbi,
razvijene su druge metode za analizu ponaSanja rjeSenja u vremenu.

Metode proucavanja diferencijalnih jednadzbi bez eksplicitnog rjeSavanja opCenito se
mogu podijeliti u dvije klase: kvalitativne i numeri¢ke metode.

U ovom poglavlju bavit éemo se kvalitativnim metodama u kojim na temelju oblika jed-
nadzbe, bez eksplicitnog rjeSavanja, procjenjujemo ponasanje rjeSenja u vremenu. Jedna
od kvalitativnih metoda je graficki prikaz polja smjerova i to ¢e nam predstavljati glavni
alat u kvalitativnoj analizi.

Radi jednostavnosti, u ovom poglavlju bavit ¢emo se samo obi¢nim diferencijalnim
jednadzbama prvog reda:

x' = f(t, %),

pri éemu je f definirana na D C R?, a za sve grafi¢ke prikaze koristiti éemo Geogebru [2].

29
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4.1 Polje smjerova

Polje smjerova ili polje nagiba za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu x" = f(z, x), predstavlja
smyjer ili nagib rjeSenja ¢ — x(), u svakoj tocki (¢, x)-ravnine.

Integralnom krivuljom nazivamo parametarsku krivulju rjeSenja ¢ — x(7). Geometrijski,
integralne krivulje su one krivulje kojima polje smjerova predstavlja tangencijalne vektore
duz citave krivulje. Integralne krivulje ispunjavaju citavo podrucje (¢, x)-ravnine u kojem
funkcija f(, x) zadovoljava uvjete koji osiguravaju postojanje 1 jedinstvenost rjeSenja Ca-
uchyjevog problema, pri ¢emu smo teoriju egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja razvili u
poglavlju 2. Krivulje se u tom podrucju takoder nigdje ne sijeku i nigdje ne dodiruju jedna
drugu.

Ukoliko je dan pocetni uvjet x(zy) = x, te ako su u okolini tocke (¢, x() ispunjeni uvjeti
Picardovog teorema 2.0.6, postoji lokalno jedinstvena integralna krivulja koja prolazi kroz
tocku (79, xp). Ona se moze skicirati u (¢, x)-ravnini prate¢i polje smjerova, pocevsi u tocki
(t0, X0), kao u Primjeru (4.1.1).

Polje smjerova za jednadzbe oblika x" = f(z, x), moZe se konstruirati izracunavanjem
vrijednosti funkcije f u toCkama (, x)-ravnine. Naime, ako je funkcija x(¢) rjeSenje dife-
rencijalne jednadzbe prvog reda x’ = f(t, x) koje prolazi nekom tockom (%, xy), tada je
smjer tangente na krivulju ¢t — (¢, x(¢)) u njezinoj tocki (#y, xo) dan s f(y, xy). Odabe-
remo li skup ’pravilno’ rasporedenih tocaka (z, x) u onom dijelu ravnine u kojem trazZimo
rjeSenje, te kroz svaku od odabranih tocaka nacrtamo liniju smjera s koeficijentom smjera
f(t, x), dobit ¢emo polje smjerova diferencijalne jednadzbe x’ = f(¢, x). Polje smjerova
nam najcesSce daje dobru ideju o izgledu rjeSenja, te na taj nain mozemo skicirati inte-
gralne krivulje rjeSenja. Pri tom koristimo svojstvo da nam u svakoj tocki nacrtane linije
smjera pokazuju smjer krivulje, tj. daju tangentu na krivulju.

Po uzoru na [8], u idué¢im primjerima pokazat ¢emo nekoliko nacina za skiciranje polja
smjerova.

Metoda mreze

Za diferencijalnu jednadzbu x’ = f(¢, x) zamislimo pravokutnu mrezu tocaka koja pokriva
(t, x)-ravninu, a zatim odredimo 1 nacrtamo nagib rjeSenja kroz svaku.

Primjer 4.1.1. Neka je zadana diferencijalna jednadzba x’ = —tx. Skicirajmo polje smje-
rova.

Rjesenje. U velini sluCajeva polje smjerova konstruirat ¢emo uz pomo¢ racunala, ali u
ovom primjeru pokazat ¢emo nacin na koji mozemo rucno skicirati polje smjerova.
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Skiciranje polja smjerova zapocCinje odabirom proizvoljno mnogo tocaka (¢, x)-ravnine, od-
nosno uredenih parova (7, x¢), koje svrstavamo u jednu tablicu.

Kada smo odredili Zeljene tocke u (z, x)-ravnini, u tablicu dodajemo redak f(, x), odnosno,
u nasem primjeru, za svaku toc¢ku (#y, xo) racunamo vrijednost funkcije f(#y, xo) = —foXo.
Dobivamo sljedecu tablicu:

Tablica 4.1: Odabrane tocke u (#, x)-ravnini 1 vrijednost funkcije f(z, x).

t[3 3 2 2 -1 -10 1 1 2 2 3 3
x|/3 3 2 2 -1 1 0 1 -1 2 2 3 3
f]9 9 4 4 -1 1 0 -1 1 -4 4 9 9]

Na Slici 4.1 nacrtane su tocke iz Tablice 4.1 zajedno sa ucrtanim linijama ¢iji je nagib
vrijednost funkcije f(z, x). Crvenom linijom nacrtana je jedna integralna krivulja.
Napomenimo da smo u ovom primjeru mogli naci i eksplicitno rjeSenje pomocu metoda iz
Poglavlja 3. Rjesenje danog Cauchyjevog problema:

(1) = —t
X(O) = ~tx 4.1
x(ty) = Xo,
1Znosi: -
x(t) = Ce?,

. . 2
pri ¢emu je C = xge /2,

Stoga ovdje istu integralnu krivulju moZemo dobiti i direktno, crtanjem grafa funkcije
rjeSenja kroz neku tocku (79, xo).

"

Slika 4.1: Rucna skica polja smjerova i jedno rjesenje diferencijalne jednadzbe x" = —tx
(Geogebra).
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U sljedecem primjeru promatrat ¢emo istu diferencijalnu jednadzbu, x’ = —zx, no ovoga
puta ¢emo pokazati kako bismo na efikasniji nacin mogli iscrtati polje smjerova, koje e
dodatno imati puno viSe odabranih toCaka te ¢e time bolje opisivati rjeSenja zadane dife-
rencijalne jednadzbe.

U Primjeru (4.1.1) polje smjerova metodom mreZe moZemo efikasnije crtati koristeci sljedeca
opazanja:

e Ukoliko t = 01ili x = 0, tada je f(¢, x) = —tx = 0. Stoga je nagib kroz bilo koju tocku
na koordinatnim osima jednak 0. Zaklju¢ujemo da Ce linije smjera biti horizontalno
poloZene duZz koordinatnih osi.

e Linije smjera (a onda i integralne krivulje) su centralno simetri¢ne s obzirom na
ishodiste te osno simetri¢ne obzirom na obje osi '. Stoga ucrtano polje smjerova za
prvi kvadrant daje polje smjerova za sve ostale kvadrante.

e Ukoliko fiksiramo pozitivni ¢, nagib linije smjera (negativan) postaje strmiji kako se
pozitivni x povecava.

e Ukoliko fiksiramo pozitivni x, nagib linije smjera (negativan) postaje strmiji kako se
pozitivni ¢ povecava.

Polje smjerova koje dobivamo prateci prethodne korake skicirano je na Slici 4.2, uz prikaz
integralne krivulje jednog od rjeSenja pocetne diferencijalne jednadzbe x’ = —tx.

Slika 4.2: Polje smjerova 1 jedno rjeSenje diferencijalne jednadzbe x’ = —tx (Geogebra).

I'Simetrija je posljedica Einjenice da je funkcija f(z, x) antisimetri¢na oko obje osi. To¢nije, ukoliko bilo
koja od varijabli 7 ili x promijeni predznak, tada ¢e se promijeniti i predznak funkcije f.
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Metoda izoklina

Metoda izoklina predstavlja drugi (brzi) nacin konstrukcije polja smjerova diferencijalnih
jednadzZbi.

Izoklina je skup tocaka (¢, x) u domeni polja smjerova u kojima je f(x,t) konstantna,
tj. takvih da postoji konstanta ¢ € R takva da je x’ = f(x,f) = ¢. Geometrijski, izokline
su krivulje konstantnog nagiba u svakoj tocki. Algebarski, jednadzbu izokline sa kons-
tantom ¢ pronalazimo uz pomo¢ jednakosti f(¢,x) = c. Primijetimo da u svakoj tocki
izokline rjeSenje diferencijalne jednadzbe sijece izoklinu s nagibom c, kao §to je prikazano
na sljedecoj slici.

A ina s nagibom 1
lzokﬁna /9 Y )y

——— 7 7 i

\_/ rjeSenja diferencijalne jednadzbe z'=-tz

Slika 4.3: Izokline diferencijalne jednadzbe x" = —tx (Geogebra).

Primijetimo, izoklina predstavlja krivulju koja spaja tocke s jednakim nagibima polja

smjerova, no opcéenito ne predstavlja (sa rijetkim iznimkama) rjeSenje diferencijalne jed-
nadZzbe.
JednadZbe izoklina za jednadZbu x’ = —zx iz Primjera 4.1.1 dane su grafom funkcije x(¢) =
—%, za sve ¢ € R. Primijetimo, izokline ¢ine 1-parametarsku (u ovisnosti o patrametru c)
familiju hiperbola, a za ¢ = 0 hiperbole ’degeneriraju’ u koordinatne osi, kao Sto pokazuje
Slika 4.4.

Iz definicije izoklina znamo da ¢e svaka c-izoklina prolaziti kroz tocke u kojima je linija
smjera nagiba ¢ € R. Zbog toga, da bismo nacrtali polje smjerova, u svim tockama (tj.
nekoliko njih) c-izokline ucrtavamo liniju smjera nagiba c. Na taj nacin dolazimo do po-
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lja smjerova. Ukoliko Zelimo dobiti Siru sliku, navedeni postupak ponovimo za nekoliko
razlicitih konstanti ¢, kao Sto je prikazano na Slici 4.4.

(‘x

A

Slika 4.4: Izokline diferencijalne jednadzbe x" = —zx (Geogebra).

Primijetimo da na Slici 4.4 dobivamo isto polje smjerova kao i na Slici 4.1, ali smo
sada napravili drugaciji odabir to¢aka u kojima smo crtali linije smjerova.

Racunalni izrac¢un

Polje smjerova lakSe je konstruirati, pogotovo u tezim primjerima, uz pomo¢ racunalnih
programa. Za prikaz polja smjerova mogu se koristiti neki od programa: Matlab, Maxima,
Maple i drugi. Program koji ¢emo mi koristiti biti ¢e Geogebra [2].

Racunalo racuna vrijednost funkcije f(z, x) na unaprijed odredenoj mreZi u (¢, x)-ravnini,
te zatim crta nagibe u tim tockama. Na Slici 4.5 moze se vidjeti rezultat jednog takvog
izraCuna, za diferencijalnu jednadzbu iz Primjera 4.1.1.



35

POGLAVLIJE 4. KVALITATIVNE METODE

Slika 4.5: Polje smjera diferencijalne jednadZbe x" = —tx.

SlopeField (f, <Number n>, <Length multiplier a>)

solveODE (f, <Start x>, <Start y>, <End x>, <Step>)
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Neki primjeri crtanja polja smjerova
Primjer 4.1.2 ([8]). Nacrtajte polje smjerova za diferencijalnu jednadZbu x' = 2t — x.

Rjesenje. Pomocu metode izoklina konstruirat éemo polje smjerova. Za danu diferenci-
jalnu jednadzbu, jednadZzba izoklina glasi 27 — x = ¢, za ¢ € R. U ovom slucaju, izokline su
predstavljene pravcima, a polje smjerova dano je na Slici 4.6.

7/

Slika 4.6: Polje smjerova diferencijalne jednadzbe x" = 2t — x 1 nekoliko krivulja rjeSenja
(Geogebra).

Koristenjem metode separacije varijabli, uvedene u Poglavlju 3, eksplicitno rjesenje dife-
rencijalne jednadzbe u algebarskom obliku dano je s: x(f) = ce™ +2r—2,zasve c € R i
t € R. Za svarjeSenja vrijedi:

t B )
tim X~ fim Cef:z,

t—>+o00 t—+o00

lim (x(r) — 2¢) = lim (ce™ + 2t — 2t —2) = -2.
t—+00 >+

Zbog toga Sto prethodni racun vrijedi za svaki ¢ € R, pravac x = 2t — 2 predstavlja desnu
kosu asimptotu na sva rjeSenja diferencijalne jednadZbe x" = 2¢ — x, t € R. Nadalje, pravac
x(t) = 2t — 2 je jedno rjesenje (za ¢ = 0) te predstavlja rijedak primjer kada je izoklina
takoder i rjesenje.

Primjer 4.1.3 ([8]). Nacrtajte polje smjerova za diferencijalnu jednadzbu x' = x* — t.
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Rjesenje. Primijetimo da, za razliku od prethodnih primjera, danu jednadzbu ne znamo
eksplicitno rijesiti metodama iz Poglavlja 3 (nije linearna, ne moZemo separirati varijable),
pa na ovom primjeru kvalitativna metoda polja smjerova zaista ima smisla. Izokline zadane
diferencijalne jednadZbe su parabole zadane jednadzbom x> —t = c, ¢ € R. Polje smjerova,
nacrtano uz pomoc racunalnog programa Geogebra, dano je na Slici 4.7.

Slika 4.7: Polje smjerova diferencijalne jednadzbe x' = x> — t i nekoliko krivulja rjeSenja
(Geogebra).

Na Slici 4.7 crvenom bojom ucrtane su tri krivulje rjeSenja zadane diferencijalne jed-
nadzbe. Pomocu polja smjerova, mozemo primijetiti razliita ponasanja rjeSenja u vre-
menu, ovisno o pocetnoj toc¢ki. Kada t — +oc0, neka rjeSenja ée rasti u +oo, neka padati u
—o0, dok €e postojati to¢no jedno rjeSenje koje ¢e razdvajati navedena dva ponaSanja. Raz-
log postojanja takvog jedinstvenog “razdvajajuceg” rjeSenja je Cinjenica da oko tog rjeSenja
mozemo konstruirati tzv. lijevak, vidjeti Definiciju 4.2.4 i Teorem 4.2.9 u Poglavlju 4.2.

Diferencijalna jednadzba iz Primjera 4.1.3 posebno je zanimljiva zbog toga Sto, iako iz-
gleda jednostavno, njezino rjeSenje nemoguce je svesti na izraCunavanje integrala, odnosno
diferencijalnu jednadZbu ne moZemo rijeSiti analitickim metodama. Uz pomo¢ kvalitativ-
nih metoda u Primjeru 4.1.3, unato¢ tome S$to ne postoji egzaktna formula za rjesenje dife-



POGLAVLIJE 4. KVALITATIVNE METODE 38

rencijalne jednadzbe, dobili smo skicu ponaSanja rjeSenja u vremenu za razliite pocetne
uvjete.

Zakljucno, polje smjerova obi¢no konstruiramo uz pomo¢ metode mreze ili metode
izoklina, koje mozemo ucrtavati ru¢no ili koristeci raCunalo.

4.2 Kyvalitativni opis rjeSenja

Prilikom kvalitativnog opisa rjeSenja promatrat ¢emo ponaSanje krivulje rjeSenja kad ¢t —
+o0. U ovom poglavlju ¢emo promatrati tri kvalitativno razlicite vrste dugoro¢nog ponasanja
krivulja rjeSenja: postojanje lijevka, antilijevka 1 postojanje vertikalne asimptote.

1. Granice
Neka je

x' = f(t,x)
diferencijalna jednadzba prvog reda. Neka je zadan interval I = [#, t;], pri Cemu za 1, i/ili
t; dozvoljavamo 1 vrijednost +oo.

Definicija 4.2.1 ([8]). KaZemo da je neprekidno diferencijabilna funkcija t — a(t) donja
granica za diferencijalnu jednadZbu x' = f(t,x(t)), na intervalu I, ako vrijedi @ (1) <
f(t,a(t)), za svet € L.

KaZemo da je neprekidno diferencijabilna funkcija t — [(t) gornja granica za diferenci-
jalnu jednadzbu x' = f(t, x(t)), na intervalu I, ako vrijedi f(t,5(t)) < B (¢), za sve t € I.

Drugim rijeCima, za donju granicu a(f), u tocki presjeka rjeSenja diferencijalne jed-
nadzbe i krivulje a(¢), nagib rjeSenja ne moze biti manji od nagiba krivulje a(t), kao Sto je
prikazano na Slici 4.8. Suprotan zakljucak slijedi za gornju granicu.

/

nagibi krivulja rjesenja jednadzbe

Slika 4.8: Primjer donje granice a(?) i gornje granice S3(t).
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Intuitivno moZemo zamisliti da donja granica “gura” sva rjeSenja prema gore, dok ih
gornja granica “gura” prema dolje. Primijetimo da gornja i donja granica nisu opcenito
krivulje rjeSenja.

Vratimo se diferencijalnoj jednadzbi x' = x*> —t iz Primjera 4.1.3. Na Slici 4.9 prikazano je
polje smjerova zajedno sa izoklinama (zelena boja) te nekoliko integralnih krivulja (crvena
boja).
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Slika 4.9: Polje smjerova diferencijalne jednadzbe x' = x*> — t (Geogebra).

Na Slici 4.9 uoCavamo da se sva rjeSenja (za dovoljno veliki #), smijeStaju izmedu izoklina
x>—t=01ix>—t=—1. To nas navodi na zaklju¢ak da izoklina x> — ¢ = 0 predstavlja donju
granicu, dok izoklina x> — ¢ = —1 predstavlja gornju granicu na intervalu I = [ty, +oo] za
dovoljno veliki f.

S druge strane, ukoliko pogledamo samo izoklinu x> — ¢ = 0, na Slici 4.10 uo¢avamo kako

ona ujedno predstavlja i gornju granicu (u prvom kvadrantu) i donju granicu (u ¢etvrtom
kvadrantu).
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Slika 4.10: Izoklina x> — t = 0, koja predstavlja gornju i donju granicu (Geogebra).

Granice moZemo konstruirati na mnogo nacina, ali najéeS¢e ¢emo ih traZiti pomocu izok-
lina.

Ukoliko u Definiciji 4.2.1 vrijede stroge nejednakosti:

@ () < ft,a@) ili B@) < f(t,B(0), tel, (4.2)

tada za granicu na intervalu / (gornju ili donju) kaZzemo da je jaka. U slucaju kada za neke
t € I vrijedi jednakost, kaZzemo da je granica slaba.

U ovisnosti o ”propusnosti” granice na rjesenja jednadzbe, u sljedecoj definiciji uvest
¢emo jo$ jednu podjelu na porozne i neporozne granice.

Definicija 4.2.2 ([8]). Neka je zadana diferencijalna jednadzba x' = f(t, x).

Za donju granicu kaZemo da je neporozna na rjeSenja diferencijalne jednadZbe na intervalu
I, ako za sva rjeSenja t — x(t) te jednadzbe na I vrijedi implikacija: ako za neki ty € 1
vrijedi a(ty) < x(ty), tada a(t) < x(t), za sve t > t,.

Za gornju granicu kaZemo da je neporozna na rjesenja diferencijalne jednadZbe na inter-
valu I, ako za sva rjeSenja t — x(t) te jednadZbe na I vrijedi implikacija: ako za neki ty € 1
vrijedi x(ty) < B(ty), tada vrijedi x(t) < B(t), za sve t > t,.

Za granicu (gornju ili donju) kazemo da je porozna, ako nije neporozna.
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Neporozna granica ponaSa se poput polupropusne membrane u kemiji ili biologiji:
rjeSenje koje prijede iznad neporozne donje granice ostati ¢e iznad nje, a rjeSenje koje
se spusti ispod neporozne gornje granice, ostati ¢e ispod nje. Skoro u svakom slucaju
granica ¢e biti neporozna. Takvu tvrdnju vrlo je teSko dokazati, ali u sljede¢em teoremu
dokazujemo nesto blazu tvrdnju: jaka granica uvijek je neporozna.

Teorem 4.2.3 ([8]). Jaka granica za diferencijalnu jednadzbu x' = f(t, x) je neporozna na
svakom intervalu.

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju za donju granicu «(¢), za gornju se dokaze slicno. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. granica «(¢) je jaka i porozna. Znaci da postoji neko rjeSenje 1 — x(¢)
na nekom intervalu I, za koje vrijedi a(fy) < x(t), za neki ty € I, 1 postoji t € (ty, +o0) N [
za koji vrijedi a(t) > x(¥).

Neka je K := {t: a(t) > x(t),t € [ty, +oo) N I} te neka je t; := inf K. Tada je t; > f.
Ukoliko dokazemo da je funkcija @ — x : [fy,+00) NI — R neprekidna, tada je skup
K = (@ — x)7'([0, +o0)) zatvoren u [ty, +co) N I, pa je infimum jednak minimumu.
Primijetimo da je funkcija @ — x neprekidna po definiciji rjeSenja (mora biti neprekidno
diferencijabilna pa onda i neprekidna) i definiciji granice kao neprekidne diferencijabilne
funkcije.

Zakljucujemo da je:
t1 =min{t : a(t) > x(t),t € [ty, +oo) N 1}, (4.3)

odnosno ¢, je prvi trenutak u kojem Ce se krivulja rjeSenja x(¢;) spustiti ispod donje granice
a(ty). Primijetimo da ¢e u trenutku ¢, zbog neprekidnosti funkcije @ — x zapravo vrijediti
a(ty) = x(t;). U trenutku #,, po definiciji jake granice, vrijedi:

x'(t) = f(t, x(11)) = f(t, a(tr)) > &' (1) (4.4)

Stoga vrijedi: (x — @)’(¢;) > 0, pa je u tocki #; funkcija x — @ strogo rastuca, Sto znaci
da postoji neki £ > 0 takav da je x(¢) — a(t) < x(t;) —a(t;) = 0,1t € (t; —&,1;). To je u
kontradikciji s ¢injenicom da je a(f) donja granica.

O

Primijetimo, u Teoremu 4.2.3 zahtijevamo da granica bude jaka. U suprotnom ne bismo
dosli do kontradikcije, jer bi tada u (4.4) umjesto a’(¢;) < x'(t;) vrijedilo a’'(t;) = x'(#1),
pa ne bismo imali zakljucak lokalnog strogog rasta funkcije x — @ oko #;. Zbog toga, pri
konstrukciji granice bit ¢e nam vazno da je jaka.

Vratimo se diferencijalnoj jednadzbi iz Primjera 4.1.3. Sa Slike 4.11 uocavamo da ce
polupravac x = 0, za ¢ > 0, biti jedna gornja granica.
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Slika 4.11: Polupravac x = 0, za ¢t > 0, kao jaka gornja granica u Primjeru 4.1.3 (Geoge-
bra).

Naime, neka je 8(t) = 0, t € (0, +c0). Vrijedi:

Bt =0>—t 4.5)

za sve t > (. Stoga, prema (4.5) i definiciji jake granice iz (4.2), zakljuCujemo da je
polupravac x = 0, za ¢ > 0, jaka gornja granica.

Primijetimo, polupravac x = 0, za t > 0, predstavlja i neporoznu gornju granicu, od-
nosno sva rjeSenja koja produ ispod gornje granice () vise se nikad ne vrate iznad nje.

2. Lijevak i antilijevak

Granice ¢e nam biti od vaznosti u slu¢ajevima kad imamo u paru donju i gornju granicu
(jednu do druge). Na taj naCin dobit ¢emo tzv. lijevak i antilijevak, Cije su formalne
definicije u nastavku.

U Teoremu 4.2.5 dokazat éemo da, jednom kad rjeSenje "ude” u lijevak, ono ostaje u
njemu.

Kod konstrukcije lijevka i antilijevka, bit ¢e nam vazno da su donja i gornja granica
neporozne. U Teoremu 4.2.3 vidjeli smo da e jaka granica biti uvijek neporozna, dok
slaba mozda nece.

Definicija 4.2.4 ([8]). Ukoliko na nekom intervalu I za diferencijalnu jednadzbu x’ =
f(t, x) postoji neporozna donja granica a(t) i neporozna gornja granica [(t) te ako vri-
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jedi a(t) < B(t), t € I, tada skup uredenih parova
{(t,x): t €L at) < x <)} CR?
zovemo lijevak.

Teorem 4.2.5 ([8]). Ukoliko je lijevak definiran granicama a(t) i 5(t), t € I, te ukoliko je
x(t) rjeSenje diferencijalne jednadzbe x' = f(t, x) takvo da se (t*, x(t*)) nalazi u lijevku, za
neki t* € I, tada se u lijevku nalaze svi uredeni parovi (t, x(t)), zat € I takve da je t > " te
koji se nalaze u domeni definiranosti rjesenja x(t).

Dokaz. Teorem je direktna posljedica Definicije 4.2.4 i Teorema 4.2.3, buduci da nepo-
rozna donja granica sprecava prelazak rjeSenja ispod lijevka, a neporozna gornja granica
sprecava prelazak rjesenja iznad lijevka. O

Definicija 4.2.6 ([8]). Ukoliko na nekom intervalu I za diferencijalnu jednadzbu x' =
f(t, x) postoji neporozna donja granica a(t) i neporozna gornja granica fS(t) te ako vri-
jedi a(t) > B(t), t € I, tada skup uredenih parova

(t,x):telLa() > x> B(t) CR?
zovemo antilijevak.

Teorem 4.2.7 ([8]). Neka su a(t) i B(t) granice takve da vrijedi 5(t) < a(t), za sve t € [a, b),
pri cemu dopustamo b = +oo, te neka a(t) i 5(t) tvore antilijevak za diferencijalnu jed-
nadzbu x' = f(t,x) nat € [a,b). Dodatno, neka je f(t,x), za sve (t, x) unutar obrnutnog
lijevka, Lipschitzova po varijabli x € R i neprekidna po varijabli t € R. Takoder, pret-
postavimo da su rjesenja koja se u nekom trenutku nalaze u antilijevku proSiriva na Citavi
interval [a, b). Tada postoji rjeSenje x = u(t) takvo da (t,u(t)) ostaje u antilijevku za sve
t €la,b).

Dokaz. Za neki trenutak s € [a, b), uzmimo rjeSenja y,(¢) i 6,(¢) na [a, b), diferencijalne
jednadzbe x" = f(¢, x), takva da vrijedi y,(s) = a(s) 1 d,(s) = B(s), kao Sto je i prikazano na
Slici 4.12. Takva rjeSenja postoje lokalno oko (s, a(s)), odnosno (s, 8(s)) zbog Picardovog
teorema, pa su prosiriva i globalno na s € [a, b) po pretpostavci o proSirivosti u iskazu
teorema.

Kako je:
05(s) = a(s) <ys(s) = B(s), (4.6)

mora vrijediti i

d5(a) <ys(a), 4.7)
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jer bi se u protivnom rjeSenja presjekla u nekom trenutku ¢ € (a, s) unutar antilijevka, a to
je kontradikcija s jedinstvenosti rjeSenja unutar antilijevka po Picardovom teoremu 2.0.6.

Neka je I, = [d4(a), ys(a)], s € [a, b), kao §to je prikazano na Slici 4.12. Interval I je olito
neprazan zbog nejednakosti (4.7).

X

I I OBRNUTI LIJEVAK

1
1
1
1 t
1
a S

Slika 4.12: Obrnuti lijevak unutar antilijevka (Geogebra).

Kad s — b, pretpostavka o zadovoljenju Lipschitzovog uvjeta iz Picardovog teorema 2.0.6
garantira lokalnu jedinstvenost rjeSenja 0,(¢) 1 y,(¢), u svakoj tocki ¢t € [a, b), zbog Cega
¢e intervali /, kad s raste prema b, formirati ugnijezdenu familiju zatvorenih nepraznih
intervala, kao Sto je i prikazano na Slici 4.13. Drugim rijecima, I, C I, za s, > s,
51,82 € [a,b). Naime, y,,(51) > v, (51) 1 05,(51) < 05,(s1) jer je s, > sy, a s, je prva toCka
presjeka rjeSenja y,, s krivuljom 7 — (%) 1 sli€no za rjeSenje o,,. Kad bi gornji rub intervala
I, bio strogo iznad gornjeg ruba I, na intervalu ¢ € [a, s1) bl se y,, 17,, presjekli, Sto je
kontradikcija s lokalnom jedinstvenoscu rjeSenja.
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Slika 4.13: Ugnijezdena familija zatvorenih intervala na vertikalnoj osi (Geogebra).

Po Cantorovom teoremu na kompaktu, presjek ugnijezdene familije zatvorenih nepraz-
nih intervala mora sadrZavati barem jednu toCku (tj. presjek je neprazan), koju ¢emo
oznadliti sa xy. ProSirenje rjeSenja x = u(¢) iz tocke (a, xo) unutar antilijevka, tj. takvo
da je u(a) = x¢, nat € [a, b), je rjeSenje diferencijalne jednadzbe x" = f(¢, x), koje ostaje
u antilijevku. Doista, za bilo koji trenutak s € [a, b) znamo da rjeSenja d,(7) 1 y,(t), zbog
lokalne jedinstvenosti rjeSenja i d,(s) < y,(s), formiraju antilijevak za sve a < t < s te da
rjeSenje u(t) kreCe unutar tog antilijevka i, StoviSe, u(f) zadovoljava:

B(1) < 65(t) < u(®) < y,(1) < (1), (4.8)

za sve t € [a, s]. To slijedi iz lokalne jedinstvenosti rjeSenja unutar antilijevka 1 ¢injenice
da je u(a) € I,, za svaki s € [a, b). Buduci da je (4.8) istinito za bilo koji s € [a, b), dokaz
je zavrSen. O

Za neke specijane tipove antilijevaka postoji inacica Teorema 4.2.7 koja govori o jedins-
tvenosti rjeSenja koje ostaje unutar antilijevka, Sto ¢emo pokazati u Teoremu 4.2.9.

Definicija 4.2.8. Omjer rasprsenosti rjeSenja jednadzbe x' = f(t, x) u nekoj tocki (ty, xo) u
kojoj rjesenje postoji jest broj g—i(to, X0)-

Omjer rasprsenosti rjesSenja, %(ro, Xo), govori o rasprSenosti rjeSenja diferencijalne jed-
nadzbe x’ = f(¢, x) u tocki (#y, xo). Ukoliko je omjer rasprSenosti, g—i(to,xo), pozitivan
i velik, rjeSenja kroz tocke u okolini tocke (%, xp), imaju tendenciju da se ’razlete” u
pozitivnom vremenu. S druge strane, ukoliko je omjer rasprSenosti negativan i velik,
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rjeSenja imaju tendenciju da se razlete u negativhom vremenu. Zbog toga, kazemo da
omjer rasprienosti mjeri stabilnost rjesenja.

Preciznije, u dokazu Teorema 4.2.9 pokazat ¢emo da je udaljenost izmedu dva rjeSenja
x = u(t) i x = uy(t) neopadajuéa u slucaju kad vrijedi % > 0 i nerastuca u slucaju kad
vrijedi & < 0.

Teorem 4.2.9 ([8]). Neka granice a(t) i B(t), t € [a, +o0), definiraju antilijevak na I, za
diferencijalnu jednadzbu x' = f(t, x) koja unutar antilijevka zadovoljava pretpostavke Te-
orema 4.2.7. Ako vrijedi:

lim |a(?) - S| = 0,

te za omjer rasprsenosti rjeSenja u svim tockama (t, x) antilijevka vrijedi g—i(r, x) > 0, tada
postoji jedinstveno rjesenje x(t) koje ostaje u antilijevku u vremenu t € [a, +00).

Dokaz. Primijetimo da je postojanje rjeSenja koje ostaje u antilijevku dokazano u Teoremu
4.2.7. Zato ovdje preostaje pokazati samo jedinstvenost. Pretpostavimo suprotno, tj. neka
su u; 1 up dva razlicita rjeSenja koja ostaju u antilijevku u vremenu ¢ € [a, +00) (j. (¢, u;(t))
i (¢, up(1)) su u lijevku, za sve t € [a, +o0)). Kako su rjeSenja razliita, postoji t* € [a, +00)
takav da je u; (") # u,(¢*). Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da je u; (") >
uy(t*). Tada je oCito u;(t) > uy(t) za sve t > t* jer bismo inace imali kontradikciju s

lokalnom jedinstvenoScu rjeSenja unutar antilijevka. Tada za svaki ¢t > ¢ vrijedi:

uy (1)
() — u2) (1) = f(t,ur (1)) = f(t, ur(1)) = f 8—£(I, x)dx > 0,

(1)

jer se (¢, x) nalazi u antilijevku za sve x € [u;(?), u(t)].

Stoga je neprekidna funkcija ¢ — u;(f) — u,(¢) rastuca u okolini svake tocke ¢t > t* te za
sve t > t* vrijedi uy(¢) — ux(t) > uy(t*) — up(¢*). ZakljuCujemo da, kada + — oo, udaljenost
izmedu rjeSenja u; 1 u, nikad nece padati 1 bit ¢e ograniena odozdo strogo pozitivhim
brojem u;(t+) — up(t+) > 0, Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da se donja (a(?)) i
gornja granica (5(t)) pribliZavaju kako ¢ — oo.

O

Primijetimo, ukoliko se granice a(?) i 8(¢) (kod antilijevka) asimptotski priblizavaju kad
t — oo (tj. ako se antilijevak ’suZava u beskonacnosti”) jedinstveno rjeSenje koje ostaje
unutar antilijevka iz Teorema 4.2.9 je upravo specificno rjeSenje koje odvaja dva razlicita
ponasanja rjesenja, kao Sto je 1 prikazano na Slici 4.14.
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Slika 4.14: Specifi¢no rjeSenje koje odvaja dva razli¢ita ponasanja rjeSenja oko antilijevka
koji se ”suzava”.

Primjer 4.2.10 (Daljnja analiza Primjera 4.1.3, primjer lijevka i antilijevka). Neka je x' =
x* —t, kao i u Primjeru 4.1.3. Izoklina x* —t = 0, zat > 0i x < 0, predstavlja donju
granicu, dok izoklina x*> —t = —1, zat > 1 i x < 0, predstavlja gornju granicu, kao sto je i
prikazano na Slici 4.15.

yd t

LIJEVAK

Slika 4.15: Primjer lijevka za diferencijalnu jednadzbu x’ = x*> — t (Geogebra).

Donja granica a(t) = — 't i gornja granica B(t) = — Nt — 1 definiraju lijevak na t €
[1 + o0). Za donju i gornju granicu vrijedi:
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lim |a(r) = B(H)| = lim |= Vi + Vi— 1|
t—+00 [—>+00
= lim [-Vi+ Vi—1- i Gl Ul |
t—+00 \/_ ‘,t_
1
- lim |—— | =
i=+oo | 4ff — \/t—l‘

Stoga, kad t — +o0 sva rjesSenja koja krecu u lijevku za t = 1 ostaju unutar lijevka te se
asimptotski ponasaju kao a(t) = — V.

S druge strane, izoklina x* —t = 0, zat > 0i x > 0, predstavlja gornju granicu (y(t)), a
izoklina x> —t=1,zat > 0i x > 1, predstavlja donju granicu 6(t) na t € [0, +o0). Granice
y(t) i 6(t) ponasSaju se kao antilijevak, kao Sto je i prikazano na Slici 4.16.

yd

SUPROTAN LIJEVAK

Slika 4.16: Primjer antilijevka za diferencijalnu jednadzbu x’ = x*> — t (Geogebra).

Granice 6(t) i y(t) asimptotski se priblizavaju kad t — +oco, ponovno zbog:

Tim [y(1) - ()] = ' Vi Vit 1| - 0. (4.9)

Zbog Teorema 4.2.9, znamo da postoji jedinstveno rjesenje u*(t), Vt < u*(f) < Vt+ 1,
koje ¢e ostati unutar antilijevka, te ée (prema (4.9)) asimptotski teZiti u \'t kada t — +oo.
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cnom vremenu,

¢e “eksplodirati” u konac

Senja

Kod pojave vertikalnih asimptota viSe ne postavljamo pitanje Sto se dogada sa rjeSenjima
kad t — oco. Razlog je Sto rjesenja diferencijalne jednadzbe ne moraju uvijek biti defini-
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rana (za velike 7). U nekim slucajevima rje

3. Vertikalne asimptote
odnosno imat ée ver

tikalne asimptote.

za C e R.

C-t’
Primijetimo da rjeSenja nisu definirana u trenutku ¢

1

Rjesenje. Uz pomo¢ metode separacije varijabli dolazimo do rjeSenja zadane diferencijalne

Primjer 4.2.11 ([8]). x’ = x%.
jednadzbe koje iznosi x(f)

v

v

¢amo o rjeSenjima

C. Stoga, kada pri
ti o dvije funkcije: jedna je definirana

ica

be, trebali bismo pri

zat < C, adruga je definirana za ¢t > C. Drugim rije

Z

zadane diferencijalne jednad

t je definirana

ol

1

funkcija x(7) =

9

¢ima

nat € R\ {C}iima vertikalnu asimptotu u trenutku ¢

=C.

=kx% zak > 0.

Primjer 4.2.12 ([8]). x’

Slika 4.17: Racunalna skica (koriStenjem polja smjerova) rjeSenja diferencijalne jednadzbe

Rjesenje. Nekoliko krivulja rjeSenja dano je na sljedecoj slici.
x' = kx?, k > 0 (Geogebra).
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Primijetimo, buduci da funkcija f(z, x) = kx? ne ovisi o vremenu ¢, izokline su horizon-
talni pravci i krivulje rjeSenja bit ¢e horizontalni translati.

Pomocdu metode separacije varijabli dolazimo do rjeSenja zadane diferencijalne jednadzbe,
koje iznosi: x(t) = ﬁ,k > 0, C € R. Graf tog rjeSenja u (z, x)-ravnini je hiperbola s
vertikalnom asimptotom u ¢ = C/k, kao $to je prikazano na Slici 4.18.

X

Slika 4.18: Jedna vertikalna asimptota diferencijalne jednadzbe x' = kx?,k > 0 (Geoge-
bra).

Pojava vertikalnih asimptota u Primjeru 4.2.12 dogada se i za Citavu klasu funkcija defini-
ranih diferencijalnom jednadzbom x’ = k|x|*, za @ > 1. Naime, rjeSenja razlicita od nule
diferencijalne jednadzbe x" = k|x|*, @ > 0, imaju vertikalne asimptote.



Poglavlje 5

Numericke metode

Numericke metode za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi su metode dobivanja aproksi-
mativnog rjeSenja diferencijalnih jednadzbi koriste¢i matematicke algoritme i racunalne
programe. Njihova upotreba takoder je poznata kao “numericka integracija”. Numericke
metode najcesce se koriste kad nije moguce rijesiti diferencijalnu jednadzbu eksplicitno.

U Poglavlju 4, pomocu racunalnog programa Geogebra, crtali smo rjeSenja raznih di-
ferencijalnih jednadzbi. Neke od tih diferencijalnih jednadzbi nisu bile rjeSive analitickim
metodama uvedenim u Poglavlju 3. Postavlja se pitanje, ukoliko ne postoje eksplicitna
rjeSenja diferencijalnih jednadzbi, kako program (poput Geogebre, Mathematice, Mat-
hlaba, ...) ipak moZe nacrtati rjeSenja. Odgovor lezi u Cinjenici da racunalni programi
imaju u sebi implementirane algoritme za rjeSavanje jednadZbe numericki.

U ovom poglavlju opisati ¢emo neke osnovne jednokoracne numericke metode. Kod
jednokoracnih metoda za raCunanje aproksimacije u nekom koraku koristi se samo aprok-
simacija iz prethodnog koraka, dok se kod viSekoracnih metoda koristi viSe prethodnih
aproksimacija.

U ovom poglavlju prvo ¢emo opisati najjednostavniju Eulerovu metodu. Zatim cemo
opisati poboljSanu Eulerovu metodu i neke alternativne numericke metode. Na kraju po-
glavlja ¢emo se baviti ocjenom pogresaka u numerickoj aproksimaciji.

51
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5.1 Eulerova metoda

Jedna od najcesée koriStenih numerickih metoda je Eulerova metoda. Eulerova metoda
relativno je jednostavna za implementaciju, ali s druge strane je neprecizna za odredene
oblike diferencijalnih jednadzbi.

Neka je dan Cauchyjev problem:

{x’(t) = f(t, x(1)) (5.1)

x(tp) = xo.
Prvi korak Eulerove metode je aproksimirati rjeSenje t — x(¢) (5.1) oko pocetne tocke
t = ty. Iz poCetnog uvjeta, znamo da vrijednost rjeSenja diferencijalne jednadzbe u trenutku
t = ty1znosi xy. Vrijednost derivacije (nagiba tangente na krivulju rjeSenja) u trenutku t = #,
iS¢itavamo iz (5.1) 1 ona iznosi f(#y, xp). Tako dolazimo do formule za jednadZbu tangente
na krivulju rjeSenja u tocki (¢, xo) koja glasi:

y(t) = xo + f(to, Xo)(t = 10). (5.2)

Pretpostavimo da se nalazimo u tocki (79, xy). Eulerova metoda aproksimacije kaze: kad
povecavamo vrijeme #, za neki mali korak & (t; = ty + h), kreCemo se po tangenti na
krivulju rjeSenja u (79, xo) umjesto po krivulji rjeSenja, te tako dolazimo u tocku (#;, xy).
Zbog Cinjenice da tocka (¢, x;) lezi na tangenti zadanoj jednadZbom (5.2), dobivamo:

x1 = y(ty) = x(to) + f(to, x0)(ty — to) = xo + hf(fy, Xo),

kao Sto je 1 prikazano na Slici 5.1.

hf(tg. o)

Slika 5.1: Korak Eulerove metode s pocetnim uvjetom (¢, Xo).
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Ukoliko uzmemo dovoljno mali /4 i ukoliko se nagib krivulje rjeSenja oko (7, xp) ne
mijenja drasti¢no, vrijednost x; biti ¢e blizu vrijednosti rjeSenja u tocki t;, x(t;).

Primijetimo, Eulerova aproksimacija krivulje rjeSenja izmedu tocaka (%, xo) 1 (¢, x1)
predstavljena je duZinom. Eulerovu aproksimaciju moZemo nastaviti duZ domene posto-
janja rjeSenja na sljedeci naCin. Umjesto da aproksimaciju zapoc¢injemo u tocki (#y, Xo),
sada ¢emo aproksimaciju zapoceti u tocki (¢, x;). Ponovno ¢emo uzeti korak A (isti kao i
u gornjem slucaju) te ¢emo se prema tocki (7, x,) kretati po tangenti nagiba f(¢;, x;). Na
taj nacin dolazimo do tocke

(t2, x2) = (t; + h, x; + hf(t1, x1)).

Na isti na¢in moZemo do¢i iz tocke (¢, x,) u tocku (#3, x3) itd. Na slici 5.2 moZemo vidjeti
Eulerovu metodu kroz tri koraka.

x /

Rjesenje diferencijalne jednadzbe x'=f{(t,x)

Eulerova aproksimacija (korak h)
X
3

X2

XQ I .

Slika 5.2: Eulerova aproksimacija kroz tri koraka.

Uvodimo i formalnu definiciju Eulerove metode.

Definicija 5.1.1 ([8]). Neka je dana diferencijalna jednadzba x' = f(t,x), pri cemu je
funkcija f definirana na pravokutniku R = [a, b] X [c, d]. Neka je odabrana tocka (ty, xy) €
R i neka je s h # 0 oznacena velicina koraka. Definiramo niz tocaka (t,, x,)) rekurzivno na
sljedeci nacin:

(5.3)

t, =t,_1+h=ty+nh,
Xp = Xp—1 + hf(tn—l’ xn—l) ’

sve dok (t,, x,) € R. Eulerova aproksimacija rjesenja iz pocetne tocke (ty, Xo) i s korakom
h # 0 na R je po dijelovima linearna funkcija t — u,(t) koja spaja uredene parove (t,, x,,)
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dobivene u (5.3), tj. kojoj pojedini dijelovi zadovoljavaju formulu:
up(t) = Xp + (1 = 1,) f(t, Xp), (5.4)
za svet € [t,, t,+1], n € N.

Definicija 5.1.1 daje aproksimaciju rjeSenja prema desno, ukoliko je & pozitivan, a
prema lijevo, ukoliko je 4 negativan. Ukoliko smanjimo vrijednost koraka 4, o¢ekujemo da
¢emo dobit tocniju aproksimaciju stvarnog rjesenja t — x(t), Sto ¢emo i vidjeti u sljedeéim
primjerima.

Primjer 5.1.2. Zadan je Cauchyjev problem:

X' =x—1t, x(0)=

D‘J N —

Konstruirajmo aproksimaciju rjesenja iz tocke (0, %) ulerovom metodom koristeci korake

hy=04ih,=0.2

Rjesenje. Neka je h; = 0.4. Eulerovu aproksimaciju rjeSenja diferencijalne jednadzbe
x" = x —t konstruirat ¢emo kao u Definiciji 5.1.1. Izracun uredenih parova (z,, x,,) uz korak
h; = 0.4 dan je sljedecom tablicom.

H Iy Xn ‘ f(tna xn) =X, — 1l Xp—1 = Xp + hlf(tm xn) H
to =0.0 xy=0.500 0.500 x; = 0.500 + 0.400 - 0.500 = 0.700
t, =04 x; =0.700 0.300 x, = 0.700 + 0.400 - 0.300 = 0.820
L =08 x,=0.820 0.020 x3 = 0.820 + 0.400 - 0.020 = 0.828
=12 x3=0.828 -0.372 x4 = 0.828 —0.400 - 0.372 = 0.680
=16 x4 =0.680 -0.921 x5 = 0.680 — 0.400 - 0.921 = 0.311
ts =2.0 x5=0.311 | Nastavak na isti nacin

Tablica 5.1: Izracun uredenih parova (¢,, x,,) Eulerovom metodom, uz korak 0.4.

Prate(i isti postupak prikazan u Tablici 5.1, za h, = 0.2 dobivamo sljedece uredene parove
(T, Xn):

t, | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

x, | 0.500 0.600 0.680 0.736 0.763 0.756 0.707 0.608 0.450 0.220 -0.096

Tablica 5.2: IzraCun uredenih parova (¢,, x,,) Eulerovom metodom, uz korak 0.2.
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Po Definiciji 5.1.1, Eulerova aproksimacija rjeSenja predstavlja po dijelovima linearnu
funkciju, koja spaja uredene parove tocaka (#,, x,). Stoga Eulerove aproksimacije rjeSenja
za korake h, 1 h, dobivamo tako da poveZemo uredene parove tocaka prikazane u Tablicama
5.115.2. Eulerove aproksimacije, zajedno sa pravim rjeSenjem diferencijalne jednadzbe
x' = x —t, prikazane su na sljedecoj slici.

11x

0.8

Eulerova aproksimacija uz korak 0.4

0.2
Eulerova aproksimacija uz korak 0.2

0 02 0.4 06 08 1 12 14 16 \18 \2 22

-0.2

t

Rjesenje diferencijalne jednadzbe

X

Slika 5.3: Eulerova aproksimacija rjeSenja diferencijalne jednadzbe x” = x — t iz poCetne
tocke (O, %), uz dva razlicita koraka (Geogebra).

Kao Sto je vidljivo na Slici 5.3, to¢niju aproksimaciju rjeSenja diferencijalne jed-
nadzbe smo dobili uz manji korak 4. Ukoliko 2 moZemo proizvoljno smanjivati, postavlja
se pitanje Sto se deSava u slucaju kad 2 — 0. U sljedeCem primjeru vidjeti ¢emo da e
smanjivanjem koraka u O Eulerova aproksimacija rjeSenja “konvergirati” prema rjesenju
diferencijalne jednadzbe.

Primjer 5.1.3 ([8]). Eulerovom metodom rijesite diferencijalnu jednadbu x' = rx, koja
predstavlja model za sloZeno ukamacivanje, pri cemu x(t) oznacava koli¢inu ustedevine u
trenutku t, a r godisnju kamatnu stopu, ukoliko se t mjeri u godinama. Neka je x, vrijednost
ustedevine u pocetnom vremenskom trenutku t = 0.

Rjesenje. Neka je sa n € N oznacen broj godiSnjih reinvestiranja (tj. nakon jedne godine).
Tada je logican izbor koraka Eulerove metode jednak 7 = % Prema (5.3) vrijedi:
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r
X1 = Xo + —Xp,
n

r r\?
Xr=x1+-x={1+- X0,
n n

r ry"
Xp = Xyt + =X = (1 + = Xo,
n n

pri cemu x, predstavlja vrijednost uStedevine nakon n perioda reinvestiranja. Prilikom kon-
tinuiranog reinvestiranja (s kontinuiranim korakom 4 — 0) unutar jedne godine, vrijednost
ustedevine nakon jedne godine trebala bi odgovarati limesu:
n

lim (1 ¥ f) %o. (5.5)

n—co n
S druge strane, prilikom kontinuiranog reinvestiranja vrijednost nakon 1 godine bit ¢e vri-
jednost x(1) analitickog rjeSenja diferencijalne jednadzbe x’ = rx s poCetnim uvjetom
x(0) = xo. Analiticko rjeSenje diferencijalne jednadzbe x’ = rx iznosi x(f) = xpe”. Stoga,
vrijednost uStedevine nakon jedne godine x(1) iznosi xpe’.

Primijetimo, zaista vrijedi:
x(1) = 3¢ = Tim 1+ x,
n—oo n
Zakljucujemo da ¢e prilikom kontinuiranog reinvestiranja Eulerova aproksimacija rjesenja
nakon jedne godine konvergirati, ako smanjujemo korak 4 — 0, prema vrijednosti x(1)
eksplicitnog rjeSenja diferencijalne jednadzbe x" = rx, x(0) = xo.

5.2 Bolje numericke metode

Iako je Eulerova metoda jedna od najpoznatijih numerickih metoda, postoje mnoge druge
numericke metode aproksimacije rjeSenja diferencijalnih jednadzbi. U nastavku ¢emo
uvesti jo§ dvije metode: Eulerova metoda polovista i Runge-Kutta metoda.

Obje numericke metode, koje ¢emo uvesti u nastavku, temelje se na istom principu “tan-
gente” kao i Eulerova metoda. Koristeci veli¢inu koraka 4 i nagib krivulje rjeSenja m, uz
pomo¢ formula:

i1 =1, + h, Xp+l = X + hm,
dolazimo do uredenih parova (¢, x,,), n € N. Ono $§to razlikuje metode je odabir toCke rav-
nine u kojoj racunamo nagib krivulje rjeSenja m, Sto e utjecati na preciznost aproksimacije
rjesenja.
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Eulerova metoda polovista

Eulerova metoda polovista (Modificirana Eulerova metoda) predstavlja jednostavno po-
boljSanje Eulerove metode. Kao Sto moZemo primijetiti na Slici 5.3, Eulerova metoda je
dobra aproksimacija krivulje rjeSenja u pocetnoj tocki, no kvaliteta aproksimacije opada
kako se krecemo u vremenu ¢. Jedan od nacina poboljSanja Eulerove metode je tocnije
procijeniti nagib svakog linearnog dijela aproksimacije.

Aproksimaciju rjeSenja Eulerovom metodom poloviSta radimo analogno postupku uve-
denom u Definiciji 5.1.1, samo umjesto nagiba f(,:1, X,+1), UZimamo nagib na krivulju
rjeSenja kroz poloviste duzine odredene to¢kama (¢,, x,,) 1 (¢,41, X,+1) 1z Eulerove metode:

2’ 2 2
koji predstavlja nagib tangente na krivulju rjeSenja u polovistu, kao Sto je prikazano na
Slici 5.4.

h x, +x, h h
my ::f(tn'i'_ w):(tn+_axn+§f(tnaxrz) s I’IEN(),

(g X q)

Eulerova metoda
polovista

(tn+1 K+ )
Eulerova metoda

/ / Nagib u
Nagib u polovistu
pocetnoj

tocki

n t +h/2 t,+h

Slika 5.4: Jedan korak Eulerove metode i Eulerove metode polovista (Geogebra).

Primjer 5.2.1. Neka je zadan Cauchyjev problem:
x =sint +x, x(0)=4.

Konstruirajmo aproksimaciju rjesenja Eulerovom metodom polovista, koristeci korake hy =
-0.8ih, =-04.
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Rjesenje. Neka je h; = —0.8. Aproksimaciju rjeSenja diferencijalne jednadzbe x" = sint+x

Eulerovom metodom polovista zapo¢injemo u pocetnoj tocki (¢, xo) = (0,4). IzraCun
uredenih parova (t,, x,) uz korak #; = —0.8 dan je sljede¢om tablicom.

t, Xp my = f(t,, + %,xn + %f(tn,xn)) Xp_1 =X, + hy -my
to=0.0 xo=4.000 f(-=0.4,2.400) = 2.011 x; =4.000-0.8-2.011 =2.391
tp =-0.8 x; =2.391 f(-1.2,1.722) = 0.790 x, =2.391 -0.8-0.790 = 1.759
h=-16 x,=1.759 f(=2.0,1.455) = 0.546 x3=1.759-0.8-0.546 = 1.322
=-24 x3=1.322 f(=2.8,1.063) = 0.728 xy =1.322-0.8-0.728 = 0.740
ty =-32 x4 =0.740 f(=3.6,0.421) = 0.864 x5 = 0.740 — 0.8 - 0.864 = 0.049
ts = —4.0 x5 =0.049 Nastavak na isti nacin

Tablica 5.3: IzraCun uredenih parova (#,, x,,) Eulerovom metodom polovista uz korak -0.8.

Aproksimacija rjeSenja za korak h; = —0.8, zajedno sa jednim rjeSenjem diferencijalne
jednadzbe x” = sint + x, prikazana je na Slici 5.5. Na toj slici takoder moZemo vidjeti
nagib krivulje rjeSenja u polovistu za prvi korak, i predstavlja nagib duZine koja spaja
(9, x0) 1 (1, x1) u Eulerovoj metodi polovista.

Prate¢i postupak prikazan u Tablici 5.3, za korak 4, = —0.4 dobivamo sljedece uredene
parove (t,, X,):

t, 0.0

-04 -08 -12 -16 -20 -24

28 32 36 40

x, | 4.000 2.800 2.099 1.706 1.480 1.316 1.145 0.931 0.663 0.353 0.031

Tablica 5.4: IzraCun uredenih parova (z,, x,), Eulerovom metodom polovista, uz korak -0.4.

Aproksimacije rjeSenja Eulerovom metodom polovista za korake 4 i h, dobivamo tako da
povezemo uredene parove toCaka prikazane u Tablicama 5.3 1 5.4. Aproksimacije, zajedno
s rjesenjem diferencijalne jednadzbe x" = sint + x, kroz tocku (0, 4), prikazane su na Slici

5.6.
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Aproksimacija uz korak -0.8

e

Aproksimacija uz korak -0.4

(toXo)

Rjesenje diferencijalne jednadzbe

Rjesenje diferencijalne jednadzbe R /

) ) . Slika 5.6: Aproksimacija Eulerovom
Slika 5.5: Aproksimacija Eulerovom metodom polovista uz korak -0.8 (crna

metodom polovista (crna boja) uz korak boja) i korak -0.4 (crvena boja) (Geoge-
-0.8 (Geogebra). bra)

Primijetimo na Slici 5.6 da aproksimacija rjeSenja Eulerovom metodom polovista za h =
—0.4 skoro u potpunosti prati krivulju rjeSenja iz pocetne tocke (0,4). Zbog racunanja
nagiba u polovistu, Eulerova metoda polovista ¢e brze “konvergirati” prema rjeSenju, pa ¢e
sama metoda dati tocniju aproksimaciju, $to ¢emo vidjeti u Primjeru 5.2.3 i obrazloZiti u
Poglavlju 5.3 gdje ¢emo analizirati pogresku aproksimacije po pojedinim metodama.

Runge-Kutta metoda

Jo§ jedna poznatija numericka metoda je tzv. Runge-Kutta metoda. Runge-Kutta predstav-
lja familiju metoda koje su preciznije od Eulerove metode, a koriste kombinaciju nagiba u
razli¢itim tockama.

U ovom radu predstavit ¢emo tzv. Runge-Kutta metodu, pri cemu ¢emo Koristiti Runge-
Kutta nagib mgg, koji predstavlja ponderirani prosjek nagiba na krivulju rjeSenja u 4 istak-
nute tocke ravnine:
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my = f(ty, Xp),

m, = f t,,+§,xn+§m1 ,

my = f tn+§,xn+§m2 ,

my = f(t, + h, x, + hmy),

1
Mgy = g(m’f +2my + 2my + my), n € N.

Runge Kutta nagib mgg zapravo predstavlja linearnu kombinaciju nagiba na krivulju
rjeSenja u 4 toc¢ke ravnine, kao Sto je vidljivo na Slici 5.7. Nagib m; predstavlja nagib
Eulerove metode. Nagib m, ratunamo kao nagib krivulje rjeSenja u tocki presjeka pravca
t=t,+ % i pravca kroz tocku (#,, x,) nagiba m; , odnosno, m, predstavlja nagib u polovistu
duzine kojoj je jedna krajnja tocka (¢,, x,,), a druga krajnja tocka (¢, 1, x,+1) dobivena Eule-
rovom metodom polovista s korakom h. Nagib m; ra¢unamo kao nagib krivulje rjeSenja u
tocki presjeka pravcat =t, + % 1 pravca kroz (t,, x,) nagiba m,, odnosno nagib u polovistu
duzine kojoj je jedna krajnja tocka (z,, x,,), a druga krajnja tocka je sjeciSte pravcat =t,+h
1 pravca kroz (t,, x,) nagiba m,. Nagib m4 raCunamo kao nagib krivulje rjeSenja u tocki
presjeka pravca t = t, + h i pravca kroz tocku (¢,, x,,) nagiba mj.
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ms

iy

Slika 5.7: Nagibi na krivulje rjeSenja koriSteni u Runge-Kutta numerickoj metodi (Geoge-
bra).

U Primjerima 5.2.2 1 5.2.3 usporedit ¢emo opisane tri metode: Eulerovu metodu, Eule-
rovu metodu polovista i Runge-Kutta metodu, koriste¢i dva razlicita pristupa. U Primjeru
5.2.2 fiksirati ¢emo korak % i aproksimirati rjeSenje diferencijalne jednadzbe svakom me-
todom. U Primjeru 5.2.3 fiksirati ¢emo tocku vremenskog intervala 7, 1 raCunati aproksi-
miranu vrijednost rjeSenja jednadZbe x(z) iz tocke (0, 4) u tocki x,(t;), za razlicitu veli¢inu
koraka & na intervalu [, t7], za svaku od metoda.

Primjer 5.2.2. Zadan je Cauchyjev problem:
x' = cos (tx), x(0) =4,

te korak h = 0.1. Aproksimirajmo rjeSenje trima opisanim metodama i usporedimo aprok-
simacije.

Rjesenje. U Tablici 5.5 prikazani su uredeni parovi tocaka (¢,, x,), n € Ny, za Eulerovu
metodu, Eulerovu metodu polovista i Runge-Kutta metodu.
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Eulerova metoda | Eulerova metoda polovista | Runge-Kutta
t}’l ‘xl’l le ‘xl’l
0.0 4.0000 4.0000 4.0000
0.5 4.5000 4.2433 4.2061
1.0 4.1859 3.7442 3.7635
1.5 3.9347 3.6014 3.7012
2.0 4.3988 4.0794 4.0160
2.5 3.9939 3.6218 3.6667
3.0 3.5703 3.1246 3.1698
3.5 3.4300 2.6263 2.6711
4.0 3.8532 2.1847 2.2053
4.5 3.3748 1.8988 1.8808
5.0 2.9412 1.7000 1.6632

Tablica 5.5: Aproksimacija rjeSenja diferencijalne jednadzbe x’ = cos (tx), uz x(0) = 4,
razli¢itim metodama.

Iz Tablice 5.5 moZemo primijetiti kako su vrijednosti x,, puno blize kod Eulerove metode
polovista i Runge-Kutta metode, nego kod Eulerove metode. Navedeno zapazanje navodi
nas na ¢injenicu da su navedene dvije metode preciznije od Eulerove metode, Sto moZemo
potvrditi ucrtavanjem uredenih parova (¢,, x,,) i1 krivulje rjeSenja kroz toc¢ku (0, 4), kao Sto
je prikazano na Slici 5.8.

(toXy)

Rjesenje
diferencijalne
jednadzbe

Slika 5.8: Aproksimacije rjeSenja diferencijalne jednadzbe x’ = cos(tx), uz x(0) = 4 za
razli¢ite numericke metode (Geogebra).
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Za isti korak &, na Slici 5.8 vidimo da ¢e aproksimacija rjeSenja Eulerovom metodom
dati najlosije rezultate, dok ¢e druge dvije metode dati puno bolje aproksimacije rjeSenja.
Takoder, moZemo primijetiti kako su i Eulerova metoda polovista i Runge-Kutta metoda
davale puno bolje aproksimacije na podrucju gdje je krivulja imala manje promjene nagiba,
dok je u podrucju vece promjene nagiba, Runge-Kutta metoda davala bolju aproksimaciju.
Opcenito, aproksimacija rjeSenja Runge-Kutta metodom najbrze ¢e “konvergirati” prema
rjeSenju diferencijalne jednadZbe, Sto ¢emo vidjeti i u sljedeCem primjeru i objasniti u
Poglavlju 5.3.

Primjer 5.2.3. Zadana je diferencijalna jednadZba x' = cos (tx), iz Primjera 5.2.2, uz
pocetni uvjet x(0) = 4. Uz pomo¢ Eulerove metode, Eulerove metode polovista i Runge-
Kutta metode, izracunajmo vrijednosti aproksimacija u tocki t = 2, x,(2). Isto ponovimo
za razne brojeve koraka, te usporedimo rezultate.

Rjesenje. Stavimo ty := 2,1y := 0. U svakom retku Tablice 5.6, broj koraka povecava se
dva puta, pa ¢emo veli¢inu koraka u svakom retku racunati pomocu formule:

tr—1y
h= o (5.6)
Broj | Eulerova metoda | Eulerova metoda polovista | Runge-Kutta

N | koraka xn(2) x,(2) x,(2)

0 1 6.0000 4.5673 4.5781
1 2 5.2837 2.9964 3.8049
2 4 4.3988 4.0794 4.0163
3 8 4.2135 3.9906 4.0173
4 16 4.1075 4.0107 4.0182
5 32 4.0612 4.0163 4.0182
6 64 4.0393 4.0177 4.0182
7 128 4.0287 4.0181 4.0182
8 256 4.0234 4.0182 4.0182
9 512 4.0208 4.0182 4.0182
10 | 1024 4.0195 4.0182 4.0182
11| 2048 4.0189 4.0182 4.0182
12 | 4096 4.0186 4.0182 4.0182

Tablica 5.6: x" = cos (tx) uz x(0) = 4.

U ovom primjeru, iz Tablice 5.6 moZemo vidjeti da, kad poveéavamo broj koraka, t;.
kad veli¢ina koraka h pada u 0, vrijednost x,(2) konvergira k konstanti 4.0182 , koja pred-
stavlja oCekivano rjeSenje x(2) (izracunato uz pomo¢ Geogebre koja takoder koristi neku
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vrstu numeri¢kih metoda). Da smo mogli eksplicitno rijesiti jednadzbu tada bismo mo-
gli odrediti stvarno rjeSenje x(2), a u naSem slucaju nadamo se da je ocekivano rjesenje
dobra aproksimacija stvarnog rjeSenja. Takoder, moZzemo primijetiti kako aproksimacija
Eulerovom metodom polovista konvergira k x(2) puno brZe nego Eulerova, $to je dokaz da
je Eulerova metoda poloviSta poboljSanje Eulerove metode. Iako se Eulerova metoda po-
lovista pokazala vrlo dobrom, Runge-Kutta metoda ¢e znacajno brze konvergirati stvarnoj
vrijednosti rjeSenja u tocki 2, $to je Cini najpoZeljnijom metodom od navedene tri metode.

U sljedecem poglavlju preciznije ¢emo pokazati uocene razlike u konvergenciji opisa-
nih numeric¢kih metoda, koristeci analizu pogreske.

U nastavku su navedeni kodovi (programskog jezika Python) koriSteni u Primjeru 5.2.3,
Primjer 5.3.1 1 Primjer 5.3.3, za aproksimaciju Eulerovom metodom, Eulerovom metodom
polovista 1 Runge-Kutta metodom.

Aproksimacija Eulerovom metodom:

import math

# Definicija funkcije:
def f(x,y):
return math.cos(x*y)

# Eulerova metoda:
def euler(x0,y0,xn,n,h):
yn = y0
for i in range(n):
slope = £(x0, y®)
yn = y® + h * slope

y0 = yn
x0 = x0+h
return yn

# Ulazne vrijednosti:

x0 = float(input( ))
y0® = float(input( D))
xn = float(input( ))
korak = int(input( ))

# Velicina koraka:
h = (xn-x0) /korak
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# Eulerova funkcija:
yn = euler(x0,y0,xn,korak,h)

print( %(xn,yn))

Aproksimacija Eulerovom metodom polovista:

import math

# Definicija funkcije:
def £f(x,y):
return math.cos(x*y)

# Eulerova metoda sredisnje tocke:
def euler_midpoint(x0,y0,xn,n):
for i in range(n):
x_mid = x0 + h/2
y_mid = y0 + h/2 * £(x0, y®)
yn = y0® + h * f(x_mid, y_mid)

y0 = yn
x0 = x0 + h
print( %(xn,yn))

# Ulazne vrijednosti:

x0 = float(input( ))
y® = float(input( )
xn = float(input( )
korak = int(input( ))

# Velicina koraka:
h = (xn-x0) /korak

# Funkcija Eulerove metode sredisnje tocke:
euler_midpoint (x0,y0,xn,korak)
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Aproksimacija Runge-Kutta metodom:

66

import math

# Definicija funkcije:
def £(x,y):
return math.cos(x*y)

#Runge-Kutta metoda:
def rk4(x0,y0,xn,n):
for i in range(n):
k1l =h * (£(x0, y0))
k2 = h * (£((x0+h/2), (y®+kl/2)))
k3 = h * (£((x0+h/2), (y0+k2/2)))
k4 = h * (£((x0+h), (y0+k3)))

k = (k1+2*k2+2*k3+k4)/6
yn = y0 + k
y® = yn
x0 = x0+h
print( %(xn,yn))

# Ulazne vrijednosti:

x0 = float(input( ))
y® = float(input( )
xn = float(input( ))
korak = int(input( ))

# Velicina koraka:
h = (xn-x0) /korak

# Runge-Kutta funkcija:
rk4(x0,y0,xn, korak)
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5.3 Analiza pogreske aproksimacije numerickih metoda

U ovom poglavlju bavit ¢emo se analizom pogreSaka aproksimacije u numerickim meto-
dama. Analiza pogreSaka vaZan je aspekt svakog numerickog izracuna jer pomaZze odrediti
tocnost i pouzdanost dobivenih rezultata. Jedna od najceS¢e koriStenih metoda za ana-
lizu pogresaka je metoda aproksimacije, koja ukljucuje usporedbu izraCunatih rezultata s
ocekivanim ili poznatim vrijednostima.

Prema [8], za dani Cauchyjev problem, neka je x(#) njegovo stvarno rjesenje, a x,(¢)
aproksimirano rjeSenje numerickim metodama. Stvarna pogreska u nekom trenutku 74 > 1o,
ty € I, uz korak h, definira se kao:

Etf(h) = X(tf) - Xh(ff). 5.7

Stvarna greSka ovisi o broju koraka n, izmedu 1, 1 t¢, tj. o veli¢ini koraka koja je s brojem
koraka vezana na sljede¢i na¢in: h := ¥ :0. Drugim rije¢ima, odaberemo proizvoljnu tocku
ty > to, te podijelimo interval (1, ¢] na n ekvidistantnih dijelova veliCine % te racunamo
vrijednost E;,(h) za tu tocku ;. Na stvarnu pogreSku utjecaj ¢e imati i izabrana metoda
aproksimacije 1 numericka preciznost, koja ¢e ovisiti 0 samom raCunalu i metodi reprezen-

tacije decimalnih brojeva.

U Primjeru 5.2.3 aproksimirali smo rjeSenje diferencijalne jednadzbe x(tf), za t; =
2. U tom primjeru, broj koraka na intervalu [fo, ;] racunali smo kao 2V, za sve N €
{0,1,2,...,11, 12}, a za veli¢inu koraka uzeli smo vrijednost (5.6). Drugim rije¢ima, broj
koraka 2V direktno utjeCe na veli¢inu koraka h. U sljedeéem primjeru varirat ¢emo N
za razliCite numericke metode, te ispisati vrijednost x,(¢¢) i vrijednost pripadne stvarne
pogreske u trenutku 75, E; (h) 1= x(t7) — xp(2f).

Primjer 5.3.1. Zadan je Cauchyjev problem:
x" = x*cost, x(0)=0.4.

Potrebno je pronaci vrijednost x,(4) te pripadne stvarne pogreske Eulerovom metodom,
Eulerovom metodom polovista i Runge-Kutta metodom.

Rjesenje. Vrijednosti x,(4) iz tablice 5.7 dobivamo koriste¢i programski kod (u program-
skom jeziku Python) iz Primjera 5.2.3, a stvarnu pogresku ra¢unamo uz pomo¢ formule
(5.7). Prema metodi separacije varijabli, uvedenoj u Poglavlju 3, eksplicitno rjeSenje dife-
rencijalne jednadZbe x’ = x* cos ¢ iznosi:

1
H=—— CeR. 5.8
XD C —sint < (5:8)
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Do vrijednosti konstante C dolazimo ukoliko ubacimo pocetni uvjet x(0) = 0.4 u (5.8).
Tada dobivamo:

1
04=—— > C=25.
C —sin0 -

Tada stvarna vrijednost rjeSenja kroz tocku (0, 0.4), u tocki ¢ = 4, iznosi:

1
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Eulerova metoda | Eulerova metoda polovista Runge-Kutta
Broj xp(4) xn(4) xp(4)
N | koraka E (h) E,.(h) E,.(h)
0 1 1.0400000000 -0.4629220803 0.1493279739
~7.3295 x 107! 7.6997 x 107! 1.5772 x 107!
1 2 0.2885389599 0.2204721449 0.2945744860
1.8511 x 1072 8.6577 x 1072 1.2475 x 1072
2 4 0.2525184887 0.2987428345 0.3061126898
5.4531 x 1072 8.3068 x 1073 9.3694 x 10~
3 8 0.2926387066 0.3074539086 0.3070166976
1.4411 x 1072 —-4.0428 x 107 3.2932x 1073
4 16 0.3015176027 0.3073376835 0.3070485269
5.5320x 1073 -2.8805 x 107* 1.1028 x 1076
5 32 0.3046173786 0.3071408856 0.3070495892
24323 x 1073 -9.1256 x 1073 4.0418 x 1078
6 64 0.3059093774 0.3070747462 0.3070496280
1.1403 x 1073 -2.5117 x 1073 1.6537 x 107
7 128 0.3064976617 0.3070561946 0.3070496296
5.5197 x 1074 —6.5650 x 107° 7.6348 x 107!
8 256 0.3067780914 0.3070513066 0.3070496296
27154 x 1074 -1.6770 x 107° 3.9315 x 10712
9 512 0.3069149606 0.3070500534 0.3070496296
1.3467 x 1074 -4.2372 x 107’ 2.1944 x 10713
10 | 1024 0.3069825688 0.3070497361 0.3070496296
6.7061 x 107> -1.0649 x 1077 1.2601 x 1071
11| 2048 0.3070161675 0.3070496563 0.3070496296
3.3462 x 1073 —-2.6692 x 1078 1.7764 x 1071
12 | 4096 0.3070329156 0.3070496363 0.3070496296
1.6714 x 107 —6.6818 x 10~° ~-5.5511 x 10716
13 | 8192 0.3070412769 0.3070496313 0.3070496296
8.3528 x 107° -1.6715x 107° 5.5511 x 10777
14 | 16384 | 0.3070454543 0.3070496301 0.3070496296
4.1753 x 1076 —4.1802 x 10710 2.2204 x 10716 (%)
15 | 32768 | 0.3070475422 0.3070496297 0.3070496296
2.0874 x 107° -1.0453 x 1071° 1.5543 x 1071 (%)
Tablica 5.7:
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Primijetimo, stvarna pogreSka ¢e se uglavnom smanjivati kako pove¢avamo broj koraka.
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Unato¢ tome, moZe se dogoditi slu¢aj oznaden (x) u Tablici 5.7. Cinjenica da porastom
broja koraka stvarna pogreska moZe rasti dogada se zbog reprezentacije decimalnih bro-
jeva, koja ovisi o ratunalnom programu.

Opcenito, zanemarivsi pojavu (x) iz Tablice 5.7, stvarna pogreSka E; (h) ponasa se
razliito za razliCite numericke metode. U Primjeru 5.2.3 i Primjeru 5.3.1 zakljucili smo

da je Runge-Kutta metoda opcenito preciznija od druge dvije metode, te da je Eulerova
metoda polovista preciznija od Eulerove metode.

Definicija 5.3.2. Ako za svaki t; > to, ty € I, postoji konstanta C takva da |E, (h)| ~ 'Che,
kad h — 0, za numericku metodu aproksimacije rjesenja Cauchyjevog problema kaZemo
da je reda tocnosti p € N.

Teoretski rezultat, prema [8], koji neCemo dokazivati, a koji éemo potkrijepiti Primje-
rom 5.3.3, je da stvarna pogreSka E;, (h) aproksimacije rjeSenja x;,(fy) u nekoj toCki ¢y > 1o
ovisi o velicini koraka £, na sljedeci nacin:

e za Eulerovu metodu,  |E; (h)| ~ Cgh, h — 0,
e za Eulerovu metodu polovista,  |E; (h)| ~ C wh?, h— 0,

e za Runge-Kutta metodu,  |E, (h)| ~ Cggh®, h — 0.

Zbog prethodnih formula za stvarnu pogresku E; (1) Eulerova metoda se naziva metoda
prvog reda, Eulerova metoda polovista metoda drugog reda, a Runge-Kutta metoda metoda
Cetvrtog reda.

Pod pretpostavkom |E,(h)] ~ Ch”, kad h — 0,zat € I, C > 0, p € N, tj. ukoliko je
numericka metoda reda p, tada red metode mozemo dobiti raCunanjem sljedeceg limesa:

[ lEM)] _
m--———r-=

lim — = (5.9

Dokaz. Pretpostavimo da je numericka metoda reda p, tj. da vrijedi |E,(h)| ~ Ch?, kad
h — 0, za neki ¢ > fy,. Tada vrijedi:

|Eh)] _
im =1.
h—0 Ch?
Ekvivalentno je:
. |E)] _ |E(W)| _ |E(WIY _
}ll_r% o l & o 1 + R(h) —>ln( i )—ln(l + R(h)),

1 £(h) ~ g(h) kad h — 0 znadi da vrijedi limy,_o Q—Z; =1.
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gdje je R(h) neka funkcija takva da vrijedi lim,_o R(h) = 0.
Zbog lim;,_o In(1 + R(h)) = 0, tada Ce vrijediti:

lim ln(lEt(};)l

lim ch ) = }ll_rg(ln |E/(h)| —InC - plnh) =0.

No, lim;¢Inh = —co pa:
In|E,(h)|—InC — plnh . In|E,(h)] .. InC
= lim -1

}11—{% Inh a h—0 Inh h—r>% m B }zl—r%p a O’
odnosno vrijedi:
L IlEM)
h—0 Inh

Primjer 5.3.3. Za Cauchyjev problem x' = x*cost, uz x(0) = 0.4 iz Primjera 5.3.1 proci-
Jjenimo red triju uvedenih metoda uz t; = 4.

RjesSenje. Vrijednost E; (h) uzimamo iz Tablice 5.7 u Primjeru 5.3.1. VeliCinu koraka A i
dalje raunamo prema formuli 4 = tfz_NtO. Pomocu formule (5.9) u sljedecoj tablici procijenit

¢emo red pogreske za Eulerovu metodu, Eulerovu metodu polovista i Runge-Kutta metodu.

Broj | Eulerova metoda | Eulerova metoda polovista | Runge-Kutta
N | koraka InlE o] InlE () In (1)
0 1 -0.224 -0.189 -1.332
1 2 -5.755 -3.530 -6.325
2 4 -8.750 -13.694 -13.263
3 8 6.117 11.272 14.890
4 16 3.749 5.881 9.895
5 32 2.894 4.473 8.187
6 64 2.444 3.820 7.293
7 128 2.164 3.443 6.722
8 256 1.974 3.198 6.315
9 512 1.837 3.024 6.007
10 | 1024 1.733 2.895 5.772
11 | 2048 1.652 2.795 5.444
12 | 4096 1.587 2.716 5.068
13 | 8192 1.534 2.651 4.909
14 | 16384 1.489 2.596 4.333
15 | 32768 1.000 2.000 3.784

Tablica 5.8: Red pogreske za diferencijalnu jednadzbu x” = cos tx uz x(0) = 4, za razliCite
numericke metode.
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U Tablici 5.8 vidimo da je (u vecini slucajeva) red pogreske (koji procijenimo kao limes kad
N — oo, tj. kad h — 0), kod Eulerove metode jednak jedan, kod Eulerove metode polovista
jednak dva, a kod Runge-Kutta metode jednak Cetiri. Dobiveni rezultati u skladu su s
ocekivanjem. Primijetimo, kod Eulerove metode i Eulerove metode polovista u Tablici 5.7
stvarna pogreska, sa pove€anjem broja koraka, uvijek se smanjivala. Takoder, u Tablici 5.8,
red pogreske kod tih metoda se monotono stabilizira. Kod Runge-Kutta metode javljaju se
oscilacije, pa se stabilizacija teZze uocava. Dodatno, sa porastom kompleksnosti metode
povecava se i vrijeme potrebno za izraCun svakog koraka, tako da je potrebno pronadi
ravnotezu izmedu potrebne preciznosti i kompleksnosti numericke metode.

Zaklju¢no, numeri¢ke metode daju ucinkovite metode aproksimativnog rjeSavanja diferen-
cijalnih jednadZbi koje se ne mogu rijesiti analitickim metodama. Medutim, numericke
metode imaju ogranicenja, kao Sto su problemi stabilnosti i potreba za velikom koli¢inom
racunalne snage.

Postoje razli¢ite numericke metode za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi, ukljucujuci
Eulerovu metodu, Eulerovu metodu polovista, Runge-Kutta metodu i mnoge druge. Izbor
metode ovisi o Zeljenoj razini to¢nosti i kompleksnosti.
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Sazetak

Za rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi moZemo Koristiti razlicite analiticke, kvali-
tativne i numericke metode. Analiticke metode ukljucuju pronalaZenje eksplicitnog rjesenja
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pomocu algebarskih 1 racunskih tehnika, ali mozda nece
biti izvedive za sloZenije jednadzbe. S druge strane, kod kvalitativnih metoda na temelju
oblika jednadZbe procjenjujemo ponaSanje rjeSenja u vremenu, bez eksplicitnog rjeSavanja
jednadzbe. Jedna od kvalitativnih metoda je graficki prikaz polja smjerova i to ¢e nam
predstavljati glavni alat u kvalitativnoj analizi. Numeri¢ke metode ukljucuju diskretizaciju
1 aproksimaciju rjeSenja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pomocu numerickih algoritama.
Prilikom odabira odgovarajue metode, vazno je poznavati prednosti i nedostatke svake
pojedine metode.



Summary

To solve ordinary differential equations, we use different analytical, qualitative, and nume-
rical methods. Analytical methods involve finding an explicit solution of ordinary differen-
tial equations using algebraic and computational techniques, but they may not be feasible
for more complicated equations. On the other hand, using qualitative methods, we es-
timate the behavior of the solution over time based on the equation, without explicitely
solving it. One of the qualitative methods is drawing the direction field of slopes for the
given equation, which is our main tool in qualitative analysis. Numerical methods involve
discretization and approximation of solutions of ordinary differential equations using nu-
merical algorithms. When selecting the appropriate method, it is important to be aware of
the advantages and disadvantages of each method.
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