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Sazetak

Trodimezionalni (3D) Diracovi polumetali su jedna od klasa 3D Diracovih materi-
jala, u kojima se elektroni mogu opisati 3D Diracovim modelom. Zanimljiva opticka
i transportna svojstva ovakvih materijala su razlog njihovog intenzivnog eksperimen-

talnog i teorijskog istrazivanja.

U ovom radu se teorijski istrazuje dinamicki tenzor vodljivosti u anizotropnom
3D Diracovom modelu u aproksimaciji relaksacijskih vremena i u jako dopiranom
rezimu. Izvedeni su izrazi za unutarvrpcane i meduvrpcane doprinose dinamickoj
vodljivosti koriste¢i minimalnu formu anizotropnog 3D Diracovog modela. Polazni
hamiltonijan je preuzet iz literature, a dobiven je redukcijom ab initio rezultata za

Diracov polumetal Bi;Se; na 4x4 efektivni Diracov model.

Analiza je podijeljena u tri dijela. Prvo je upotrebljena bazdarno invarijantna
minimalna supstitucija da bi se odredila struktura unutarvrp¢anih i meduvrpcanih
doprinosa tenzoru vodljivosti. Nakon toga je provedena numericka analiza u kojoj je
kvantitativno istrazena ovisnost dinamicke vodljivosti o temperaturi i o vrijednostima
mjere relaksacije. Na kraju su rezultati kvalitativno usporedeni s najnovijim mjere-

njima opticke vodljivosti u Diracovim polumetalima TIBiSSe.

Kljucne rijeci: Diracovi polumetali, opticka svojstva, transportna svojstva, dinamicka

vodljivost, TIBiSSe, Bi,Se;



Optical properties of Dirac semimetals
Abstract

Three-dimensional (3D) Dirac semimetals are a subclass of 3D Dirac materials,
in which electrons can be described by a 3D Dirac model. Interesting optical and
transport properties of such systems are the reason of their intensive experimental

and theoretical research.

In this thesis, the dynamical conductivity tensor of the anisotropic 3D Dirac mo-
del is analyzed in relaxation time approximation, in a high doping regime. Analytical
expressions for intraband and interband contributions to the dynamical conductivity
tensor are derived. The model hamiltonian used in the calculation is taken from lite-
rature. It is obtained by reducing the ab initio result for the Dirac semimetal Bi,Se;

to a 4x4 effective Dirac model.

The analysis is diveded into three parts. First, a gauge-invariant minimal substi-
tution is used to determine the structure of the intraband and interband contribution
to the dynamical conductivity tensor. Second, a numerical analysis is done and the
results are presented for different values of temperature and relaxation rates. Finally,
the results are qualitatively compared to the recent measurements of optical conduc-

tivity in TIBiSSe.

Keywords: Dirac semimetals, optical properties, transport properties, dynamical con-

ductivity, TIBiSSe, Bi,Se;
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1 Uvod

Transportna i opticka svojstva Diracovih polumetala su aktivho podrudje istraziva-
nja zbog ponasanja vodljivih elektrona u tim sustavima sli¢nog relativistickim fermi-
onima. Diracovi polumetali su vrsta trodimenzionalnih (3D) materijala u kojoj se
u blizini Fermijevog nivoa disperzije energija elektrona i Supljina mogu opisati (3D)
Diracovom jednadzbom, §to je uzrok njihovih neuobicajnih transportnih svojstava.

Postoji i Siroka klasa dvodimenzionalnih (2D) materijala u kojima elektroni imaju
slicne disperzije. Najpoznatiji primjer je grafen. U njemu su vodljive i valentne vrpce
u blizini Fermijevog nivoa opisane linearnim disperzijama, te se dodiruju. To dodiri-
vanje znaci da je Diracova masa jednaka nuli.

Mi ¢emo se u ovom radu baviti samo 3D Diracovim polumetalima. Promotrit cemo
dva takva sustava. Bi,Se; ¢emo zbog jednostavne kristalne strukture iskoristiti u
diskusiji osnovnog teorijskog modela, a TIBiSSe ¢e nam biti zanimljiv zbog preciznih

mjerenja opticke vodljivosti koja su nedavno napravljena.
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Slika 1.1: Opticka vodljivost TIBiSSe u jako dopiranom rezimu.[1]

TIBiSSe je anizotropni 3D Diracov polumetal. U ¢lanku [1] su izmjerene opticke
vodljivosti TIBiSSe uzoraka za 3 razliCite koncentracije dopiranja, koje je kontroli-
rano mijenjajué¢i omjer TL:Bi u kristalu. Ve¢i omjer odgovara slabijem dopiranju. Na
slici 1.1 je prikazan rezultat opticke vodljivosti u jako dopiranom rezimu u kojem je
T1:Bi=50:50. U ovom sustavu, procijenjena vrijednost Fermijeve energije je £r ~ 290

meV, a procijenjena koncentracija nositelja naboja je n = 5.6 - 10'® cm~3. Fermijeve
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brzine su anizotropne, v, ~ 4 - 10° m/s u zy ravnini, te vy, ~ 1.8-10° m/s u smjeru
okomitom na ravninu. Opticka vodljivost je mjerena za viSe razlicitih temperatura.
Ona ima nagli pad nakon fiw > h/T ~ 20 meYV, te je relativno niska na energijama od
0.1 eV do 0.5 eV, nakon ¢ega ima nagli porast. Na slici se takoder vidi da je za vece
energije vodljivost veca za nize temperature. Ovakvo ponasanje opticke vodljivosti
se moZze razumjeti analiziraju¢i unutarvrpcane i meduvrpcane doprinose vodljivosti
anizotropnog 3D Diracovog modela. U ovom radu ¢e se ta analiza provesti izracunom

tenzora dinamicke vodljivosti u aproksimaciji relaksacijskih vremena.

1.1 3D Diracova jednadzba

Schrodingerova jednadzba

~2

9 p
h— t)=-— t 1.1
ih b t) = 2oy, ) (L.1)
opisuje vremensku evoluciju valne funkcije slobodne nerelativistiCke cestice mase m
koja se giba u 3D prostoru. Energetska stanja se u tom slu¢aju mogu napisati kao
E(k) = h*k?/2m, gdje je hk impuls te Cestice.
Jednadzba koja opisuje relativisticke fermione u 3D prostoru se naziva Diracova

jednadzba i glasi
Oy(r, 1)

ih BT

= (Bmc® + ca - p) ¥(r, 1), (1.2)

pri cemu su 5 = ap i @ = (a1, ag, ag) 4x4 Diracove matrice

0 001 0 0 0 —2
0010 0 o1 0 0 2 0 2
a; = = y Qg = = ) (103)

0100 op 0 0 —2 0 0 oy 0
1 0 00 ¢t 0 0 O

0 0 1 0 10 0 O

0 0 0 -1 0 o3 01 0 0 I, O

043 —= —_= s /8 = —=
1 0 0 0 o3 0 00 -1 O 0 —I
0 -1 0 0 00 0 -1

Ovdje su o, standardne Paulijeve matrice, a I, je jedinicna 2x2 matrica. U ovom

slucaju ¢ je Cetverokomponentni vektor. U Schrodingerovoj jednadzbi v (r, t) je neka



kompleksna funkcija.

Za Diracove matrice vrijedi da antikomutiraju, te
Qi + Q0 = 26Z,J[ (14)

Izbor Diracovih matrica nije jedinstven, ve¢ svaki skup matrica koji se moze dobiti

transformacijom
o =Ua; U, (1.5)
pri ¢emu se valna funkcija transformira na nacin

V' = Uy, (1.6)

takoder zadovoljava (1.4) i Diracovu jednadZzbu. U slucaju slobodnih relativistickih

Cestica rjeSavanjem jednadzbe (1.2) dobivamo disperzijske relacije
E(K) = +VM? + K2, (1.7)
Ovdje smo uveli pokrate koje ¢emo koristiti kroz cijeli ovaj rad,

M = mdc?, (1.8)
K, = hck,. (1.9)

One predstavljaju Diracovu masu i komponente valnog vektora prikazane u jedini-
cama energije. Pozitivne i negativne energije se mogu redom pridruziti ¢esticama i

anti-Cesticama koje se gibaju naprijed u vremenu.

1.2 3D i 2D Diracovi elektroni u kristalima

Kako bi opisali transportna i opticka svojstva vodljivih elektrona u slabo dopiranim
sustavima, obi¢no promatramo samo vrh valentne ili dno vodljive vrpce. U jednos-
tavnim kristalima moZemo napraviti Taylorov razvoj energije F/(k) oko dna ili vrha
vrpci

8Ek0 Z@Eko

E(k) = E(ko) + ko kaks + ... (1.10)



Dakako, linearni ¢lan u tom razvoju iS¢ezava. Ako definiramo tenzor recipro¢ne

efektivne mase i tenzor transportne mase na nacin

'Vaﬂ(k) o i@QE(k)

- 1.11
m h2 Ok, ks’ (11D
1 1 0?F (ko)
Mag  h2 OkaOks (1.12)
mozemo pisati
E(k) = E(ko) + Y fkaks (1.13)
2ma5

ap

Drugim rije¢ima, u izotropnom slucaju, m.s = d,sm*, nositelje naboja mozemo opi-

sati kao slobodne nerelativisticke Cestice Cija je masa zamijenjena efektivnom masom
m*

U Diracovim materijalima u kojima je Diracova masa dovoljno mala ova aproksi-

macija nija dobra. Disperzije nositelja naboja na vrhu valentne i dnu vodljive vrpce

opisujemo relacijom (1.7), bez ikakvih dodatnih pojednostavljenja
E(K) = +VM? + K2. (1.14)

Tipican 2D primjer ovakvog materijala je grafen. Struktura vrpci dobivena ab initio
racunima prikazana je na slici 1.2. Kod grafena parametar M iSCezava te je disperzija
linearna oko tocke K. Lako se vidi da se ista disperzija dobije i u minimalnom modelu
¢vrsto vezanih elektrona (TBA - tight binding approximation), E,« (k) ~ tvrhk, gdje
je vr Fermijeva brzina elektrona. Aproksimacija u kojoj se to¢ne disperzije dobivene
ab initio racunima, ili pomoc¢u jednostavnog TBA modela, razvijaju oko Diracove
tocke po malom k, se obi¢no naziva aproksimacija Diracovog konusa (ekvienergetske
plohe +vrhk su konusi u 2D k prostoru, kao $to se moze vidjeti na umetku slike 1.1).

U toj aproksimaciji donje vrpce nemaju dno, a gornje vrpce nemaju vrh.

1.3 Hamiltonijan anizotropnog 3D Diracovog modela

Postoje dvije klase 3D materijala u kojima se disperzije vodljivih elektrona mogu
opisati s anizotropnim 3D Diracovim modelom. Prva klasa su takozvani topoloski

izolatori, a druga su Diracovi polumetali. U ovom radu ¢emo promatrati ove druge
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Slika 1.2: Disperzija elektrona u grafenu. Vodljiva vrpca (crveno) i valentna vrpca
(plavo) imaju linearnu disperziju u blizini K tocke.[3]

M’

=

(a)T ﬁ *u (b) =

X Y - ) .
| X Vil
Quintuple .
layer (C)
c—&—&— sel’
A ————8- f - , Sel
C A — Se2
. §i1 A —4—-(—5— Bil’
@ Se
L Se2 B . ) Sej
- e—eo— Sel

Slika 1.3: Struktura kristala Bi,Se; [2].



sustave. Tipi¢ni Diracov polumetal je Bi,Se;. Kao sto se vidi na slici 1.3[2], u njemu
imamo pet slojeva atoma rasporedenih u 2D heksagonalnoj reSetci koji se ponavljaju
u smjeru okomitom na 2D ravninu (A, B i C mjesta oznacena na b) dijelu slike).

Ponavljanje slojeva je sli¢cno ponavljanju (111) slojeva u FCC reSetci. Slika 1.4 prika-

Energy (V)

Slika 1.4: Disperzija elektrona u Bi,Se;. Diracova tocka se nalazi u I' tocki prve
Brillouinove zone.[2]

zuje strukturu vrpci koja je dobivena ab initio racunima u slu¢aju kada su zanemareni
efekti vezanja spina i orbitalnog momenta elektrona.

Kao sto je prikazano u originalnoj referenci, disperzije u blizini Diracove tocke (I'
tocka na slici) mogu se dobiti analiticki analiziraju¢i simetrijska svojstva kristalne
reSetke. Ovdje ¢emo ukratko prikazati ideju. Konacna elektronska struktura Bi,Ses
se moze razumijeti kao rezultat nekoliko fizikalnih efekata koji se uzimaju korak po
korak, pocevsi od svih vanjskih p,, orbitala na 5 atoma u primitivnoj ¢eliji. Na koncu
nam ostaju samo cCetiri molekularne orbitale najblize Fermijevoj energiji. Ti koraci su

shematski prikazani na slici 1.5:
I hibridizacija p,, orbitala Bi i Se atoma,
II formiranje bonding i anti-bonding orbitala,
III cijepanje orbitala kristalnim poljem, i
IV spin-orbit vezanje.

U najgrubljoj aproksimaciji se korak IV moze preskociti. To je razina razmatranja

koju mi koristimo u ovom radu. Ta simetrijska analiza je pokazala da su Cetiri vrpce



() (1 (IV)

Slika 1.5: Shematski prikaz atomskih i molekularnih orbitala u Bi,Se; koje su najblize
Fermijevom nivou.[6]

najblize Fermijevom nivou izgradene od po dvije molekularne orbitale na Bi i Se ato-
mima angularnih momenata j = +1/2. One su na slici 1.5 oznacene sa ‘P 1, :|:l> i

2
| P2y, £3).

Za analizu koja slijedi detalji strukture tih orbitala nisu vazni. Nama je ovdje
vazno da je redukcija ab initio disperzija na minimalni TBA model pokazala da je
dovoljno zadrzati samo ta Cetiri stanja. Odgovarajuc¢i matri¢ni elementi u blizini I"
tocke mogu se razviti u Taylorov red po k, zadrzavajuéi ¢lanove do drugog reda.

Konacni oblik reduciranog 4x4 hamiltonijana je sljedec¢i[6]

M) Ak, 0 Ak

Ak, —M(k) Ask_ 0 )
H(k) =e(k)I + + O(k?), (1.15)
0 Agky  M(k) —Ajk,
Ak, 0 —Ak, —M(k)
gdje je
ky =k, + ik, (1.16)

Eo(k) = C + Clk,‘z + C’gk’i,

M(k) = M + Mk? + Myk? .



Pokazano je da je ovaj model dovoljno bogat da moze posluziti za analizu svojstava ne
samo Diracovih polumetala nego i topoloskih izolatora. Ako zadrZimo samo linearne

doprinose, konacni rezultat je hamiltonijan

M Ak, 0 Ak
Ak, —M  Ak. 0
H(k) = CI + . (1.17)
0 Ak, M —Aik,

Ak, 0 —Ak, —M

Bududi da sada na dijagonali imamo matri¢ne elemente +A/ koji ne ovise o k, ovaj
model viSe ne moZze objasniti fiziku topoloskih izolatora. Nama to nije vazno jer nas
zanimaju samo svojstva Diracovih polumetala. Energije promatranih molekularnih

orbitala E, i E,, te grupne brzine vg, ulaze u ovaj hamiltonijan kroz parametre

E,+ E,
2 )
E,— E,
2 )

A1,2 = VFay,z h.

C:

(1.18)

M=

Hamiltonijan se prikladnom transformacijom moze prevesti na oblik koji ¢emo koris-

titi u ostatku ovog rada (zamjena 2. i 3. stupcai2. i 3. retka u (1.17))

M 0 K K
0 M K, -K.

H(k) = . (1.19)
K. K. -M 0

K. -K. 0 -M

Ovdje smo izabrali energetsko ishodiSte na na¢in C' = 0, te smo uveli pokratu K, =

hvro k. koja je poopcenje kratice (1.9).



2 Opticka svojstva Diracovih polumetala

U ovom i u sljede¢em poglavlju ¢emo izvesti analiticke izraze za dinamicku vodljivost

anizotropnog 3D Diracovog modela. Numeric¢ka analiza slijedi u poglavlju 4.

2.1 Blochove energije i Blochove funkcije u anizotropnom 3D Di-

racovom modelu

Kao sto je objasnjeno u prvom poglavlju, vodljivi elektroni u Diracovim polumeta-
lima mogu se opisati u "spin-less" reprezentaciji anizotropnog prosirenog Diracovog
modela. Naime, vektori baze u toj reprezentaciji vezani su uz Cetiri molekularne orbi-
tale u kojima spin nije dobar kvantni broj, nego je to angularni moment j. Ako nema
spin-orbit vezanja, nema ni razlike izmedu j i . U vodecoj aproksimaciji koju ¢emo
koristiti u ovom radu, gdje je ey(k) = 01 AM (k) = M (k) — M = 0, goli hamiltonijan

prikazan u drugoj kvantizaciji poprima oblik

Hy =Y HY (K)chepm, (2.20)
ik

gdje je
(Hé”(k)) — . (2.21)

Mi ovdje promatramo ponasanje 3D Diracovih elektrona u vanjskim elektromagnet-
skim poljima, pa smo u tom smislu oznaci matrice (2.20) dodali indeks 0. H¥ (k) su
elementi te matrice prikazani u reprezentaciji Cetiri molekularne orbitale iz poglavlja
1. Operatori ¢l, su operatori stvaranja elektrona u tim molekularnim orbitalama, a
¢l |0) su vektori baze u toj reprezentaciji.

Kao $to smo rekli ranije, pojednostavljenje AM (k) = M (k) — M = 0 automatski
iskljucuje topoloske izolatore iz analize koja slijedi.

Hamiltonijan ¢emo dijagonalizirati pomocu transformacije

che =D Uk(l, L)cl, (2.22)
L



gdje je cTLk operator stvaranja elektrona povezan s Blochovom funkcijom ¢ (r) =

(r|c!, |0). Uvrstavajuéi tu relaciju u hamiltonijan (2.20) dolazimo do

Hy =Y Hy"(k)e]cp (2.23)
Lk

Kao sto o¢ekujemo za Blochovu reprezentaciju, matri¢ni elementi

Hy"(k) = > UF (L) HY (kUL L) (2.24)
174

su dijagonalni u indeksima vrpci L i L'. Te matri¢ne elemente moZzemo napisati i u
matri¢cnom obliku

Hi (k) = (UL HoU) ,, - (2.25)

Ovdje je Uy matrica transformacije ¢iji su matri¢ni elementi Uy(l, L).
Da bismo odredili elemente matrice Uy, matricu (2.21) ¢emo napisati pomocu

2x2 blok matrice, na nac¢in

M Ko
Hy = ) (2.26)
K-c —M
U ovom zapisu je
M 0 K, K_
M = s K 0 = ; (2.27)
0 M K, -K,

gdje je K, = K, £iK,,.
Determinantu matrice mozemo lako dobiti uzimajuéi u obzir da je (K-0)* = K? I.

Naime, za neku svojstvenu vrijednost £, imamo

det(Hy — EL L) = —(M? — B2 I,) — (K -0)> = 0, (2.28)
odakle slijedi
E (k) = +VM? + K2 (2.29)

Ove svojstvene vrijednosti odgovaraju Blochovim energijama problema kojeg pro-

matramo. Da bismo odredili matri¢ne elemente Uy(L,!) prvo ¢emo uvesti matricu
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A = A1, gdje je A\ = vV M? + K2. Dijagonalnu matricu Cije vlastite vektore trazimo
sada mozZemo zapisati na nacin
A0
(Hi* (k) = : (2.30)
0 —A
Primijetimo da su stupci matrice Hy — (H}') ujedno i odgovarajuca svojstvena

stanja problema kojeg promatramo. Lako se provjeri da ta Cetiri vektora

K, K_ M — X 0
K, K, 0 M=)
U1 = ) Vg = ) U3 = ) Vg = )
—M + A 0 K, K_
0 VN K. _K,

¢ine ortogonalnu bazu svojstvenih stanja. Na primjer, za (v;|ve) = KK — KiK., =

K.K_ — K_K, = 0. Takoder, lako se provjeri da je Hov; = A\v; za i = 1,2, te

Hov; = —\v; za i = 3,4. Na primjer, racun izraza Hyv; daje
MK, + K. (=M + \) MK,
MK, + K (—M+ X\ AK
Hyvy = + K b T = (2.31)
K2+ K K, —M(—M + \) N —AM
K.K_ - K.K, 0
Norma svakog od tih vektora je jednaka |v;| = m, pa ukupnu matricu tran-

sformacije mozemo napisati kao

Ut = (U(L,1)) = ! Koo A-M (2.32)
D= S \Moa Koo ) |

Ta matrica odgovara transformaciji iz baze delokaliziranih svojstvenih stanja |lk) =

¢l |0) u bazu Blochovih stanja |Lk) = ¢!, |0),

che =Y _Up(L, 1)cfy. (2.33)
l
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Bududi da je (K -0)" = (K - 0), slijedi izraz za matricu Uy,

1 K- M-\
R . (2.34)
2\A-M)\XA-M Ko

Direktno uvrStavanje izraza (2.32) u (2.24) daje

(HLLI> 1 K- AD—-M M K-o Ko M-\
2\A-M)\M—-Xx Ko Ko M/ \A-M K-o
(2.35)

Lako se provjeri da je rezultat dijagonalna matrica (2.30). Rezultat svega je goli

hamiltonijan prikazan u Blochovoj reprezentaciji
Z Er(®)c! cre, (2.36)

gdje su Blochove energije £ (k) dane sa (2.29).

2.2 Vezanje elektrona i vanjskih elektromagnetskih polja

U dodatku B je detaljno objasnjen jedan od postupaka racunanja vezanja vanjskih
elektromagnetskih polja na gustocu struje i na gusto¢u dijamagnetske struje. Taj pos-
tupak je prilagoden onim problemima u kojima je polazni goli hamiltonijan prikazan
u reprezentaciji delokaliziranih molekularnih orbitala, a gdje ne znamo tocan oblik
matri¢nih elemenata u reprezentaciji atomskih orbitala. Problem (2.21) je jedan ta-
kav primjer.

U spin-less reprezentaciji za elektrone u 3D Diracovom modelu moramo samo u

izrazima (B.30) i (B.31) ispustiti sumu po spinu. Rezultat je

1 .
Hy=—= anAa(q)Ja(—q), (2.37)
2 2mc2 Z Z A AIB qa—q )’7&[‘3( q; 2) (238)
qq’ of
Ovdje je
Z ZJ (k+q.k Clk-i-qcl’k? (2.39)

i
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kvantni operator gustoce struje, dok je

Fas (= Z Z Tas(k+ a4 k; 2)C2Lk+qcl’k' (2.40)

w

operator dijamagnetske gustoce struje. A je vektorski potencijal. U ovim izrazima su

, : OHY (k)
Wik +q.k) ~ i (k) = & 2.41
Jo (k+q.k) = j, (k) = ok, (2.41)
, aQHll’( )
Wk 4 q k: 2) ~ Ak 2) = ¢ 20 &) 2.42
704/3’( +q,k; ) Vaﬁ( ) 2 Ok 3/{:5 ( 4 )

pripadne vrsne funkcije prikazane u reprezentaciji delokaliziranih molekulskih orbi-
tala u granici q — 0.

Strujne vrsne funkcije mozemo transformacijom (2.32) prebaciti u Blochovu re-
prezentaciju kao Sto je napravljeno u dodatku B. Konacni izrazi za operatore gustoca

struja su

Z Z‘] k + q’ CLk+ch’k7 (243)
Lr

Yo (= Z Z TaB (k+q,k; 2)CLk+ch’k7 (2.44)
Lr’

uz jL¥ (k + q,k) =~ jE (k), te vEE (k + q, k; 2) &~ v2E (k; 2). U Blochovoj reprezenta-

ciji strujne vr$ne funkcije u Diracovom modelu su

L K2
‘ja ( )’ € UF&MQ—FKZ (245)
za unutarvrpcane doprinose, te
JEV (k) =0 za LL' =12,21,34,43, (2.46)
LL’ 2,2 K
2’] Z ‘j = 26 ’UFa (1 — m) s (2.47)

L<L'
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i 00F = 3 U 00R 2, (1- 1t ) @
L>I

za meduvrpCane doprinose. Ovdje smo definirali efektivne strujne vr$ne funkcije

Jr= (k) ij, *(k) koje ¢e se pojaviti u izracunu tenzora vodljivosti u idu¢em poglavlju.

VEE (k; 2) i8¢ezava jer su matri¢ni elementi 4/ (k; 2) jednaki nuli, $to je posljedica &i-

njenice da su elementi matrice golog hamiltonijana Diracovog modela (2.21) linearni

u k.

2.3 Struja-dipol Kubo formula u modelu jedne vrpce

U poglavlju 3 ¢emo zapoceti analizu dinamicke vodljivosti koriste¢i rezultat za tenzor
vodljivosti u modelu s vise vrpci koji je dobiven analizom kvantnih transportnih jed-
nadzbi. U tom izrazu su svi relaksacijski procesi opisani u aproksimaciji relaksacijskih
vremena. Izvod tog izraza je vrlo slozen ne samo na kona¢nim temperaturama, ve¢ i
na 7' = 0 K, i on izlazi iz okvira standardnog dodiplomskog gradiva. Mi ¢emo ovdje
napraviti racun samo unutarvrp¢anog doprinosa koriste¢i standardni RPA pristup na
primjeru jedne vrpce s opc¢enitom disperzijom. U toj analizi ¢emo se upoznati s dva
pojma, struja-dipol i struja-struja korelacijskom funkcijom, te ¢emo odrediti vodece
doprinose u obje te funkcije. Na kraju ¢emo samo zapisati rezultat za modele s vise
vrpci.

U drugoj kvantizaciji, vezanje vanjskih skalarnih polja na gusto¢e naboja moze se

pisati na nacin

Hy(t) =) ®"(q,t)p(—q). (2.49)
q
Ovdje je
ﬁ(_q) = (—6) Z CEk-{—chk = Z pLL(k +q, k)CTLk+chk (250)
Lk Lk

operator gusto¢e naboja, a p'l(k + q,k) = (—e) (Lk + q|e9T|Lk) je pripadna na-

bojna vrsna funkcija. Polje u tom izrazu

(g, 1) = B (q,w) (e +c.c.) (2.51)
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je zasjenjena smetnja Cije je ukljucivanje opisano adijabatskim faktorom exp{nt}.
Nama je cilj odrediti unutarvrpcani doprinos tenzoru vodljivosti, koji je definiran

Ohmovim zakonom. U translacijski invarijantnim sustavima Ohmov zakon ima oblik
T quw) = oas(d,w)Es(q,w). (2.52)
af
Jind(q,w) je Fourierova komponenta inducirane gustoce struja
1
T (r Zy (k+qk (lek( t)? V) fr(k). (2.53)

Kao sto je pokazano u dodatku D, vremenski racun smetnje, gdje je H; smetnja a

Y (r,t) smetana valna funkcija, vodi u vodecoj aproksimaciji do izraza

fr(k) — fu(k+q)

znd k LL k k q)tot
T (quw Z] Ak T ket a ke (a.w)
(2.54)
_ Hintra(O)( Pptot
=1l (q,w)®”(q,w). (2.55)

Odzivnu funkciju u ovom izrazu H&OO) (q,w) zovemo gola struja-naboj korelacijska

funkcija. Naziv je analogan goloj RPA dielektri¢noj susceptibilnosti H(()%)(q, w) =
x?(q,w) koju takoder nazivamo gola naboj-naboj korelacijska funkcija. U ovim iz-
razima su p*(k + q,k) ~ (—e) i j2*(k + q,k) ~ (—e)vk(k) nabojne i strujne vr$ne
funkcije.

U dodatku D je pokazano da je veza izmedu p*L(k + q, k) i j2*(k + q, k) odredena

(operatorskom) jednadzbom kontinuiteta. Ako iskoristimo rezultat (D.69) dobivamo

sLL 2 —
s = Y e e SISO geg )

—er(k+a) —er(k) hw +er(k) —er(k+q) +in

(2.56)

Ako nakon toga iskoristimo i standardnu relaciju za longitudinalna makroskopska
elektromagnetska polja E(q,w) = —iq®'(q,w), dobivamo
ih ja (k +q,k)? frk) — fu(k+q)

intra 7 _ ) 2.57
Uaa (q W) V%EL(k“f‘q)_eL(k) hW“f'EL(k)_EL(k_’_q)—}_ZT] ( )
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te

[ ntra
th(q, ) q_HaOt (0) (q7 w)‘ (2.58)

«

Pojam koji je blisko vezan s dvije vr$ne funkcije u II_,(q,w) je dipolna vr$na funk-
cija PL¥ (k + q, k). Iz operatorske forme klasi¢noelektrodinamitke relacije p(q,w) =

—iq - P(q,w) slijedi

PEY(k + q k) = ——p"E(k + q, k). (2.59)

(67

Dakle, gornji izraz mozZemo zapisati i u formi

intra

=-= (k+q, 4
Tan 53 N ) = ek a) T

PH(k + q,k).
(2.60)

Ovaj izraz predstavlja golu struja-dipol korelacijsku funkciju. On predstavlja vodeci

¢lan u struja-dipol Kubo formuli za dinamicku vodljivost.

2.4 Kubo formula za dinamicku vodljivost

U svom udzbeniku[5], Kubo pod pojmom Kubo formula podrazumijeva struja-struja
Kubo formulu. U udzbenicima ona se obi¢no izvodi za model slobodnih elektrona.
Mi ¢emo je ovdje reizvesti u op¢enitom unutarvrpc¢anom modelu. Racun je trivijalan.

U njemu izraz

1 1

: , (2.61)

er(k+q) —er(k) hw—er(k+q)+ e (k) +in

! < 1 N 1 )

- hw+in \er(k+q) —er(k)  hw—er(k+q) +er(k) +in
prikazujemo preko parcijalnih razlomaka. Rezultat je
O_mtra(w> — i Hzntra(O) <q w) + e_znint'ra((]) (q ~ O) (2 62)
ax w _’_ZT] ax ? m ax ° *

intra

Ovdje je naa © (q ~ 0) efektivna koncentracija nositelja naboja koju ¢emo detaljnije

raspraviti u sljedecem poglavlju. Ona se podudara sa koncentracijom elektrona samo
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u modelu slobodnih elektrona. Kao Sto ¢emo vidjeti kasnije, u Diracovim polumeta-

lima to nije slucaj.

2.5 Modeli s vise vrpci

Generalni izraz za tenzor vodljivosti u sustavima s viSe vrpci u aproksimaciji relaksa-
cijskog vremena moze se dobiti ako dodamo sumaciju po razli¢itim vrpcama s indek-
sima L i L/, te napravimo zamjenu n — hI''Y .

o (@ Z ZWU (k+q,k)P fuk) — fu(k+q)
e ek +aq,k)  hw+epp(k, k+q) +ihlEL

Lr!

(2.63)

Ovdje I'™" predstavlja mjeru relaksacije za par vrpci Li L'.
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3 Tenzor vodljivosti u Diracovim polumetalima

3.1 Tengzor vodljivosti

Kao Sto je spomenuto u potpoglavlju 2.5, tenzor vodljivosti u sustavima s vise vrpci
moze se u aproksimaciji relaksacijskih vremena pisati na nacin
ih|jH (k,k +q fr(k)— fu(k+q
rulas =3 b5 P A~ fulcra)
€L/L k+q k) hw—l—ELL/(k,k—l-Q)—FZhF

Lr'

(3.64)

U ovom izrazu, f;(k) predstavlja Fermi-Diracovu funkciju raspodjele, I'**’ je mjera

relaksacije, a e (k + q, k) = e, (k + q) — €/ (k) je energija elektron-Supljina para.

Kao Sto smo se uvjerili u potpoglavlju 2.1, nas sustav ima dva para vrpci dege-
neriranih u energiji, e12(k) = VM2 + K2 i e34(k) = —/M? + K2. U Diracovim
polumetalima u modelu koji promatramo nema sume ) u izrazu (3.64). Strujni
verteksi su dani izrazima (2.45-2.48), a njihov racun je detaljno objasnjen u dodatku
C.

Racun tenzora vodljivosti ¢emo provesti u dva dijela, racunajuéi prvo unutarvrp-

¢ani doprinos (L = L'), te nakon toga meduvrpcani doprinos (L # L'), odnosno
Jaa<q7 ) — O_zntra(q’ w) + znter(q7 ) (365)

Bududi da 0,,(q,w) predstavlja odzivnu funkciju koja opisuje odziv sustava na ma-
kroskopska polja E(q,w), gdje je ¢ — 0, racun ¢emo provesti u dugovalnoj aproksi-
maciji. Takoder ¢emo pretpostaviti da je mjera relaksacije jednaka za sve unutarvrp-

¢ane doprinose (I'*Y = T';) i jednaka za sve meduvrpéane doprinose (I'*Y" = T'y).

3.2 Unutarvrpcéani doprinos tenzoru vodljivosti

Unutarvrpcani doprinos

zntra Zh'] k k + q)| fL(k) B fL(k+ q)
3.66
Z Z €LL k+q k) hw+eLL(k,k+q)+th1’ ( )
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u dugovalnoj aproksimaciji postaje

mtra mtra Zh‘] ’2 8fL (k)
(a,w) = og, Z Z hw+th1 (—&L(m). (3.67)

Ovdje smo funkciju raspodjele f;(k + q) razvili u Taylorov red po q oko k, te uzeli u
obzir daje ¢, (k + q, k) zanemarivo mali. Primijetimo takoder da strujne vr$ne funk-
cije nemaju ovisnost o q. Ako definiramo efektivhu koncentraciju nositelja naboja na

nacin

1ntra m|j 2 afL(k>
= E — 3.68
unutarvrpcani doprinos mozemo zapisati u obliku

2 .
intra € Zh intra
= ) 3.6
Taa m hw + thl'y Moa (3.69)

Kao $to smo ve¢ govorili u potpoglavlju 1.2, u aproksimaciji Diracovog konusa
donja vrpca nema dna i gornja vrpca nema vrha. To znaci da da bismo mogli pri-
mijeniti alternativnu definicijsku relaciju za n’""* za na$ 3D Diracov model moramo
doprinos donje dvije vrpce zapisati u slici Supljina. Izraz (3.68) je dobro definiran
i za donje dvije vrpce jer integral ukljucuje samo struje u termalnom prozoru oko
Fermijeve energije. U racunima koji slijede koristimo uglavnom relaciju (3.68). Al-
ternativna forma za n™"* je raspravljena u potpoglavlju 3.6 gdje gledamo njenu vezu

s koncentracijom naboja n.

3.3 Unutarvrpéani doprinos u dopiranom rezimu

Zbog jednostavnosti ¢emo promatrati "jako" dopirani slucaj kod dopiranja suplji-
nama. U skladu s informacijama danim u uvodu uvodnog poglavlja to odgovara
koncentracijama n ~ 10 ¢m~3, $to je otprilike dopiranje reda jednog promila. Na-
ziv "jako" je ovdje odraz ¢injenice da je Fermijeva energija /K7 + M? reda ili veéa
od 0.1 eV.

Dopiranje Supljinama pomice Fermijev nivo od energije Diracove tocke prema

dvije vrpce niZe energije. U tom slu¢aju mozZemo zanemariti doprinose gornje dvije
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vrpce. Efektivna koncentracija nositelja je tada

zntra _ ’j 2 af3 (k)
aa V Z (_ 863(1{)) . (370)

Prelaze¢i na integral dobivamo izraz

-33 2
nintra _ 2 1 /de de dKZ m|ja (k)| (_8f3(k)) ) (371)

o (27Th)3 VpzUpyUF: e? 863(1{)

Unutarvrpcane strujne vrs$ne funkcije su izracunate u dodatku C. One su jednake

grupnim brzinama pomnoZenim s nabojem elektrona (—e). Dakle,

K2
et ()P = e*v;

=€ UFam (372)

Uvrstavajudi taj kvadrat verteksa u integral, uz oznaku o3, = vp,vp,vr., dobivamo

: 2m  v? K? df3(k)
intra __ “Fa N 3
M = G o /dK ARy K. 3y ( aeg(k))' (3.73)

Iako imamo anizotropiju u Fermijevim brzinama, disperzije ¢/ (k) prikazane u K pros-

toru imaju sfernu simetriju, Sto nam omogucava da pisemo

4 2m  v? K? Jf5(k)
intra __ “Fa Q KQ K - 3 . )
Moo = (9rR)8 03 / d / S VERe ( 863(k)) (3.74)

Jedino faktor K2 ima ovisnost o 2. Kutni dio integrala lako izvrijednimo

1 AT K?
QOK? == QK2 = . :
/d 2 3;/d 2 : (3.75)

Na kraju preostaje radijalni dio integrala

) 8t m V2 Ke.o. K2 af (k)
mtra _ 7 “Fa KZdK _YJ3 3.76
Moo = T3 0nn)s 03 /0 M2+ K2\ Oe(k) ) (3.76)

u kojem je K., gornja granica takva da je K., > Kp. Realni dio unutarvrpcane
vodljivosti se sada lako izracuna,

62 Fl
m w? +I'?

Re{oinir) = pinira, (3.77)
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U (3.73) smo uveli kraticu v koja zapravo predstavlja prosje¢nu Fermijevu brzinu
naseg anizotropnog problema. U izotropnoj granici je vp, = U, pa je ovisnost o

Fermijevim brzinama u (3.77) u tom slucaju 1/vr, te v%, /0% u opéem sluéaju.

3.4 Meduvrpcani doprinos tenzoru vodljivosti

Meduvrpcani doprinos mozemo napisati kao

znter Z Z Zhlj k k + q)| fL(k) — fl/(k + CI) (378)

L;AL’ €L/L k+q,k) hbd—l—ELL/(k,k—l-CI)—'—thg.

U dugovalnoj aproksimaciji ovaj izraz prelazi u

mter Zh|] k 2 fL(k) . f[/(k)
LyﬁzL’ Z _2€L k hw + 2€L(k) + Zhr2 : (379)

U dodatku C pokazali smo da meduvrpéane strujne vrsne