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Uvod

Ateroskleroza je kromina i kompleksna kardiovaskularna bolest zadebljanja stijenke ar-
terija. Prirodan tijek bolesti zapmje visokim razinama "lseg kolesterola” u krvi, ta-
kozvanim lipoproteinima niske gugte (LDL - low density lipoprotein). Zbog raziitih
cimbenika, od kojih su nagsti visoki krvni tlak, dijabetes, pgenje i razni upalni procesi,
cesto dolazi do ste€enja unutarnjeg dijela stijenke, takozvane intime. U takvaligd@noj,
stijenci, uz kombinaciju s prirodnim ili gim tlakom u arteriji, poinje se nakupljati LDL.
Jednom kada se da unutar stijenke, LDL pxinje oksidirati (ox-LDL). Bud@i da se oksi-
dacija mae dogoditi i u krvotoku, taj prodor dovodi do nakupljanja LDL-a, ali i ox-LDL-a
unutar stijenkesto, s obzirom na to da su to strana tijelei da csteCena stijenka zapme
luciti kemijske signale citokine, koji signaliziraju tijelu da se u tom dijelu razvija upala.
Tijelo kao pravi uhodani strogalje imunosne, bijele, krvne stanice, koje prodiru u sti-
jenku krvnezile gdje postaju makrofagi, stanice koje ws8ni "jedu” strana tijela i tako
ih unistavaju. Ovdje dolazimo do velikog problema, a to je nusprodukt togtawanja,
pjenaste stanice koje se vrlo brzo nakupe u stijenci i prouzrokgjwgou reakciju okol-
nog tkiva u otpstanju je vise citokina,sto ponovno uzrokuje dotok govece kolicine
imunosnih stanica. Vidimo da ovo vodi do cirkularnog psadja, takozvanog autoampli -
kacijskog fenomena u kojem tijelo, pokavaj\&i rijesiti goruci problem, zapravo pogsa
situaciju. Jednom kada se u stijenci nakupi dovoljno stranog tijela, pjenastih stanica, LDL-
a, ox-LDL-a, kr&€e promjena cijele strukture stijenke,sii se pomcu, intima se mijenja
i dolazi, uz kontinuirano pov@anje naslaga, do vlaknastog zadebljanja, brozne kapice.
Time se mijenja cjevasta struktura krvage, zbogcega, pak, dolazi do visoke razine
stresa na stijenku, ali i na tu kapicu. U najgorim, alizalast,cestim sleajevima dolazi
do puknica kapicecime se velik dio mase oslotia u krv nerijetko dovodg do infarkta.
Drugim rijecima, dolazi do prekida dovoda krvi, a time i kisika i hranjivih tvari, u neki
dio tijela, zbogcega tkivo painje odumirati. Zbog tog upalnog procesa ateroskleroza se
smatra upalnom bolesti. Detalji se mogu vidjeti na Slici 0.1.

Teorijski model kojicemo promotriti govori nam hae li uogte d&i do ateroskleroze.
Promatratemo koncentracije makrofaga i citokina tijekom vremena i a&lu pové€anja
tih koncentracija moi cemo zakljeiti da se ateroskleroza razvila. U shju pada kon-
centracije dolazimo do zaklpka da se, s@mm, upala povuklasto zn&i da nije dslo do



SADRZAJ 2

razvitka kroncne upale.
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Slika 0.1: Jednostavni prikaz formiranja ateroskleroze. LDL penetrira stijenke kilene
aktivira receptore na posini entodelnih stanicato rezultira regrutacijom monocita. Mo-
nociti se transformiraju u makrofage, a nakon toga i u pjenaste stanice koje ostaju u intimi.
(Izvor: [8])



Poglavije 1
1D model

1.1 Uvod u 1D model

Jednodimenzionalni model ateroskleroze opisan je koncentracijénsp@menutih ma-
krofaga i citokina na nekom intervalu. Taj interval predstavlja arterijsku stijenku, u ovom
slucaju upravo intimu te stijenke. Kako intintani prosjeeno 5% 10 % debljine stijenke,

1D model vrlo je dobar u predikcijama razvoja bolesti. De nirajmesnaadau. Neka

je M oznaka za koncentraciju makrofagA bznaka za koncentraciju citokina. Jednbe
modela dane su sa

8
M
- oM

a (1.1)
@ @A '
§@ = dz@ + fz(A)M HA:
Postoji nekoliko nepoznanica u modelu. Zaptak, de nirattemo dvije funkcije

_ 1t A

fi(A) = T+ A (1.2)

A

— 2A

f2(A) = v A=, (1.3)

Obje funkcije modeliraju pov@anje koncentracije pripaddje tvari, ali i obje ovise
samo o koncentraciji citokina. Razlog tomu jes#) postojanje citokina implicira postoja-
nje makrofaga, a potonje rezultira p@amjem koncentracije citokina. Time smo objasnili
I zasto je uz funkcijuf, clan M. Objasnimo sada i konstante:

~ kao vrijednost funkcijef; u trenutku kada jé = 0, tj. u trenutku prije poetka upale,
1 ham oznaava regrutaciju monocita

3
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1 Objasnjava fenomen autoampli kacije i utjecaj citokina na pcamje koncentra-
cije makrofaga

» 0znaava licenje citokina
1 0znaava vrijeme stvaranja brozne kapice
» 0znaava vrijeme u kojem tijelo ponje inhibirati upalu.
Clanovi ;M i A predstavljaju degradaciju imunosnih staniMai citokina A, a
clanovi dl% i dz% opisuju njihovu difuziju ili premjstanje u intimi.
Svi parametri modela, 1; 2; 1; 1; 2; 1; 2;d;;dy, PO pretpostavci su nenegativni.

Kako bismo podobno opisali regrutaciju imunosnih citokina, funk£if&) mora biti rastga,
pa uvodimo i uvjet koji nam to osigurava

> (1.4)
1

1.2 Kineticki sustav

U ovom dijeluzelja nam je provijeriti u kojinte se slaajevima, odnosno za kofee se
vrijednosti parametara razviti upalni proces. Zirao ekvilibrije kinetckog dijela naeg
sustava (1.1). Taj je sustav dan kao

8
%@ = f(A) M
: @%’ (1.5)
: @ = fz(A)M SA:
Izokline ovog sustava de nirane su pomojednadbi
_ A
fi(A) 1M = | M= 1
(WM A = 0 |\ - _2A
f2(A)

sto nam daje prirodnu de niciju ponémih funkcijaFy(A) 22 i Fy(A) 5.

Broj tocaka ekvilibrija ovisi o parametrima modela. Jednostavnim raspisom

A=0! Fy0)=0; F(0)= —
1
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mozemo d@i do prvog ekuvilibrija, takeEy = 0; - Sasvim je @ito da je to ekvilibrij za
proizvoljan izbor parametara. Provjerimo je li to stabilan ili nestabilan ekvilibrij. Pripadna
Jakobijeva matrica dana je kao

o H#

_ 1 {0 |

k= o' L
1

Iz nje odmah meemo &citati i svojstvene vrijednosti

1= L 2= 2— 2
1
PrimjeCujemo da je svojstvena vrijednostuvijek negativna, pa stabilnost ovisi @. Jed-
nostavnim raunom dobivamo da je, negativna za+ < -2, pa je u tom slaaju ekvilibrij

E, stabilan. U sluaju—i > -2 je nestabilan.

Nastavljamo potragu za ostalim ekvilibrijima. Uz, radisaky zapisa, de niranje pongaih

parametara
2, 2,

2 2 2,
ostale ekvilibrije nalazimo na standardarcima rijesavanjem sljedme jednadbe
|

Fi(A) = Fa(A)! —A?+ —+ 2 A+ L=0 (1.6)
1 1 1 1

Srecom, kvadratne jednathe znamo rjsavati bez prege muke, pa uzstitane vrijednosti
|

znamo da produkt rgenjap i suma rjesenjas zadovoljavaju jednakosti
| |

1,

b 1 1
s=—= — — —=:
a 1

[uy

Takoder zapsimo i diskriminantu  nase jednadbe, kojaCe nam dati odgovor na to koliko
realnih rjesenja, a time i koliko realnih ekvilibrija, imamo u ovisnosti o parametrima.

A=b? dac
, !
1

A: — + - 4_ s

1 1 1 | 1 |
H .2

1 1 1

AS 2+422— = + — :

H
-
iR
-
-
=
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Primjecujemo da postoji nekoliko mogih rjesenja. 1z de nicijep mozemo &citati da za
=2<2 vrijedi p < 0. Nas ne zanimaju negativhag@nja jer nam negativni ekvilibrij

ne daje nikakvu osnovu za biaku interpretaciju. Stoga uzimamo samo pozitivheejge

koje cemo oznaiti s A, a takotemo oznaiti i pripadajiti ekvilibrij E; = (Ar; M,). Kao

i za Eg postavljamo pitanje je li to stabilan ili nestabilan ekvilibrij. Pripadna Jakobijeva

matrica dana je kao

I = 1 F(A) _
B TOf(A) fzo(Af)fziﬁ:,) 2

Racunamo njezinu determinantu

2Ar
f2(Ar)

Zbog konkavnosti funkcijé=1(A) i cinjenice da jeF,(A) pravac dobivamo nejednakost
FY(A) < FX(A). Njezin je raspis

detJe, = 12 1f5(A) f2(A) F(A):

FOA) < FY(A): (1.7)
FAA)  2f(A)  2fAA)A
RN TA7S) (18)
f9 f
A s < o ) (L.9)

To nam garantira da za determinantu vrijedi det > 0 zbog implikacije

9
fAA) = ——— >0
B @Ay TR HAMA) e A e
WA) = 2 sof c T RAY
1+A=, ’
sto nam daje
|
0 !
detJe, > 12 1 2 M f2(A) F(A) = O

1

Zakljucujemo da su obje svojstvene vrijednosti ili negativsi®, nam daje stabilan ekvi-
librij, ili pozitivne, sto nam daje nestabilan ekvilibrij. Kako bismo na jednostavamnna
odredili predznake svojstvenih vrijednosti, promobeimo trag matricdg,

oA
f2(A)

tr(Je)= 1 2+ fA)
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Sada ponovno primijenimo nejednak&${A,) < F(A/), tj. posljednju nejednakost (1.10),
nad tragom trdg,) i dobivamo trJg,) < 1 < 0, atime i da jeE, stabilan ekvilibrij.

Prelazimo na slcaj p > 0. Trazimo pozitivha rjisenja (1.6) iz istog razloga kao i prije.
Bioloski nas ne zanimaju negativhag@nja. Sjetimo se da nam ehjp > 0 znai da je
-1 < -2= | Sadanam je, dode, bitno da je 6> 0, pa uvodimo i pretpostavku< 111,
komblnlrano

Lo < L1 (1.11)
1 1

Promatramo modte vrijednosti diskriminante o. Tom problemu pristupamo jednako
kao i jednadbi (1.6), sto zn&i datemo promotriti njegovu diskriminantu. Parametar
uzimamo kao nepoznanicu, pa dobivamo
! !
=4+ X L _.

11 1 11 1
Naravno, zanimaju nas samo pozitivne realne vrijednosti diskriminagtpazelimo da
je  pozitivha. Kombinacija pretpostavke (1.11) i pretpostavke (1.4) daje pozitivhost
Pozitivne vrijednosti 5 dobivamo preko nudita zajednazbu A=

) S
e

1 11

e e

o

Za ta nulsta aito vrijedi

<1t < . (1.12)
1 1

Sada, budci dazelimo da vrijedis > 0, mora vrijediti
< 4

tako da drugu mogtnost odbacujemo. Ostaju nam meégosti > i0< <
Mozemo odbaciti sloaj > S obzirom na to da nam on dajg < O, tj. imaginarna
rjesenja (1.6). Stoga nam preostaje same 0< za koje vrijedip > 0i s> 0, pa
imamo dva pozitivna rigenjaA i A, gdje je A < A, a time i dva pripadna ekvilibrija
E = (A;M) i E = (A;M,). Budti da smo zeE, vet provijerili stabilnost, provjerimo
stabilnost ekvilibrijaE,. Jakobijeva matrica sina je kao i z&,

1 fA)

JElz f2(A|) fo(A|)f2(A|) 2 :




POGLAVLIE 1. 1D MODEL 8

Vet otprije znamo da je determinanta dana s

detds = 12 1fA) AL HA)EAA):

f (A)
Vet smo prije napomenuli da u slaju ekvilibrija E; vrijedi FX(A)) < FY(A). 1z istih
razloga, konkavnost(A) i cinjenice da jg,(A) pravac, u ovom skaju vrijedi obrnuta
nejednakosEF2(A)) > FI(A)), a time i obrnuta nejednakost (1.8)
fAA) < 2B(A) 2 XA)A
1 (f2(A))? '

To nam garantira da je d&, < 0, a time i nestabilnost ekvilibrij&;.

Preostaje nam psamo slaaj 1—11 < . Alivec otprije znamo da za njega vrijedi> 0
I s< 0, dakle nemamo pozitivno igenje, a time ni je jedan ekvilibrij.

Bioloska interpretacija

Sadactemo pobrojati nse prethodne rezultate i dati njihova biska znaenja. Za pro-
izvoljne parametre uvijek imamo ekvilibriy, njega maemo shvatiti kao normalno, ne-
upalno, stanje koje karakterizira nisksipvise nepostojea, koncentracija citokina i slabu

normalnu koncentraciju makrofaga. U siju 4 <2 i < je taj ekvilibrij stabilan i
ne postoji moganost razvitka ateroskleroze. TaJ sh; vidimo na Slici 1.1. Uz < =
i0< < je to i dalje stabilan ekvilibrij, pa, iako se jave naznake upale;erm

nuzno razviti ateroskleroza, ali uz dovoljno velike perturbacije, gavga razine koleste-
rola, pov&anije tlaka, vée cstecenije stijenke dai e do autoampli kacijskog fenomena i
tu promatramo drugi stabilni ekvilibrl,. Stoga taj ekvilibrij smatramo upalnim stanjem,
stanjem u kojem se u potpunosti razvila aterosklerozacaph kojem imamo ta dva sta-
bilna ekvilibrija zovemo bistabilnim skajem i prikazan je na Slici 1.2. U posljednjem
slucaju -2 < - neovisno o jaini perturbacije na neupalno starffig dolazi do upale i
imamo ekvilibrij E,. Taj slucaj zovemo monostabilan i prikazan na Slici 1.3.

Medicinski gledano, najuaniji faktor je pacetna koncentracija kolesterola, tj. njegove
inacice ox-LDL-a, opisanog kao parametar. U okvirima modela bi to znalo uz niske
koncentracije kolesterola () imamo neupalni sleaj, stabilni ekvilibrijEg. Uz ne toliko
niske koncentracije kolesterola;() dolazi do mogénosti razvijanja upale, bistabilni saj
sa stabilnim ekvilibrijimaEy i E; i tu sve vise ulaze i drugi faktori. Sa visokim koncentra-
cijama kolesterola (;) je upala neupitna neovisno o promjenama dokom neupalnog stanja.
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_FZ(A)
_F1(A) |
" s
- - . - q q 2 - - .
Slika 1.1: Sleaj kada je* < 2 < 22 j =2 > 4 L —2 L | jedini,
1 2 1 22 1 11 21 11

stabilan ekvilibrij, je t@kaE, (sjecsteF1(A) i osi M). Neupalni sleaj.

q q 2

Slika 1.2: Sleaj kadaje— <2< 2j0< &< 1 =, stabilni

ekuvilibriji su tocke Ey (sjeciste Fl(A) iosiM)i | tocka E, (desno sjeateF,(A) i F»(A)), a
nestabilni ekvilibrij jeE; (lijevo sjecsteF1(A) i F2(A)). Ovo je bistabilan slcaj.

P—‘ll—l
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A

Slika 1.3: Sleaj kadaje—i <, nestabilan ekvilibriji je takaEg (sjecsteF;1(A) i osi M),
a stabilan tokaE; (sjecsteF1(A) i F,(A)). Ovo je monostabilan staj.

1.3 Analiza modelai rjesenja

Sadatemo utvrditi neka svojstva igenja sustava (1.1). Pretpostavka o monotowtastova
fii f, i svojstva Laplace-ovog operatora nam omagje usporedbu rgenjaM(x; t); A(x; 1))
sustava (1.1) sa drugim funkcijama kako bismo razumijeli njihovu evoluciju [1]. Bjvi
nas zanima kakoe se rjgenja pongati u ovisnosti o peetnim uvjetima. U duhu prignje
analize ekvilibrija,zelimo pokazati da u stiaju vrijednosti poetnih uvjeta izmeéu ekvili-
brija Eq i E;, rjesenje née iz&i izvan dosega tih ekvilibrija. Za te uspornladbe korisétno
tehniku gornjeg i donjeg rgenja [6]. Za funkcijud 2 C([0;T] [O;L]) CY¥2(t0; Ti

HD; Li) kazemo da je gornje rigenje generalne zatka

W D u=f(xu); unutartO; Ti h O;Li;
Bu = h(t; X); na rubu od0; Li;
u(0; X) = ug(X);
ako zadovoljava sljed® nejednakosti
f(x;u); unutartO; Ti h O;Li;

h(t; X); na rubu od0; Li;
u(0; x)  ug(X):
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Analogno se de nira donje renjeu iste zadéae, ali su nejednakosti obrnute. S obzirom
na tu de niciju, sasvim je jasno da je bilo koje senje zadee njegovo gornje, ali i donje
riesenje. Posljedica je da gornje i donjesgaje postoje ako postoji genje zadee. ldeja
metode gornjeg i donjeg igenja se nalazi u konstrukciji niza

U D U +cu=ct T+ f(xutl); unutartO; Ti h O; Li;
BuX = h(t; x); na rubu odD; Li;
U“(0; ¥) = ug();
za konstantue, i promatranjasto €e se desiti ako kao petnu iteraciju uvrstimo gornje ili

donje rjesenje. Zakljgak se svodi da u stajuu U je rjesenje sustava postoji i nalazi
seuintervalw u U, a ako vrijedi jednakost onda je genje jedinstveno [6].

Primjenjujiei takvu de niciju na sustav (1.1), kao qornje i donje ggnje uvodimo
parove funkcijal1; A) i (M; A) u prostoruC([0; T] [O;L]) C¥2((0;T) (O;L)). Zanjih,
naravno, vrijedM M, A Ai analogne nejednakosti njihovim wstavanjem u sustav
(1.1)

M M M
% dl% LA+ M 0 % dl% WA+ M (1.13)
A A A
% dz% fz(A)M + A 0 %\ dz% f2@M+ 1A, (114)
o M @ @ .
@ 0 @, @& 0 @& ux=0ix=1L; (115)
M(x0) Mo(x) M(x0); A(Xx0) Ay(X) A(xO0): (1.16)

Sada nastavljamo s &@pisanom tehnikom gornjeg i donjegs@nja, pa zaNl; Ax) kre-
iramo iteracije

M
O a0 M= A (1.17)
% dz% + A= fa(Ac )Mk 1 (1.18)
@ = @ = =0ix=L:
@& 0; @ Onax=0ix=1L; (1.19)

Mi(X; 0) = Mo(X);  Ak(X;0) = Ag(X): (1.20)
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Uz prethodno ve poznatu nejednakost (1.11) znamo daAza 0 vrijedi

1 (A 11 (1.21)
0 fz(A) 2 o. (122)

S tim u vidu kombiniranjem jednathe (1.17) i nejednakosti (1.21) imamo motivaciju za
gornje rjesenjeM
M= L1
=
Isto takotemo d@i i do A, Ai M, pa dobivamo sljede vrijednosti,
! !
(M’z\): &’ 1122; (M’A): _1,0
1 12 1

Provjera je jednostavna, naprosto uvrstimo gornjsamge u lijevi dio nejednakosti (1.13)
i (1.14) i dobijemo

_ (121
M (A 11 11=0

_ __(122)
A H(AM 1122 2 2L =0
1 1

Analogno za donje rgenje

(1.21)
M H(A 1 1=0;

(1.22)
A LM 02 o
1

Uzmemo li kao poetnu iteraciju gornje ili donje rgenje, zbog jedinstvenosti genja
sustava (1.1), nizNlx; A) je monoton i konvergira prema genju sustava (1.1) [6]. Je-
dinstvenost slijedi iz lokalne Lipschitzovodti i f,. Ovo sve nas navodi na pretpostavku
da uz peetne uvjete odozgo ogramne gornjim i odozdo ogratene donjim rjsenjem bi
i rjesenje nae zadée trebalo biti tako ograneno
" # " #
(M(x1); A(x; 1)) 2 SRS 0122
1 1 12

Zapravo ovaj pravokutnik ogracenih funkcija maemo identi cirati sa podrogjem u faz-
nom prostoru u prikladnom funkcijskom prostoru npf( ) L2( )ili L1( ) L( ).
Svaka peetna taka u pravokutniku daje trajektoriju u pravokutniku. Tu tvrdnju dokazu-
jemo u sljedéoj propoziciji.
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Propozicija 1.3.1. Uz kao prije de nirane funkcije 1fi f, i pretpostavku(1.4)uzimgmo
'hnterval T I0; Li. Za sve pocetne podatk®y(X); Ao(X)) unutar pravokutnika—i; o

0; %22 L1 ( ) L*( ), pripadajuce riesenj€M(x;t); A(x;t)) sustavgl.l)je takadter
u tom pravokutniku, tj. zadovoljava sljedece

_— M(x;t) 250 A(x; 1) L1z (2.23)
1 1 12
Dokaz. Ponukani de nicijom iteracija (1.17)-(1.20) de niramo sljetlepom@nu zadau
@ @M
— di—+ M= 1.24
@ 1 @2 1 11 ( )
@ | @A
— h——=+ A= M 1.25
@ 2 @2 2 2 2ivla ( )
o @ :
— =0, —=—=0nax=0ix=1L 1.26
& & (1.26)
M(x;0) = My;  A(x0) = Ag; (1.27)

Rjesenje My; A;) te zad&e je gornje rjsenja nae peetne zadee (1.1),M; = A=
L1122 S obzirom na to daelimo pokazati da vrijede nejednakosti (1. 23) uzmlmo razliku

Jednadbe (1.24) i pripadajie jednadbe zadée (1.1) i mnaimo jusa M My)*, uz

oznakuu® = maxO0; ugi zelimo pokazati da je taj pozitivni dio jednak nstioce nam dati

tvrdnju. Integriranjem tog izraza po na lijevoj strani dobivamo sljede

Z ! z ! Z

g(M M;) (M My)" d, %(M M) (M Mp)™+ 1 (M M)(M My)™:

U sva triclana sasvim cito mazemo zamijenitifd  M;)saM M;)* s obzirom nato da
su integrali u suprotnom nula. Za tieclan onda automatski dobijemo
Z

p M Myt

Drugi clan je malo kompliciraniji, u njemu koristimo parcijalnu integracijcimjenicu da
su na rubu derivacije nula. To nam daje sljgidebog parcijalne integracije pozitivrglan
z
@ 2
+0y @(M M1)*

| za prviclan zbog jednakos§j(f?)°= 1f f°dobijemo

Z
1d

L2
>t (M My)
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Desna strana jeaita i zbog nejednakosti (1.21) je manja od nule, pa dobivamo gliede
izraz
Z @ 5 Z
+ 2 + +2
(M M) +dt =M M) + 1 (M My
@z

= (A 119M Mp)" O

14”
2dt

R
Stoga slijedi i dajed‘it (M My)*j# 0. Integracijom u po [(t] dobivamo

z z
+2 +2
(M(xt)  My) (Mo(x)  My)
h i i
Ali sada, jer su poetni uvjeti unutar pravokutnika; == 0; == izbog neprekid-

nosti rjesenja, znamo da je desna strana te nejednakostl nula pa/lje iNI))" = 0 za
svaki (x;t) 2 [0;+1i .

Analogan pristup imamo i s jednalbom (1.25) i pripadajtom jednadbom sustava
(1.1), pa dobivamo slje@de nejednakosti
Z , Z

Z
1
d (A A1)+2+d2 @@(A A+ . (A A1)+2

2a
= (fz(A)M 2 ZMl)(A A1)+
Z Z
= (A 22MA A)" + » o(M M)A A)" O

Ponovno dolazimo do zaklpaka da jed% R (A A)'? 0,astogaif A)" =0

skoro svuda zax 2 i A(x;t)  A; za (xt) 2 [0;+1i . Analogno dobivamo i
donju granicu. Uzimanjem donjih genja problema de niram®, = 2 i A, = 0 istim

postupkom dolazimo do jednakosklf M)" =0i(A, A" =0. TadajeM2 M(x;t) i

A, A(XT).

Dokazimo da i svako stacionarno genje sustava (1.¥)vi u pravokutniku iz Propozi-
cije 1.3.1.

Propozicija 1.3.2. Svako stacionarno rjesen{®(x); A(X)) zadovoljava sljedece nejedna-
kosti

1122,

— M(x; 1) 210 A(x;1)
1 1 12
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Dokaz. Neka su M(x); A(X)) rjesenja stacionarnog sustava

M
AL VNS

A 1.28
d2@+ A = fL(AM; ( )

M=0 %=0 ux=0ix=L:

Istim postupkom kao i u Propoziciji 1.3.1 dobivamo nejednakosti
Z @ , Z
+ +2 +
@(M M)" + 12 (M M) = (A 1J)M M) O
z 2 z z

d, g(A A + 5 (A A) = ((AM 5 LM)A A O

dy

iz kojih slijedidajeM Mp)"=0,(A A)"=0zax2 iM(X My, AKX A
Potpuno analogno dobivamd, M(x), Ao  A(X).

Podsjetimo se de nicije skupa limesa
n
L(M;A) = (My;A)2HY( ) HY ):9t,! +1 takavda
0
(MGt AGE) ! (M AL UL?( ) L3()

U nasim slwcajevima!  limesi su zapravo ekuvilibriji sustava (1.1). Kroz numerié@mo
vidjeti dacemo u slgaju "malih perturbacija” na stabilni ekvilibrig, u bistabilnom slaaju
doti nazad u taj ekvilibrij. Zanima nasto je zapravo ta "mala perturbacija”. Intuiciju za
bistabilni slicajéemo stéi kroz sljedé&u propoziciju.

Propozicija 1.3.3. Neka je(M; (X); A; (X)) rjesenje stacionarnog sustaya.28)i neka je
(M(x;1); A(x; 1)) rjesenje inicijalnog sustavél.1l) s pocetnim podacima &; 0) = My(X) i
A(X; 0) = Ag(X) za koje vrijede nejednakosti

Mo(X) M1 (X); Ao(X) A (X): (1.29)
Tada te nejednakosti vrijede i za rjesenja inicijalnog sustava, tj.
M(xt) Mp(x); At A (X):

Dokaz. De niramo pozitivnu konstantiK, ovisnu o parametrima modela i o granicama
funkcija f2i 2. Vet standardno ponavljamo postupak Propozicije 1.3.1 i dolazimo do

sliede€e nejednakosti
Z Z

G M0G0 M) e g (A A 0) o

K (MOct) Mi(9)* “dx+ K (AGct) A (X)) “dx
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Dokaz dovsavamo primjenom diferencijalnog oblika Gronwallove nejednakosti na dobi-
venu nejednakostime dobivamo

2
L2( )

2

(M(5t) Mp)” + (AGH AT

2
L2()

2

(M(;0) M) [ o+ (AGO) A, €
Sada, s obzirom na to da je zbog nejednakosti (1.29) vidimo da je desna strana, a time i

lijeva strana, jednaka nukto nam direktno daje tzanu tvrdnju.

Vratimo se na "malu perturbaciju”. Propozicija 1.3.3 nam tvrdi da je "mala perturba-
cija” ona za koju vrijede sljed® nejednakosti

Mo(¥) M1 (¥) "1; Au(¥) Ac(x) "2

gdje je M1 ; A1) nestabilni ekvilibrijE, a skup!  limesa je dan sa-1;0 tj. sa stabilnim
ekvilibrijem E,.

1.4 Numericke simulacije

Prijasnje rezultat&€emo sada pokazati i kroz numeké simulacije. Simulacij€éemo iz-
vesti pom@u paketaFEnICSs FENICS je vrlo uslaan alat u kojem se na jednostavan
nacin maze dci do izrazito kvalitetnih rezultata. U ovome radu koristimo verziju preko
programskog jezika Python.

Pacnimo sa sustavom (1.1). Iz priaje diskusije ve znamo koji parametri modela
bi nam trebali dati koju vrstu sustava. S obzirom na to da je roogst upale samo u
slucajevima opisanima u Slikama 1.2 i 1.3. daomo s bistabilnim slaajem i uzimamo
sljedee parametre.

1 1 1 1 dl 2 2 2 d2
20[80| 10| 1:0]0:001]| 7:0 | 13:0=2:0 | 26:0 | 0:001

Ocito vrijede uvjeti koji odreuju bistabilni sleaj

e 21y 20<3:71429< 80:

1 2 1

r r
0< —2 < i = ! 2 ! é | 0< 0:57143< 2:266496
2 2 1 11 21 11
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Ocekujemo da minorne perturbacije ekvilibrig ponovno vode rjgenje prema tome is-
tom ekvilibriju, ali da v&e perturbacije vode prema ekvilibrifs. Kao sto vidimo na
Slikama 1.4 i 1.5 uz peetne uvjete

Mo(X) = 2; x2[0;0:45][ [0:55;1:0] i Mg(X)=5; x2 H:45,0:55;
Ag(X) = 0; x2[0;0:45][ [0:551:0] i Au(x)=05; x2H:45,0:55;

sto nam daje malu perturbaciju ekvilibrig = (A(x;t); M(x;t) = 0;-1 = (0;2:0) rjesenje
se kroz vrijeme vréa nazad u taj isti ekvilibrij.

1D - M(x.,t) - Bistabilan - Nema upale.

— 5.000

- 4.667

- 4.333

4.000

3.667

M(x.t)

3.333

M(x,t)

3.000

2.667

2.333

2.000

Slika 1.4: M(x;t) nakon perturbacij@ly(x) = 5 za 045 < x < 0:55.

Analogno maemo dati i véu perturbaciju, tj. poetne uvjete

Mo(X) = 2; x2[0;0:45][ [0:55;1:0] i Mg(X)=5; x2 H:45,0:55;
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1D - A(x,t) - Bistabilan - Nema upale.
— 1.606

r 1427

- 1.249

1070

0.892

Alx.t)

0.714

Alx.t)

0.535

0.357

0.178

10
0 5 wrijeme

0.000

Slika 1.5: A(x; t) nakon perturbacijéy(x) = 0:5 za 045< x < 0:55

Ao(X) = 0; x2[0;0:45][ [0:551:0] i Ag(X)=25; x2 M:45,0:55;

I dobiti rezultate u kojima vidimo propagiranje vala kroz vrijeme na Slikama 1.6 i 1.7.
Vidimo da je drugi ekvilibrij dan sa

E = (A;M)= 6

|

LA) (6;7:142857)
1

U analizi te numegke simulacije vidimo i potvrdu zanimljivog aspekta ateroskleroze, pre-
cizno vidimo autoampli kacijski fenomen. M@emo ga prepoznati kao blagi pad i u kon-
centraciji makrofagaV i koncentraciji citokinaA. Nakonsto se tijelo inicijalno pobrine za
upalu koncentracije se naizgledgaaju smanijivati, ali nakon toga se aktivira autoampli -
kacija i upala se rasplamsa.

Jas jedna od karakteristika simulacija je i da u nedostatku citokina, tj. ako @atio
uvjet odA stavimoAy(x) = 0, niti u kojem trenutku se e dogoditi upala. To je takter
posljedica autoampli kacijskog fenomena u kojem su citokinzniu
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1D - M(x,t) - Bistabilan - Upala.

7.142

6.571

6.000

5.428

4.857

M(x,t)

4.286

M(x.t)

3.714

3.143

2.571

2.000

Slika 1.6: M(x;t) nakon perturbacij@ly(x) = 5 za 045 < x < 0:55.

Pozabavimo se sada monostabilnimcsfjem. Isto kao i za bistabilni staj vec znamo
potrebne uvjete iz Slike 1.3. Kao parametre modela uzimamo

1 1 1 1 |t 2 | 2 2 | O
20(80| 10|10 0001| 1.0 | 420430 | 1.0 | 0:001

Oni takader ccito zadovoljavaju ve navedeni uvjet
2<-1l1 10<20
1

U monostabilnom slcaju aekujemo da svaka perturbacija, ma koliko mala, uzrokuje
upalu, stoga uzimamo sljece paetne uvjete

N

Mo(X) = 2; x2[0;0:45][ [0:55;1:0] i My(X)=5; x2 H:45,0:55;
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1D - A(x,t) - Bistabilan - Upala.

5.999

5.333

4.666

3.999

3.333

Alx.t)

2.666

Alx.t)

2.000

1333

0.667

0.000

Slika 1.7: A(x; t) nakon perturbacijéy(x) = 2.5 za 045< x < 0:55

Ao(X) = 0; x2[0;0:45][ [0:551:0] i Ao(X)=0:.01 x2:45,0:55;

s kojima dobivamo rezultate na Slikama 1.8 1.9

20
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1D - M(x,t) - Monostabilan.

7.143

6.571

6.000

5.429

4.857

M(x,t)

4.286

M(x,t)

3.714

3.143

2.571

2.000

Slika 1.8: M(x;t) nakon perturbacij@ly(x) = 5 za 045 < x < 0:55.

21
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1D - A(x,t) - Monostabilan.

6.000

5.333

4.667

4.000

3.333

Alx,t)

2.667

Alx,t)

2.000

1333

0.667

0.000

Slika 1.9: A(x; t) nakon perturbacijéy(x) = 0:01 za M45< x < 0:55

22



Poglavlje 2
2D model

2.1 Uvod u 2D model

U ovom poglavlju promatramo model ateroskleroze u dvije dimenzije. Model garsli
svome jednodimenzionalnom pandanu. U ovome&alu model promatramo na skupu
R? koji de niramo kao

= f(xy)2R?>: 1 <x<+1;0 y hg

Skup predstavlja arterijsku stijenku, intimu, gdje/jeoordinata u smjeru debljine stijenke,
axduz zile. U slucaju 2D modela ne 8e ne vodimo pretpostavku da su imunosne stanice
veC prisutne u stijencisto je a@wekivano s obzirom na to da u zdravoj stijenci za njima nema
potrebe, ali moramo uklgiti njihovu regrutaciju u model [2]. Time funkcij& iz sustava
(1.1) postaje Neumannov rubni uvjet koji opisuje priljev imunosnih stanica u arterijsku
stijenku preko ruba. S tim saznanjima 2D model zapisujemo kao éljsdstav

8
@ = dl M 1M;
5 g 2.1)
; @ = dz A+ fz(A)M 2A+ b,
pricemu je Laplaceov operator i uz sljede rubne
@ _ @
=0! —=—2=0; 2.2
y 9. @ (2.2)
@ @
=h! —=f(A); —==0: 2.3
y @ 1(A) @ (2.3)
Ovdje say = h oznaavamo kontaktni rub stijenke i krvi. eetni uvjeti su
M(X;y;0) = Mo(X;Y);  A(X;Y; 0) = Ag(X;Y): (2.4)

23
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Oznake i parametri su jednaki kao i u 1D modellije koncentracija imunosnih stanica

u intimi, A je koncentracija citokina i sve navedene konstante su pozitivne. Primijetimo
da je tu js jedna raztiitost izmedu 1D i 2D modela, a to je parametar U ovom radu
koristimo se jednostavnijim modelima u kojima nemam® gwije jednadbe koje opisuju
priliev LDL i njegovu oksidaciju u ox-LDL. Taj nedostatak kompenziramo konstarttom
koja bi ozn@&avala priljev aktivacijskogimbenika, u generalnom slaju to mae biti bilo

koja tvar koja bi rasplamsala upalu, za aterosklerozu je toes@@ ox-LDL. Taj parametar
opravdavamo dovoljno jakim difuzivnilanovima, kasnije u numeri¢emo vidjeti da je
razlika nekoliko redova vatine u usporedbi s 1D modelom [2].

Stavljamo i nekoliko uvjeta na funkcij& i f,, trebaju biti dovoljno glatke za potrebe
modela i teorije i zadovoljavati sljede uvjete

f1(A) > 0zaA> Ag; f1(Ao) = 0; fi(A)! f kadaA! +1;
f2(A) > 0 zaA> 0; f2(0) = O; f(A)! f] kadaA! +1:

Na f;(A) stavljamo i dodatan uvjet pozitivne derivacif(A) > 0. Time osiguravamo
konstantan priljev imunosnih stanica. Zastavljamo vrijednost%. Iz bioloskih pretpos-
tavki dobivamo i objanjenje za to Ay predstavlja konstantnu razinu citokina u arterijskoj
stijenci, ali takvu da ne izaziva upalu, tj. da je odgovatajwazina imunosnih stanica
jednaka nuli. To nam daje i stacionarnosgaje sustava (2.1) kaé,(M) = (Ao; 0). Svi
ovi uvjeti su nam potrebni kako bismo osigurali postojanje jedinstven@gmja sustava
(2.1), s pripadnim rubnim i pmetnim uvjetima, u prostoru élder neprekidnih funkcija
C2+;1+=2( );0< < 1.

2.2 Egzistencija rjesenja

Kako bismo se uage mogli upustiti u analizu, trebamo prvo pokazati egzistencigena.
To je relativno zahtjevan zahvat s obzirom na to da je domesaghaustava (2.1) neo-
grancena po varijabli, a ni rubni uvjet nije linearan, s obzirom na de niciju funkcije
(1.2), pa nam za to treba zaseban teorem.

Teorem 2.2.1.Neka su nam dane funkcije(A) 2 C>* (R)i f,(A) 2 C¥* (R) za neke ,
0< < 1. Neka je takder pocetni uvjet sustavi?.1) (Mo(X;y); Ao(X;y)) unutar prostora
C% () C2% ()ineka zadovoljava rubne uvjeté2(2)-((2.3). Tada taj sustav ima
jedinstveno globalno rjesenj@V(x;y;t); A(X;y;t)) koje je, neovisno o T, ograniceno u
normi prostora G*: *=2(" [0; T)).

Pristup dokazu je je prirodan, préemo pokazati egzistenciju genja na ogragenim
pravokutnicima i polako pstati limes na duljini pravokutnika. Nadamo se dobiti neovis-
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nost postojanja rggenja o duljini pravokutnikatoce nam dati zakljcak da rjisenje postoji
I na neogrardgenoj domeni.
A priori ocjene

Slicno kao i u 1D modelu pristupamo i 2D. Kako bismo pokazali lokalnu egzistenciju
rjesenja, treba nam nekoliko ocjena nasgaje sustava (2.1) kofEmo dobiti preko staci-
onarnog sustava i njegova sgnja. To rjgenje zadovoljava sljeda zad&u

dhM® M=0; MMh=m>0 M(h)=a>0
cija su rjiesenja

P— P
=2+ P

1
e’a apd_1+ p_lm +e 4 4 g di+ p_lm
M(ay) = o o ;
2" Tetm

PrimjeCujemo pretpostavku da sustav ne ovisi.dS obzirom na to daelimoM(y) O
M0) = 0, koristimo sljedéu de niciju parametram
!
T PE
m = coth —pd: ap—;

1 1

a kao rjesenje, uvstavanjem takvogn, cemo dobiti

p—
cosh *’d:iy

M(ay) = m——p——: (2.5)
cosh -szih

Kao i u 1D modelu htjeli bi neku gornju granicu 24, u ovom sl¢aju de niramoa =
fi(1 )+ za proizvoljno mali > 0 i za taj parametar de niramM (y) = M(a ;y). Kao
sto smo rekli, to je gornja granica a4 jer zbog (2.5) vrijedi nejednakost

M (y) > M(ajy) zaa2][0; fi(1)]: (2.6)
Mozemo primijetiti da analogna nejednakost vrijedi i za njihove derivacije

%(y) > %(a; y) zaa2][0; fy(1)]: (2.7)
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Slika 2.1: Pesudopravokutna domena. (Izvor: [2]

Kao sto smo vé spomenuli, analiza se temelji na pravokutnicima, a sada konstruiramo

pseudo-pravokutnik na kojememo provesti reun greske. Neka je < 2 i neka jel

dovoljno velika konstanta. Pseudo-pravokutnik u Slici 2.1 egamamo sa&, ciji su rubovi
klaseC? i simetricni u odnosu na (@).

" Gornji i donji rub, zai = f1;3g ozna&avamo s&; = f(x;y) : x2[ L;l];i=1! y=
0;i=3! y=hg
" lijevi i desni rub, zafi = 2;4g oznadavamo sd&; = f(x;y) :y2[;h ];i=2!
x=1+;i=4! x= (I+ )g
" Oznaavamo i dijelove
- B =B\f(xy):x2[l 2;l]g
- B =B\ f (Xy):y2[; h=2]g
- B3 =B\f (xy): x2[l 2;1]g
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Spojnice tih rubova ozr@vamo s&s4, spojnicaB; i B,, G,, spojnicaB; i Bz, Gz, spojnica
Bz i By, 1 G4, spojnicaB, i B;. Za na& sustav (2.1) i domenig postavljamo rubne uvjete

@™ _ @
6_ (Z)’@ O,

Gdje je normala na pripadafi dio ruba. Ti rubni uvjeti moraju zadovoljavati sljexke

z=(xy) 2 @: (2.8)

~ Prilikom pove&anja duljind dobivamo rubne uvjete koji su jednaki originalnim rub-
nim uvjetima sustava (2.1)

" Gornje rjesenje novog sustava j®((y); A (Y))

Sada, s tim uvjetima u vidu, de niramo konstarfer O i funkciju s( )

gO' 0
AR T

koje cemo, uzcinjenicu da je domena simatnia, iskoristiti, pa zx 0 de niramo ()
kao

z2BnB; : (2 =0
z2B3nBs @ (2 = f1i(A(D);
z2B; 1 (=1 six (I 2))f(AQ);
z2G,[ BonB, : (2 =0;
z2B, : (9= qsézy—é
2
z22G;: 9= ¢
z2B, . 9= q9qx ( 2)):

Zbog simetrcnostizelimo da je i
(xy) =
uvjeta (2.8)

d2 A+ f(AM (y)

simetrcna u odnosu na = 0, pa zax
( x;y). Fokusirajmo se na pondau zadau iscitanu iz sustava (2.1) i rubnih

0 vrijedi

A+b=0; unutarR;
@
— =0; na@R:
@ @

Neka jeA rjesenje te zadze. Postojanje rgenja néemo pokazivati, ali postupak je obu-

hvaten u [6]. Odabiremg > 0 takav da za vrijed%(y)

(9 za (xy) =22 @ [2].
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Provjerimo maemo li to uoge napraviti. DerivacijaM (y) poy je

p—
sinh =2y

Ov @)= a—W-
@ sinh $=h

Provjeravamo nejednakost na prije de niranim rubovima.
" NarubuBsnBs vrijedi &-(y) =a > f,(1) > fi(A(2) = (2

Na rubuBs je normalna derivacijéfy-(y) jednakaa > fi(1) > fi(A(2), a zbog
de nicije () vrijedi nejednakost;(A(2)) ¢4}

Na rubuB; nB; zbogy = 0 vrijedi %(y) =0 0= (2
Na rubuB, nB, zbog neovisnostM o x vrijedi %(y) =0 0= (2

Na rubuG, ponovno zbog neovisnosiil o x dobivamo da je normalna derivacija
@y)=28y 0= (2

Na dijelovima rubaB, ;G; i B, zbogqg > 0 mazemo proizvoljno smanijiti vrijednost
od (2

Zbog simetrcnosti od (2) sve pobrojano vrijedi i na drugoj strani, pa nejednakost za-
ista vrijedi. Sada zbog nenegativnostisgaja uz primjenu principa maksimuma vrijedi
sliede€a lema [2].

Lema 2.2.2. Pretpostavimo da na hO;Ti postoji klasicho rjesenje sustav@.1) uz
rubne uvjetg2.8)i da je u prostoru C*:* =2, Neka su pocetni uvjeti Mx;y) i Aq(X;y)
unutar pravokutnikdO; M (y)i [0;A (y)i. Tada za 2 [O; Ti vrijedi

0 Mxyt) M(y);, 0 AKXyt A(y):

Lokalna egzistencija rjesenja

Prije dokazivanja lokalne egzistencije navésto dva vrlo korisna teorema ka@e nam
dati idejusto nam uope sve treba za dokaz. Krenimo s potrebnim oznakama za prvi teorem
[4]. De niramo cilindar Q(Xo; R) kao skup

Q(Xo;R) = Q(R) = fX2R™ : jX Xoj< Rt<tog

D hO;Ti,gdjejeD R". SaS = @ hO0;Ti de niramo rubni omota cilindra,
D f Ognjegovo dno,a€ = @ f Ogdoniji brid. Takaier de niramo parabotiki

Za
sB
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rubP  skupa R™! kao skup svih toakaX, 2 @ takvih da za svaki > 0 cilindar
Q(Xo; ") sadei tocke koje nisu u , u nasem sleaju je to unija skupov® ,S iiC

SaV oznacavamo skup svih funkcija 2 L?( ) takvih daje iru 2 L?( ), u(;t) 2
L2(! (t)) za svakit 2 I( ), gdje je za ksnity skup! (to) de niran kao skup svih toaka
(X;to) 2 , al( ) skup sviht takvih da je! (t) neprazan skup. Normu prostovade ni-
ramo kao Z Z

kukk = jrufdX+ sup  uidx
©21() 1
SaC} oznaavamo skup svih funkcija G!( ) koje nestaju n& a saV, ozna&avamo
zatvara tog skupa u netom de niranoj normi skupa
Zau kazemo da je slabo rgenje od
Lu= —f'+g; unutar ;u=0naS ;u=" naB ;

-1 @
gdje suf’;g2 L?( )i' 2L%B ), akojeu 2 Vi vrijedi

Z Z Z Ef @)@
i@ é@ @
e @ "Ra © ‘@rou

L) () () 10 o1 -1
z 6 z
' @dX+ ' vdx

SH'( ) standardno de niramo Blderov prostor funkcija u s neprekidnim derivacijama
do reda, aH"=2(Qy) slican prostor s neprekidnim derivacijama obl@@® za 2 + s< .
MP9 nam de nira Morreyev prostor [4]. Sada kada smo sve pobrojilizeke teorem [4].

Teorem 2.2.3.Pretpostavimo da j® 2 H'* ida zakoe cijlente 4;b2H , 21I0;1ii
¢l 2 M¥™1+ pozitivne konstante i nenegativnu konstantus, vrijedi sliedece

i2

al v, i
al :
[ IJ] +[b] + CJ MLn+1+ 1-
Neka su funkcije?® ' 2 H (S ) takve da vrijedi naS ijj+ °© B, za

pozitivnu konstantu B Tada za svakti 2 H* , 2H ,f2H ig2 MY  postoj
jedinstveno H rjesenje od
lu= —f'+g; unutar ; ru+ %= naS ;u='naB:
i=1 =
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Takader je u2 H* i vrijedi ocjena

kukye  C(Byn; 55 5 15 YK kg +k Ky + kfky + kogkyueas ):

Sada nam treba gojedan, ali bitniji, teorem kojte nam samim iskazom diktirati tijek
dokaza egzistencije, ali, naravno, prvo nam treba nekolicina oznaka [3].
SaE, oznacavamo euklidski prostor dimenzijes tockama &q; Xo; :::;X,), @ SEn+1 kao |
E,, ali uz vremensku dimenziju, tj. sastoji se odd&a &;; Xo; :::;%n; t). Dy, je potprostor od
E, gdje jex, > 0, aDp.1 potprostor ocE,.1 S vrijednostima > 0. Takader saB™(T > 0)
oznacavamo skup s domenoBicije tocke zadovoljavaju < T, npr. Dfl)l =E, hO;Ti.
Takader de niramo dva diferencijalna operatora

,@@_@X“__, @u * @,
L X,t@@ @ i;jzla!;J(X1t)@i@j+iZIa(X,t)@"'a(X,t)u
!
' X
B xt; @@;gu: bi(x;t)§+b(x;t)u

i=1

Pretpostavka na koe cijenta; a;;j; a je da su de nirani u prostorlng)l, a na koe cijente
bi zadovoljavaju sljedau nejednakost

X
bi (x; t)ni(X) > 0,
i=1
gdje sun; pripadajice normale na dijelove ruba na kojima koristifno Za danef, '

de niramo zad&u |

@ @

L xt; @ u(x;t) = f(x;t); (2.9)
u(x,0) =" (x); (2.10)

X
B xt @(@g s = bi(x;t)%+b(x;t)ujS = (xt): (2.11)

i=1
Sada iskaimo teorem [3].

Teorem 2.2.4.Pretpostavimo da je > 0, @ 2 H'*2, koe cijenti operatoral su iz
H"2(Qr) i bj;b 2 HH2(S Q). Tada za sve f2 H'2(Qy), " 2 H™?( )i 2
H*L+1)2(S Q;), koje zadovoljavaju uvjet kompatibilnosti

u¥(XNjee 2 @= @ = O)(k=0;:::m)
@ o
zam= ((1+1)=2), zadaf:a(Z 9)(2.11)ima jedinstveno rjesenje u'H'2*1(Q;) sa ocjenom

(1+2)

I+1) .

cifig+i P +j i$G
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A sada idemo na pravu temu ovog poglavlja, lsé@ smo rekli pratimo Teorem 2.2.4.
Krenimo s de niranjem dva operatora
@ @
le@ di ; Lzz@ d ;
Nase funkcijeM i A éemo zapisati kao jednu funkciju = (Uy; U,) = (M; A) i de niramo
funkciju  koristeti (2.1) i oznake odJ

(U)=( 1Uyg fa(Ux)Ur  2Uz + by):

Sada uz reformulirane petne uvjetdJ(x;y; 0) = Uo(X;y) = (Mo(X;Y); Ao(X;Y)) i rubne
uvjete sustava (2.1), $gU) = P(Uy; U,) oznaimo rjesenje sustava

(L1Us;LoUp) = (O):

Sada, uz dodatnu pretpostavku OUq(x;y) (M (y); A (y)) mozemo iskoristiti Te-
orem 2.2.4 koji nam daje lokalnu vremensku egzistencijgemgalU. Oznaimo sP
preslikavanje koje funkcijU pridruzuje ovo rjssenjeU = P(U)). Ako sa 1 oznaimo
skup [0; T] de niramo prostorM = C¥: @ )2( )i skup funkcijaB = fu 2
M; kU Uogky 1g Ponovno koristeéi Teorem 2.2.4 dobivamo da je preslikavaije
kontrakcija izB u B, za dovoljno maliT jer koe cijent C u Teoremu 2.2.3 ovisi @, ali
na n&in da kadar tezi k nuli onda iC(T) tezi k nuli, pa ga maemo winiti proizvoljno
malim i dobiti kontrakciju. 1z Banachovog teorema o ksnogkd to preslikavanje ima
jedinstvenu ksnu taku U u skupuB, stovise, ta funkcija je u prostorG?*:** =2( 1) i
rjesenje je sustava (2.1) za koje vrijedi ista nejednakost kao i zatpouvjet

0 Uy (M(y)A(®Y): (2.12)

Sadatemo iskoristiti prvi od prije iskazanih teorema. Znaino normu rjesenja, a time
dobijemo a priori ocjenu u normi prosto@t* : * )2, Koristeti Teorem 2.2.3 znamo da za
neku konstant¥V vrijedi sljedeta ocjena

h
®hoti W KR(AM 5+ Dbk g ot + KAdkes (r)

Na slican n&in dolazimo do ocjene n#, ali ovaj put ponovno koristimo Teorem 2.2.4.
Ocjena (2.12) nam dajedafe 2 L' (R hO0;Ti), a s obzirom na to da je ocjena lokalna
u vremenu, prije navedena konstalane ovisi ol nego samo @. Teorem nam stoga
daje, o duljini pravokutnika neovisnu, ocjenu Nau normi prostoraC?*: *=2( 1), a i
posljedctno ocjenu n&A u istom prostoru

kM kcz-v- ; 1+=2(RI hO;Ti) CM (T), (213)
kAI@2+ 11+ =2(R h O;Ti) CA(T): (2 14)

i
kA 1+ ; (1- =2
ka;T“)
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Globalna egzistencija rjesenja

Vratimo se funkcijiu(x;y; T ). Dosada smo dokazali da je ta funkcija ogcama u normi
prostoraC?* (R) nekom konanom konstantom koja ne ovisi o duljini pravokutnilstg
nam nino daju a priori ocjene na genje. Uzmemo li sada tu funkciju kao novigasdni
uvjet i ponovimo dosadanji postupak zd, > 0 dobittemo rjsenje u t .1,, @ ponovnim
ponavljanjem tog postupka dobivamo globalnsegerje naR h0;Ti zaT > 0. Kako bi
to funkcioniralo, vano je da konstant@ iz Teorema 2.2.3 ovisi samo o razlici krajnjeg i
pocetnog vremena. Ali ponovno koristintinjenicu da rigenje ne ovisi @, sto zn&i da
mozemo pustiti limes i dobiti vremenski globalno sgnje sustava (2.1).

2.3 Pozitivhost i usporedba rjiesenja

Sada kada smo pokazali egzistenciju trebamo se pozabaviti positiyne obzirom na
to da je ateroskleroza bidd&i proces, neelimo da nam rjgenja sustava (2.1) budu ne-
gativna. Takder, zanimaju nas odnosi genja naeg sustava (2.1) u saju razlcitih
pocetnih uvjetastoce nam kasnije validirati numeiie rezultate.

Svojstvatemo pokazati za generaliziranu zada

8

%Q =d, u

§(g) (2.15)
@ =d, v+aly;tju+bly;t)v. 1v;

i rubne uvjete

@ (2.16)
= W — =0: =h:
c(y;t)v, ) 0 vy

Ako stoga uvrstimo parametre sezadae (2.1) koji zadovoljavaju iste pretpostavke kao
parametri zadze (2.15) dobivamo tvrdnje.

Pozitivhost rjesenja
Za pozitivnost rjigsenja zadee (2.15)cemo koristiti sljedéu propoziciju [2].

Propozicija 2.3.1.Neka su pocetni uvjeti zadaf2.15)(2.16)nenegativne funkcijey(x; y)
0, vo(x;y) 0. Tada je rjesenje te zadace taker nenegativno za sve y i t, stovise ako su
pocetni uvjeti strogo razliciti od nule tada su i rjesenja strogo pozitivna.
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Kako je u dvodimenzionalnom staju analiza generalizirane zaé#a(2.15) komplici-
rana, oslanjamo se na to da je remo svesti na pojednostavljenu jednodimenzionalnu
zad&u, provesti dokaz i piriti ga na dvije dimenzije. Iz reh pojednostavljenih pret-
postavki znamo da je dimenzijta u kojoj vodimo jednodimenzionalnu analizu stoga
de niramo sljed&i sustav

8@ @u
§@ =g U (2.17)
P& = d, & +aly;u+byitv v
g@ @=0 0
58" @ o Y- (2.18)
-@:c(y,t)v;@zo, y=h

ciji su, uz rubne odgovaraji, pocetni uvjetiu(O;y) i v(0;y). Prostori su standardni
Ci=2( 1), iz kojega sua(y;t) 0 b(y;t), i prostorC**: @* )2 iz kojeg jec(y;t) 0.
Ocito postoji jedinstveno rgenje zadee (2.17), sa rubnim uvjetima (2.18) i neprekidno je
zat 0iy2]0;h]. Za ovu zadéau sada iskaimo sljedé&u propoziciju.

Propozicija 2.3.2.Neka su pocetni uvjeti zada2.17)2.18 nenegativne funkcijg(x; y)
0, v(x;y) 0. Tada je riesenje te zadate taker nenegativno za sve y i t, stovise ako su
pocetni uvjeti strogo razliciti od nule tada su i rjesenja strogo pozitivna.

Dokaz. Kao i dosada trebdte nam pomoni rezultat [7] koji€e nam u konenici osigurati
dokaz nae propozicije.

Zapisimo na sustav ski@eno kad.(u; V) = 0 i iskazimo pom@&ni teorem

Teorem 2.3.3.Ako je Lv. QunutarD=x hO;Tiiv OnarubuodDtadajev Oiu
skupu D.

Naravno, kako bi nam taj teorem pomogao, moramo imati zadovoljaajibne uvjete,
pa de niramo poménu zadau, identcnu zadéi (2.17), s funkcijamauy; v4) i Dirichleto-
vim rubnim uvjetima

y=f0;hg! u=v; =0:

Prethodno iskazani teorem nam tvrdi da ako scepoi uvjeti (19; \0) te zad&e nenegativni,
tada je i rjesenje nenegativnétovise, poslijedica Teorema 2.3.3 je da ucslju stroge po-
zitivnosti pacetnih uvjeta je i rjgsenje strogo pozitivno. Ako to pozemo s Dirichletovim
rubnim uvjetima maemo zakljeiti da rjesenje wy = 0 strogo raste, ay= h strogo pada,
u ovisnosti oy, za vrijemet > 0.
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Cilj nam je pokazati da su rgenja (1;v) sustava (2.17) @& ili jednaka, nenegativnim
rjesenjima (1;; v;) sustava s Dirichletovim rubnim uvjetima. Nakon togafamo limes i
dobivamo tvrdnju. Kako bismo to pokazali, pratimo Teorem 2.3.3, pa nam prvo trebaju
pocetni uvjeti. Za proizvoljno mali > 0 de niramo

U=wW+" Vvo=Vv+"

Javlja nam se @ti problem nekompatibilnosti tako de niranih petnih uvjeta s rem
rubnim uvjetima, pa ih modi ciramo da bi dobili petne uvjeteys; V) koji zadovoljavaju
rubne uvjete, ali i, za \&dani", sljede€u nejednakost

E;

maxjVo(y) Vo(Y)j 53
y

WMMWIMW

Takve nejednakosti nam, uz kompatibilnosti, osiguravaju i to da ti modi cirani rubni uvjeti
(Gio; Vo) ponovno budu v& od (U%Vg) zay 2 [0; h].

Rjesenje (1;v) sustava (2.17) postoji za proizvoljhi 0, ali nejednakostu > uy i
v > v; huzno ne vrijede.Cinjenica da su nam petni uvjeti v&i nama je dovoljna da
postoji za mali 2 HD; toi za koji ta nejednakost vrijedi. Pretpostavimo d#yjbas trenutak
u kojem to prestaje vrijediti i da jg, 2 I0; hi, tj. vrijedi

u(y; to) = ua(y; to)
ili

V(Y; to) = Va(Y; to):
Iskazimo Osnovni teorem usporedbe [5].

Teorem 2.3.4.Neka su () i v(t) neprekidne na interval{a;b] R i diferencijabilne na
he; b]. Neka je f neprekidno preslikavanje R R! Rineka vrijedi

u(a) < v(a); %‘ f(t;u)<%/ f(t;v); naha;b]:

Tada vrijedi u< v na[a; b].

Dobivamo da prije navedene nejednakosti nisu néegar nam iz njih slijedi

u(0; to); u(h; to); V(0; to); v(h; to) > O:
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Stoga se jednakosti poati zay; = 0 ili y; = h. Promotrimo te sloajeve.

Neka jeu(0;tg) = ui(0;tp) = 0. 1z rubnih uvjeta znamo da je i derivacija ggednaka
nuli tj. %(O; to) = 0, i ve€ smo zakljeili da je, zay 2 HO;hi, u(y;te) ui(y;to), pajei
%(O; to) = 0. Ali to je nemoga@e jer smo zakljaili da rjesenjeu; u tocki (y;t) = (0;t)

strogo raste.

Analogno pokazujemo da isto vrijedi i zdh; to) i uy(h;to) | njihove pandan& i v;.

Usporedba rjesenja

Sadazelimo pokazati neke, bioski intuitivne, posljedice raatitih pocetnih uvjeta. Neka
dva pacijenta de niraju dva razita pacetna uvjetalM(x; y); AA(x; y)) i (M2(x; y); AX(X; Y)).
Zelimo pokazati da prirodnim napredovanjem bolesti waju

MI(xy)  M3(xy);  AXxy)  AXXY)) (2.19)

dolazimo do toga da i rezultati zadovoljavaju iste nejednaldstix;y;t)  (Ma(X;y;t),
Ai(Xy;t)  Ax(xy;t). Pokaimo to na generaliziranom sustavu (2.15) uz supstituciju
u=M; Myiv=A; Ay, gdje suMy; A Mo: Ay 2 C%:1%=2(Q;). Tada koe cijentske
funkcije postaju

a(x;t) = f2(A(x1)); (2.20)
b(x;t) = fZ(AAlfz(;(.tg ;22((?58(; D My 1) (2.21)
o t) = fi(A(X 1) fi(Aa(X)) (2.22)

A(Xt) A1)

lzuzev @ite posljedice Propozicije (2.3.1), ova konstrukcija nam daje zanimljive rezultate.
Primijetimo de niciju od b(x;t). Funkciju uzM, mozemo prepoznati u obliku sljede
jednakosti

. . Z
fZ(AXf(XQg /izz(&(t)x’t» i 01 f2sAlG) + (1 9A(xD)ds

Ako je derivacijaf(A) Lipschitzova funkcija dobivamo da je i funkcijski koe cijebfx; t) 2
C:= 2(Qy,). Slicno posttemo i na rubls 1 i za funkcijski koe cijentc(x;t). Za to nam
treba Lipschitzovost druge derivacije funkciiesto povlai da jec(x;t) 2 C: @ )Z(S ).

To nas sve dovodi doinjenice da u slaaju nejednakosti (2.19) ista nejednakost vrijedi i
zarjesenja tj.

Mi(xy; ) Ma(xy;t);  Au(xyst))  Ax(X s b);
zat > 0, zbog togasto nejednakost (2.19) implicira analognu nejednakosi;na Time
smo dokazali sljed®mi propoziciju.
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Propozicija 2.3.5. Neka su funkcijeXA) i f{A) Lipschitzove i neka s{M;; A;) i (My; A2)
dva rjesenja sustav@.1). Ako vrijede nejednakost®.19)za(x;y) 2 tada ista vrijedi i
za rjesenja.Stovise ako je nejednakost stroga, isto vrijedi i za rjesenja.

Pokaimo sada da, uz sve uvjete, uadju inicijalnog rasta% >0i % > 0 vidimo i
strogi rast [2]. Pobrojimo sada te sve uvjete.

" M;A2C* i E4(Qr), znai da sudy; & 2 C2 = 2(Qy)

" Takader su derivacijg(A) i f2{A) Lipschitzove, stoga sufp(A) i f(A)M u prostoru
Ci=2(Qr)i fXA) jeuCH & )2(Qy).

Ako uz ta saznanja de niramo

@ @
u= —; V= —; 2.23
@ @ (2.23)
I deriviramou i v po variajgablit dobivamo sljedé sustav
3¢ =g u gy
Ba@ —d vt (A £ _ (2.24)
e — % vt HAU+ R(AMY Yy
i rubne uvjete
8
@-@-0 -0
28=6°0 y=0 2.25
2@ = {9y, 2=0; y=h (2.29)
@~ 1VWWg=% YT

Iz Propozicije 2.3.1 znamo da syv > 0, zbogf(A) 0i fXA) > 0, zat > 0, pa zbog
de nicije (2.23) vrijedii €l > 0i £ > 0.

2.4 Numericke simulacije

Kao i u slwcaju 1D modela provodimo simulacije za ratie parametre. Za model pred-
stavljen u ovome radu promatraémo i originalni sustav (2.1), akielimo napraviti po-
veznicu izmeu 1D i 2D modela kako bismo, barem nunoiij pokazali konvergenciju
rjesenja 2D modela prema genju 1D modela unutar skupa

= f(xy)2R*:0 x 1,0 y "g

To temo napraviti blagom modi kacijom 2D sustavactije njegovih rubnih uvjeta,

y=0! %:%‘:o; (2.26)
y=h="1 %="f;(lA); %\:0 (2.27)
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S obzirom na to da se proces aterogeneze odvija u tankom dijelu stijenke Zilena
njezinoj intimi, ovaj n&in promatranja sustava nam daje opravdanjeskenja 1D modela
umjesto 2D modela, pogotovo u shju tankih krvnihzila, sto daje daleko jednostavniju
numercku implementaciju, ali i analizu. $iho kao i u 1D modelu, @kujemo monosta-
bilni slucaj za parametre

1 1 1 1 dl 2 2 2 d2
201801101010 | 70| 130=20| 260 | 1.0

| bistabilni slwcaj za sljedée parametre,

1 1 1 1 dl 2 2 2 d2
201801101010 | 10| 420430 | 1.0 | 1.0

U sljede&em nizu slikatemo primijetiti da se naj\ koncentracija pojavljuje u podsju
y = ". To, naravno, nije biolski, ali ni teorijski, zaudujuce s obzirom na to da preko tog
ruba ulaze sve tvari, ali i zbog tog#o se ateroskleroza stvara u rubu stanice.

Mozemo numeki i vidjeti konvergenciju, maemo primijetiti da z& = 0:001 dobi-
vamo jednake ekuvilibrije kao u 1D modelu. Pogledajmo sada rezultate. Za monostabilni
slucaj cemo pokazati rezultate Za= 1," = 0:1i" = 0:001. Za bistabilni slaaj se
fokusiramo samo na staj" = 1:0 s obzirom na to da smo sve bitne razlike vidjeli u
monostabilnom slcaju. Perturbacije uzimamo iste kao i u 1D modelu.

Na Slici 2.2 smo prikazali petne uvjete za monostabilan shj. Na Slikama 2.3
i 2.4 smo prikazali monostabilni staj u trenutkut = 0:27 i za vrijednosti* = 0:001
I " = 0:1. Kao i u kasnijim slikama, taj trenutak odtio prikazuje autoampli kacijski
fenomen jer, kasto je to slieaj u 1D modelu, vidimo inicijalni padstovise znatni pad u
koncentracijama makrofadd i citokina A. Naravno, eekivanja dee se u ovom skaju
rjesenja stabilizirati na vrijednosti prilzine onima iz 1D modela su ham ispunjena i vide
se zd' = 0:001 na Slici 2.5i zd = 0:1 na Slici 2.6.

U bistabilnom slgaju kre&cemo od sknih pacetnih uvjeta kao i u 1D modelu tj. ko-
ristimo pacetne uvjete prikazane na Slici 2.2. Naravno, to nas dovodi do neupalnog stanja
u kojem primj&ujemo relativno polagani pad koncentradifei brzi pad koncentracijé\
na Slici 2.7 u vrementl = 0:27. Do kraja simulacije 4 = 15 dolazimo do neupalnog
stanja prikazanog na Slici 2.8. Prije upalnogcslja bistabilnog modela prokomentirajmo
prvo slicnosti, ali i razlike rjisenja. Najvse se primjéuje da je na ruby = ", koji nam
simbolizira kontaktni rub stijenke i krvi, i@ koncentracija i makrofaga i citokina negfo
je to u 1D modelu. To nas ne @aduje jer u sleaju upale preko tog ruba te stanice dolaze
u stijenku, a u neupalnom gaju ni ne ulaze u dubinu arterijske stijenke s obzirom na to
da ondje nisu potrebne. S time u vidu moramo napravittumgerturbaciju, pa u upalnom
slucaju bistabilnog modela i stavljamd = 8:0 i A = 5:5 na pripadaj&im intervalima
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videnima na Slici 2.2. Kao i u monostabilnom &iju, u inicijalnom padu koncentra-
cija, mazemo primijetiti autoampli kacijski fenomen na Slici 2.9 u vremena 0:27, a i
ocekivanu stabilizaciju na Slici 2.10.

— 2.0e+00

Slika 2.2: Mg (lijevo) i Ag (desno).

32e02
': 0.03204

— 0.03202

)
— 0032

—0.03198

—3.2e02

Slika 2.3: Monostabilni slcaj. M(x;y;t) (lijevo) i A(x;y;t) (desno) u vrementi= 0:27.
" = 0:.001.
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Slika 2.4: Monostabilni sleaj. M(x;y;t) (lijevo) i A(x;y;t) (desno) u vrementi= 0:27.
" =01.

6.0e+00
710400 I
B 71393 B=- 5995
s
‘

— 7.1e+00

Slika 2.5: Monostabilni sleaj. M(x;y;t) (lijevo) i A(X;y;t) (desno) u vrement = 15.
" = 0:001.
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Slika 2.6: Monostabilni slcaj. M(x;y;t) (lijevo) i A(x;y;t) (desno) u vrementi = 15.
"=01.

Slika 2.7: Bistabilni slaaj, nema propagacije bolesM(x;y;t) (lijevo) i A(x;y;t) (desno)
uvremenu = 0:27." = 1.0.
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Slika 2.8: Bistabilni slaaj, nema propagacije bolesi(x;y;t) (lijevo) i A(x;y;t) (desno)
uvremenu = 15." = 1:0.

Slika 2.9: Bistabilni slaaj, propagacija bolestiM(x;y;t) (ljevo) i A(X;y;t) (desno) u
vremenu = 0:27." = 1.0.
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Slika 2.10: Bistabilni slaaj, propagacija bolestiM(x;y;t) (lijevo) i A(x;y;t) (desno) u
vremenu = 15." = 1:0.



Dodatak A

Programski paket FEnICS

U ovom dijelu spomenutemo nekoliko detalja o paketu FEnIiCS. Originalno nastao kao
biblioteka za programski jezik €+, zbogcesto komplicirane upotrebe, brzo secpo
prilagodavati i napravljen je kao biblioteka za programski jezik Python, s originalnim ko-
dom izvisavanim preko €+-a. FEnICS je vrlo moéna biblioteka za rigavanje diferenci-
jalnih jednaabi metodom konenih elemenata, otkud i njegovo ime (FE - nite element,
CS - computational software, ni - "seats neatly in the middle”). Kao i u mnogim drugim
slicnim programskim paketima koji igavaju diferencijalne jednatde metodom koranih
elemenata sve kee od kreiranja mmze, u slieaju 1D modela u ovom radu kreiramo rave
snx+ 1 tocaka

mesh = UnitintervalMesh(nx)

ili u slucaju 2D modela, mmau s fix+ 1) (ny+ 1) tocaka
mesh = RectangleMesh(Point(dolje_lijevo_x , dolje_lijev 0_Y),
Point(gore_desno_x, gore_desno_y), nx, ny, "right")

koja predstavlja pravokutnik
[dolje_lijevo_x; goredesnax] [dolje_lijevo_y; goredesnay]:

Nakon toga se na toj mzekonstruira funkcijski prostor. S obzirom na to da misggamo
sustav PDJ, prilikom konstrukcije koristimo funkcijlixedElement, kojace nam kreirati
pripadajue elemente. Funkcijski se prostor de nira na jednakina oboma sloajevima.

V = FunctionSpace(mesh, MixedElement([P1, P1]))

U 1D modelu su nam svi rubni uvjeti Neumannovi s vrijednosti O te ih se stoga ne treba
posebno de nirati u kodu s obzirom na to da je cije osnovnom nanu na koji ih FE-

niCS de nira. U 2D modelu je to malo kompliciranije. Zbog strukturese@ funkcijskog
prostoraV moramo posebno odvoijiti gornju granicu kako bismo izbjegli osnoveima

de niranja.
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bdr = MeshFunction('size_t', mesh, mesh.topology().dim( )-1)

class BoundaryY1(SubDomain):
tol = 1E-8
def inside(self, x, on_boundary):
return on_boundary and near(x[1], gore_desno_y, 1E-8)
bx3 = BoundaryY1()
bx3.mark(bdr, 2)

ds = Measure('ds’, domain=mesh, subdomain_data=bdr)

Ovdjeds zapravo ozneava integral po rubu.
Sljede€i korak je de niranje slabih zada, pritom s bilinearnu formu sustava tj. lijevu
stranu, sd desnu stranu, a u 2D de niramaikao rubni uvjet.

a = ((2/dt)*(M - M_n)*M_t + lambda_1*M*M_t + d_1*dot(grad(M ),grad(M_t)) \
+ (1/dt)*(A - A_n)*A_t + lambda_2*A*A_t + d_2*dot(grad(A), grad(A_t)))*dx

f = (alpha_2*A/(1.0+A/tau_2)*M)*A_t*dx
g = ((gore_desno_y*(alpha_1/(1.0+A/tau_1)+beta_1*A/(1 .0+A/tau_1))*M_t)/d_1)*ds(2)

Nakon toga je samo trebamo zadati getne uvjete,

M_0 = project(Expression("2.0+3.0*(0.45<=x[0])*(x[0]< =0.55)", degree=1), /
V.sub(0).collapse())

A_0 = project(Expression("0.0+0.5*%(0.45<=x[0])*(x[0]< =0.55)", degree=1), /
V.sub(1).collapse())

i mozemo rjesavati evoluciju.

for n in range (num_steps):

t+= dt

solve(a - f - g== 0, sol)

sol_n.assign(sol)

M_n, A_n = sol_n.split()
Rjesenja u 1D modelu smo vizualizirali korigigpaketMatplotlib , a u 2D modelu zbog
izrazito tankih stranica smo koristili ispis .wtk formatu i rezultate vizualizirali u pro-
gramuParaView. Za detaljniji prikaz koda se nze posjetiti javni GitHub Repozitorij
https://github.com/FranBoric/dip/tree/main
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Sazetak

Ateroskleroza je, nealost, prevladavagia kardiovaskularna bolest koju karakterizira na-
kupljanje masnih naslaga u stijenkama arterija i kojacap@o pridonosi problemima po-
vezanim sa srcem. Matemekti model obralen u ovom radu obgjava dinamiku upale i
njezin razvoj kroz vrijemegime na jednostavan o@ ulazimo u zansenu igru biolskih
procesa koji su u pozadini bolesti.



Summary

Atherosclerosis is, unfortunately, very prevalent cardiovascular disease chraracterized by
accumulation of fatty deposits in arterial wall and has very high impact on heart health.
Mathematical model studied in this thesis describes dynamics of the in ammation and its
propagation through time and with it we are delving in intricate play of biological processes
on which disease is based.
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