Pickova formula

Hranj, Stefan

Master's thesis / Diplomski rad

2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:904638

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-08-04

AY)
& £,
S %
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘L'ﬂ.f r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:904638
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:12507
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:12507
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:12507

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Stefan Hranj

PICKOVA FORMULA

Diplomski rad

Voditelj rada:
izv. prof. dr. sc. Slaven Kozi¢

Zagreb, rujan 2023.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Za neprestanu i bezuvjetnu podrsku i brigu kroz godine studiranja posebno se
zahvaljujem roditeljima, Mariji i Mladenu te sestri Ivani.
Veliko hvala Lei koja mi je bila oslonac i snaga kroz lijepe, ali i kroz one manje lijepe
trenutke.
Zahvaljujem se i svim profesorima koji su me vodili kroz ovaj put te se posebno
zahvaljujem izv. prof. dr. sc. Slavenu KoZicu koji mi je bio mentor i pomo¢ kroz proces
pisanja ovog rada.



Sadrzaj

Sadrzaj

Uvod

1

2 Problemi koji dovode do Pickove formule
2.1 PovrSinavoénjaka . . . . .. ... ...
2.2 Mijenjanje jednog dolara u kovanice . . . ... ... ..
3 Pickova formula
3.1 Iskaz Pickove formule . . . . . .. ... ... ... ...
3.2 Prvidokaz Pickove formule . . . . . ... ... ... ..
3.3 Drugi dokaz Pickove formule . . . . . . ... ... ...
4 Prosirenja Pickove formule
4.1 Pickova formula i homotetija u ravnini
4.2 Pickova formula i homotetija u prostoru
5 ReSetke u euklidskom prostoru i Pickova formula
6 Metodicki pristup otkrivanja Pickove formule
6.1 Aktivnostotkrivanja . . . . . ... ... L. L
6.2 Aktivnostuvjezbavanja . . . . .. ... ... ... L.
Bibliografija

Osnovni pojmovi i rezultati

1.1 Geometrija. . . .. ... ... ... .. ... ......
1.2 Diskretna matematika . . . . . . .. .. ... ... ...

v

iv

19
19
20
25

28
30
32

35

44

53

56



Uvod

Georg Pick bio je istaknuti matematicar koji je dao znacajan doprinos podrucjima geome-
trije i teorije brojeva. Roden je 10. srpnja 1859. godine u BecCu, Austrija, a preminuo je
26. srpnja 1942. godine u koncentracijskom logoru u Terezinu, u dana$njoj Ceskoj Re-
publici. Pick je studirao na SveuciliStu u BeCu i doktorirao 1881. godine s disertacijom o
diofantskim jednadZbama i algebarskom teorijom brojeva. Tijekom svoje akademske ka-
rijere predavao je na raznim institucijama, ukljucujuci SveuciliSte u Becu i SveuciliSte u
Pragu.

Pick je najpoznatiji po svom radu u geometriji, posebno po Pickovoj formuli koju je
objavio 1899. godine. Pickova formula pruza jednostavan i elegantan nacin za izraCun
povrsine cjelobrojnih mnogokuta (tj. mnogokuta ¢iji su vrhovi tocke s cjelobrojnim koor-
dinatama u ravnini). Pickova formula kaze da se povrSina takvog mnogokuta moze odre-
diti brojanjem broja cjelobrojnih toc¢aka koje pripadaju mnogokutu i brojem cjelobrojnih
toCaka na njegovom rubu. Ova formula ima prakti¢ne primjene, posebno u racunalnoj ge-
ometriji i racunalnoj grafici, gdje se moZe koristiti za ucinkovito izraCunavanje povrSina
mnogokuta u diskretnom okruzenju.

Unato¢ znacajnim doprinosima matematici, ime Georga Picka nije tako Siroko pre-
poznato kao neka druga imena matematicara njegova vremena. Ipak, njegov rad ostaje
relevantan i joS uvijek se proucava i primjenjuje u razli¢itim matematickim i racunalnim
podrucjima.

Pocetni dio ovog rada, odnosno prvo poglavlje, sadrzi saZetak bitnih definicija, svoj-
stava, teorema i rezultata vezanih uz geometriju i diskretnu matematiku koje ¢emo koristiti
u daljnjem radu.

Drugo poglavlje istraZuje probleme koji ¢e nam posluZiti kao motivacija te, takoder,
pomo¢i pri naslucivanju Pickove formule. Prvi problem je problem odredivanja povrSine
vocnjaka, ali bez koriStenja poznatih matemati¢kih formula nego aproksimacijama. Drugi
problem predstavlja problem zamjene 1$ pomocu kovanica od 5¢, 10¢ i 25¢, kojeg svo-
dimo na problem odredivanja povrSine vo¢njaka.

Motivirani problemima iz prethodnog poglavlja dolazimo do treceg poglavlja. U njemu
iskazujemo Pickovu formulu te ju dokazujemo na dva razli¢ita naCina. Oba dokaza osla-
njaju se na elementarne geometrijske pojmove i rezultate. Vazni koraci u prvome dokazu su
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pokazati svojstvo aditivnosti Pickove formule, moguénost triangulacije mnogokuta na pri-
mitivne cjelobrojne trokute te Cinjenica da je svaki primitivan cjelobrojni trokut povrSine %
U drugome dokazu koristimo se prebrojavanjem tocaka i trokuta dobivenih triangulacijom
mnogokuta te svojstvom mjere unutarnjih kutova mnogokuta.

Cetvrto poglavlje prikazuje progirenja Pickove formule na tri dimenzije te odnos izmedu
Pickove formule i homotetije. Pickova formula se ne moZe generalizirati na nacin da raCuna
volumen. Kod proucavanja odnosa izmedu Pickove formule i homotetije uvidimo da je
ukupan broj cjelobrojnih to¢aka polinom n-tog stupnja u jednoj varijabli. Napokon, valja
istaknuti kako je problem generalizacije Pickove formule motivirao uvodenje i proucavanje
pojma diskretnog volumena, o ¢emu diskutiramo na kraju poglavlja.

Iduce, peto poglavlje opisuje opcu teoriju koja dovodi do Pickove formule. U ovom
poglavlju uvodimo pojmove resSetke i fundamentalnog paralelepipeda, koji predstavljaju
opcenito okruZenje za proucavanje generalizacija Pickove formule. Nadalje izvodimo ne-
koliko vaznih rezultata o reSetkama i njihovim determinantama te demonstriramo kako se
1z njih moZe izvesti originalna Pickova formula.

Rad zavrSava Sestim poglavljem, odnosno metodi¢kim pristupom otkrivanju Pickove
formule u osnovnoskolskom obrazovanju, to¢nije u sedmom razredu. U radu su predloZene
dvije aktivnosti, aktivnost otkrivanja i aktivnost uvjezZbavanja u kojoj ¢e ucenici otkriti
Pickovu formulu za povrSinu mnogokuta u mreZi kvadratia te nakon toga i uvjeZbati
koriStenje iste.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovom poglavlju koristit cemo knjige [8] 1 [9] te skripte [6] 1 [7] da uvedemo neke osnovne
pojmove i rezultate iz podrucja geometrije te diskretne matematike koji ¢e nam biti potrebni
u nastavku rada.

1.1 Geometrija

Planimetrija je ravninska geometrija. Osnovni objekti (euklidske) geometrije u ravnini
su tocke i1 pravci te njih smatramo intuitivno jasnim. Euklidska ravnina je skup M Cije
elemente zovemo tockama, a neke istaknute podskupove pravcima. Tocke i pravci se ne
definiraju, ve¢ su ti objekti neizravno definirani pomocu svojih svojstava, a ta svojstva
su opisana aksiomima. U radu ¢emo se baviti povr§Sinama mnogokuta pa ¢emo ponoviti
definiciju mnogokuta i drugih povezanih pojmova.

Izlomljena linija definira se kao unija kona¢no mnogo razli¢itih duZina AlA,, ALA;, ...,
A,_1A,, u ravnini, zadanih u odredenom poretku, tako da se jedan kraj svake duZine (osim
zadnje) podudara s jednim krajem naredne duzine. DuZine koje Cine izlomljenu liniju zovu
se njene stranice, njihovi krajevi su njeni vrhovi. Za izlomljenu liniju kaZemo da je zatvo-
rena ako joj se pocetak i kraj podudaraju, tj. ako je A, = A;. Za izlomljenu liniju kaZzemo
da je jednostavna, ako svaka njena tocka pripada ili samo jednoj njenoj stranici ili samo
dvjema stranicama kojima je ta toCka krajnja odnosno rubna tocka. Inace se izlomljena
linija zove samopresje¢na. Zatvorena izlomljena linija se joS zove i jednodimenzionalni
poligon. Ako je ta linija i jednostavna, onda se i jednodimenzionalni poligon zove jednos-
tavan poligon ili poligonalna kruznica. Svaka poligonalna kruZnica J rastavlja ravninu
M na to¢no dva podrucja koja zovemo unutrasnjost (ograni¢eno podrucje) i vanjstina
(neogranic¢eno podrucje) poligona J. Jednostavni dvodimenzionalni poligon je unija
jednostavnog jednodimenzionalnog poligona i njegove unutraSnjosti. Jednostavni jedno-
dimenzionalni poligon se tada zove rub danog dvodimenzionalnog poligona i oznacavamo




POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI 4

gas dJ. U nastavku rada koristit ¢emo termin mnogokut u smislu jednostavnog dvodimen-
zionalnog poligona. Na slici 1.1 prve tri slike likova su primjeri mnogokuta, a posljednja
slika je primjer koji nije u skladu nase definicije mnogokuta.

Slika 1.1: Primjeri mnogokuta

Jedno od glavnih svojstava unutarnjih kutova mnogokuta jest sljedeci teorem.
Teorem 1.1.1. Zbroj unutarnjih kutova mnogokuta jednak je (n — 2) - 180°.

Takoder, povrsina je jedan od fundamentalnih pojmova iz podrucja geometrije kojim ¢emo
se baviti u ovom radu. Oznac¢imo s ¥ skup svih mnogokuta u ravnini. PovrSina je funkcija
P: P — R za koju vrijede sljedeci aksiomi povrSine:

1. P(mr) > 0zasvakinm € P,
2. Akojem Nmp =0, onda je P(m; U my) = P(my) + P(m) za sve my,me P,
3. Ako je m; sukladan m,, onda je P(mr;) = P(m,) za sve my, me P,

4. Postoji barem jedan kvadrat K sa stranicama duljine 1 takav da je P(K) = 1.

Drugi aksiom nazivamo jos i aksiom aditivnosti.

U radu ¢emo promatrati Pickovu formulu za povrSinu mnogokuta te njene generaliza-
cije na trodimenzionalni prostor. Stoga ¢emo se sada prisjetiti nekih osnovnih pojmova iz
stereometrije. Stereometrijom nazivamo geometriju prostora. Osnovni elementi prostora
su i dalje tocke, pravci, a osim njih imamo jos i ravnine. Euklidskim prostorom zovemo
skup M c¢ije elemente zovemo tocke, a neke istaknute podskupove pravcima i ravninama.
Sto su za planimetriju mnogokuti, to su za stereometriju poliedri.
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Tijelo u prostoru M je kompaktan, povezan skup s nepraznom unutrasnjoséu. Poliedar je
tijelo €iji je interior povezan, a rub mu je povezan skup koji se sastoji od konacno mnogo
mnogokuta, pri ¢emu se svaka dva od tih mnogokuta ili ne sijeku ili imaju samo jedan
zajednicki vrh ili samo jednu zajednicku stranicu, a svaka stranica nekog od tih mnogokuta
je zajednicka stranica to¢no dvaju od tih poligona. Unija svih tih mnogokuta zove se rubna
ploha ili rub poliedra. Svaki se mnogokut rubne plohe poliedra zove strana poliedra,
stranica svakog od tih mnogokuta zove se brid poliedra, a vrh svakog od tih mnogokuta
zove se vrh poliedra. Najjednostavniji poliedar je tetraedar. Sastoji se od Cetiri vrha, Sest

bridova i Cetiri strane (trokuta). Primjer jednog poliedra nalazi se na slici 1.2.

Slika 1.2: Poliedar

Skupovi to¢aka u prostoru koji ¢ée nam trebati u radu su i piramide. Piramida je ko-
nveksna ljuska (ravninskog) mnogokuta i tocke izvan te ravnine. Taj mnogokut naziva se
baza ili osnovica piramide, a tocka izvan ravnine vrh piramide. Primjer jedne piramide
nalazi se na slici 1.3.
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Ay

Slika 1.3: Piramida

U ovom radu koristit ¢emo pravokutni ili Kartezijev koordinatni sustav. U tu svrhu
zadajmo najprije to¢ku O u ravnini ili prostoru. Svakoj tocki T ravnine ili prostora moZzemo
pridruziti jedinstvenu usmjerenu duZinu a)", koju nazivamo radijvektorom tocke 7. Vrijedi
i obratno, svaka to¢ka T je jednoznacno odredena zadavanjem radijvektora s obzirom na
neku tocku O. Time je zadano bijektivno preslikavanje izmedu toCaka ravnine i prostora i
pripadnoga skupa radijvektora kojeg oznacavamo s V2(0) ili V3(0).

Ako je {5}, 0_}} baza za V*(0), tada postoje jedinstveni x,y € R takvi da je

— — —
OT = xOI + y0J.
Ureden par (x,y) € R? zovemo koordinatama toc¢ke 7, piSemo T(x,y). Ako je baza

{OI, OJ} ortonormirana, koordinate toc¢ke 7" nazivamo ortogonalnim ili pravokutnima.

Skup {O; 5}, 0_}} nazivamo pravokutnim ili Kartezijevim koordinatnim sustavom u
ravnini. To¢ku O nazivamo ishodistem, a pravce odredene tockama OI, OJ koordinat-
nim osima. Slika 1.4 predstavlja primjer jednog Kartezijevog koordinatnog sustava s ne-
kim tockama i njihovim koordinatama.

Ako je {5}, O—J), O—I)(} baza vektorskog prostora V3(0) i ako je T toc¢ka prostora, tada su
njene koordinate dane kao uredena trojka (x,y,z) € R? i piSemo T'(x,y,z). U tom slu¢aju
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jo§ definiramo koordinatnu os OK i koordinatne ravnine xy, xz, yz kao ravnine odredene
redom tockama O, I, J, tockama O, I, K 1 tockama O, J, K.

Ty
4 4
3 1
B(-3,2)
. 2
A(1,1)
1 ®
£
5 -4 -3 _—2 1 1 3 4 5
¥
D(4,—-2)
= ®
-3 ¢ C(0,-3)
—4 4
=5

Slika 1.4: Kartezijev koordinatni sustav u ravnini

1.2 Diskretna matematika

Kako ¢e se u radu koristiti 1 prebrojavanje, navodimo nekoliko osnovnih principa prebro-
javanja kojima ¢emo se sluZiti. Koristimo notaciju |A| = broj elemenata skupa A.

Princip sume. Broj elemenata unije u parovima disjunktnih skupova jednak je sumi nji-

hovih kardinaliteta. Preciznije zapisano: za skupove Ay, A,, ..., A, takve da za sve i, j €
{1,2,..,n},i # j,imamo A; N A; = 0, vrijedi

O Ai’ = an Al
i=1 i=1
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Princip produkta. Broj elemenata unije m medusobno disjunktnih skupova, od kojih svaki
ima n elemenata, je n - m. Zapravo, ako s A; X A, X ... X A, oznaCimo Kartezijev produkt
skupova Ay, Ay, ..., Ay

Al XAy X ... XA, ={(a,a,...,a,) :a, € A;zasvei =1, ...,n},

onda za sve konacne skupove Ay, A,, ..., A, vrijedi:

IA; X Ay X ... X A,| = ]_[ IA,].
i=1

Princip bijekcije. Dva skupa A i B imaju jednak broj elemenata ako postoji bijekcija
izmedu njih.
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Problemi koji dovode do Pickove
formule

U ovom poglavlju predstavit ¢emo probleme koji ¢e nam posluZiti kao motivacija za Pic-
kovu formulu te nam pomo¢i u njenom naslucivanju i otkrivanju. NaSe izlaganje zasniva
se na knjigama [1] 1 [5].

2.1 Povrsina vo¢njaka

Primjer 2.1.1. Odredite povrsinu voénjaka na slici 2.1 ako su svaka dva susjedna stabla
udaljena za 1.

Slika 2.1: Vo¢njak



POGLAVLIJE 2. PROBLEMI KOJI DOVODE DO PICKOVE FORMULE 10

Aproksimacija

Jedan od najjednostavnijih nacina pronalazenja priblizne povrSine voénjaka jest aproksi-
macija. Koristit ¢emo razliCite aproksimacije kojima ¢emo odredivati pribliZznu vrijednost
povrsine.

Uoc¢imo da u ovom vocnjaku postoji 27 stabala. Ako bismo aproksimirali povrSinu brojem
stabala dobili bismo:

povrsina vo¢njaka = broj stabala = 27.

Medutim, moZemo aproksimirati malo preciznije. Ako je stablo na granici vo¢njaka, onda
otprilike polovica povrSine okolnog jedini¢nog kvadrata ne pripada povrSini voénjaka, kao
Sto je prikazano na slici 2.2.

—
,L—/'/
o Q Q e} o (o} Q

Slika 2.2: Svako stablo je u sredini jedini¢nog kvadrata
Takvih rubnih stabala u ovom voénjaku jest osam, $to nam daje novu aproksimaciju:

povrsina voénjaka =~ broj stabala—polovica broja stabala na rubu = 27 — 5 8 =23. (2.1)

Uskoro ¢e se pokazati da je tocna povrSina voénjaka 22. Stoga je ova naSa aproksimacija
vrlo dobra, pogreska iznosi samo 1.
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Tocan izracun povrsSine

Za racunanje tocne povrsine voénjaka navest cemo dvije standardne geometrijske metode
racunanja. Zgodno je uvesti Kartezijeve koordinate i razdijeliti voénjak u tri trokuta, kao
Sto je prikazano na slici 2.3.

4
Y
(3,6)

(7,5)

1 (6,1)

(0,0) X

0 1 2 3 4 5 6 7 B

Slika 2.3: Peterokut podijeljen na tri trokuta

Problem povrsine peterokuta sveli smo na problem pronalazenja povrSine trokuta Py, P; 1
P5. Koristimo li poznatu formulu,

duljina stranice - duljina visine na stranicu
5 )
zakljuujemo da stranica niti jednog trokuta nije paralelna x-osi ili y-osi te daljnjom ge-
ometrijskom analizom trebali bismo izracunati duljine stranica i duljine visina na stranice.
Ovdje se prirodno namece 1 druga metoda racunanja pomoc¢u Heronove formule koja glasi

povrsina trokuta = (2.2)
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P = +/s(s—a)(s - b)(s—c)

gdje a, b i ¢ oznacavaju duljine stranica trokuta, a s oznacava poluzbroj duljina stranica,

_a+b+c
T
Pomocu obje gornje metode mozemo odrediti vrijednost povrSine, no postupak racunanja
moze se malo zakomplicirati. Zato ¢emo koristiti malo drugaciji nacin raCunanja povrsine
trokuta. Pogledajmo sliku 2.4.

3 (31 6) 2

(5,4)

(0,0) 5

Slika 2.4: Trokut P, opisan pravokutnikom

Trokutu P; opisali smo pravokutnik tako da su stranice pravokutnika paralelne x-osi 1 y-
osi. Dobili smo pravokutnik duljine stranica 5 1 6. PovrSina trokuta P; sada se lako moze
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izraCunati tako da od povrSine pravokutnika oduzmemo tri povrSine trokuta. Neosjencani
trokuti su pravokutni trokuti te koriste¢i formule (2.2) za povrSinu trokuta lako racunamo
nepoznate povrsine:

3:6 2:2 5-4
> + > + > =9. (2.3)

Analogno ponavljamo postupak za preostala dva trokuta. Njihovo smjeStanje u pravo-
kutnik prikazano je na slici 2.5.

P1:6'5—(

5 (5,4) 1 2 (7,5)

1

3 (5,4) 1

4 P, E )
(6,1)
1 3
(0,0) 6
1 (6,'1) 1

Slika 2.5: Trokut P, i trokut P5 opisani pravokutnikom

Racunamo preostale povrSine trokuta:

5.4 1-3 6-1 19

P2—6'4—( 3 + 3 + 5 )—7, (24)
2-1 3.1 4-1 7

P3—4-2—( > + 5 + 5 )—5 (2.5)

Konac¢no, to¢na povrSina voénjaka zbrajanjem rezultata u (2.3), (2.4) i (2.5) iznosi:

19 7
P=P +P,+P3=9+—+ = =22.
2 2
Kao $to uocavamo, nasa aproksimacija (2.1) razlikuje se od tocne povrsine za 1, §to je

znak da je aproksimacija bila prilicno dobra. Takoder, uo¢avamo da imamo opd¢u strategiju
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za pronalaZenje povrsine bilo kojeg mnogokuta u Kartezijevoj koordinatnoj ravnini. Pre-
ciznije, do povrSine dolazimo podjelom mnogokuta na trokute, racunanjem pojedinacnih
povrsina trokuta te sumiranje svih povrSina trokuta.

2.2 Mijenjanje jednog dolara u kovanice

Kovanice americkog dolara su zanimljive zato Sto se dijele na kovanice od 1¢, 5¢, 10¢,
25¢, 50¢ i 1$. Pogledajmo stoga sljedeci primjer.

Primjer 2.2.1. Na koliko nacina moZemo zamijeniti kovanicu od 1$ koristeci kovanice od
5¢,10¢125¢?

Ispisivanje svih moguénosti

Prvi nacin dobivanja odgovora je vrlo jednostavan. Ispisat ¢emo sve mogucnosti, pritom
pazeci da neke mogucnosti ne preskoCimo. Uvodimo oznake za kovanice:

e ¢ - broj kovanica od 25¢ (od engleske rijeci quarter),
e d - broj kovanica od 10¢ (od engleske rijeci dime),
e n - broj kovanica od 5¢ (od engleske rijeci nickel).

Moramo izabrati g kovanica od 25¢, d kovanica od 10¢ i n kovanica od 5¢ tako da vrijedi

25q + 10d + 5n = 100. (2.6)

Ispisat ¢emo u tablicu sve moguce slucajeve tako da iskoristimo sve moguce vrijed-
nosti broja kovanica od 25¢ i 10¢ te ostatak do 100¢ dopunimo kovanicama od 5¢. Ovaj
sustavni pristup uzima u obzir svaku moguénost. Tablica 2.1 navodi da postoji ukupno
29 trojki (g, d, n) nenegativnih cijelih brojeva koje zadovoljavaju nasu pocetnu jednadzbu
(2.6). Ovaj nacin trazenja odgovora, uz malo truda, daje toCan rezultat, ali daje slabi uvid
u opci problem mijenjanja svote od n dolara.

Kovanice na stolu

Drugo rjesSenje zahtijeva malo maste. Stvorit ¢emo scenarij koji nam pomaze pratiti pro-
mjene koje radimo. Prvo primijetimo da nakon Sto odaberemo nekoliko kovanica od 25¢ 1
10¢ tako da ukupna vrijednost ne prelazi 1$, tada nam preostaje samo jedan odabir broja
kovanica od 5¢ do ukupne vrijednosti od 1$. Takav nacin razmisljanja nam omogucava da
ignoriramo kovanice od 5¢ i fokusiramo se na prebrojavanje nacina kako odabrati najvise
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qg=0 qg=1 qg=2 qg=3 q=4
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Tablica 2.1: Sustavna tablica slucajeva

1$ samo pomocu kovanica od 25¢ i 10¢. Sada postavimo na stol Cetiri kovanice od 25¢
i deset kovanica od 10¢. Ukupna vrijednost kovanica na stolu iznosi 2$, a dane kova-
nice dovoljne su da nekim odabirom dobijemo 1$ ili manje. Pretpostavimo da smo oda-
brali g kovanica od 25¢ i d kovanica od 10¢. Po principu sume postoji pet odabira za g
(g =0,1,...,4)1jedanaest odabirazad (d = 0, 1, ..., 10). Po principu produkta, ukupan broj
mogucih odabira kovanica iznosi 5 - 11 = 55. Vrijednost novca koju smo odabrali iznosi
(25¢g + 10d) ¢, a ostatak novca na stolu, tocnije (4 — d) kovanica od 25¢ i (10 — d) kovanica
od 10¢ ukupno daje komplementarnu vrijednost od (200 — (25¢ + 10d)) ¢. Promotrimo
prvo odabire kovanica koji daju to¢no 1$, a njih dobivamo za (¢, d) = (4,0),(2,5), (0, 10).
To su 3 od ukupno 55 mogucih odabira. Preostalih 52 odabira dobivaju se kao 26 kom-
plementarnih parova, u kojem jedan odabir daje ukupnu vrijednost kovanica strogo manju
od 13 a drugi odabir vrijednost strogo vecu od 1$. Stoga zaklju¢ujemo da postoji ukupno
3 + 26 = 29 nacina odabira kovanica od 25¢ i 10¢ tako da ukupna vrijednost ne prelazi
vrijednost od 18, pa zato postoji i 29 nacina kako promijeniti 1$ koriste¢i kovanice od 5¢,
10¢ i 25¢.

Cjelobrojni parovi

Trece rjesenje ukljuCuje brojanje posebnih tocaka u trokutu i dovest ¢e nas na korak do
Pickove formule. Trazimo trojku (g, d, n) nenegativnih cijelih brojeva koji zadovoljavaju
jednadzbu

25¢ + 10d + 5n = 100.
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Isto kao 1 u prethodnom rjesSenju, zanemarit ¢emo kovanice od 5¢ i fokusirati se na uredene
parove (g, d) koji zadovoljava nejednakost

25 +10d < 100, > 0,d > 0. (2.7)

U Kartezijevoj koordinatnoj ravnini, ova nejednakost omeduje dio ravnine prikazan
na slici 2.6 koji je oblika pravokutnog trokuta kojemu katete pripadaju x-osi i y-osi, a
hipotenuza se nalazi na pravacu 25¢ + 10d = 100.

d

(0, 10)

25q + 10d = 100

(0,0)

Slika 2.6: Dio ravnine odreden uvjetima (2.7)

Sve istaknute cjelobrojne tocke koje pripadaju djelu ravnine omedenom s (2.7) su jedno
od rjeSenja nasSeg problema. Tako npr. za (¢,d) = (2,3) znamo da imamo 2 kovanice od
25¢, 3 kovanice od 10¢ 1 4 kovanice od 5¢ (sjetimo se da nakon S$to odaberemo nekoliko
kovanica od 25¢ i 10¢ tako da ukupna vrijednost ne prelazi vrijednost od 1$, tada nam
preostaje samo jedan odabir broja kovanica od 5¢ do ukupne vrijednosti od 1$). Prebroja-
vanjem svih cjelobrojnih tocaka koje pripadaju djelu ravnine omedene s (2.7) dobivamo da
postoji 29 nacina kako promijeniti 1$ koristec¢i kovanice od 5¢, 10¢ i 25¢.
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Primijetimo da su ideje za prvi i drugi nacin rjeSavanja iskoriStene u tre¢em nacinu
rjeSavanja. Vidimo da sve cjelobrojne tocke sa slike 2.6 odgovaraju rjeSenjima i poloZaju
rjeSenja iz tablice 2.1. Takoder, u pravokutnom nizu tocaka sa slike 2.6 od 5 - 11 = 55
uredenih cjelobrojnih parova, svakom uredenom paru (g, d) ispod hipotenuze odgovara
uredeni par (4 — g, 10 — d) iznad hipotenuze. Tri cjelobrojna uredena para tocaka (g, d) na
hipotenuzi predstavljaju tri nacina kako dobiti 1$ odabirom samo kovanica od 25¢ i 10¢.
Dakle ideja postupka dobivanja rjeSenja pomocu kovanica na stolu koristi simetriju dva
pravokutna trokuta kao na slici 2.6.

Aproksimacija

Pogledajmo sliku 2.7 koja interpretira nasi trec¢i nacin rjeSavanja problema, ali koristi se
tehnikom aproksimacije povrSine koju smo koristili kod aproksimacije povrSine vocnjaka.

[ ] /

> () L ]

3 (] L ]

> (] L ] O\
3 [ ) L ] L]

Slika 2.7: Cjelobrojni uredeni parovi i jedini¢ni kvadrati

Svaki cjelobrojni uredeni par u trokutu pripada jednom kvadratu jedini¢ne povrSine. Broj
nacina na koje mozemo razmijeniti 1$ jednak je povrSini osjencanog djela. Vodeni istom
idejom kao i kod aproksimacije povrSine voénjaka, mozemo priblizno racunati povrSinu
ovako:
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povrsina trokuta = broj cjelobrojnih uredenih parova —

polovica broja cjelobrojnih uredenih parova na rubu.

410

PovrSina trokuta jednaka je =~ = 20 i imamo 16 cjelobrojnih uredenih parova na rubu.

Dakle,

1
20 = broj cjelobrojnih uredenih parova — 5 16

pa dobivamo da postoji otprilike 28 nac¢ina kako promijeniti 1$ koriste¢i kovanice od 5S¢,
10¢ 1 25¢. Znamo da je to¢an odgovor 29 nacina. Razlika to¢nog odgovora i aproksimacije
ponovno je 1.



Poglavlje 3

Pickova formula

U ovom poglavlju predstavit cemo iskaz 1 dva dokaza Pickove formule . Koristimo knjige
[1] 1 [5] te pratimo originalni tekst Picka [10].

3.1 Iskaz Pickove formule

Za pocetak definirat ¢emo cjelobrojne mnogokute i cjelobrojne tocke te uvesti razlicite
oznake.

Definicija 3.1.1. Za mnogokut kaZemo da je cjelobrojan, ako su koordinate (a, b) svakog
vrha mnogokuta u Kartezijevoj koordinatnoj ravnini cijeli brojevi. Takve tocke ravnine
(a, b) s cjelobrojnim koordinatama nazivamo cjelobrojne tocke.

Za cjelobrojan mnogokut uvest ¢emo sljedece oznake:
e [ = ukupan broj cjelobrojnih to¢aka koje pripadaju cjelobrojnom mnogokutu,
e B = ukupan broj cjelobrojnih to¢aka na rubu cjelobrojnog mnogokuta.

Ranije smo vidjeli da povrSinu cjelobrojnog mnogokuta mozemo aproksimirati kao

povrSina mnogokuta ~ L — 7 B.

U proslom poglavlju, na primjerima nasa aproksimacija je veca za 1 od stvarne povrSine,
Sto nam motivira slutnju da je uvijek tako. Pickova formula tvrdi upravo to sljede¢im
teoremom.

Teorem 3.1.2. (Pickova formula) Neka je dan cjelobrojan mnogokut s L cjelobrojnih
tocaka koje pripadaju cjelobrojnom mnogokutu i B cjelobrojnih tocaka na rubu cjelobroj-
nog mnogokuta, tada vrijedi

19
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povrsina mnogokuta = L — B B-1.

Sada ¢emo dokazati da Pickova formula vrijedi za svaki cjelobrojni mnogokut. Primjeri
podskupova euklidske ravnine koji nisu mnogokuti te time nece zadovoljavati Pickovu for-
mulu prikazani su na slici 3.1.

] |
. | - AN

Slika 3.1: Primjer Sest podskupa euklidske ravnine koji ne zadovoljavaju Pickovu formulu

Ovi primjeri po definiciji nisu mnogokuti jer:

e slovo N - duzina koja omeduje podskup ravnine se presijeca u svojim unutarnjim
tockama,

e slovo O - podskup ravnine je omeden dvjema izlomljenim linijama,
e slovo P, C, K - jedan vrh podskupa ravnine nije rubna toc¢ka tocno dviju duzina,

e slovo I - podskup ravnine je omeden otvorenom izlomljenom linijom.

3.2 Prvi dokaz Pickove formule

Prvi dokaz Pickove formule sastoji se od 2 dijela: provjere formule za cjelobrojne trokute
1 dekompozicije cjelobrojnog mnogokuta na cjelobrojne trokute. Prvo ¢emo pokazati da
je Pickova formula aditivna te, buduci da svaki cjelobrojni mnogokut moze rastaviti na
cjelobrojne trokute, Pickova formula za mnogokut dobit ¢e se kao zbroj Pickovih formula
za sve cjelobrojne trokute koji pridonose njegovoj povrsini.

Propozicija 3.2.1. Pretpostavimo da je M neki cjelobrojni mnogokut podijeljen na dva
disjunktna cjelobrojna mnogokuta M’ i M"', npr. kao na slici 3.2. Ako za M’ i M" vrijedi
Pickova formula, onda vrijedi i za M i to svojstvo nazivamo aditivnost Pickove formule.
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Slika 3.2: PovrSina je aditivna

Dokaz. Neka je L broj cjelobrojnih tocaka koje pripadaju cjelobrojnom mnogokutu i B
broj cjelobrojnih to¢aka na rubu cjelobrojnog mnogokuta. Takoder, neka je P povrSina
mnogokuta M, P’ povrSina mnogokuta M’ 1 P” povrSina mnogokuta M”. Pretpostavimo
da vrijedi:

1
P’:L’—E-B’—l,
1 (3.1)
P,,:L,,__'B,,_l,

2
kao $to nam kaze Pickova formula. Pokazat ¢emo da i mnogokut M sastavljen od dva
manja mnogokuta M’ 1 M"” takoder zadovoljava Pickovu formulu. Neka zajednic¢ka granica
izmedu dviju manjih mnogokuta M’ 1 M" sadrzi B* cjelobrojnih tocaka, ukljucujuéi i dvije

krajnje toCke. Mnogokut M tada zadovoljava sljedece

L=L+L" -8,

, (3.2)
B=B +B’'-2B"+2.

Koristenjem (3.1) 1 (3.2) dobivamo sljedeci niz ekvivalentnih jednakosti:
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P=P +P’
P=|L ! B —1|+(L" ! B’ -1
B 2 2

1
P=(L'+L'~B)~>(B+B 2B +2)-1

1
P=L-—--B-1.
2
Ovim rac¢unom pokazali smo da ako mnogokuti M’ 1 M"" zadovoljavaju Pickovu formulu,
tada ju i mnogokut M zadovoljava. To znaci da je Pickova formula aditivna bas kao i

povrsina. O

Specijalno, iz aditivnosti vidimo da Pickova formula vrijedi za svaki mnogokut koji se
moze podijeliti u pravokutnike kojima su stanice paralelne koordinatnim osima i pravo-
kutne trokute.

Sada ¢emo analizirati najmanje cjelobrojne mnogokute, tj. one najjednostavnije mno-
gokute od kojih se svi ostali ve¢i mnogokuti mogu sastaviti.

Definicija 3.2.2. Cjelobrojni trokut je primitivan ako su mu vrhovi jedine cjelobrojne tocke
koji mu pripadaju.

Stoga primitivni trokut zadovoljava L = B = 3. Po Pickovoj formuli vrijedi:

3 1
povrsina primitivnog cjelobrojnog trokuta = 3 — 7 1= 7
Naravno, tu ¢injenicu tek trebamo dokazati. Primitivna cjelobrojna triangulacija je podjela
cjelobrojnog mnogokuta u primitivne cjelobrojne trokute. Slika 3.3 predstavlja jednu od
mogucih triangulacija voénjaka iz primjera 2.1.1 u 44 primitivna cjelobrojna trokuta.
Sljedeci teoremi sadrze dvije najvaznije Cinjenice o primitivnim cjelobrojnim troku-
tima.

Teorem 3.2.3. Neka je zadan neki cjelobrojni mnogokut. Vrijedi:

a) Svaki cjelobrojni mnogokut ima primitivau cjelobrojnu triangulaciju.

b) Povrsina svakog primitivnog cjelobrojnog trokuta je %
Dio a) implicira da svaki cjelobrojni mnogokut moZze biti konstruiran spajanjem primitivnih
cjelobrojnih trokuta. Dio b) i aditivnost nam osiguravaju da Pickova formula vrijedi za

svaki novi mnogokut kojeg dobijemo dodavanjem joS jednog trokuta. Stoga ovaj teorem
povlaci Pickovu formulu. Sada ¢emo dokazati teorem.
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Slika 3.3: Primitivna cjelobrojna triangulacija voénjaka sa slike 2.1

Dokaz. a) Ponajprije, svaki cjelobrojni mnogokut moZze biti podijeljen u cjelobrojne tro-
kute umetanjem dijagonala. Svi ti neprimitivni cjelobrojni trokuti mogu biti podijeljeni u
2 ili 3 manja cjelobrojna trokuta kao na slici 3.4 pomocu dviju razlicitih operacija:

e ubacivanje stranica koji spajaju unutarnju cjelobrojnu tocku trokuta s tri vrha,

e ubacivanje stranice koja spaja cjelobrojnu tocku na rubu trokuta sa suprotnim vrhom.

Slika 3.4: Ubacivanje stranica kod neprimitivnih cjelobrojnih trokuta
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Ponavljanjem ovih operacija ¢e nas dovesti do primitivne cjelobrojne triangulacije.
Svaki cjelobrojni mnogokut opéenito ima vise razliCitih triangulacija i svaka moZe posluZiti
za nase potrebe. O

Dokaz. b) Svakom se cjelobrojnom trokutu moze opisati pravokutnik paralelan koordinat-
nim osima na dva razli€ita naCina. Dva takva primjera mozemo vidjeti na slici 3.5.

Slika 3.5: Dva nacina kako cjelobrojnim trokutima opisati pravokutnik.

Lijeva slika odnosi se na sve primitivne cjelobrojne trokute zbog toga Sto trokut na desnoj
slici mora sadrzavati neku unutrasnju cjelobrojnu tocku pa stoga nije primitivan. Zbog toga
je najdulja stranica primitivnog cjelobrojnog trokuta uvijek dijagonala opisanog pravokut-
nika i jedine cjelobrojne tocke na toj dijagonali su dvije krajnje tocke.

C C

A B A B

Slika 3.6: Primitivni cjelobrojni trokut odreduje Cetverokut

Kada primitivnom cjelobrojnom trokutu ACD opiSemo pravokutnik, dobit éemo cje-
lobrojni Cetverokut ABCD kao na slici 3.6. Stranice tog Cetverokuta paralelne su koordi-
natnim osima. Taj ¢etverokut moze se rastaviti na cjelobrojni Cetverokut i dva cjelobrojna
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pravokutna trokuta. Prema propoziciji 3.2.1 Pickova formula mora vrijediti za Cetverokut
ABCD. Takoder, znamo da Pickova formula vrijedi i za pravokutan trokut ABC. Po razlici
povrsina Cetverokuta ABCD i pravokutnog trokuta ABC, Pickova formula mora vrijediti
i za primitivni cjelobrojni trokut ACD. Trokut ACD zadovoljava L = B = 3, a Pickova
formula nam govori da je povrSina tog trokuta jednaka %
Ovime smo zavrs$ili dokaz Pickove formule. Glavni argumenti dokaza su bili aditivnost
Pickove formule i ¢injenica da je povrSina svakog primitivnog cjelobrojnog trokuta %
O

3.3 Drugi dokaz Pickove formule

Drugi dokaz Pickove formule svodi se na prebrojavanje. Da bismo odredili povrSinu cje-
lobrojnog mnogokuta, prebrojat ¢emo primitivne cjelobrojne trokute u nekoj njenoj primi-
tivnoj cjelobrojnoj triangulaciji i podijelit ¢emo taj broj s brojem 2. Na primjer, primitivna
cjelobrojna triangulacija voénjaka na slici 3.3 sadrzi 44 primitivna cjelobrojna trokuta,
svaki povrSine % Dakle, povrsina cijelog vo¢njaka iznosi 44 - % = 22. Oznac¢imo s L
broj cjelobrojnih to¢aka koje pripadaju cjelobrojnom mnogokutu i s B broj cjelobrojnih
toCaka na rubu cjelobrojnog mnogokuta. Da bismo mogli dokazati da ova metoda uvijek
daje tocCan iznos povrSine moramo pokazati da svaka primitivna cjelobrojna triangulacija

zadovoljava sljedeci identitet:

broj primitivnih cjelobrojnih trokuta = 2L — B — 2. (3.3)

Dijeljenjem s brojem 2 dobivamo Pickovu formulu. Iznenadujuce je Sto formula za broj
trokuta ne zahtijeva da vrhovi trokuta ujedno budu cjelobrojne tocke. Na slici 3.7 prikazana
je jedna triangulacija ne nuzno cjelobrojnog mnogokuta.

Svaka dva trokuta u triangulaciji nekog mnogokuta su medusobno razdvojeni, tj. gotovo
disjunktni. Preciznije, oni mogu dijeliti samo jedan vrh ili dijeliti jednu stranicu. Ozna¢imo
sa:

e [ - ukupan broj tocaka u triangulaciji,
e B - ukupan broj vrhova mnogokuta,
e [ = L — B - ukupan broj unutarnjih tocaka,

e T - ukupan broj trokuta.

Na primjeru triangulacije sa slike 3.7 imamo L = 17, B = 11,1 = 61T = 21. Metoda
prebrojavanja te formula (3.3) sugerira da postoji relacija izmedu brojeva L, B, I i T koja
zadovoljava triangulaciju svakog mnogokuta. Stoga slijedi iduéi teorem.
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Slika 3.7: Triangulacija nekog mnogokuta

Teorem 3.3.1. Pretpostavimo da smo triangulacijom mnogokuta dobili L tocaka u trian-
gulaciji, B rubnih vrhova, I unutarnjih tocaka i T trokuta. Tada vrijedi formula
T =2I+B-2.

Dokaz. Teorem implicira da broj primitivnih cjelobrojnih trokuta jednak

T=21+B-2=2(I+B) -B-2=2L-B-2.

Promotrimo sumu § unutarnjih kutova svih T trokuta u triangulaciji mnogokuta. Pogle-
dajmo sliku 3.8. Izrazit cemo S na dva razlicita nacina 1 izjednaciti rezultate koje dobijemo.
Prvo, zbroj unutarnjih kutova u svakom od 7 trokuta iznosi 180°. Imamo

S =180°-T. (3.4)

Drugo, svaki od I unutarnjih vrhova sadrZi ukupnu mjeru kutova od 360°, a suma mjera
kutova svih unutarnjih kutova na B rubnih vrhova iznosi 180° - (B — 2). Imamo

S =360°-1+180°-(B-2). (3.5)

IzjednaCavanjem jednakosti (3.4) i (3.5), dobivamo:

180° -7 =360°-1+180° - (B —2)
T=2-1+B-2.
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Slika 3.8: Triangulacija i mjera unutrasnjih kutova

Kao §to je ve¢ prethodno komentirano, dijeljenjem s brojem dva dobivamo Pickovu for-
mulu, $to je ujedno trebalo i dokazati. O
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ProsSirenja Pickove formule

U ovom poglavlju koristimo se knjigom [5] da istraZzZimo proSirenja Pickove formule. Na-
kon §to smo pokazali da cjelobrojni mnogokuti imaju lijepo svojstvo raCunanja povrsine
pomocu Pickove formule, postavlja se prirodno pitanje postoji li neki analogon Pickove
formule za racunanje volumena odredenih poliedara u trodimenzionalnom prostoru.

Promatrat ¢emo cjelobrojne poliedre, tj. poliedre ¢iji svi vrhovi imaju cjelobrojne ko-
ordinate. Trodimenzionalna verzija Pickove formule bi racunala volumen cjelobrojnog po-
liedra pomocu broja cjelobrojnih tocaka i broja rubnih cjelobrojnih to¢aka koje pripadaju
takvom cjelobrojnom poliedru. Pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 4.0.1. Slika 4.1 prikazuje kocku duljine stranice 1 podijeljenu na pet cjelobrojnih
poliedara. Sredisnji tetraedar ima vrhove u tockama (0,0, 1), (1,0,0), (0,1,0)i (1,1, 1).

(0,0,1)

f

(1,1,1)

[
[
[
[
v

............... 22223 (0,1,0)

(6.0

Slika 4.1: Kocka podijeljena na pet tetraedara

28
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Primijetimo da su sve Cetiri piramide koje okruZuju sredisnji tetraedar sukladne. Svaki od
pet poliedra sadrZi Cetiri cjelobrojne tocke koje su ujedno i rubne tocke poliedra.

Prema tome, analogon Pickove formule bi implicirao da svih pet poliedara imaju isti
volumen. Ali formula za volumen piramide,

povrsina baze - duljina visine

3 )
pokazuje da volumen jedne od Cetiri piramida iznosi %, a kako volumen kocke iznosi 1,
tako je volumen sredi$njeg tetraedra jednak 1 —4 - (%) = % Takav zaklju¢ak nam pokazuje
da dva poliedra mogu imati razli¢ite volumene, a jednak broj cjelobrojnih tocaka koje im
pripadaju.

Tu je i teorijski razlog zaSto se ne moze Pickova formula jednostavno prosiriti na tre¢u
dimenziju. Prethodni dokazi Pickove formule oslanjaju se na triangulaciju, odnosno po-
djelu mnogokuta na disjunktne trokute. Nije jasno Sto bi bio trodimenzionalni analogon
triangulaciji. Neki poliedri ne mogu se tetraedarizirati”’, odnosno rastaviti na kona¢nu

disjunktnu uniju tetraedara kao trokuti u mnogokutu.

volumen piramide =

Primjer 4.0.2. Najjednostavniji primjer takvog poliedra prikazan je na slici 4.2. Taj po-
liedar ima naziv Schonhardtov poliedar te je najjednostavniji nekonveksni poliedar koji se
ne moZe “tetraedarizirati”. Primjeri joS nekih poliedra koji se ne mogu “tetraedarizirati”
mogu se pronaci u [4].

Slika 4.2: Schénhardtov poliedar !

I'Slika 4.2 preuzeta s en.wikipedia.org/wiki/Schénhardt_polyhedron (1. kolovoza 2023.)
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4.1 Pickova formula i homotetija u ravnini

Prvo ¢emo istraZiti odnos izmedu Pickove formule i homotetije. Prema skripti [6], homo-
tetija sa srediStem O i koeficijentom k € R je preslikavanje koje toc¢ki T = (x, y) pridruzuje
tocku 7" = (kx, ky). Koristimo ponovno oznake koje se pojavljuju u cjelobrojnom mnogo-
kutu:

e [ = ukupan broj cjelobrojnih to¢aka koje pripadaju cjelobrojnom mnogokutu,
e B = ukupan broj cjelobrojnih to¢aka na rubu cjelobrojnog mnogokuta,
e A = povrsina cjelobrojnog mnogokuta.

Ako Pickovu formulu zapiSemo na malo drugaciji nac¢in dobivamo

1
L:A+§~B+1. 4.1)

Ako djelujemo homotetijom na mnogokut, tada i dalje vrijedi relacija (4.1). Neka je M
cjelobrojni mnogokut i neka je N nenegativan cijeli broj. Neka My oznacava sliku origi-
nalnog cjelobrojnog mnogokuta M s obzirom na homotetiju (x, y) = (Nx, Ny) kao na slici
4.3.

[ 2 L 2 L 3 * . L ] L ] L] [ L ]
E . . ] ; o . . .
. 7 . ° o r . .
M, 0 ]\/Il M. 9 M 3

Slika 4.3: Homoteti¢na slika mnogokuta s koeficijentom N = 0, 1,2, 3

Govorimo o homoteti¢noj slici mnogokuta M za faktor N koju oznacavamo kao My. Ako
je N = 1, tada je mnogokut My zapravo mnogokut M. Ako je N = 0, tada mnogokut My
postaje jedna cjelobrojna tocka (0, 0).

Uvedimo nove oznake:

e Ly = ukupan broj cjelobrojnih tocaka koje pripadaju homoteti¢noj slici cjelobrojnog
mnogokuta My,
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e By = ukupan broj cjelobrojnih tocaka na rubu homoteti¢ne slike cjelobrojnog mno-
gokuta My,

e Ay = povrsina cjelobrojnog mnogokuta M.

Sada je zadatak pronaci formulu za Ly koristeci vrijednosti A 1 B. Znamo da vrijedi formula

1
LN:AN+§'BN+1- (42)

Ako bismo cjelobrojni mnogokut M triangulirali te na tako dobiveni mnogokut primije-
nili homotetiju, dobiveni mnogokuti (a tako i trokuti) bili bi sliéni pocetnom mnogokutu
(trokutima). Koeficijent homotetije ujedno je tada i koeficijent slicnosti. Znamo da se du-
ljine stranica proporcionalno poveéavaju s koeficijentom sli¢nosti, a povrsina s kvadratom
koeficijenta sli¢nosti pa slijedi da

Ay = AN?,

4.3
BN = BN ( )

Koristeci sada (4.2) 1 (4.3) dobivamo formulu za broj cjelobrojnih to¢aka u cjelobrojnom
mnogokutu M:

B
LN:AN2+§~N+1. (4.4)

Pickova formula je zapravo specijalni slucaj kojeg dobivamo za N = 1. Iako smo
ogranicili homotetiju na nenegativne vrijednosti N, niSta nas ne sprjeCava da uzmemo N =
—1 1 uvrstimo u prethodnu formulu (4.4). Dobivamo

B B
L_1:A—§+1:(A+§+1)—B:L—B,

Sto predstavlja broj cjelobrojnih tocaka unutar cjelobrojnog mnogokuta. Sli¢an racun poka-
zuje da je L_y jednak broju cjelobrojnih toaka koje se nalaze unutar mnogokuta My (osim
za degenerirani slu¢aj N = 0). Cijela prethodna rasprava dovela nas je do modificirane
verzije Pickove formule koja moZe biti generalizirana i na viSe dimenzija.

Teorem 4.1.1. Neka je M cjelobrojni mnogokut, neka je Ly ukupan broj cjelobrojnih
tocaka koje pripadaju homoteticnoj slici cjelobrojnog mnogokuta My i nekaje N = 0, 1, ....
Formula za broj cjelobrojnih tocaka u mnogokutu M jednaka je

Ly = czN2 + c1N + ¢y,

gdje je c, povrsina mnogokuta M, c; je polovican broj cjelobrojnih tocaka koje je pojav-
ljuju na rubu mnogokuta i ¢y = 1. Takoder, vrijednost L_y jednaka je broju cjelobrojnih
tocaka u unutrasnjosti mnogokuta My.
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4.2 Pickova formula i homotetija u prostoru

Sada pogledajmo kako se ponasaju Pickova formula i homotetija u prostoru. Ponovno
moZemo promatrati ukupan broj cjelobrojnih tocaka Ly poliedra P. Slika 4.4 prikazuje
jedini¢nu kocku P i nekoliko njezinih slika s obzirom na razliite homotetije. Zbog toga
Sto homoteti¢na slika poliedra Py ima N + 1 cjelobrojnih tocaka na nekom bridu, ukupan
broj cjelobrojnih tocaka jest

Ly=(N+1)7>=N+3N?+3N + 1.

[ ] L) 'y e 2
2 o° o* o A
[ ] '] o 'Y .°
L]
L]
L]
[ ] ® ° ° ..
L ]
; L]
[ ..
[ e ® ® °
! °
1 ..
® [ ] [} ® ..
- b 2
[ ] Q’
[ 2 ® o Y .’
R
Py

Slika 4.4: Homoteti¢na slika poliedra s koeficijentom N =0, 1,2,3,4

Primijetimo da koeficijent uz N? iznosi 1, §to je zapravo volumen poliedra P te da je kons-
tanta takoder 1. Lako se vidi da postoje (N—1) cjelobrojnih to¢aka u unutra$njosti poliedra
Py. Dovoljno je samo maknuti rubne cjelobrojne toc¢ke s poliedra Py i dobiva se kocka s
bridom od N — 1 cjelobrojnih tocaka. Stoga moZemo zapisati i

L,=-N+3N*-3N+1=-(N-1)>.

Sljedeci teorem trodimenzionalni je analogon teorema o ukupnom broju cjelobrojnih tocaka
mnogokuta, tj. teorema 4.1.1.

Teorem 4.2.1. Neka je P cjelobrojni poliedar, neka je Ly ukupan broj cjelobrojnih tocaka
koje pripadaju homoteticnoj slici cjelobrojnog poliedra Py i neka je N = 0, 1,2, .... Postoje
Jjedinstveni cijeli brojevi c, i c, takvi da je formula za broj cjelobrojnih tocaka u poliedru
P jednaka

Ly = C3]V3 + Cz]\l2 + 1N + ¢,
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gdje je c3 volumen poliedra P, i ¢y = 1. Takoder, vrijednost —L_y jednaka je broju cjelo-
brojnih to¢aka u unutrasnjosti poliedra Py .

Moze se dokazati da za n-dimenzionalne cjelobrojne poliedre P ukupan broj cjelobroj-
nih to¢aka Ly je polinom n-tog stupnja u jednoj varijabli, koji se jo§ naziva i Ehrhartov
polinom. Vode¢i koeficijent je n-dimenzionalni volumen poliedra P, konstantni ¢lan po-
linoma iznosi 1, a (—1)"L_y je broj cjelobrojnih tocaka u unutra$njosti homoteti¢ne slike
poliedra Py za N = 1,2, .... Dokazi danih tvrdnji i viSe o Ehrhartovim polinomima mogu
se pronadi u knjizi [3].

Problem generalizacije Pickove formule je motivirao uvodenje i proucavanje pojma
diskretnog volumena. Diskretni volumen moZe se intuitivno opisati kao broj cjelobrojnih
toCaka koje pripadaju nekom poliedru P. Za razliku od diskretnog, imamo i neprekidan
volumen koji ima uobic€ajeno intuitivno znacenje volumena koji koristimo u svakodnevnom
Zivotu. Primjer intuitivne razlike diskretnog i neprekidnog volumena prikazan je na slici
4.5.

Slika 4.5: Intuitivna razlika izmedu diskretnog i neprekidnog volumena

Sve cjelobrojne tocke u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru mozemo oznaciti kao
Z". Tada diskretni volumen moZemo definirati kao broj cjelobrojnih to¢aka unutar poli-
edra P, to¢nije kao kardinalitet skupa Z" N P. Volumen poliedra moZemo aproksimirati
n-dimenzionalnim kockama koje postaju sve manje i manje. Ako je kocka duljine brida %,
tada volumen kocke iznosi tl,, Tako kocke popunjavaju prostor izmedu cjelobrojnih tocaka
oblika (%Z)n. To znaci da neprekidan volumen moZemo racunati pomocu diskretnog vo-
lumena prebrojavanjem kocki, odnosno prebrojavanjem cjelobrojnih tocaka oblika (%Z)n,
kao
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1 1\
volumen P = lim — - (P N (—Z) )
t—oo 1 t
Iako je teSko vizualizirati n-dimenzionalne poliedre, polinom Ly moze biti koristan
u problemima promjene zamjene novaca koje koriste visSe od 4 apoena, kao i u ostalim
problemima vezanim uz prebrojavanje.



Poglavlje 5

ResSetke u euklidskom prostoru i Pickova
formula

U ovom poglavlju istrazit ¢emo teoriju koja dovodi do Pickove formule. Ovo poglavlje
prati deseto poglavlje knjige [2].

Do sada smo govorili o cjelobrojnim tockama, tj. elementima skupa Z" = {(xy, ..., x,,) :
zasve x, € Z} zan = 2,3. Stoga ¢emo sada definirati opCeniti pojam reSetke.

Definicija 5.0.1. Neka je V euklidski prostor. Skup A C V naziva se resetka ako:
e je A aditivna podgrupa od V, tj. zasve x,y € A vrijedi x £ y € A,
e je A diskretna, tj. za svaki omeden skup B C V, presjek B N A je konacan,

e A razapinje V, tj. linearna ljuska skupa A jest cijeli V.

L] L] L] L ] L] [ ]
® ®

L] L] [ ] ® L] [ ] [ ] L]
L] L

L] L] [ L] L] L] L] L]
L] L

L] (] [ ] ® ° L] ® [ ]
L] L

L] L] L] L] L] [ ]

Slika 5.1: Primjeri reSetki u ravnini
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Sve reSetke izgledaju isto ako nas ne zanima euklidska struktura. ReSetke pocinju izgledati
drugacije jednom kada se uvede euklidska struktura. Primjere nekih resetki moZemo vidjeti
na slici 5.1. ReSetke su beskonacne, Sto znaci da se toCke sa slike nastavljaju u takvom
uzorku u beskonacnost u svim smjerovima.

Primjer reSetke koju smo dosad koristili je reSetka Z" C R" koja se sastoji od toCaka s
cjelobrojnim koordinatama, tzv. cjelobrojnim to¢kama. Preostali primjeri reSetki mogu se
generirati na sljedeéi nacin. Neka je L C R”" potprostor razapet nekim to¢kama iz skupa
7" Tadaje A = LNZ"reSetkau L.

Neka je V euklidski prostor. Imamo definiranu euklidsku normu || - || i udaljenost d na
Vs

lIxll = v{x, x),

d(x,y) = [lx =yl

za sve x iy € V. Takoder, za skup L C V definirana je udaljenost tocke x od skupa L kao

d(x,L) = infd(x,y).
yeL

Spomenut ¢emo jo$ jednu oznaku koju ¢emo koristiti u radu. Neka je @ € R neki broj.
Definiramo || kao cjelobrojni dio broja « te {a} = @ — |a] kao dio broja « takav da je
0 < {a} < 1. Dakle, imamo

a=lal+{a}, gdiejelaleZ2i0<{a} <.
Za pocetak, spomenut ¢emo teorem koji ¢e povezati bazu euklidskog prostora i reSetku.
Teorem 5.0.2. Neka je V euklidski prostor. Pretpostavimo da je dimV = n > Q.
1. Neka je A C V reSetka. Tada postoje vektori vy, ...,v, u A takvi da za svaku tocku

x € A postoji jedinstven prikaz kao linearna kombinacija vektora vy, ..., v,,

X = Z apv, gdiejea;€Zzai=1,..,n.

i=1
Skup {vi, ..., v,} nazivamo baza od A.

2. Neka je vy, ...,v, baza od A i neka je

A= {iaivi L, GZ}.
i=1

Tada je A C V resetka.
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Dokaz iskazanoga teorema nalazi se u knjizi [2]. Na primjeru sa slike 5.1, lijeva reSetka
ima bazu {(1, 0), (0, 1)}, a desna reSetka ima bazu {(O, 1), (%5, %)}
Nadalje, definirat ¢emo tzv. fundamentalni paralelepiped.

Definicija 5.0.3. Neka je A C V reSetka i neka je vy, ..., v, baza od A. Poluotvoren parale-
lepiped

II =II(vy,...,v,) = {Zaivi 0<a;<lzai= 1,...,n}

i=1

naziva se fundamentalni paralelepiped od A.

Primjer dva fundamentalna paralelepipeda u reSetki Z* nalaze se na slici 5.2.

. ° . . .
° ? ———————— L] L ]
1
1
i
] . [
0
. . L S ES
L] [ ] [ ] [ ] L ]

Slika 5.2: ReSetka Z? i dva njena fundamentalna paralelepipeda

Lema 5.0.4. Neka je A C V reSetka i neka je 11 fundamentalni paralelepiped u A. Tada
svaka toc¢ka x € V moZe biti jedinstveno zapisana kao

xX=y+v,
gdjejeyelliveA.

Dokaz. Dokaz egzistencije.
Neka je vy, ..., v, baza od A koja razapinje paralelepiped II. Neka je x € V proizvoljna
tocka. Tada vrijedi
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=

X = a;v; zaneke a; € R.
i=1
Ako zapiSemo

y= i{ai}vi iov= Zn:LaiJvi,
i=1 i=1

time smo ocito dobili trazeni rastav iz iskaza leme.
Dokaz jedinstvenosti.
Pretpostavimo da je

X=y1+vi=y2+vy, zay,y,€lliv,v, €A.

Tada je y; — y, = v, — vy, dakle y; — y, € A. S druge strane, u zapisu

yi= Zn]a'ivi’ y2 = Zn:ﬁivi i yi—y= Zn: (@i = B)vi,
i=1 i=1 i=1

uvidamo da moramo imati

OSQ’,‘,ﬁ,‘<1i a’,'—ﬂ[EZ Zaizl,..,n,
StopovlaCidajea; =B;zasvei=1,...,npajey; =y, iv; = v,. O
Sada moZemo predstaviti vaznu numericku invarijantu reSetke.

Teorem 5.0.5. Neka je A C V reSetka. Tada svi fundamentalni paralelepipedi 11 od A
imaju jednak volumen kojeg zovemo determinanta od A i oznacavamo s det A. Nadalje,
ako je K, kugla radijusa r postavljena u ishodistu tada je
) K, N Al 1
lim = .
r—+oo volumen K,  det A

Opcenito, ako je a € V proizvoljna tocka, tada je

. K. Nn(@+A)| 1
lim = .
r>+c0  yolumen K, det A

Dokaz. Odaberimo proizvoljan fundamentalni paralelepiped IT iz A. Lema 5.0.4 povlaci
da svi skupovi IT + v, v € A pokrivaju prostor V te da su medusobno disjunktni. Pretposta-
vimo da je Il € K, za neki @ > 0. Odaberimo r > a i promotrimo uniju X, svih IT+ v, gdje

jevek,
X,:U(H+v).

vek,
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Tada vrijedi

Kr—a - Xr - Kr+a-
Prva inkluzija vrijedi jer se svaka to¢ka x € K,_, nalazi u Il + v za neki v € K, zbog Cega
slijedi da je v € K, a druga relacija ocito vrijedi. Stoga vrijedi
volumen K,_, < volumen X, = |K, N A| volumen II < volumen K, ,,,.

Kako vrijedi da

. volumen K,.,
Iim —— =1,
r—+c0 volumen K,

dobivamo

KA1
r—+e0 volumen K,  volumen IT’

Opcenito, za svaki a € V i @ = ||a|]| imamo

a+(K._,NACK,N(a+A) Ca+ (K,NA),
iz Cega slijedi
Ko NAI < K, N (a+ A)| < Ko NA
1 konac¢no

. K, N(a+A)| 1
im = .
r—+eo  volumen K, det A

O

Drugim rijecima, kao $to smo vidjeli u prethodnom dokazu, det A je ”volumen po tocki
reSetke”. Broj tocaka reSetke u kugli K radijusa r priblizno je jednak omjer volumena kugle
i volumena fundamentalnog paralelepipeda. Na primjeru slike 5.3 imamo resetku Z2, kuglu
radijusa 2 te fundamentalni paralelepiped II razapet vektorima iz skupa {(1, 0), (0, 1)}. Tada
mozemo aproksimirati

K, N Z2 N 1 R 13 N 1
volumen K, ~ volumen IT 4n " volumen IT

= volumen I ~ 0.96664,

Sto je prilicno dobra aproksimacija volumena fundamentalnog paralelepipeda sa slike 5.3.
Naravno, za r — oo dobivamo da volumen iznosi 1.
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Slika 5.3: det A je volumen po tocki reSetke”

Oznacimo sada s Ag, A C V reSetke takve da je Ay € A. Tada je Ay (normalna)
podgrupa od A i moZemo razmatrati kvocijent A/Ay i pripadne klase. Sljedeci teorem nam
daje broj klasa u kvocijentu A/A,.

Teorem 5.0.6. Neka su Ay C A resetke i neka je 11 fundamentalni paralelepiped od A,.
Tada skup 11 N A sadrZi tocno jednu kopiju svakog reprezentanta svake klase iz A/Ao.
Nadalje, vrijedi

det AO
detA’

Dokaz. Prema lemi 5.0.4 svaki x € A ima jedinstveni rastav x = y+ v gdjejev € Ap 1
yell. Tadajey € Aiy = x mod Ay. Dakle, y je jedinstveni reprezentant elementa x u
I1, ¢ime smo dokazali da vrijedi jednakost [IT N A| = [A/Ay|.

Preostaje pokazati |A/Ag| = &% Odaberimo neki skup S c A koji sadrZi sve repre-

detA
zentante svih klasa od A/A tako da vrijedi |S| = |[A/Ao|. Kako je

A:U(a+A0),

aes

LN A= [A/Ao| =

imamo
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K, N Al = U(K,m(a+A0)). 5.1)

aes

Istinitost gornje tvrdnje slijedi direktno iz teorema 5.0.5, tj. iz

. K, N Al 1
lim = ;
r—+oo yolumen K, detA
. |K,n(a+ Aol 1
lim = .
r—+c0  volumen K, det Ag
Tvrdnja sada slijedi iz (5.1). O

Pretpostavimo da je V = R", A = Z" 1 da je A, reSetka generirana nekim linearno
nezavisnim cjelobrojnim vektorima vy, ..., v,. Tada, prema teoremu 5.0.6, broj cjelobrojnih
toCaka u paralelepipedu

H:{Zaivi:0§ai< lzai= 1,...,n},

i=1
jednak je volumenu od I1. U dvodimenzionalnom prostoru to nas dovodi do Pickove for-
mule, odnosno, broja cjelobrojnih to¢aka u mnogokutu ¢iji su vrhovi cjelobrojne tocke.

Teorem 5.0.7. (Pickova formula) Neka je M C R? mnogokut s cjelobrojnim vrhovima.
Tada je
1
M OZ = P(M) + S|oM N 22|+ 1.

Dokaz. 1deja dokaza je ista kao 1 u prvom dokazu Pickove formule ranije u radu. Prvo
¢emo dokazati Pickovu formulu za trokut. Promotrimo trokut 7" s cjelobrojnim vrhovima
u O, A, B kao dio zatvorenog paralelograma I1 s vrhovima O, A, Bi A + B kao na slici 5.4.
Vrijedi
1,—

[T nz?|+ |1 nz?| - [1A, BInZ?| = S[Tn 22| (5.2)
Postoji bijekcija izmedu cjelobrojnih tocaka u trokutu 7' i cjelobrojnih tocaka u trokutu 7
s vrhovima (A + B),A i Biona je zadana s

v (A+B)—v,

pa prema (5.2) vrijedi

ITnZ| = l|ﬁm Z’| + 1| [A,BInZ?|
2 2
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A+ B

Slika 5.4: Trokut T s cjelobrojnim vrhovima i paralelogram IT

Sada imamo

mnZz?|=|0nZ*|+|[A,A+BINnZ|+|[B,A+BInZ -1,
gdje je Il poluotvoren paralelogram razapet s A 1 B. Po teoremu 5.0.6 imamo
ITT N Z%| = P(T).
Uzimajuéi u obzir da je P(T) = %P(H) 1 da su cjelobrojne tocke na intervalu [A,A + B] u
bijekciji s cjelobrojnim to¢kama na intervalu [O, A] dobivamo
T nZ?| = P(T) + l|[A B mz2|+1|[0 AINZ?| + l|[0 B mz2|—1
2177 2107 200 2
1
[T N2 = P(T)+ S|oT N 27 + 1.
Sada ¢emo dokazati da Pickova formula vrijedi za proizvoljan mnogokut M s cjelobrojnim

vrhovima dodavanjem broja vrhova. Na slici 5.5 prikazan je mnogokut M s n vrhova kao
unija mnogokuta N s n — 1 vrhova i trokuta 7" na intervalu [A, B].
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M

Slika 5.5: Mnogokut M je unija mnogokuta N i trokuta T

Na kraju imamo
|MnZ?| = |NnZ?|+|T nZ| - |[A BInZ?,
|MnZ*| = P(N) + P(T) + %|¢9N Nz + %|8T NnZ|+2-|[A,BInZ?,
|MnZ?| = P(T) + %|6M N7 +1,

Sto zavrSava dokaz za proizvoljan mnogokut s cjelobrojnim vrhovima. O



Poglavlje 6

Metodicki pristup otkrivanja Pickove
formule

Ovo poglavlje motivirano je metodickim materijalima [12] te se pozivamo na aktualni Na-
cionalni matematicki kurikulum [11]. Iako u sluZbenom dokumentu ne postoji nastavni
sadrzaj Pickova formula, istu formulu ucenici mogu otkriti u sklopu proSirenog sadrzaja
kao dodatno usvajanje odgojno-obrazovnih ishoda u 7. razredu osnovnoskolskog obrazo-
vanja. Ishodi iz Nacionalnog matematickog kurikuluma kojima ée to doprinijeti su sljedeci:

e MAT OS C.7.1. - ugenik/ca crta i konstruira mnogokute i koristi se njima pri stvara-
nju sloZenijih geometrijskih likova,

e MAT OS D.7.3. - uCenik/ca odabire strategije za radunanje opsega i povrsine mno-
gokuta.

Cilj ovih ishoda jest osposobiti ucenika da motiv koji se temelji na mnogokutu zna
opisati, analizirati i rekonstruirati crtezom ili konstrukcijom te pronaci i opisati particije
(trokut, kvadrat, pravokutnik, paralelogram, trapez) nepravilnog mnogokuta. Ovim se is-
hodima ne provjerava tehnika raCunanja, nego ucenikovo logicko razmiSljanje 1 sposobnost
analize problema.

Aktivnost otkrivanja pripremit ¢emo u obliku ”Gostionice” (diferencirana nastava).
Razredni odjel fizicki je podijeljen u nekoliko skupina ucenika koji aktivnost izvode za-
jednicki. Skupine su heterogene, tj. ucenici se ne grupiraju prema matematickim sposob-
nostima. Zadaci 1 materijali za razliCite skupine trebaju biti analogni jedni drugima, ali
se razlikovati (npr. u numeri¢kim podacima u zadacima ili objektima koje istrazuju). Po-
trebno je osigurati aktivan rad svih ucenika u svakoj skupini. Na razini razrednog odjela
i svake skupine treba obuhvatiti sve relevantne slucajeve za situaciju koja se istrazuje -
metoda razlikovanja slucajeva. Tijekom rada uCenika u skupinama, nastavnik obilazi sku-
pine 1 nadzire njihov rad. Vazno je da tijekom rada ucenika u skupinama nastavnik ne

44
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komunicira na razini cijelog razrednog odjela frontalno, osim ako je pri obilasku skupina
utvrdio da je svim skupinama potrebno dati neku dodatnu informaciju ili uputu za njihov
rad. Razredna diskusija u kojoj se analiziraju i sintetiziraju rad, ideje, strategije i zakljucci
svih skupina slijedi tek nakon zavrSenog rada skupina. Ova aktivnost osobito je pogodna
pri otkrivanju novih matematickih koncepata 1 njihovih svojstava jer omogucuje dovoljno
velik i reprezentativan uzorak podataka, primjera ili analognih slucajeva na temelju kojih
ucenici generalizacijom pomocu nepotpune indukcije donose opci zaklju¢ak. Uz to ovaj
nacin izvodenja aktivnosti poti¢e razmjenu uceniCkih spoznaja i ideja te njihovu nepo-
srednu medusobnu komunikaciju matemati¢kim jezikom.

Aktivnost uvjezbavanja pripremit ¢emo u obliku rada u paru (diferencirana nastava).
Razredni odjel podijeljen je u parove ucenika, najbolje prema rasporedu sjedenja u klu-
pama. Svaki par ucenika dobiva zadatke za zajednicki samostalni rad. Potrebno je osigu-
rati rad svakog ucenika, najbolje odgovaraju¢om podjelom zadataka. Zadaci su odabrani
tako da samostalnim rjeSavanjem postoji medusobna kontrola rezultata. Nakon rijeSenih
zadataka slijedi analiza rjeSenja.

6.1 Aktivnost otkrivanja

Cilj aktivnosti: ucenici Ce, radeci u CetveroClanim timovima, otkriti Pickovu formulu za
povrSinu mnogokuta u mreZzi kvadrati¢a

Oblik rada: suradnicko timski rad u€enika u heterogenim cetveroclanim skupinama me-
todom ”Gostionice”

Potreban materijal:

e Cetiri grupe nastavnog listi¢a 1, u oznakama: nastavni listi¢ 1-A, nastavni listi¢ 1-B,
nastavni listi¢ 1-C, nastavni listi¢ 1-D,

e nastavni listi¢ 2,
e nastavni listi¢ 3.

Tijek aktivnosti:

Prva faza - ’kod kuée”

Ucenike podijelimo u Cetveroclane skupine. Svaka skupina dobije oznaku A, B, C, D, ...,
ovisno o tome koliko je skupina, a svaki ¢lan svake skupine dobije jedan od brojeva 1, 2, 3
ili 4. Ucenici u skupinama ispunjavaju nastavni listi¢ 1 za tu skupinu. Svaka iduca skupina
nakon skupine D dobiva nastavni listi¢ 1 ispocetka, odnosno, skupina E dobiva nastavni
listi¢ 1-A, skupina F dobiva nastavni listi¢ 1-B itd. Skupine dobivaju razlilite, ali analogne
zadatke na kojima rade. Nakon ispunjenih listia nastavnik najavljuje odlazak "u goste”.
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Druga faza - ”u gostima”

Ucenici s svojim brojem kojega su dobili u pocetnoj skupini sastavljaju nove skupine.
U svakoj novoj skupini 1, 2, 3 i 4 sada je po jedan ucenik svake “originalne” skupine.
Ucenici medusobno usporeduju i uskladuju popunjene nastavne listice 1. Svaki ucenik
dobije nastavni listi¢ 2 te ga svi ¢lanovi skupine zajedno ispunjavaju koristeéi rezultate
nastavnog listia 1 pojedine grupe. Nakon ispunjenih listia nastavnik najavljuje “povratak
kuéi” u "originalne” skupine.

Treéa faza - "povratak kuéi”

Ucenici u “originalnim” skupinama medusobno usporeduju i uskladuju popunjene nas-
tavne listi¢e 2. Zatim svaki u€enik dobiva nastavni listi¢ 3. Ucenici diskutiraju, rjeSavaju
nastavni listi¢ 3 te donose zakljuCke. Nakon donesenih zakljucaka slijedi razredna disku-
sija te ucenici u biljeZnicu zapisuju zakljuc¢ak, odnosno Pickovu formulu.

Mnogokute koje zadajemo ucenicima sastoje se od jednog trokuta, Cetverokuta i n-
terokuta za n > 4. Od ucenika se ocekuje da izracunaju povrsine zadanim mnogokutima na
poznat nacin (formulama za izraCun povrsina trokuta i poznatih Cetverokuta te podjelom
mnogokuta na likove kojima znaju izraCunati povrSinu). Mnogokut kojeg zadajemo moze
biti konveksan i nekonveksan.

Primjeri nastavnih listi¢a 1. Primjeri prvog zadatka na nastavnim listi¢cima prikazani
su na slikama 6.1,6.2,6.3 1 6.4 te primjer tablice 6.1 koju ¢e ucenici ispunjavati.

° ° . . ° ° ] ° ° ° ° ° ° . ° ° ° . ° ° . . ° ° . °

Slika 6.1: Primjer prvog zadatka - Nastavni listi¢ 1-A
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Slika 6.2: Primjer prvog zadatka - Nastavni listi¢ 1-B

Slika 6.3: Primjer prvog zadatka - Nastavni listi¢ 1-C

Slika 6.4: Primjer prvog zadatka - Nastavni listi¢ 1-D
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lik povrSina | broj tocaka koji | broj to¢aka na | broj iz 3. stupca - polovina
pripadaju liku rubu lika broja iz 4. stupca -1
trokut 7,
Cetverokut C,,
mnogokut M,

Tablica 6.1: Primjer tablice u prvom zadatku nastavnog listi¢a 1

Nastavak nastavnog listi¢a 1. Pitanja na koje uCenici odgovaraju (ista pitanja za svaku

grupu):
Zadatak 1. Ispuni tablicu pomocu dane slike.

Zadatak 2. Kako ste racunali povrsSine danih geometrijskih likova?
Zadatak 3. Na koji nacin su nacrtani likovi na slici?
Zadatak 4. Promotri ispunjene stupce tablice. Uocavas li neku pravilnost?

Primjeri podjele mnogokuta iz svake od grupa pokazani su na slici 6.5.

. L] e ° ° '] ° °
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Slika 6.5: Primjer podjele mnogokuta iz nastavnog listica 1
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Ispunjene tablice nastavnog listi¢a 1 za svaku grupu prikazane su u tablicama 6.2, 6.3, 6.4

16.5.
lik povrsina broj tocaka koji | broj to¢aka na | broj iz 3. stupca - polovina
pripadaju liku rubu lika broja iz 4. stupca -1
trokut 7' 577 =175 25 13 25 -3 13 -1=175
cetverokut C; 8-8=064 81 32 81-5-32-1=064
mnogokut | 4-5+ %L+ &2+ 38 6 38—— 6-1=234
M] 1 57 = 34
Tablica 6.2: Ispunjena tablica za nastavni listi¢ 1-A
lik povrsSina broj tocaka koji | broj to¢aka na | broj iz 3. stupca - polovina
pripadaju liku rubu lika broja iz 4. stupca -1
trokut 7, % =21 27 10 27—— 10-1=21
cetverokut C, 5:-9=45 60 28 60 — % 28—1=45
mnogokut 24 4;5 4+ 37 14 37-5-14-1=29
M, 43 =29
Tablica 6.3: Ispunjena tablica za nastavni listi¢ 1-B
lik povrSina broj to¢aka koji | broj to¢aka na | broj iz 3. stupca - polovina
pripadaju liku rubu lika broja iz 4. stupca -1
trokut T 85 =18 24 10 24-5-10-1=18
Cetverokut Cy 8-4=32 43 20 43 — % 20-1=32
mnogokut M; | 2- (22 - 4) = 40 48 14 48 -1-14—-1=40
Tablica 6.4: Ispunjena tablica za nastavni listi¢ 1-C
lik povrSina | broj tocaka koji | broj tocaka na | broj iz 3. stupca - polovina
pripadaju liku rubu lika broja iz 4. stupca -1
trokut 74 §:245 36 21 36—— 21-1=245
Cetverokut Cy | 2 -4 =24 33 16 33 - % 16-1=24
mnogokut 4.8+ 47+ 60 26 60 — % -26—1=46
M, H2.4=46

Tablica 6.5: Ispunjena tablica za nastavni listi¢ 1-D
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Ocekivani odgovori ucenika:
Zadatak 2. Kako ste racunali povrSine danih geometrijskih likova?
Koristili smo vec poznate formule za povrsinu ili smo prebrojali jedinicne kvadratice, od-
nosno ,sloZenije” geometrijske likove smo rastavili na manje likove kojima znamo odrediti
povrsinu.
Zadatak 3. Na koji nacin su nacrtani likovi na slici?
Vrh svakog mnogokuta ujedno je i tocka mreZe.
Zadatak 4. Promotri ispunjene stupce tablice. Uocavas li neku pravilnost?
Da. Rezultatiu 2. i 5. stupcu tablice su jednaki.

Primjer nastavnog listi¢a 2. Primjer tablice prvog zadatka na nastavnim listicima 2
prikazan je na tablici 6.6.

lik povrsina | broj toaka koji | broj tocaka na | broj iz 3. stupca - polovina
pripadaju liku rubu lika broja iz 4. stupca -1

trokut T

Cetverokut C,

mnogokut M,

trokut T

Cetverokut C,

mnogokut M,

trokut 7’3

Cetverokut Cy

mnogokut M;

trokut 74

Cetverokut C,

mnogokut M,

Tablica 6.6: Primjer prazne tablice u prvom zadatku nastavnog listica 2

Nastavak nastavnog listi¢a 2. Pitanja na koje ucenici odgovaraju:
Zadatak 1. Ispuni tablicu pomocu rezultate preostalih ucenika u skupini.
Zadatak 2. Promotri ispunjene stupce tablice. Uocavas li ponovno neku pravilnost?
Zadatak 3. Vrijedi li ova pravilnost za svaki dani geometrijski lik?
Ocekivani odgovori ucenika:
Zadatak 2. Promotri ispunjene stupce tablice. Uocavas li ponovno neku pravilnost?
Da. Rezultati u 2. i 5. stupcu tablice su i dalje jednaki.
Zadatak 3. Vrijedi li ova pravilnost za svaki dani geometrijski lik?
Vrijedi.
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Ispunjena tablica nastavnog listi¢a 2 prikazana je u tablici 6.7.

lik povrsina | broj toaka koji | broj tocaka na | broj iz 3. stupca - polovina
pripadaju liku rubu lika broja iz 4. stupca -1

trokut 7' 17.5 25 13 17.5
Cetverokut C; 64 81 32 64
mnogokut M, 34 38 6 34

trokut 7 21 27 10 21
Cetverokut C, 45 60 28 45
mnogokut M, 29 37 14 29

trokut 75 18 24 10 18
Cetverokut Cy 32 43 20 32
mnogokut M; 40 48 14 40

trokut 74 24.5 36 21 24.5
Cetverokut C, 24 33 16 24
mnogokut M, 46 60 26 46

Tablica 6.7: Primjer popunjene tablice u prvom zadatku nastavnog listi¢a 2

Primjer nastavnog listi¢a 3. Pitanja na koje ucenici odgovaraju:
Zadatak 1. Uo¢io si pravilnost u dva popunjena stupca svih skupina. Sto predstavljaju ta
dva stupca?
Zadatak 2. Sto zakljutujes? Kako jo§ moZemo izralunati povrsinu ovako zadanih mnogo-
kuta?
Zadatak 3. Ocekujes li da ova pravilnost vrijedi za svaki dani geometrijski lik?
Zadatak 4. Uvedi oznake 1 pokuSaj sam napisati formulu za otkrivenu pravilnost.

Ocekivani odgovori ucenika :
Zadatak 1. Uo&io si pravilnost u dva popunjena stupca svih skupina. Sto predstavljaju ta dva stupca?
U 2. stupcu je zapisana povrsina lika, a u 5. stupcu je zapisan zbroj brojeva tocaka unutar
lika i polovine broja tocaka na rubu lika te je tom zbroju oduzeta jedinica.
Zadatak 2. Sto zakljutuje$? Kako jo§ moZemo izralunati povriinu ovako zadanih mnogokuta?
Povrsinu mnogokuta moZemo dobiti prebrojavanjem tocaka koje pripadaju liku. Tocnije,
povrsina nacrtanih likova ovisi o broju tocaka koji pripadaju liku i o broju tocaka na rubu
lika.
Zadatak 3. Ocekujes li da ova pravilnost vrijedi za svaki dani geometrijski lik?
Vrijedi.
Zadatak 4. Uvedi oznake 1 pokuSaj sam napisati formulu za otkrivenu pravilnost.
Neka je P povrsina lika, L broj tocaka koji pripadaju liku, a B broj tocaka na rubu lika.
Tada vrijedi sljedeca formula:
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P=L- L B-1.
2
Razredna diskusija:
Kako ste raunali povrSine danih geometrijskih likova?
Koristili smo vec poznate formule za povrsinu ili smo prebrojali jedinicne kvadratice, od-
nosno mnogokute smo rastavili na manje likove kojima znamo odrediti povrsinu.
Sto ste uotili? Sto je zapisano u 5. stupcu tablice?
Povrsina geometrijskog lika.
O ¢emu onda ovisi povrSina geometrijskog lika?
O broju tocaka koji pripadaju liku i o broju tocaka na rubu danog geometrijskog lika.
Vrijedi li ovakav zaklju€ak za sve mnogokute koje smo promatrali?
Vrijedi.

Zakljucak:
Ucenici zakljuCuju generalizacijom pomocu nepotpune indukcije da vrijedi formula za
odredivanje povrSine mnogokuta prebrojavanjem toaka kvadratne mreZe koje im pripa-
daju. Nastavnik u€enicima govori da se ,,otkrivena” formula za odredivanje povrSine mno-
gokuta naziva Pickova formula te da ona vrijedi za svaki mnogokut ¢iji su vrhovi cjelo-
brojne koordinate. Zapisuje se zakljucak na plocu:

P=L ! B-1
=L-5-B-
pri emu je

e P = povrsina lika,
e [ = broj tocaka koji pripadaju liku,

e B = broj tocaka na rubu lika.
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6.2 Aktivnost uvjezbavanja

Cilj aktivnosti: ucenici Ce, radeci u paru, uvjezbati koriStenje Pickove formule na pri-
premljenim zadacima.

Oblik rada: rad u paru.

Potreban materijal: nastavni listi¢ za jedan par ucenika.

Tijek aktivnosti: Nastavnik uCenicima podijeli nastavni listi¢ kojeg ucenici rjesavaju u
parovima. Ucenici racunaju povrSinu mnogokuta tako da jedan ucenik koristi Pickovu
formulu, a drugi u€enik racuna povrSinu mnogokuta pomocu formula dijele¢i mnogokut
na likove kojima zna izraCunati povrSinu. Za svaki idu¢i mnogokut ucenici mijenjaju
uloge. Nakon izracunatih povr§ina medusobno provjeravaju rjeSenja. Potom slijedi analiza
rjesenja.

Primjer mnogokuta na nastavnom listi¢u nalazi se na slici 6.6.

Slika 6.6: Primjer mnogokuta s nastavnog listia
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Primjer moguée podjele mnogokuta nalaze se na slici 6.7.
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Slika 6.7: Primjer mnogokuta s nastavnog listia

RjeSenja nastavnog listica:
Neka P, oznacava povrSinu mnogokuta M,,.

Mnogokut M,

— 3+l 34 142 23 23
Pi==F -4+ +=32-3+5+5+

41
2

6-1
+5+7-4

P=8+6+45+3+3+2+3+28=575
L=63,B=9=P,=63-45-1=57.5

54
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Mnogokut M,

Mnogokut Mj;

Mnogokut M,

P,=2216-4+3 +43.3402.2
P,=6+24+15+135+8=353
L=64,B=20=P,=64—-10—-1=153

Pi=%+3.246-2+3+2.3+22 4+ 4+ 22
P;=2+5+124+15+6+2+15+7 =37
L=46,B=16= P3;=46—-8—-1=37

Py=3-3+32.2+4.44+ 2 4+32 .4
P,=9+7+16+4+10=46
L=61,B=28=P,=61-14-1=46

Nakon analize zadataka, ponovno napominjemo uc¢enicima da je Pickova formula vrlo
korisna formula koju mogu koristiti za izraCunavanje povrSine mnogokuta (bilo konvek-
san, bilo nekonveksan) ako su svi vrhovi mnogokuta cjelobrojne koordinate tocaka u
Kartezijevom koordinatnom sustavu, tj. ako svi vrhovi pripadaju toj mrezi.
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Sazetak

U ovom radu prou¢avamo Pickovu formulu, formulu koja povezuje probleme iz dva pot-
puno razli¢ita svijeta matematike — problem prebrojavanja iz diskretne matematike i pro-
blem odredivanja povrSine iz geometrije. U prvom poglavlju navodimo definicije, teoreme
1 rezultate iz geometrije 1 diskretne matematike koji su nuzni za shvacanje glavnog dijela
rada. U drugom poglavlju promatramo probleme koji nas dovode do Pickove formule.
U treem poglavlju prikazana su dva dokaza Pickove formule koja se oslanjaju na ele-
mentarne geometrijske pojmove i rezultate. Nakon toga, u ¢etvrtom poglavlju istrazujemo
proSirenja Pickove formule i istrazujemo odnos izmedu Pickove formule 1 homotetije. Peto
poglavlje proucava opcu teoriju resetki kojom takoder, kao posljedicu odredenih opcenitijih
rezultata, dolazimo do Pickove formule. Rad zavrSava Sestim poglavljem, odnosno me-
todickim pristupom otkrivanja Pickove formule u osnovnoskolskom obrazovanju.



Summary

In this thesis, we study Pick’s formula, a formula that connects problems from two enti-
rely different realms of mathematics - counting problems from discrete mathematics and
problem of calculating area from geometry. In the first chapter, we provide definitions,
theorems, and results from geometry and discrete mathematics that are necessary for un-
derstanding the main part of the thesis. In the second chapter, we examine the problems
that lead us to Pick’s formula. In the third chapter, two proofs of Pick’s formula are pre-
sented, relying on elementary geometric concepts and results. Next, in the fourth chapter,
we explore extensions of Pick’s formula and investigate the relationship between Pick’s
formula and homothety. The fifth chapter presents the general lattice theory which, as a
consequence of certain more general results, leads us to Pick’s formula as well. The thesis
concludes with the sixth chapter, which discusses a methodical approach to introducing
Pick’s formula in elementary education.
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