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Uvod

U suvremenom okruZenju obilja podataka, visokodimenzionalna statistika postala je klju¢na
disciplina za razumijevanje sloZzenih veza medu varijablama. S obzirom na sve vecu pri-
sutnost velikog broja varijabli u analizama podataka, javlja se potreba za tehnikama koje ne
samo pravilno modeliraju sloZene veze, ve¢ i omogucavaju selekciju nekolicine najvaznijih.
U tom kontekstu, Lasso metoda (skraéeno od “Least Absolute Shrinkage and Selection
Operator”) izdvaja se kao mocan alat za obradu visokodimenzionalnih podataka.

Uobicajeni procjenitelj najmanjih kvadrata (OLS) Cesto se koristi za prilagodbu linear-
nog modela podacima. Medutim, ako je broj varijabli strogo veci od broja podataka, OLS
nije jedinstven te se rjeSenja mogu drasti¢no razlikovati, ¢ime je onemogucena interpreta-
bilnost koeficijenata. Ovo dovodi do potrebe za tehnikama selekcije varijabli.

Glavna razlika izmedu OLS-a i Lasso metode je $to Lasso dodatno penalizira apsolutnu
vrijednost koeficijenata. Ovdje lezi i glavnina teSkoca analiziranja Lasso metode - apso-
lutna vrijednost nije diferencijabilna u nuli. Ipak, ispostavlja se da je u analizi dovoljno
koristiti alate konveksne analize.

U prvom poglavlju razmatraju se temeljna svojstva procjenitelja najmanjih kvadrata
1 poopéenje inverza matrice. Drugo poglavlje posveceno je kljuénim rezultatima u polju
konveksne analize i odgovara na pitanje egzistencije lasso rjeSenja. U treem poglavlju
uvodi se pojam subgradijenta konveksne funkcije koji je kljuCan u trazenju minimuma.
Konacno, Cetvrto poglavlje detaljno istraZzuje glavne karakteristike lasso rjeSenja, razmatra
pitanja vezana uz jedinstvenost rjeSenja te daje konstruktivan algoritam za lasso putanju.






Poglavlje 1

Procjenitelj najmanjih kvadrata

1.1 Linearni model
Neka je {(Xl.T,yi) ci=1 ,n} uzorak iz linearnog modela

T
yi =X; Bo + &,

pri ¢emu su y; sluCajne varijable, X; p-dimenzionalni neslu€ajni vektori, 8y € R” neslucajni
vektor koeficijenata i €; medusobno nezavisne i jednakodistribuirane slucajne varijable s
o¢ekivanjem 0. Model piSemo kompaktnije kao

y= X,Bo + &,
pricemusuy = (yi,...,y) ., e=(e1,...,e)" i
x|
X=|:|eR™.
XT
Nadalje, oznac¢imo stupce od X sa Xj,..., X, € R".

Cilj je nadi procjenitelj za Sy na osnovu opazenog uzorka.
Zelimo B, procijeniti metodom najmanjih kvadrata, tj. tockom minimuma funkcije g :
R? - R |
8() = S1IXB = ¥l
Tocku minimuma funkcije g zovemo procjeniteljem najmanjih kvadrata od . Funkcija g

je klase C*(R”) te je konveksna, pa je svaka stacionarna toc¢ka ujedno i tocka minimuma.
Promotrimo gradijent od g

Vg(B) = X" (XB - y).

3



4 POGLAVLIJE 1. PROCJENITELJ NAJMANJIH KVADRATA

Dakle, svaki je procjenitelj najmanjih kvadrata rjeSenje sustava
X'xB=X"y.

Ako je matrica X punog stupéanog ranga p, tada je X7 X invertibilna te je jedinstveni pro-
cjenitelj najmanjih kvadrata dan sa

B=X"x)"'xTy.

Situacija kada matrica X nije punog stupanog ranga je kompliciranija.

1.2 Moore-Penroseov inverz

Definicija 1.2.1. Neka je A € R™? matrica. Matricu A* € RP*" koja zadovoljava uvjete
(1) AA*TA=A
(2) ATAA* = A*
(3) (A*A) = A*A
(4) (AAH)T = AA*

nazivamo Moore-Penroseov inverz matrice A.

Propozicija 1.2.2. Moore-Penroseov inverz je jedinstven.

Dokaz. Dokaz je preuzet iz [1]. Neka je A € R™? proizvoljna matrica i neka su B, C dva
Moore-Penrose inverza od A. Promotrimo

M =AB—-AC = A(B-C) e R™™.
Iz svojstva (4) slijedi da je M simetri¢na matrica te vrijedi
M? = (AB—AC)A(B—-C) = (ABA - ACA)B-C)=(A-A)B-C)=0.
Za proizvoljni x € R" vrijedi
IMx|; =x"M*’x =0 = Mx=0

paje M = 0, odnosno AB = AC. Koriste(i slican postupak za M = BA — CA, dobivamo
BA = CA. Sada imamo
B = BAB = BAC = CAC =C.
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Egzistencija Moore-Penroseovog inverza slijedit Ce iz sljedeceg teorema:

Teorem 1.2.3. (SVD dekompozicija) Neka je A € R™? matrica. Tada postoje ortogonalna
matrica U € R™", ortogonalna matrica V- € RP*P | dijagonalna matrica S € R™? sa
nenegativnim elementima na dijagonali, takvi da je

A=USVT,

Za invertibilne matrice, lako se vidi da inverz zadovoljava sva svojstva definicije Moore-
Penroseovog inverza. Nadalje, ako je S € R™” simetri¢na matrica, tada se lako vidi da
matricu S* moZzemo dobiti tako da u matrici S” svaki element razli¢iti od 0 zamjenimo
njegovim inverzom. Takoder, provjerom uvjeta definicije, lako se vidi da ako za matrice
A € R™”? i B € R postoje A* i B*, tada postoji i (AB)* i jednak je B*A*. Koristenjem
gornjih razmatranja, lako se vidi da vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 1.2.4. Neka je A € R™? matrica i neka je
A=USV"
njena SVD dekompozicija. Tada je
AT =VS*U".

Napomena 1.2.5. Provjerom uvjeta iz definicije 1.2.1, mogu se pokazati i sljedeci identi-
teti:

(5) (AN = (AT)*

(6) (A)" =A

(7) ako je a # 0, tada je (2A)* = LA*

(8) A =AAT(AT)* = (AT)*ATA

(9) A* = A*AHYTAT = AT(ADY A"
(10) AT = ATAA* = A*AAT.

Dokaz se moZe naciu [1].
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Vratimo se na sustav
X'Xp=X"y.

Koriste¢i identitet (10) iz napomene 1.2.5, vidimo da je § = X'y jedno partikularno
rjeSenje. Kako je Ker(X” X) = Ker(X), vrijedi da je skup rjeSenja sustava dan sa

X'y + Ker(X).

Dakle, procjenitelj najmanjih kvadrata uvijek postoji, ali je jedinstven ako i samo ako je
X punog stupCanog ranga. Ako X nije punog stupanog ranga (primjerice kada je p > n),
tada za proizvoljan n € Ker(X), n # 0, vrijedi da je 1

X'y +m

procjenitelj najmanjih kvadrata za sve ¢ € R, Sto pokazuje da sigurno postoje dva procje-
nitelja najmanjih kvadrata Cije se komponente razlikuju u predznacima. Ovo svojstvo je
¢esto nepoZeljno jer oteZava interpretaciju odnosa izmedu zavisnih i nezavisnih varijabli.

1.3 Lasso funkcija cilja

Neka je A > 0. Promotrimo funkcicju g; : R? — R danu sa

1
21(8) = S1IXB = ylI; + Bl

Tocke minimuma ove funkcije zovemo lasso procjeniteljima od 5y. Klju¢na razlika izmedu
funkcije g; i funkcije

1
8() = S1XB = ¥l

je diferencijabilnost. Naime, funkcija

p
2 llzll, = ) Jzil
i=1

nije diferencijabilna niti za jedan z € R’ koji ima neku komponentu jednaku O, pa ne
mozemo Kkoristiti metodu traZzenja stacionarnih to€aka za pronalazenje tocki minimuma.
Ipak, funkcije g, 1 g dijele bitno svojstvo konveksnosti. Cilj je sljedeca dva poglavlja
prouciti svojstva konveksnih skupova i fukncija te naposljetku pokazati da g, postize mi-
nimum na R”.



Poglavlje 2

Konveksna analiza

Sada dajemo kratki pregled rezultata konveksne analize potrebnih za analiziranje lasso
metode. Poglavlje prati prvi odjeljak iz [2] te Cetvrti i deveti odjeljak iz [4].

2.1 Afini potprostori
Definicija 2.1.1. KaZemo da je C C R" afin skup ako za x,,x, € C je
(I-0x;+tx,€C, teR.

Definicija 2.1.2. Ako sux,...,x, € C C R" vektori, tada svaki vektor oblika

Zk: Aix;,

i=1 i

k
/li:l, /liER,l'Zl,...,k
=1

zovemo afinom kombinacijom vektora iz C. Skup aft(C) svih afinih kombinacija vektora iz
C zovemo afinom ljuskom od C.

Teorem 2.1.3. Svaki je afin skup C C R" zatvoren na afine kombinacije.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Baza indukcije, za k = 2 vrijedi po defini-
ciji. Neka tvrdnja vrijedi za sve afine kombinacije najviSe k — 1 vektora iz C. Neka su
X(,...,X; € Cte



8 POGLAVLIJE 2. KONVEKSNA ANALIZA

Kako je k > 2, barem je jedan A; # 1, pa bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da

A # 1. Tada je
k=1

A
21—1:1

i=1 k

te vrijedi

el
x=(1-24) X + X
k;I_ﬁk KXk

pa je po pretpostavci indukcije x € C. m|

Teorem 2.1.4. Ako je C C R" afin skup, te ¢y € C, tada je C — ¢ vektorski potprostor od
R". Nadalje, za c¢y,c; € C je
C - Cc = C - CH.

Dokaz. Nekasuvy,v, € C —c¢pia e R. Tada postoje ¢, ¢, € C takvi da je

V; =¢C; —Cp, i:1,2.

tada je
avy =alc;—c¢y) =ac; + (1 —a)eg—cy € C — ¢
T
te

Vitva=¢ —¢p+c—¢cpeC —c¢y
——
eC

pa je C — ¢, vektorski prostor.
Nekajev=c—c¢; € C —c¢,. Tada je
v=(c—-¢c+c)—celC—-c
pa jedna inkluzija vrijedi, druga se pokazuje analogno. O
Definicija 2.1.5. Neprazan afin skup zovemo afinim potprostorom. Afin potprostor zovemo
pravim ako nije jednak R". Afinu dimenziju afinog potprostora C C R", u oznaci dim(C),

definiramo kao dimenziju pripadnog vektorskog prostora.

Iz ¢injenice da je afina kombinacija afinih kombinacija opet afina kombinacija, slijedi da
je zaneprazan S C R”, aff(S') najmanji afin potprostor koji sadrzi S.
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Teorem 2.1.6. Neka je S = {x¢,x1,...,x} € R". Tada je vektorski prostor pridruZen
C = aff(S) dan sa
L = span({x; — xo,...,Xx — Xo}).

Dokaz. Ocitoje S —xg € C—Xxppajeispan(S —xy) = L € C—x,. Neka je sadav € C —Xx,,

tada vrijedi
k

V:Zk:/lixi—xo, Z/L-:l
i=0 i

i=0

za neke skalare Ay, ..., A, € R. Tada vrijedi
k k k
v = [1 - Z/L-)xo + Z/lix,- —xg = Z/li(x,- —xo) € L.
i=1 i=1 i=1

O

Definicija 2.1.7. KaZemo da su vy, vy,...,vi € R" afino nezavisni vektori ako su v, —
Vo, ..., Vi — Vo linearno nezavisni, a u suprotnom kaZemo da su afino zavisni.

Napomena 2.1.8. Koriste¢i analogone tvrdnje za vektorske prostore, mogu se pokazati
sljedece tvrdnje

(i) Vektori vy,vi,...,vi € R" su afino nezavisni ako i samo ako je aft({vo,vy,...,vi})
dimenzije k.

(ii) Ako je A C R" afin potprostor dimenzije k, tada je svaki k + 2-clani skup vektora
afino zavisan.

(iii) Ako je A C R" afin potprostor dimenzije k, koji sadrii afino nezavisne vektore
Vo, V1i,. ..,V lada je A = aff({vo, v, ..., vi}).

(iv) Svaki m + 1 ¢lan, afino nezavisan skup vektora iz R" (pri Cemu je m < n) se moZe
nadopuniti do n + 1-¢lanog, afino nezavisnog skupa vektora.

(v) Ako suvy,vy,...,vi € R" afino nezavisni vektori, tada se svakiv € afft({vo,vy,...,vi})
moZe na jedinstven nacin zapisati kao afina kombinacija vektorav;,i = 0,... k.

(vi) Presjek proizvoljno mnogo afinih skupova je afin.

Definicija 2.1.9. Neka sua € R"a # 0i « € R. Hiperavnina H C R" odredena saa i a je
skup
H:{xeR” | aTx:a}.
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Lako se vidi da je svaka hiperravnina zatvorena na afine kombinacije, stoga je i afin pot-
prostor. PridruZeni vektorski prostor je

{x eR" | alx = O} = {a}*
koji je o€ito dimenzije n — 1. Dakle, svaka hiperravnina je dimenzije n — 1.

Teorem 2.1.10. Svaki se pravi afini potprostor C C R" moZe zapisati kao konacni presjek
hiperravnina.

Dokaz. Neka je dim(C) =m <nia e C,teneka je V = C — a njegov pripadni vektorski
prostor. Neka je {vy, ..., Vv,,} ortonormirana baza od V. ProSirimo tu bazu do ortonormirane
baze {vy,...,v,} od R". Tada se svaki x = v + a € C moZe zapisati kao

m m

X=vV+a= Z((VTV,-)V,- + (aTV,-)Vi) +a- i(aTV,-)v,- = Z(XTV,-)V,- + i @’v,)v,.
i1

i=1 i=1 i=m+1
Promatramo hiperravnine
H,-:{xeRnlxiTX:viTa}, i=m+1,...,n

i njihov presjek

H = ﬁ H,-:{XER" | ViTXZViTa, i:m+1,...,n}.

i=m+1

Tvrdimo da je C = H. Neka je x € C, iz gornjeg izraza za x slijedi da je x”v; = a’v; za
i=m+1,...,npavrijedi C C H.

Nekajev=x—-ac€ H —apricemuje x € H. ZapiSimo v u bazi

V= Zn:(vTvi)vi = Zn:(xTvi)vi - i(aTVi)Vz‘ = i(xTvi)vi - Zml(aTvi)vi = Zm:(vTvi)vi eV
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

paje HCV+a=C. O
Propozicija 2.1.11. Svaka hiperravnina je zatvoren skup, praznog interiora.

Dokaz. Neka je
H={xeR'|a'x=0}, a#0acR
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Ako oznalimo f : R" — R, f(x) = a’x linearni funkcional, tada je H = f~'({a}), pa kako
je f neprekidna, slijedi da je H zatvoren skup. Nadalje, pretpostavimo da je x € Int(H),
tada postoji r > 0, takav da je K(x,r) C H. Tada je

-
2|lall,

y=Xx+ ac K(x,r) C H.

Medutim,
r r
a=y'a=x"a+lal,=a+5lal, > e,
2 2
Sto je kontradikcija. O

Kombiniraju¢i teorem 2.1.10 i propoziciju 2.1.11 dobivamo

Korolar 2.1.12.
(i) Svaki afin potprostor u R" je zatvoren.

(ii) Svaki pravi afin potprostor u R" ima prazan interior.

2.2 Konveksni skupovi

Definicija 2.2.1. KaZemo da je C C R" konveksan, ako za svake dvije tocke x,y € C vrijedi
dajetx + (1 —t)y e C, Vte|0,1]. Ako je S C R" skup, tada sa conv(S) oznacavamo
konveksnu ljusku - najmanji konveksni skup koji sadrZi S .

Moze se pokazati da je conv(S) ujedno i skup svih konveksnih kombinacija vektora iz §,
tj.

)4 14
conV(S):{Z/lixi tpeEN, Y A=1, x€8,420, izl,...,p}.

i=1 i=1

Definicija 2.2.2. Neka jex € R" i C C R". KaZemo da je y projekcija od x na C ako vrijedi
e = yll, = inflbe — 2.
zeC
U kontekstu konveksnih 1 zatvorenih skupova, projekcija postoji 1 jedinstvena je.

Teorem 2.2.3. Neka je C C R" neprazan, konveksan i zatvoren skup te x € R". Tada postoji
Jjedinstvena projekcija od x na C.
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Dokaz. Neka je
dx,C) = inf|lx - y|, =: d.
yeC

Za k € N, neka je z; € C takav da
1
X —zil, <d + T

Zak,m € N, iz relacije paralelograma slijedi

2 2 2 2
2 = Znll; = 2l|zi — Xl + 2|z, — XIl; = llz& + 2, — 2xI[;

7 + 7, 2

2

2 2
= 2llzx — xll; + 2|z, — xIl; - 4

2
2 2 2
< 2|z - x||; + 2||z,, — X||; — 4d

Budu¢i da desna strana tezi prema 0, (z;)ren je Cauchyjev niz, a buduci da je R" potpun,
on je i konvergentan. Oznacimo mu limes sa X. Zbog zatvorenosti je X € C, a zbog
neprekidnosti norme je

lIx —Xll, = d.

Dakle X je projekcija od x na C.

Neka su y i z dvije projekcije od x na C, tada koristeci jednakost paralelograma kao i
prije, slijedi
lly — zI* < 2lly = xI]3 + 2llz — x| — 4d* = 0
pa vrijedi y = z. O

Teorem 2.2.4. Neka je C C R" neprazan, konveksan i zatvoren skup te x € R", tada je X
projekcija od x na C ako i samo ako vrijedi

VzeC) @-%)'x-%)<0.

Dokaz. Nekajez e C,tadazat € [0, 1] definiramo z, = (1 — )X + rz € C. Tada vrijedi
Ix — %15 < Ix—z3 = I(x—%) -tz - XI5 = x — &I + ~llz - &I} —2(x — )" (z - %)

Sto povlaci
2
AT N A2
x—-X)'(z-X) < EHZ - X|I5.

Pustajuci ¢t — 0, slijedi tvrdnja.



2.2. KONVEKSNI SKUPOVI 13

Obratno, ako je x € C, uvrStavajuci z = x u nejednakost iz iskaza, slijedi
Ix — %[5 < 0
pa je x = X projekcija od x na C. Inace x ¢ C pa je
lIx — x|, > 0.
Neka je z € C, tada vrijedi

0>zZ-%"(x-%)
=[z-x+x-%)]"(x-%)
=z-x)"(x- %) +[Ix — %3

S SI12
2 =z = xl[[x = Xl + [Ix — X[l

Sto povlaci
lIx = Xll, < [Ix —zll,.

Dakle X je projekcija od x na C. O
Definicija 2.2.5. Zaa # 0i a € R, hiperravnina
H:{zeR" : aTz:a}
razdvaja R" na poluprostore
H*:{zeR” : aTzza}, H_:{zeR” : aTzsoz}.

KaZemo da je hiperravnina H potporna za C € R" ako H N C # 0 i C leZi sa jedne
strane hiperravnine (tj. C C H" iliC C H™).

Primjerice, ako je C € R" neprazan, konveksan i zatvoren iy ¢ C te § njena projekcija
na C. Ako stavimo a = (y — §), tada je

Hy = {x €ER' : a'x= anf}
potporna hiperravina od C jer je po prethodnom teoremu
CQHy‘:{xeR” : aszaTy}

Teorem 2.2.6. Neka je C C R" neprazan, konveksan i zatvoren skup te'y € 0C. Tada
postoji potporna hiperravnina od C koja sadrZi y.
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Dokaz. Bududida jey € dC, postoji niz (¥, )rewy U R" \ C koji konvergira prema y. Neka je
¥, projekcija od y, na C te
_ Y~ Yk

1yi = 9l

Iz definicije od a; 1 prethodnog teorema slijedi

ay

T Ty T
ay. >ay. >az zecC.

Bududi da je (ay)ren niz na jedini¢noj sferi, koja je kompaktan skup, postoji njegov konver-
gentan podniz (a,, ). S limesom a. Buduci da je skalarni produkt neprekidna funkcija, iz
gornje nejednakosti slijedi

aly>a’z, zeC

Dakle
H:= {x eR"|a’y = aTx}

Jje potporna hiperravnina od C koja sadrzi y. O

Lema 2.2.7. Ako je C C R" konveksan skup takav da je Int(C) = 0, tada je C sadrian u
nekom pravom afinom potprostoru od R".

Dokaz. Promotrimo aff(C). Ako je dim(aff(C)) < n onda smo gotovi, pa pretpostavimo da
je dim(aff(C)) = n. Neka je
K:=1{xp,...,x,} € C

neka afina baza od aff(C). Tada je zbog konveksnosti conv(K) € C. No mozZe se provjeriti
da je interior od conv(K) skup

{Zn:/lix,- : Zn:/li =1, 4> 0},
i=0 i=0

Sto je kontradikcija jer je interior od C prazan. O

Lema 2.2.8. Neka je C C R" konveksan skup te x € Int(C) i y € CI(C). Tada je [x,y) C
Int(C).

Dokaz. Nekajet e [0,1),z=(1—-1)X+1y1(y)ren niz u C takav da je

1
by = vill, < ¢

Ako oznacimo z; = (1 — 1)x + ty,, tada je

| =

<

1~

Iz -zl <
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Kako je x € Int(C), postoji r > 0 takva da je kugla K(x,r) € C. Tvrdimo da je K(z, (1 —

nr) € C. Neka je w € K(z, (1 - 1)r), tada je za W = T

1 1
lIx — Wll, = :”(1 —Dx+ty, - w|, = T~ wih <.

Dakle, w € C, a kako je w € [W,y,], slijedi da je w € C.

Dakle, dokazali smo da za svaki k € N je K(z, (1 —f)r) € C. Ako uzmemo k € N takav
daje(l —nr< 1 tada je z € K(z, (1 — t)r) € C, odnosno, z € Int(C). |

Lema 2.2.9. Ako je C C R" konveksan skup, tada je 0CI(C) = 0C.
Dokaz. Kako je dCI(C) = CI(C) \ Int(CI(C)), dovoljno je dokazati da je
Int(CI(C)) € Int(C).

Ako je Int(C) = 0, po lemi 2.2.7, C je sadrZzan u pravom afinom potprostoru od R”.
Buduci da je svaki afin potprostor od R” zatvoren, slijedi da je i CI(C) isto u tom pravom
afinom potprostoru od R”, no kako svaki pravi afini potprostor od R” ima prazan interior,
vrijedi Int(CI(C)) = 0.

Neka je sad Int(C) # 0. Neka je y € Int(Cl(C)), tada postoji r > 0 takav da je K(y,r) C
CI(C). Uzmimo proizvoljan x € Int(C). Ako jey = x € Int(C), onda smo gotovi, dakle
pretpostavimo y # X. Oznac¢imo

.
e=—— >0,
2ly = xlI,

pa promotrimo
yY=x+{l+e&)(y—-x)=y+e&y—Xx).

Uoc¢imo da vrijedi
’
VI, = = <
ly=ylh=75<r

pajey € CI(C) te vrijedi
&

’

= +
1+8y 1+¢

X,

y

odnosno y € (x,y’). Bududi da je x € Int(C), ay’ € CI(C), po prethodnoj lemi je y €
Int(C). ]
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Definicija 2.2.10. KaZemo da hiperravnina
H:{xER” : aTx:a}

separira skupove A,B C R" ako je A C H* i B C H™ (ili obratno), odnosno da ih jako
separira ako postoje B1,, € R takvi da

a'x<pB <B,<a'y, xecA, yeB.

Teorem 2.2.11. Neka su A, B C R" konveksni i disjunktni. Tada su separabilni hiperravni-
nom.

Dokaz. Ako je bilo koji od skupova prazan, tvrdnja je trivijalna, pa pretpostavimo da nisu
prazni. Lako se vidi da je A — B isto konveksan skup, pa je toondai K := CI(A — B). Imamo
dvije moguénosti:

e 0 ¢ K. Kako je K zatvoren, konveksan i neprazan, ozna¢imo sa a projekciju nule na
K. Pa po teoremu 2.2 .4,

Hy={xeR" | x"a = [a]}]
separira {0} i K.

e 0 € K. Zbog disjunktnosti 0 ¢ A — B, pa mora biti 0 € d(A — B). Po prethodnoj lemi
je d(A— B) = 0K, a po teoremu 2.2.6, postoji potporna hiperravnina od K koja sadrzi
0, pa ona separira 0 i A — B.

Dakle, u oba slucaja, postoji hiperravnina koja separira 0 i A — B, pa postoji z # 0 takav da
zaac€cAibeBje
zZ'(a-b)<z2'0=0 < z'a<z'h.

O

Teorem 2.2.12. Ako su A, B C R" disjunktni konveksni skupovi, takvi da je A zatvoren, a B
kompaktan. Tada postoji hiperravnina koja ih jako separira.

Dokaz. Metrika d : R" x R" dana kao

dx,y) =[x =yl

je neprekidna funkcija jer je norma neprekidna funkcija. Nekasua € Aib € B proizvoljne
tocke 1 r; = d(a,b) > 0. Takoder, buduci da je B kompaktan, sadrZan je u nekoj kugli
K(b, r,) za neki r, > 0. Promotrimo sada skup § = A N K(a, r, + r,) koji je presjek skupa
A i zatvorene kugle. S je kompaktan jer presjek zatvorenog skupa sa kompaktnim skupom
te je neprazan jer a € S. Bududi da je d neprekidna funkcija, ona postize svoj minimum na
kompaktnome skupu S X B u nekim tockama a, € S,by € B.
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Kada bi postojao par tocaka a’ € A ib’ € B takvih da je
d(a,’ b,) < d(a()7 bO) <,

bilo bi
d@’,b) <d@’,b’)+db,b) <r +r.

Sto implicira a’ € S. To je kontradikcija sa ¢injenicom da (ag, by)” minimizira d na S X B.
Po definiciji imamo da je ay projekcija od by na A i by je projekcija od ay na B.

Stavimo
T T
Z:bo—ao, ,Blzzao, ,82:Zb0

pa po teoremu 2.2.4 imamo
Bo—PBi1 = llzll; > 0
z7a<pB, VacA
—z'b < -B,, VbeB

2.3 Konveksne funkcije

Definicija 2.3.1. Neka je C C R" konveksan skup i f : C — R. KaZemo da je f konveksna
ako vrijedi

(Vx,y e O)(Vt € [0,1]) f(tx + (1 —0)y) < tf(x) + (1 — 1) f(y).
KaZemo da je f strogo konveksna ako vrijedi
Vx,ye )Vt e [0, 1) x #y = f(tx+ (1 —-t)y) <tfx)+ (1 -0f(y).

Propozicija 2.3.2. Neka je C C R" konveksan skup i f : C — R strogo konveksna funkcija.
Ako f poprima minimum na C, onda je taj minimum jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje tocke X,y € C,x # y takve da je

f() = f(y) = min f(@).

Xty
2
() IR0

Sto je kontradikcija. |

Buduc¢i da je C konveksan, € C, pa stoga vrijedi
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Propozicija 2.3.3. Neka je C C R" konveksan skup i f : C — R diferencijabilna funkcija.
Tada je f konveksna ako i samo ako je

fO) = fx)+Vfx) ' (y-x) Vx,yeC.

Dokaz. Neka je f konveksna, te x,y € C te t € (0, 1). Dakle, vrijedi
fx+ A -0y <tfx)+ 1 -1)f(x),

odnosno Fx+ 1y - %) — f(x)
L < ) - f.

Bududi da je f diferencijabilna, limes kada pustimo ¢ — 0 postoji i jednak je V f(x)” (y —x).

Obratno, neka sux,y € C te ¢ € (0, 1). Ako definiramo
z=1x+(1 -1y
tada vrijedi
Xx—z=({-0x-y), y-z=1y-x).

Po pretpostavci vrijedi

fX) 2 f@+ V@) x-2) = f@+1-Vf(@) (x~y)

fW) 2 f@+ V@) ' (y-2) = f2) + 1V (@) (y - %)
Ako pomnoZimo prvu nejednakost sa z, a drugu sa (1 — #) 1 zbrojimo ih, dobivamo

tf(x) + (1 =0 f(y) = f(&x + (1 = 0)y).
O

Korolar 2.3.4. . Neka je C C R" konveksan skup i f : C — R diferencijabilna i konveksna
funkcija. Tada je svaka stacionarna tocka globalni minimum od f na C.

Teorem 2.3.5. Neka je C C R" konveksan skup. Tada je f : C — R konveksna funkcija
ako i samo ako je epigraf funkcije f

epi(f) = {(x.y) R | x € C, y > f(x)]
konveksan.

Dokaz. Pretpostavimo da je f konveksna i neka su (xy,y;), (X2, ¥2) € epi(f) te t € [0, 1].
Tada je, zbog konveksnosti od C, (1 — 1)x; + 1x; € C te vrijedi

(L =0y + ty2 = (1 = D) f(x1) + 1f(x2).
Dakle, (1 — 1)(x1,y1) + 1(X2, y2) € epi(f), tj. epi(f) je konveksan.
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Neka je epi(f) konveksan 1 neka su x;,x, € C te t € [0, 1]. Zbog konveksnosti epigrafa

e
J (1 = D(xy, f(x1)) + 1(X2, f(X2)) € epi(f),
odnosno
S =% + %) < (1 =) f(x1) + 1f(X),
tj. f je konveksna. O

Buducdi da je analiza konveksnih funkcija mnogo zahtjevnija kada im domena nije cijeli R”,
necemo promatrati takve funkcije jer je lasso funkcija cilja ionako definirana na cijelom R".
Za pregled opcenitije teorije vidi [2]. Jedna pogodnost kod ovakvog pristupa je sljedeci
teorem.

Teorem 2.3.6. Svaka konveksna funkcija f : R* — R je neprekidna.

Dokaz. Nekaje S € R" omeden skup. Tada postoji M > 0 takav da je
S C[-M,M]" = conv({—M, M}").

Svaki z € conv({—M, M}") moze se napisati kao konveksna kombinacija vektora iz
{_Ma M}na t_]

zZ= Z A, Z A=1, (Vse{-M M)A >0.

se{-M,M}" se{-M,M}"

Zbog konveksnosti od f vrijedi
< E A < m .
@ < sf(8) < se{—ai%}" 1)

se{—-M,M}"

Dakle, f je omedena odozgo na svakom ograni¢enom podskupu od R”.
Neka je x* € R” proizvoljan i neka je M > 0 takav da

sup f(z) < M.

zeK(x*,1)

pri ¢emu je K(x*, 1) zatvorena kugla radijusa 1 oko x*. Neka je sada x € K(x*, 1), x # x*.
Tada je
O<r:=|x"-x|, <1

te promotrimo
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Lako se vidi da su x~,x* € K(x*, 1). Tada je

r 1

5 —

= X + X,
r+1 r+1

pa zbog konveksnosti od f vrijedi

1
&) € —— () + ——f(x) = f(x) - f(x) 2 r(f(x) - f(x7)) > 1(f(x*) = M).
r+1 r+1

Sli¢no,
*

Xx=rx"+(1-rx
pa zbog konveksnosti od f vrijedi
[ <rf)+ (1 =nfx) = fx) - f&) < r(fx) = f(x) < r(M = f(X)).

Kombinirajuc¢i gornje nejednakosti dobivamo

f (%) = fO < rlf(X) — M| = [Ix = X[, f(x7) — M].

Za g > 0, uzmimanjem
g

0=——-—>
2lf(x*) - M|
po definiciji slijedi da je f neprekidna. O

0,

2.4 Recesivni konusi i nivo skupovi
Definicija 2.4.1. Neka je C C R" neprazan konveksan skup. Skup
recc(C)={yeR" | ¥xe C)(VA=0)x + Ay € C}
nazivamo recesivni konus od C, a njegove elemente recesivnim smjerovima od C.
Lako se vidi da svaki recesivni konus sadrzi 0, zatvoren je na mnoZenje nenegativnim
skalarima te je konveksan (tj. svaki recesivan konus je konveksan konus).
Teorem 2.4.2. (Karakterizacija recesivnih smjerova) Neka je C C R" neprazan, konveksan

i zatvoren skup. Tada jey € R" recesivan smjer ako i samo ako postoji x € C takav da je

x+AyeC, Vi1=0.
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Dokaz. Neka jey € R" takav da postoji x € C takav da
x+Adye(C, V4=0.

Ako je y = 0, onda je sigurno u recesivnom konusu, pa pretpostavimo da 'y # 0. Neka je
x; € C proizvoljan. Pokazat ¢emo da je x; +y € C. Definirajmo niz

Z,:=X+kyeC, VkeN.
Ako je x; = z; za neki k € N, tada smo gotovi jer je onda
X;+y=x+(k+1yeC

pa pretpostavimo da to nije slucaj. Promotrimo niz

Z, — Xy
Vi = ——llyll,, VkeN.
1z — X1ll, ’
Ve [lyll Il Il = llyll
Y2 Zi — X1l — 1IYll2
Xty = k 15
1z — x4l 1z — xill,

odakle se vidi da je x; + y, afina kombinacija z; 1 x,. Takoder, za sve k € N za koje je

lIylly < llze = xill

vrijedi da x; + Yy, leZi na segmentu [z, X;] C C jer je konveksna kombinacija rubova seg-
menta. Kako je z; neograniCen niz, isto vrijedi i za ||z, — X;||, pa po prethodnom razmatra-
nju, postojat ¢e ko € N takav da je

x;+y,€C, VkeN, k> k.

Nadalje vrijedi
Y _ i — X
Iyl llze = xull2
7, — X X — X

lze —xill, [z — Xullp
k X—X
= y —+ !
lzi —xill, [z — x4l
Mz —xll, y X—Xj

lze = xillo Iyl Nz = Xall,”
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gdje smo u zadnjem redu iskoristili da je k = ”zl’l‘y;”XHQ Kako je z; neogranicen niz, vrijedi
2

||z — X1]l, — oo, pa koriStenjem obrnute nejednakosti trokuta dobivamo
7, — X X — X
Iz =xlh | Lo
|z — X1l |z — x1ll>
odnosno vrijedi
Y. Y

Dakle, nasli smo konvergentan niz

(Y + X1kzko

u C koji konvergira prema y + X;, pa kako je C zatvoren, slijedidajey + x; € C.

Dakle, dokazali smo da je y + x; € C za svaki x; € C. Neka je sada A4 > 0 proizvoljan.
Ako je A4 = 0, tada je sigurno

Xxi+AdyeC, Vx;e€C

pa pretpostavimo da je 4 > 0. No tada ponovimo gornji dokaz za Ay umjesto y 1 dobijemo
da je
X1+/ly€C, Vx, € C.

O

Teorem 2.4.3. Neka je C C R" neprazan konveksan i zatvoren skup. Tada je C ogranicen
ako i samo ako je recc(C) = {0}.

Dokaz. Ako je C ograniCeniy € recc(C), y # 0, tada je za proizvoljan x € C niz
Z, = X + ky
neogranicen, $to je kontradikcija.

Obratno, pretpostavimo da je recc(C) = {0}, ali da je C neogranicen. Neka je x € C
proizvoljan 1 z; neki neograniCen niz iz C, rastu¢ih normi, takav da je x # %, Vk € N.
Promotrimo niz

Z, — X
Ye = 22 — xII,

Yk € N,

|z — xll,’

Buduc¢i da je y, niz na jedini¢noj sferi koja je kompaktan skup, slijedi da sadrzi konver-
gentan podniz (y,, Jien sa limesom y na jedini¢noj sferi. Neka je @ > 0 proizvoljan pa
promatramo

e S |z, — x||, —

X+ay, =X+ = "
lze = [l |z =Xl llzi — Il
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Dakle, x + ay, je afina kombinacija vektora x 1 z; te je za one k € N takve da je @ <

Iz — x|,
X + ay; C [z, x] € C.

Buducdi da je z; neogranicen niz, postoji ky € N takav da je
a < ||z — X[, k= ko,
odnosno zbog prethodnih razmatranja
x+ay, €C, k=ko.

Tada je (x + ay, )ik, konvergentan niz u C, pa kako je C zatvoren, slijedi x + ay € C.
Bududi da je jedini¢noj sferi y # 0, a kako zadovoljava uvjete karakterizacije recesivnih
smjerova, slijedi da je y recesivan smjer. Dakle, dosli smo do kontradikcije. O

Definicija 2.4.4. Neka f : R" — R konveksna funkcija. Za a € R definiramo a-nivo skup
od f kao Vo(f) = f~ (=00, ).

Kako je svaka konveksna funkcija na R” neprekidna, slijedi da je svaki nivo skup zatvoren.
Koristeci definiciju konveksnosti, lako se pokaZe da je svaki nivo skup konveksne funkcije
konveksan.

Teorem 2.4.5. Neka je f : R" — R konveksna funkcija. Tada svaki neprazan nivo skup
ima isti recesivni konus jednak

recc(Vo(f)) = {y € R" : (y,0) € recc(epi(f))}.

Dokaz. Neka je @ € R takav da je V,(f) neprazan, neka je y njegov recesivan smjer te
x € V,(f). Kako je f(x) < a, slijedi da je (X, @) € epi(f). Nadalje, buduéi da je y recesivan
smjer, slijedi da je

Jx+ty) <a, Vt>0,

odnosno
X +ty, @) € epi(f), Vt=>0.

Dakle, pokazali smo
(x,@) +1(y,0) € epi(f), Vt=0

pa kako je epi(f) konveksan, zatvoren i neprazan skup, po karakterizaciji recesivnih smje-
rova, slijedi (y, 0) € recc(epi(f)).
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Obratno, neka je (y, 0) € recc(epi(f)) te (X, @) € epi(f). Tada je
(x +1y,) € epi(f), V120,
tj.
fx+ty)<a, V>0,

odnosno
x+tyeVy(f), Vt=O0.

Kako je V,(f) zatvoren, konveksan i neprazan, po karakterizaciji recesivnih smjerova, sli-
jedidajey € recc(V,(f)). m|

Korolar 2.4.6. Neka je f : R" — R konveksna funkcija. Ako je bilo koji nivo skup
ogranicen, svaki nivo skup je ogranicen.

Dokaz. Neka je V,(f) ogranicen za neki @ € R. Tada je po teoremu 2.4.3 njegov recesivan
konus jednak {0}. No tada, po prethodnom teoremu, svaki nivo skup ima recesivan konus
jednak {0}. Tada je po teoremu 2.4.3 svaki nivo skup ogranicen. O

Definicija 2.4.7. Neka je f : R" — R konveksna funkcija. Recesivni konus od f definiramo
kao

recc(f) = {y € R" | (v,0) € recc(epi(f))},

a njegove elemente nazivamo recesivni smjerovi od f.

Propozicija 2.4.8. Neka je f : R" — R konveksna funkcija i x € R". Akoy ¢ recc(f), tada
postoji t > 0 takav da vrijedi

1<s1 <8 = f(x+sy) < flx+sy)

te
lim f(x + sy) = co.

Dokaz. Budu¢i day nije recesivan smjer od f, po teoremu 2.4.5 on nije recesivan smjer niti
jednog nepraznog nivo skupa od f pa posebno nije niti recesivan smjer skupa V) (f) =
f (=0, f(x)]). Stoga, po karakterizaciji recesivnih smjerova, postoji t > 0 takav da
X+ 1y & Vi(f), tj. vrijedi

fx+1y) > f(x).

Neka je s > ¢ proizvoljan te u = X + ty i v = X + sy. Ako stavimo r = * € (0, 1), tada je

u=(1-rx+rv,
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tj. zbog konveksnosti funkcije f vrijedi

J@ <A =-nfx)+rf(v) <A =-nf@+rfv) = f)<fm).

Ako jet < 51 < 55, tada
Jx+s1y) > f(x+1y)

te X + 51y lezi na segmentu izmedu X 1 X + s,y pa koristeéi sli¢nu argumentaciju kao gore,
slijedi
J(X+525) > f(X + 51Y).
Ako postoji M € R takav da

fx+sy) <M, Vs>0,

tada po karakterizaciji recesivnih smjerova vrijedi y € recc(Vy(f)). No y nije recesivan
smjer niti jednog nepraznog nivo skupa od f. |

Teorem 2.4.9. Neka je f : R" — R konveksna funkcija. Tada je skup

argmin f(x) = {x eR" | fix) = Iylelﬂi?\r,}f(v)}

xeR”

neprazan i kompaktan ako i samo ako f nema recesivnih smjerova razlicitih od 0.

Dokaz. Neka je argmin, g, f(X) neprazan i kompaktan te ozna¢imo p* = minyeg» f(y).
Tada je
argmin f(x) = V,.(f).

xeR”
Kako je f neprekidna i konveksna, V,.(f) je neprazan, konveksan i kompaktan, pa je po
teoremu 2.4.3 njegov recesivan konus jednak {0}. Buduci da je recesivan konus od f jednak
recesivnom konusu bilo kojeg nepraznog nivo skupa of f, slijedi da f nema recesivnih
smjerova razli¢itih od 0.

Obratno, neka je @ € R takav da je nivo skup V,(f) neprazan. Buduc¢i da je f nepre-
kidna i recc(f) = {0}, slijedi da je V,(f) zatvoren i ograni¢en, pa kompaktan. Po Bolzano-
Weierstrass teoremu, bududi da je f neprekidna, f poprima minimum x* na kompkatnom
skupu V,(f). No, R*\ V(f) = f~'({a, o)) pa je x* totka minimuma of f na cijelom R".
Ako ozna¢imo p* = f(x"), tada je

argmin £(x) = V- (f)

xeR"

te je svaki nivo skup od f kompaktan. O
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Vratimo se lasso funkciji cilja

1
g = 51X = yll> + Bl

Ako uzmemo proizvoljan recesivni smjer p od g, tada je to recesivni smjer svakog nepraz-
nog nivo skupa od g. Ako je V,(g) neprazan, to znaci da je

1
8(tp) = 5 1tXp - ylis + Adlpll, <@, Yt >0.

Medutim, za p # 0 je lim,_,, g(fp) = oo, pa g nema netrivijalnih recesivnih smjerova. Po
prethodnom teoremu, postoji minimum funkcije g.



Poglavlje 3

Subgradijenti

3.1 Osnovna svojstva subgradijenata

U ovom poglavlju Zelimo poopciti pojam gradijenta na konveksne funkcije. Kao motivaciju
koristimo propoziciju 2.3.3 koju ponovno navodimo.
Ako je f : R" — R diferencijabilna i konveksna funkcija tada vrijedi

fiy) > fx)+Vfx)'(y-x), Vx,yeR"

Poglavlje slijedi to¢ku 9.16. iz [4], tocku 5.4. iz [2] te [6] prilagodeno za funkcije Cija je
domena R”.

Definicija 3.1.1. Subgradijent konveksne funkcije f : R" — R u tocki x € R" je svaki
vektor g € R" takav da vrijedi

fOo) > fx)+g"(y —x),Vy e R".
Skup svih subgradijenata u tocki x € R" oznacavamo sa 9 f(x).

Propozicija 3.1.2. Neka je f : R" — R konveksna funkcija i x € R". Tada je 0f(x)
zatvoren, konveksan i neprazan.

Dokaz. Promatramo
ofx) = {geR" | (Yy e ROf(y) = f(0) + ' (y - ).

Neka je (g, )ren konvergentan niz u 9f(x) sa limesom g. Za proizvoljan y € R” vrijedi

fy) > f(x)+ g (y—x)

pa iz neprekidnosti skalarnog produkta, puStanjem limesa k — co imamo

fy) = fx) + g (y - x).
Dakle, g € df(x) pa je df(x) je zatvoren.

27



28 POGLAVLIJE 3. SUBGRADIJENTI

Nekasu g,,g, € df(x),t € [0,1] te y € R". Tada vrijedi

1f(y) 2 1f(x) + 1g] (¥ = %)
(1=0f =1 -0f® + (1 -0g(y - x).
Zbrajanjem nejednakosti slijedi da je rg, + (1 — 1)g, € df(x). Dakle, df(x) je konveksan.

Promatramo epigraf od f

epi(f) = {(x,y) e R |y > )},

Zbog konveksnosti i neprekidnosti od f, epi(f) je zatvoren, konveksan i neprazan podskup.
Lako se pokaze da je

depi(f) = {(x,y) e R™' |y = f(x)}.

Neka je sada x € R” proizvoljna. Tada je (x, f(x)) € depi(f), pa po teoremu 2.2.6, postoji
potporna hiperravnina

H:{(z,y)eR” | aTz+by:0z}, (a,b) #0

od epi(f) takva da je
(x, f(x)) € H, epi(f) € H,

Sto je ekvivalentno sa
yeR" = a'y+bf(y) > a=a'x+bf(x). (3.1)

Ako je b # 0, dijeljenjem s b dobivamo da je

@)= 00 jalty-x), yeR!
pa slijedi
—%a € 0f(x).
S druge strane, ako je b = 0, tada je a # 0 pa iz (3.1) slijedi
aly>a’x, yeR"
Ako je a’x = 0, dobivamo kontradikciju za y = —a, a ako je a’x # 0, dobivamo kontradik-

ciju za
y=2x ili y=-2x.
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Propozicija 3.1.3. Neka je f : R" — R konveksna funkcija . Ako je f diferencijabilna u
x € R, tada je 0f(x) = {V f(x)}.

Dokaz. Neka je f diferencijabilna u x. Tada po propoziciji 2.3.3 slijedi da je Vf(x) €
0f(x). Neka je sada g € df(x) proizvoljan te h € R" i 4 > 0. Iz definicije subgradijenata
slijedi
f(x+ah) - f(x) > 1g"h,
Sto nakon dijeljenja s 4 > 0 povlaci
fOx+Ah) - f(x)
2 >

Bududi da je f diferencijabilna u x, puStanjem limesa kada 4 — 0, dobivamo

g’h.

Vix)'h>g'h,

odnosno
(Vf(x)-g)"h>0.

Uzimanjem h = —(Vf(x) — g), dobivamo V f(x) = g. m|

Teorem 3.1.4. Neka su f, fi, f> : R™ — R konveksne funkcije, A € R™", b € R" te a > 0.
Tada vrijedi

(i) daf)(x)=adf(x)
(ii) Ako je h = x — f(Ax +b), tada je Oh(x) = ATOf(Ax + b).
(iii) A(f1 + f2)(x) = df1(x) + O f2(x).

Dokaz.
(i) Neka je @ > 0. Vrijedi niz ekvivalencija

g€ @@f)x) &= (yeR™ af(y) 2z afX) +g'(y-x)

1 T
— (VyeR") f(y) 2 f(x) + (ag) (y—x)

1
— —geif(x)
o
— geaidf(x).
(i) Nekaje g € 0f(Ax + b) iy € R". Tada je
h(y) = f(Ay +b) > f(Ax + b) + g (Ay — Ax) = h(x) + (A"g)" (y — x)
pa je ATg € 0h(x). Dakle, dokazali smo AT f(Ax + b) C 0h(x).
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Dokaz obrata je mnogo sloZeniji. Neka je g € dh(x). Pretpostavimo bez smanjenja
opcenitosti da je b = 0. Promatramo dva skupa

C={w.s) eR"XR | s < f(A%) - f(W)
D={w.s eR"xXR | AyeR)Ay=w, s>-g'(y-x)}.
Ako je (w, )T € C N D tada vrijedi
—g' (y - X) < s < f(AX) = f(Ay) = h(x) = h(y)

Sto je u kontradikciji sa izborom od g, pa su C i D disjunktni, a koristeci definiciju, lako se
pokaze da su C i D konveksni. Tada po teoremu separacije 2.2.11, postoji vektor (t,d) €
R™ xR, (t,d) # 0 te skalar @ € R takvi da

t'wtsd<a<t'W+3id, (w,s) €C, (W,5" €D. (3.2)
Tvrdimo da mora biti d > 0. Pretpostavimo da je d < 0. Tada je lim;_,., §d = —oo.
Primijetimo da je
{Ax} x €0, 00) C D,
pa postavljanjem W = Ax i puStanjem § — oo u (3.2), dobivamo kontradikciju sa
a—t'Ax < d.

Pretpostavimo da je d = 0. Tada t # 0 pa uzimanjem w, = nti s, € R dovoljno malog,
tako da (w,, s,) € C, ¥n € N, iz (3.2) dobivamo

it < a,¥n € N,

Sto je kontradikcija. Dakle, mora biti d > 0 pa bez smanjenja opéenitosti pretpostavljamo
daje d = 1, tj. uzimamo da vrijedi

t'wts<a<t'w+3 (w,s) €C (W,5" €D. (3.3)
Zaw =W = Ax i putanjem s  0i §\, 0 dobivamo a = t’ Ax, odnosno vrijedi
t'wts<t/Ax<t'w+3  (w,s) €C, (W,5" €D. (3.4)

Sada za proizvoljan w € R" 1y € R" u (3.4) stavimo w = Ay te pustimo s ,” f(AX) — f(w)
i 5§\, —g’(y — x) pa dobivamo

t'w+ f(Ax) - f(w) < tTAx < t"Ay - g" (y — x). (3.5)
Budu¢i da je w € R” proizvoljan, prva nejednakost je ekvivalentna t € df(Ax). Druga

nejednakost je ekvivalentna
At-9'(y-x 20

pa uvritavanjem y = x — ATt + g dobivamo da je g = A”t, odnosno g € AT f(Ax).
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(iii) Ako su g, € 4f1(x) i g, € df>(x). Tada se lako vidi da je za proizvoljan y € R vrijedi
(fi + ¥ = (fi + LX) + (g, + &) (y - x),
odnosno g, + g, € A(fi + fL)(X).
Obrat je ponovno mnogo zahtjevniji. Neka je g € d(f; + f>)(X) i promotrimo skupove
C={(y,s) eER"XR | s< fi(x) = f(V)}
D={y.5) eR"XR | 5> f(y) — () - &' (y - )|

Kao u dijelu (i1), pokaze se da su C 1 D disjunktni 1 konveksni, pa po teoremu separacije
2.2.11 postoje (t,d)” € R" xR, (t,d)! # 01« € R takvi da

tly+ds<a<t'y+ds, (y,5) €C, (§,5 eD.

Sli¢no kao u koraku (i1), pokaZze se da je d > 0 pa bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti d = 1, odnosno vrijedi

tly+s<a<tly+5 (v.9) €C, (¥,5)eD
pazay=§=xis 70,5\, 0dobivamo a = t’x, odnosno
t'y+s<tx<t'y+35 (v,9)" €C, (§,5 eD.
Za proizvoljne y, ¥ € R uzimanjem
s /(L) = Ai(y), 5N (A(Y) - A -8 (§-x)

dobivamo
'y + i) =~ i) <X <t'F+ HF) - L0 -8 (F-X)
Zbog proizvoljnosti od y,§¥ € R™, prva nejednakost povlaci t € df(x), dok druga
povlaci g — t € df>(x). Dakle, dokazali smo da je g € df;(X) + df>(X). O

Teorem 3.1.5. Neka su fi,..., f, : R" — R konveksne funkcije te
f@) = max fi).
Pretpostavimo da je x € R" takva da su sve f; diferencijabilne u x. Ako je

Ix)={ie{l,....m} | fi®)=f(x)},

tada je
0f(x) = conv(Vfi(x) | i€ l(x)).
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Dokaz. Za
g e conv(Vfi(x) | i€ l(x))

postoje skalari A; > 0, Vi € I(x) takvi da je

g= Z AV f(x), Z A =1.

iel(x) iel(x)

Sada zay € R" imamo

O =FW ), 4= ) AW = ) A+ VAR (y-%) = fx) + g (y - %)

i€l(x) iel(x) i€l(x)
paje g € df(x).

Obratno, pretpostavimo da g € df(x), ali g nije u C = conv(V f;(x) | i € I(x)). Budu¢i
da je konveksna ljuska svakog kona¢nog skupa kompaktna (kao slika neprekidne funk-
cije na kompaktu), C je kompaktan i konveksan skup disjunktan zatvorenom konveksnom
skupu {g}. Po teoremu o strogoj separaciji 2.2.12, postoji w € R",w # 0 te @ € R takav da
je

h'w<a<g'w, VheC. (3.6)

Po definiciji subgradijenta, za svaki 4 > 0 vrijedi

ry < L&+ AW — 09
gw= 1 .

(3.7)

Uzmimo proizvoljan pozitivan padajuci niz (A )ren takav da limy_,. A = 0. Bududi da je
{1,...,m} konacCan, postoji barem jedan j € {1,...,m} takav da je

fx+ 4w) = fi(x + 4w), zabeskonacno mnogo k € N.
Uzmimo podniz (4, )ren takav da je
fx+A,w) = fi(x+4,w), zasvekeN.
Pustanjem limesa kK — oo u gornjoj jednakosti (jer je f neprekidna), dobivamo
Jx) = fi(x)

pa mora biti j € I(x).
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UvrsStavanjem h = Vf;(x) € C u (3.6) 1 koriStenjem (3.7) dobivamo

- fix+aw) — fi(x)
ﬂ b
Buduci da je f; diferencijabilna u x, pusStanjem A\ O slijedi

Vx)'w < a < Vix)w,

VAix)'w < a VA > 0.

Sto je kontradikcija. O
Sada dolazimo do jednostavnog, ali jako vaznog teorema.
Teorem 3.1.6. (NuZan i dovoljan uvjet optimalnosti) Neka je f : R" — R konveksna
funkcijaix* € R". Tada je
&) = min f(x) > 0€df).
Dokaz.
0€0f(x) e (VyeR") f(y) = fX) e f(X') = min f(x),

3.2 Primjeri

Primjer 3.2.1. Promotrimo funkciju f : R — R, f(x) = |x|. Ona je diferencijabilna na
R\ {0} pa je u tim tockama po propoziciji 3.1.3 df (x) = {sign(x)}. Dok za g € R vrijedi
g€if(0) & (VyeR) yl>2g-y & ge[-1,1]

paje 0f(0) =[-1,1].

Primjer 3.2.2. Promotrimo ||-||, : R* — R, odnosno
n
x|, = lei| = max x's.
P se(=11)"

Primijetimo da je
Ixll, =x's &= x;#0 = s; = sign(x;)
pa je po teoremu 3.1.5
dllx|l, =conv(s e {—1,1}"|x; #0 = s; =sign(x;) ={s € [-1,1]" | x; #0 = s; = sign(x;)}.
Primjerice, zax = (2,-3,0,0)7 € R* je

Olelly = {1} x {1} x [-1, 1] x [-1, 1].
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Primjer 3.2.3. (Lasso)
Za X e R™?,y e R"i A > 0, promatramo lasso funkciju cilja

1
) = 5IXB -yl +ABll, VB eR”.

Zelimo minimizirati g po svim 8 € RP. Pokazali smo da je to ekvivalentno nalaZenju 8* € R?
takvog da je 0 € 0g(8*). Bududi da je 7 + |z|[5 diferencijabilna funkcija, koristeci svojstva
subgradijenata imamo

dg(B) = X" (X" —y) + 3IIB"ll; > 0,

odnosno

X'y -XB") = Ac (3.8)
gdjejec = (ci,...,c,)" € [-1,1]" takavda B; + 0 = ¢; = sign(B}).



Poglavlje 4

Svojstva lasso rjeSenja

4.1 Osnovna svojstva

U ovom poglavlju navodimo vazna svojstva lasso funkcije cilja

1
2B = SIXB = yll> + Bl VB € R

Poglavlje prati drugi, treci 1 Cetvrti odjeljak iz [7], treci odjeljak iz [8] te treCe poglavlje iz
[91.

Teorem 4.1.1. Za sve X € R™?,y e R" i 1 > 0 vrijedi

(i) Funkcija g ima ili jedinstvenu tocku minimuma ili neprebrojivo mnogo to¢aka mini-
muma.

(ii) Svaka tocka minimuma (8 funkcije g ima jednaku uklopljenu vrijednost Xp.
(iii) Svaka tocka minimuma B funkcije g ima jednaku ¢, normu.
Dokaz.

(1) Na kraju drugog poglavlja smo pokazali da uvijek postoji lasso rjeSenje. Ako g ima
dvije tocke minimuma §; # 3, tada za ¢ € (0, 1) imamo

gB1) < gtB + (1 —0)Ba) < 1g(B1) + (1 —1)g(B2) = g(B1)

pajeifB; +(1—-1)B, tocka minimuma za svaki ¢ € (0, 1) - dakle postoji neprebrojivo mnogo
toCaka minimuma.

35
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(i1) Neka su B; 1 B8, dvije toc¢ke minimuma takve da je XB; # X, te neka je a € (0, 1).
Oznacimo vrijednost minimuma od g sa c. Buduéidajez — ||z — ylli striktno konveksna
te XB, # XB,, imamo

IX((1 = @)B1 + @) = yli5 = II(1 = )XBy + aXBy — yll5 < (1 = )IXB1 -yl +alIXB -yl

pa vrijedi
c<g((I-a)fi +af) <(1-a)gBi)+agB) =c,

Sto je kontradikcija.

(ii1) Treca tvrdnja trivijalno proizlazi iz prethodne. O

Na kraju treceg poglavlja smo pokazali da je 8 € R” lasso rjeSenje ako i samo ako zadovo-
ljava
X'(y - XB*) = Ac 4.1)

gdjejec = (cy,... ,cp)T € [-1, 1]” neki vektor takavdaB; # 0 = ¢; = sign(B;). Kako su
uklopljene vrijednosti X8 jednake za svako rjeSenje 8 € R”, vektor ¢ je takoder jedinstven
po svim rjeSenjima 8 € R”. To za posljedicu ima da dva lasso rjeSenja ne mogu imati
razliCite predznake na istoj komponenti. U prvom poglavlju smo pokazali da procjenitelj
najmanjih kvadrata nema to svojstvo.

4.2 Oblik lasso rjeSenja
Fiksirajmo jedno lasso rjeSenje S € R” i promotrimo skup ekvikorelacije
E=fie(l,....pl : X/(y-Xpl=a)={ie(l,....p} : led = 1).

Uvedimo notaciju. Neka je I C {1,...,p}. Za vektor v € R”, sa v; € RVl oznacavamo
podvektor od v koji sadrzi samo koordinate koje su u 7 (u istom poretku kao u v), a sa
v_; € RP7M podvektor od v koji sadrZi samo one koordinate koje nisu u 1. Sli¢no, za
matricu A € R™?,_ sa A; € R” oznatavamo podmatricu od A koja sadrZi samo one stupce

¢iji je redni broj u I (u istom poretku kao u A), a sa A_; € R™?”-) podmatricu od A koja
sadrzi stupce Ciji redni brojevi stupaca nisu u /.

Oznacimo s = c¢g. Iz definicije od & 1 vektora s slijedi da je
ﬁ_g =0.

Nadalje, iz (4.1) slijedi
XE(y — Xee) = 4. (42)
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Dakle, As se nalazi u slici od Xg. Koristeci (1) iz definicije 1.2.1 dobivamo
XL(X2)"As = As.
Kombinirajuéi gornje dvije jednakosti dobivamo
XE XeBe = Xg(y — (Xg)* 2).

MnoZenjem slijeva sa (X£)* i koriStenjem svojstava (1) i (4) iz definicije 1.2.1 te svojstva
(10) iz napomene 1.2.5 dobivamo da za jedinstvenu uklopljenu vrijednost vrijedi

XB = Xefe = (Xg) X Xefe = (X) XE(y — (XE)"A8) = XeX5(y — (Xg)*as),
odakle slijedi da je svako lasso rjeSenje oblika
Be=0. Bs=X5y—((X5)'as)+b, b e Ker(Xe).

Stovise, svaki b € Ker(Xg) daje jedno lasso rjeSenje B, pod uvjetom da je zadovoljen uvjet
predznaka
Bi #0 = sign(B;) = s..

Uvjete zajedno moZemo pisati kao
beKer(Xe), s (|Xiy- (XD A9)| +b;)20, icé&

Dakle, dokazali smo

Teorem 4.2.1. Za proizvoljney, X i A > 0. Sva lasso rjesenja su oblika
Be=0, Be=Xiy— (XL As)+b, beKer(Xe).

pri cemu je & skup ekvikorelacije i s € {—1, 1}? jedinstveni vektor iz (4.2).
Nadalje, svaki vektor b € Ker(Xg) daje jedno rjeSenje ako zadovoljava uvjet

si([X50 - XD as)] +b) =0, iecé&. (4.3)
Ako je Ker(Xg) = {0}, tada je rjeSenje po prethodnom teoremu jedinstveno i dano kao
Be=0, Bs=Xi(y—(X})1s).

Naravno, nije odmah jasno kako dobiti skup ekvikorelacije &, a time i vektor s. S druge
strane, ako Ker(Xg) # {0}, nije jasno da b = 0 zadovoljava uvijet (4.3). Kasnije ¢emo
pokazati da je to istina.



38 POGLAVLIJE 4. SVOJSTVA LASSO RIESENJA

4.3 Dovoljan uvjet za jedinstvenost lasso rjesenja

Jedinstvenost rjeSenja je prema gornjem teoremu ekvivalentna tome da Xg bude punog
stupCanog ranga. Kako nam skup ekvikorelacije nije poznat, Zelimo naci dovoljne uvjete
na matricu X, koja bi osiguravala da je Xg punog ranga.

Pretpostavimo da je Ker(Xg) # {0}, tada za neki i € & vrijedi

X; = Z Cij, CjGR,
jes\{i}

odnosno
S,'X,' = Z (SiSjC‘j)Sij.
Jje\li}

Skalarnim mnoZenjem gornje jednakosti sa (y — X3), iz jednadzbe (4.2) dobivamo

/lsl-2 = Z (sisjcj)sixl

jee\{i}

2_ 2_ . . . .
nos; =s; = 1jersui, j € &, paimamo

1= Z (sisjc)).

Jje\{i}

Dakle, ako Ker(Xg) # {0}, tada postoji i € & takav da

8;:X; = Z a;X;, Z aj=1

jee\{i} jee\i}

Sto znaci da s;X; lezi u affinoj ljusci od s;X;, j € &\ {i}. Dodatno, moZemo bez smanjenja
opcenitosti pretpostaviti da & \ {i} ima najviSe n elemenata, jer u suprotnom ponovimo gor-
nje argumente za neki podskup od & sa n+ 1 elemenata (argumentacija se nee promijeniti).
Stoga afina ljuska od s;X;, j € &\ {i} je najviSe n — 1 dimenzionalna. Uvodimo novi pojam

Definicija 4.3.1. KaZemo da je matrica X € R™? u generalnoj poziciji ako bilo koji afini
potprostor L C R" dimenzije k < n ne sadrZi vise od k + 1 elemenata skupa \£X,,...,+X p}
pri cemu antipodalne parove +X; i —X; racunamo zajedno.

Drugi nacin da se definira generalna pozicija: za svaki k < n, afina ljuska bilo kojih
k+1tocaka 01X, ...,01X,,,, za proizvoljne predznake o; € {—1, 1}, ne sadrZi niti jedan
elementod {£X; : i #i1,..., k1)
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Gornjom analizom smo pokazali da Ker(Xg) # {0} implicira da matrica X nije u gene-
ralnoj poziciji. Koristeéi obrat po kontrapoziciji, zaklju€ujemo da za svaku matricu koja
je u generalnoj poziciji vrijedi Ker(Xg) = {0}, odnosno za takve matrice je lasso rjeSenje
jedinstveno.

Sada ¢emo pokazati da ako elementi matrice dolaze iz neke apsolutno neprekidne razdiobe,

da je ta matrica nuzno u generalnoj poziciji. Prije svega dokazujemo lemu:

Lema 4.3.2. Svaki pravi afini potprostor od R" ima Lebesgueovu mjeru 0.

Dokaz. Kako je svaki pravi afini potprostor konacan presjek hiperravnina, dovoljno je do-
kazati da svaki afini potprostor dimenzije n—1 ima Lebesgueovu mjeru 0. Kako je Lebesgu-
eova mjera invarijantna na translacije, dovoljno je dokazati da svaki vektorski potprostor
dimenzije n — 1 ima Lebesgueovu mjeru 0.

Prvo pokazimo da R := R""! x{0} ima Lebesgueovu mjeru 0. Neka je £ > 0 proizvoljan.

Lako se vidi da je
n—1 2 3
e ’g([—n,n] 8 [_4”11”‘1’ 4rpn-1 )

te je Lebesgueova mjera unije na desnoj strani strogo manja od &.

Neka je sada V < R”" vektorski potprostor dimenzije n — 1 1 & > 0. Kako su svi
kona¢nodimenzionalni vektorski prostori iste dimenzije medusobno izomorfni, postoji iz-
omorfizam A izmedu R i V kojeg proSirimo na R". Kako je svaki linearni operator na
kona¢nodimenzionalnim normiranim prostorima ogranicen, postoji M > 0 takav da je

IAX]l., < M|xll..,  Vx €R"

Oznacimo sa
Kox,r)={yeR" | x-yll, <7}

otvorenu kocku oko x duljine stranice 2r. Kako je R Lebesgueove mjere 0, postoji prebro-
jivo mnogo otvorenih kocaka K; = K*(x;,r;),i € N, takvih da je

Re| JKn Y aky =) @ry < Mi

ieN ieN ieN
Za svaki x € K; vrijedi

IAX — AXl|o, < M||x — Xil|oc < MT;,
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paje
V=AR)C A[U K,.] = UA(Ki) c U K¥(Ax;, Mr,).
ieEN ieN ieEN
Takoder vrijedi
g

D AR (Ax;, M) = > @Mr)' < —M" =&

; ; M

ieN ieN
pa je V Lebesgueove mjere 0. O

Pretpostavimo sada da matrica X dolazi iz neprekidne razdiobe na R™’. Za k < n i
fiksne vektore Xi,..., Xi41, aff (X, ..., Xi+1) je pravi afini potprostor pa je po prethodnoj
lemi Lebesgueove mjere 0. Jer je distribucija matrice apsolutno neprekidna u odnosu na
Lebesgueovu mjeru, vrijedi

P(Xi42 € aff (X1, ..., XirDIX1, -+ o Xpy1) = 0.
Bududi da to vrijedi za svake fiksne X1, ..., X;,, zakljuCujemo da je
P(Xy4o € aff(Xy, ..., Xi41)) = 0.
Ista argumentacija vrijedi za svaku kombinaciju k + 2 stupaca i k + 2 predznaka, pa za-

kljuCujemo da vrijedi

Teorem 4.3.3. Ako matrica X € R™? dolazi iz neke apsolutno neprekidne distribucije na
R, tada je lasso rjesenje gotovo sigurno jedinstveno.

4.4 LARS algoritam za konstruiranje lasso putanje

U ovom poglavlu predstavljamo LARS algoritam koji konstruira jednu (posebnu) lasso
putanju. Tocnije, za fiksnu matricu X € R™? iy € R” konstruiramo LARS lasso rjeSenje
BE(A) za sve A € (0, 00). Ranije smo pokazali da je 8 € R” lasso rjeSenje ako i samo ako
zadovoljava

X'(y-XB)=2a¢e, ce[-1,117, B;#0 = c; = sign(B)). (4.4)

Konstrukcija krece sa 4 = oo gdje je svako lasso rjeSenje jednako 8 = 0 te kako se A
smanjuje, konstruira S4(1) kao po dijelovima linearnu funkciju. Prvo navodimo algoritam,
a zatim pokazujemo da je dobivena funkcija A — BX(A) zaista lasso putanja. Naravno, ako
X? Xg nije regularna, onda lasso rjeSenje nije jedinstveno. Algoritam ¢e generirati lasso
rjeSenje najmanje £> norme.
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Ako oznalimo A, = ||XTy||OO, primijetimo da je S = 0 jedno lasso rjeSenje na 4 €

(A1, 00) jer ¢ = XTT’V € [-1, 1]7 zadovoljava jednadzbu (4.4), a kako po teoremu 4.1.1 sva la-
sso rjeSenja imaju istu £! normu, slijedi da je svako lasso rjeSenje na tom intervalu jednako
0. Dakle, na (1;,0)je & =0, aud = 4 je

& ={jell,...p) : X'yl =|X"y||}

is; = sign(Xy). Sada provodimo iteracije. Neka je u A, dan skup ekvikorelacije & i sy.
U A, postavimo B~ g () =0i

B, (A1) = (Xe )" (y — (Xg, )" usp) = ¢ — Aud

priemusuc = Xgyid = (ngng)+/lksk. To je ujedno i rjeSenje najmanje £ norme iz
skupa

argmin”y - (ng)+/lksk - ngb”.
beRExl

Smanjujuci A, drzimo B~ &,(4) = 0 dok ostatak proSirujemo afino ,Bék(ﬁ) = ¢ — Ad. Kako 4
pada od 4, radimo dvije provjere. Prvo, kada bi varijabla izvan ekvikorelacijskog skupa
trebala u njega uci tj. kada najprije prestaje vrijediti
X7 (y — Xg,¢ + AXg d)| < A
zaneki i ¢ &, 1 drugo kada bi varijabla trebala izaci iz ekvikorelacijskog skupa, odnosno
BE) =c;—Ad; =0

za neki i € ;. Prvo vrijeme nazivamo vremenom ulaska i lagano se pokaZze da je jednako

¢ X[ Xge—-y) . X! (Xe, X; — Dy
i#& T = MaXjgs, ST vT vt
Xi ngd +1 Xi (XSk) S+ 1

Ay = max

k¥ oznaava maksimum koji je u intervalu [0, A;) ili ako takvog nema, pos-

pri ¢emu max
tavimo ga na 0. OznaCimo i i, ¢ & indeks na kojemu se postize maksimum. Drugo

vrijeme nazivamo vremenom izlaska i jednako je

+
L [Xe ¥1i
.ea - — .

1 kdi

A = max = —
k+1 €&y
<6~ [(XT X)) sy

o . . out
te oznaCimo pripadni indeks sa 7}, .
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Odredimo A4;,; kao .
Aot = max{ A5, A2 ).

Ako je A4 vrijeme ulaska, stavimo

Ere1 = E U {i}&l},
a ako je vrijeme izlaska

Ere1 = &\ {lfitl}

Konac¢no stavimo
Sk+1 = sign(ngH (y - ngC + /lk+1X8kd))~

Iteracije prestaju kada A;,; = 0.
Lema 4.4.1. Za proizvoljne X € R™? iy € R" algoritam napravi najvise
o (P
2 (k)zk =¥
=0

koraka.

Dokaz. Pokazat ¢emo da za k < k' ne moze biti (&, s;) = (Ep, Si) pa Ce broj koraka algo-
ritma biti odreden svim moguéim izborima &, C {1,..., p}1s; € {—1, 1)/, Pretpostavimo
da je (&, sk) = (Ep,sp) =: (E,8). Tada su za obje iteracije jednaki i vektori ¢ i d. Po
konstrukciji, za A = A, 1 4 = Ay vrijedi

X/ (y - Xse+ AXed)| <A, i¢&E

te
s = sign(X4(y — Xgc + AXed)).
Zate{0,1), 4, := (1 —t)A; + tAy i proizvoljani ¢ & je
X7 (y — Xee + 4, Xed)| < (1 = DIX] (y — Xee + 4 Xed)| + 11X] (y — Xg€ + A Xed)|
< (1 =0A + tAy
= A,.
Takoder, za proizvoljan i € & je

X' (y = Xee + 4d) = (1 = X/ (y — Xge + ) + tX] (y — Xge + A d)

pa kako su predznaci dva skalarna produkta jendaki, 1 njihova konveksna kombinacija ima
isti predznak, tj. vrijedi
S = sign(Xg(y — Xge + 4, Xgd)).

No to je kontradikcija sa ¢injenicom da su k 1 k" razlicite iteracije. m|
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Napomena 4.4.2. MoZe se pokazati da ako je (E,s) u nekoj iteraciji, da u nekoj drugoj
iteraciji ne moze biti (8,—s) pa se gornja ograda u gornjoj lemi moZe popraviti do 351 ”
Takoder, moZe se konstruirati primjer matrice X i vektora y tako da broj iteracija dosegne
bas tu gornju ogradu. Za konstrukciju takvog primjera vidi [5].

Sada dokazujemo ispravnost LARS algoritma, tj. da je LARS putanja ujedno i lasso
putanja. Prije svega dokazujemo lemu

Lema 4.4.3. (Lema ubacivanja i izbacivanja) Neka je k > 1. Postoje dvije mogucnosti:

o (Izbacivanje) Ako u Ay varijabla izlazi iz ekvikorelacijskog skupa, tada

[(Xe)' (v — (Xg) " Asleq | _ [Ke)' 0 = (XE ) AriSian) @5
[(Xe)" (v — (ng)+/1k+1sk)]iggtl 0 ’ :
e (Ubacivanje) Ako u Ay, varijabla ulazi u ekvikorelacijski skup, tada
Xe)" (v = (ng)+/lk+lsk) X )T = ( 5k+1)+/1k+lsk+l)]3k+l\, 46)
0 [(X8k+l)+(y ( gm) Ak+18k+1)]; i ' ’

Dokaz. (Izbacivanje) Oznacimo lijevu stranu od (4.5) sa

[bl] _ |:[(X8k)+(y - (ng)+/lk+lsk)]8k\igi‘l]
bo| | [(Xe) (v = Xg) sl |

Po konstrukciji vremena izlaska imamo da je b, = 0. Bez smanjenja opCenitosti pretposta-
sout

vimo da je i}, posljednja varijabla u &;. Tada je

[Z;] = (Xg)'(y - (ng)+/lk+lsk)-

Po konstrukciji, vektor (by, b,)” je rjeSenje najmanje £> norme problema najmanjih
kvadrata

argmin”y - (ng)+/lk+1sk - ngb”
beRIEK!

odnosno rjeSenje najmanje £> norme sustava normalnih jednadZbi
T b T
X Xe, [b ] Xg Y — Ak+15 4.7)

pri cemu smo koristili da je s; u slici od ng Sto slijedi iz (4.2). ZapisSimo (4.7) u blokov-
skom obliku
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T T T
X8k+1 X8k+l X8k+l Xiz:‘l bl _ X8k+1 /l Sk+ | 4 8
X-Y(:ut XSk 1 XT X‘oul b2 - XT y = Mk+1 z ( . )
pas| * i e iU

pri emu je z € {—1, 1}. Bududi da je b, = 0, vrijedi
ngHXSkHbl = ng+1y - ﬂk+1sk+ls

odnosno b, je oblika

N
b, = (ng+]X8k+1) (Xe ¥ = As1Sks1) + 17 = ngH(Y - (ng+,)+/1k+1sk+1) +1,

pri ¢emu je n € Ker(Xg ). Buduci da je (X(;MXS,M)Jr projektor na stupce od ngﬂ, a
kako su Im(ngH) 1 Ker(Xg,,,) ortogonalni komplementi, vrijedi da je rjeSenje minimalne

£? norme upravo ono za koje je n = 0 $to dokazuje prvu tvrdnju.
(Ubacivanje) Dokaz je slican, ali nesto tezi. Oznacimo desnu stranu od (4.6) sa

bi|  [[Xee )y = (X5, ) eriSie)]g,, im,
b, [(Xe,, ) (Y — (XE,M)+/lk+1sk+1)]i;{n+1
te pretpostavimo da je i}{“ﬂ najveci indeks u &, ;. Po konstrukciji (by, b,)! je najmanje po

£* normi rjesenje sustava normalnih jednadzbi

b
X£k+1X8k+l [b;] = ngHy - /lk+lsk+l' (49)

Ako zapiSemo (4.9) po blokovima dobivamo

X' Xe, XTI Xi |[b X7
&7 Gk [T L _ | & _ Sk
X" Xg, XU X } [bz] =|xT Y Akt [ Z] (4.10)
s Lepp kel e
pri ¢emu je z € {—1, 1}.
RjeSavajuci sustav za b; dobivamo
by = (X, Xe,)"(XEY = diisi — X5, X by) +77 (4.11)
= X5, (¥ = A (X5) s — Xgp bo) +7 (4.12)

pri ¢emu je 7 € Ker(Xg,). Kao u proslom dijelu, 7 = 0 postiZe najmanju ¢> normu, pa je
jos preostalo dokazati da je b, = 0. Druga jednadzba iz 4.10 je

Xf ]ngbl + Xf ]X,-;Lbz = Xi y- Akr12. (4.13)
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UvrStavanjem 4.12 u 4.13 dobivamo sustav

X}y (1= Xe Xg)Xg b = X[, [ = Xe XY + A Xe,(XE) 8e] = dwiz (414)

= X0, [y~ Xe X2y + dniXeo X5 8] = iz (415)
= X}, [¥~ XesBE, (do)| = Az (4.16)
=0, (4.17)

gdje zadnja jednakost dolazi iz definicije vremena ulaska. Neovisno o skalaru Xl,.T I - P)Xi};; 1

n
k+1

(koji moze biti 0 ako je matrica Xg, singularna), b, = 0 je rjeSenje gornje jednakosti sa naj-
manjom £? normom. O

Gornja lema pokazuje da su limesi slijeva i zdesna LARS rjeenja A — B5(1) jednaki,
tj. LARS putanja je neprekidna.

Teorem 4.4.4. LARS rjesenje je lasso rjeSenje.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom. U konstrukciji LARS putanje smo komentirali da
je B = 0 zaista jedno lasso rjeSenje na intervalu [, co), pri emu je A; = ||XTy||OO.

Pretpostavimo da smo dokazali da je LARS rjeSenje ujedno i lasso rjeSenje na (4, o),
dokazimo da je 1 lasso rjeSenje na (A1, o). Znamo da je nuZan i dovoljan uvjet da bi
B € R? bilo lasso rjeSenje u A > 0 dan sa

Bi=0 = IX/(y-XB)l <4 (4.18)
Bi#0 = X (y - XB) = Asign(B)). (4.19)

PokaZimo da LARS zadovoljava gornje uvjete u A;. Prvo pretpostavimo da je A; vrijeme
izlaska. Pretpostavimo da i; € &;_; napusta ekvikorelacijski skup, tj & = &1 \ {i1}. Po
definiciji vremena izlaska, ﬁﬁ (Ax) = 0, a kako je zbog uvjeta (4.19) vrijedilo

X (y - XB"()) = 2

za A € (A, o), po neprekidnosti LARS putanje (koju implicira prethodna lema) to vrijedi
1za A = A;. Za sve ostale indekse, (4.18) i (4.19) ¢e nastaviti vrijediti po neprekidnosti (jer
se predznaci tih indeksa nisu mijenjali).

Ako je A; vrijeme ulaska, te & = &;_; U i;. Po neprekidnosti je (B5(1;));, = O jer je
(BE(A);, = 0 na (A4, A1), a kako je uvjet za i; (4.18) vrijedio na (A, 4;_;), vrijedi i u
Ai. 1z istog razloga vrijede oba uvjeta za ostale indekse (jer se predznaci tih indeksa nisu
mijenjali). Dakle LARS rjeSenje je lasso rjeSenje u Ay.

Neka je sada 4 € (Ai41, k). Po konstrukciji LARS rjeSenja, & smo birali tako da
vrijedi

X7 (v = XB* )|, < A A > Al (4.20)
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te
XE (y = XB"(A) = st i = sign(Xg, (¥ — XB (A0). (4.21)
Nejednakost (4.20) osigurava da uvjet (4.18) vrijedi na (A1, Ax). Nadalje vrijedi
X5 (y — XB () = X,y — XE Xe X5y + X{ Xe X5 (X )" Asy
= X[ (X[ )" As;
= /lSk

gdje zadnja jednakost slijedi iz Cinjenice da je s, € Im(ng). Jos treba pokazati da je

s = sign(Bg, (1)). (4.22)

Budu¢i da smo pokazali da je BE(1;) lasso rjeSenje, ako je A; vrijeme izlaska, onda su za
sve i € & vrijedi Bl.L(/lk) # 0, pa po (4.19) mora biti

si = sign(Bg, ().

Bududi da je LARS rjeSenje neprekidno, predznaci svih indeksa iz &; ostaju nepromjenjeni
dok varijable ne izadu iz skupa ekvikorelacije. Dakle u ovom slucaju vrijedi (4.22).
Pretpostavimo sada da je A; vrijeme ulaska, te da je i, usao u skup ekvikorelacije. Za
sve varijable u &; razliCite od i, istom argumentacijom kao u proSlom slu¢aju mozZemo
zakljuciti da zadovoljavaju (4.22) pa je joS preostalo dokazati da to vrijedi i za i;. Zaista,

ﬁgk(/l) =c—-Ad=c—- /lkd + (/lk - /l)d = ﬁ(/lk) + (/1]( - /l)(ngXSk)+Sk-
Kako je [B(A)];, = 0 jer je A, vrijeme ulaska od iy te je 4, — 4 > 0, vrijedi

sign([Bg, (D];,) = sign([sel;,),

Sto zavrSava dokaz. m|

4.5 Svojstva LARS rjeSenja

Sada kada smo nasli jedno lasso rjeSenje, znamo i pripadni skup ekvikorelacije za svaki
A > 0. Koristeci teorem (4.2.1) mozemo konstruirati bilo koje lasso rjeSenje krecuci se
po Ker(Xg) pazeci jedino da je zadovoljen uvjet (4.3). Primijetimo da smo LARS rjeSenje
dobili tako da smo u tom teoremu birali b = 0. Prisjetimo se da u opem slucaju Ker # {0}
nismo znali da b = 0 daje jedno rjeSenje (nije bilo jasno zadovoljava li (4.3)). LARS
rjesenje je ipak posebno.

Propozicija 4.5.1. LARS rjesenje je lasso rjeSenje sa najmanjom €* normom.
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Dokaz. 1z teorema (4.2.1) slijedi da je svako lasso rjeSenje oblika
Be=0, Bs=Xiy—(X))"as)+b=p:1)+b, b eKer(Xs).
Iz identiteta (9) u napomeni (1.2.5), slijedi da je
Be(D) € Im(X),

a kako je Im(Xg) ortogonalni komplement od Ker(Xg), slijedi

BsI3 = [IBECV|s + IbIE = |85
O

Buduci da lema (4.4.1) implicira da algoritam zavrsi u konaéno mnogo koraka, algori-
tam vraca cijelu LARS putanju na (0, co). Zbog njene neprekidnosti, ima smisla promatrati

lim,_+ BL(A).
Propozicija 4.5.2. Za proizvoljne X e R™? iy e R"
LY
Jje rjesenje problema najmanjih kvadrata
Iy — XAll5 — min (4.23)
sa najmanjom €' normom.

Dokaz. ProSirimo LARS rjeSenje u O po neprekidnosti
BH0) := lim B ).

Budu¢i da je LARS rjeSenje i lasso rjeSenje, ono zadovoljava uvjete (4.18) 1 (4.19) na
A € (0, 00). Posebno vrijedi

X" (y - XB“ ()|, <A, 2 €(0, ).
Uzimanjem limesa 4 — 07, vrijedi
X' (y - Xp“(0)) = 0.

Odnosno, 5£(0) je rjeSenje sustava normalnih jednadZbi pa je i rjeSenje od (4.23). Pretpos-
tavimo da postoji rjeSenje By € R” od (4.23) manje ¢! norme

1Boll, < [|B“O)]],-
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Po neprekidnosti LARS putanje, postoji 4 > 0 takav da je

1Bolly < [IB“),-
Tada vrijedi
Sy = XBol} + Aol < 5y ~ X8 + Al
Sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je BX(A) lasso rjeSenje u A. O

Primijetimo da proizvoljna matrica A € R™” ima nul stupac ako i samo A* ima nul
redak. Zaista, neka je i-ti stupac od A nul stupac, i neka je e; i-ti vektor iz kanonske baze.
Ideja je gledati SVD dekompoziciju

0=Ae;=USV'e, = 0=¢/VSTU" =¢/A".
Kako je (A*)* = A, vrijedi i druga implikacija.

Teorem 4.5.3. Za fiksne X € R™P i 1 > 0 i gotovo sve y € R", nosa¢ LARS rjesenja f£(1)
je skup ekvikorelacije.

Dokaz. Bududi da je 4 > 0, primijetimo da Xg ne moZe imati nul stupac jer u suprotnom
indeks tog stupca ne bi zadovoljavao definicioni uvjet skupa ekvikorelacije. Prema gornjem
razmatranju, to znaci da X} ne moZe imati nul redak. Promotrimu sada skup

N=JUUfzer" : e x@-x)as) =0}
&

s €&

pri ¢emu prva unija ide po svim & C {1,..., p} koji ne sadrzavaju indeks nul stupca od
X 1 druga koja ide po svim predznacima s € {—1, 1}. Medutim, N je onda kona¢na unija
hiperravnina, pa je po 4.3.2 Lebesgueove mjere nula. Primijetimo da je NV skup svihy € R”

koji daju LARS rjeSenje €iji se nosac razlikuje od skupa ekvikorelacije. O

4.6 Neophodne varijable

Ranije smo pokazali da za dane X,y i 4 ne mogu postojati dva lasso rjeSenja koja na nekoj
komponenti imaju razliCite predznake. Ipak, moZe se dogoditi da dva lasso rjeSenja imaju
razli¢ite nosace

supp(B) ={ie{l,...,p} : B; # O}

Za konstrukciju takvog primjera vidi tocku 4.2 u [9].
Po teoremu (4.2.1), svako je lasso rjeSenje dano sa

Be=0, Bs=pi)+b, beKer(Xg), si(Br)+b)>0, i€é&. (4.24)
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Iz teorema (4.2.1) je jasno da je nosaC svakog rjeSenja nuzno podskup od &. Takoder, iz
gornjeg razmatranja je jasno da ako je 5 € R” lasso rjeSenje sa nosacem A mora biti

bi=-p"), i¢gE\A
bi # (), i€&E\A.

Postavlja se pitanje, postoji li za svaku varijablu nosac¢ koji ju sadrzi i nosa¢ koji ju ne
sadrzi?

Lema 4.6.1. Za X € R™’y € R"i A1 > 0, neka su & pripadni ekvikorelacijski skup i
pridruZeni vektor predznaka s. Ako oznacimo S = diag(s), tada je skup svih rjesSenja dan
sa

Be=0. PeeK={xeR¥: (XjXex =pEWN), Sx20).

Dokaz. 1z napomene (1.2.5) i teorema (4.2.1) slijedi da je LARS rjeSenje u Im(XéT;). Nada-
lie, (X*X) je ortogonalni projektor na Im(X}), pa je

(X{Xe)x = BE(D) & x =5 +b, be(ImXs)" = Ker(Xe)
pa je prvi uvjet iz (4.24) zadovoljen dok je drugi uvjet ocito ekvivalentan Sx > 0. O

Skup K iz prethodne leme je poliedarski skup (skup dan sa kona¢no mnogo linearnih
jednadzbi ili nejednazbi). Takoder, buduéi da svako lasso rjeSenje ima istu ¢! normu, on
je ogranicen pa je politop. KoriStenjem linearnog programiranja, za i € & mogu se rijesiti
problemi maksimiziranja i minimiziranja

B = max x;, pod uvijetom (X7 Xg)x = B5(1), Sx >0, (4.25)
xeR

/i = min x;,  pod uvjetom (XgXg)x = BE), Sx>0. (4.26)
xeR

Svaka je komponentai € Etadau [,B?Ii“, ,B?‘ax]. Pokazali smo da interval [ﬁ?‘i“, ,B?‘ax] ne moze
sadrzavati O u interioru jer bi u suprotnom postojala lasso rjesenja sa razli¢itim predznacima
na varijabli i. Ozna¢imo zajedni¢ku ¢! normu svih lasso rjeSenja sa L > 0. Tada je

[ﬁ;nin’ﬁinax] C [0, L]
ako je s; > 0, odnosno .

[ﬁ;mn’ﬁi_nax] C [—L, O]
ako je s; < 0.

Ako je g™ > 0 ili ™™ < 0, tada ne postoji lasso rjeSenje koje ne sadrZi i u nosacu.
Takvu varijablu nazivamo neophodnom.
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4.7 Lasso rjeSenje kao funkcija vektora odziva

U tockama 4.4 1 4.5, za fiksne X € R™” iy € R” smo promatrali kako se ponasa lasso
rjeSenje 4 — B(4). U ovom poglavlju drzimo X € R™” i A > O fiksnima i promatramo
kako se ponasay — [(y). Za vise detalja vidi [9]

Neka sudani 4 > 0, X € R™” tey € R". Promotrimo skup
C= {u eR" : ||XTu||oo < /l}.
Lako se vidi da je C zatvoren i konveksan skup, stoga postoji projekcija od y na C koju
oznacavamo sa §. Neka je S(4, X,y) = 8 jedno lasso rjeSenje te neka je ¢ € [—1, 1]” takav
da je
X'(y-XB)=2dc, Bi#0 = c¢; =sign(B)).

Tvrdimo da je § = y — X3. Prema teoremu 2.2.4, to je ekvivalentno

XB) '(u+XB-y)<0, VueC. 4.27)
Zaista, vrijedi
(XB) (u+XB-y)=X"w)'B-X"(y-XB)B = X" g~ ac'B. (4.28)
Bududi da je ¢ vektor predznaka od 8 na njegovom nosacu, vrijedi
B = s'B = s’
P= S P = msh

paje
Ae’ B = max s’B.
lIsllco<a

Sada iz (4.28) slijedi da mora vrijediti (4.27).
Nadalje za y,z € R" vrijedi
1§ -2 =3 -2"F -2

=@-2+y-y+y-2'(§-12)
=2-'F-D+y-P'@-P+Gy-2'F -2
<(y-2'F-2)
< ly — zl,lly — zll,

pri ¢emu smo u prijelazu iz tre€eg u Cetvrti red koristili 2.2.4. Dakle, vrijedi

1y —zll, < lly -zl
pajey — ¥ Lipschitz neprekidna funkcija, a time i neprekidna funkcija. Kako je
Xﬂ =yY- y’
vrijedi da je i y — (XB)(y) neprekidna funkcija.



4.7. LASSO RIESENJE KAO FUNKCIJA VEKTORA ODZIVA 51

Fiksirajmo A > 01 X € R™”. Zay € R" oznacimo sa &(y) skup ekvikorelacije lasso
rjeSenja u (4, X, y) te sa s(y) pripadni skup predznaka.

Teorem 4.7.1. Za gotovo sve y € R" postoji okolina U C R" od y takva da je

Ey)=&0), s@)=s0), Wy el

Dokaz. U teoremu 4.5.3 smo pokazali da za gotovo sve y € R”" je pripadni skup ekviko-
relacije ujedno i nosa¢ LARS rjeSenja u y. Dokazat ¢emo tvrdnju za sve takve y € R”.
Oznacimo & = &(y), s(y) =si1zay’ € R" stavimo

B-e(y) =0, Bs(y) =X (y — (X})"2s).

Zelimo pokazati da je B(y’) lasso rjeSenje sa ekvikorelacijskim skupom & i vektorom pred-
znaka s. Primijetimo da vrijedi

Xe(¥ = XePe(¥) = Xg(¥ = XeX2(Y — (Xg)™28) = XEXeds = 1s, (4.29)
pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi jer As € Im(Xg). Nadalje, kako je
2 f(z) = X g(z — XeX5(z — (X5)" 25)) = X (2 — Xefe(2))

afina funkcija, posebno je neprekidna. Buduci da je & nosa¢ LARS rjeSenja u y, mora biti
Ilf (¥l < 4, pa po neprekidnosti od f, postoji okolina U; € R" oko y takva da je

I/ 3l <A, Vy € Us. (4.30)

Primijetimo da je z - Bg(z) = X/ (z — (X})* As) afina funkcija pa je i neprekidna. Dakle,
postoji okolina U, od y takva da je

sign(Be(y’)) =, Vy € U.. (4.31)

Ako stavimo U = U; N U,, vidimo da (4.29), (4.30) i (4.31) osiguravaju da je S(y’) lasso
rjeSenje na U sa skupom ekvikorelacije & i vektorom predznaka s, odnosno B(y’) = BX(y').
|

Prethodni teorem povlaci da za gotovo sve y € R” postoji okolina oko y na kojoj je funkcija
LARS rjeSenjay’ — BE(y’) afina.

MozZe se pokazati i jaCa tvrdnja za opCenito lasso rjeSenje.

Teorem 4.7.2. Postoji skup M C R" Lebesgueove mjere nula sa sljedecim svojstvom: za
y & M te nekim lasso rjeSenjem B(y) sa nosacem A(y) i skupom predznaka r(y), postoji
okolina U ody takva da za svakiy’ € U postoji lasso rjesenje B(y") sa istim nosacem A(y)
i skupom predznaka r(y).

Za dokaz vidi [9].
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4.8 Primjer - Dijabetes

U ovoj tocki demonstriramo lasso metodu na skupu podataka o dijabetesu [3]. Uzorak je
veli¢ine n = 442, a broj varijabli p = 10. Matrica dizajna i vektor odziva su centrirani

ZH:X,-‘,- =0, iyi =0
i=1 i=1

te je dodatno norma svakog stupca matrice X jednaka 1.

Matrica X je punog ranga 10 pa je za svaki 4 > 0 pripadno lasso rjeSenje jedinstveno
1 jednako LARS rjeSenju. Na slici 4.1 prikazan je graf koeficijenata LARS rjeSenja u
ovisnosti 0 log(4). Na x-osi u ¢vorovima su prikazani indeksi koji u danom ¢voru ulaze
u skup ekvikorelacije, odnosno iz njega izlaze. Iznad grafa prikazan je kardinalitet skupa
ekvikorelacije. Ukupno je 12 ¢vorova od kojih je 11 vrijeme ulaska, i jedno vrijeme izlaska.

500
|

Koeficijenti

-500
|

log{Lambda)

Slika 4.1: lasso putanja za skup podataka o dijabetesu

Na slici 4.2 prikazan je graf apsolutnih korelacija

X" (y — XB"())
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po koracima k = 1,..., 1. Debelom ljubi¢astom bojom prikazana je trenutna maksimalna
korelacija za svaki korak. Tu korelaciju dostizu sve varijable koje su u skupu ekvikorela-
cije. Iz grafa se jasno vidi kako apsolutna korelacija opada. To je jasno iz uvjeta

X" (y - XB“() = as(D)

400 600 800 1000
I I I

Apsolutna korelacija

200
I

Karak

Slika 4.2: Graf apsolutnih korelacija po koracima.
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Slika 4.3 prikazuje graf ovisnosti uzoracke korjenovane srednje kvadratne pogreske

I SN[,
RMSE = \/ﬁ”y XB (ﬁ)||2

o A. 1z grafa se jasno vidi kako RMSE monotono pada Sto viSe smanjujemo A. Prisjetimo
se, iz propozicije 4.5.2 znamo da je lim,_,o+ S(1) upravo procjenitelj najmanjih kvadrata,
pa se RMSE za taj procjenitelj na grafu nalazi na A = 0.

RMSE
60 65 70 75
| |

55
I

0 200 400 600 800

Lambda

Slika 4.3: RMSE na cijelom skupu podataka.

Sada na istom skupu podataka pokuSavamo procijeniti populacijski RMSE 1 odabrati naj-
bolji 4 > 0. Skup podataka nasumic¢no podijelimo na podatke za trening (80%) 1 podatke za
testiranje (20%). Zatim izra¢unamo gresku validacije pomocu k-fold unakrsne validacije
za k = 5. Zanajbolji A biramo onaj koji ima najmanju uzoracku gresku validacije. Na kraju
procjenimo testnu gresku validacije pomocu skupa za testiranje. Na slici 4.4 je prikazana
ovisnost uzorackih greski u ovisnosti o A. Iscrtkana linija je na na mjestu odabranog A. Na
slici 4.5 prikazana je LARS putanja na skupu za trening. Sa crvenim kruzi¢em oznacen je
A sa najmanjom greSkom na skupu za validaciju. Pripadni LARS procjenitelj za taj A ima
6 varijabli u nosacuito {2,3,4,5,7,9}.



4.8. PRIMJER - DIJABETES 55

[T
= |
| B trening greska
B greska validacije
| O testna greska
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Slika 4.4: Trening greska, greSka validacije i testna greska. Iscrtkana linija ima je na mjestu
odabranog A sa najmanjom greSkom validacije.
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Slika 4.5: LARS putanja na skupu za trening. Na x-osi uz ¢vorove stoje indeksi koji
izlaze ili ulaze u skup ekvikorelacije. Crvenim kruZi¢em je oznacen A odabran unakrsnom
validacijom.
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Lasso postiZe joS bolje rezultate od procjenitelja najmanjih kvadrata kada je skup po-

dataka manji. Zaista, uzmimo sada da je skup za trening samo veliCine 36, a ostatak uzorka
koristimo za procjenu testne greske. Ovaj puta koristimo leave-one-out unakrsnu valida-
ciju, odnosno k-fold unakrsnu validaciju za k = 36. Na slici 4.6 prikazane su pripadne
greSke. Ovaj puta procjenitelj najmanjih kvadrata ima drasti¢no vecu gresku validacije od
najboljeg lasso rjeSenja.
Na slici 4.7 prikazana je LARS putanja na skupu za trening. Sa crvenim kruZi¢em oznacen
je 4 sa najmanjom greSkom na skupu za validaciju. Pripadni LARS procjenitelj za taj A
ima 3 varijable u nosacu i to {2,9, 10}. Primijetimo da 10 nije bio u nosacu modela kojeg
je izabrao veci skup za trening sa slike 4.5.

o |
&7 [
| B trening greska
g B greska validacije
™ | @ testna gredka
o |
g
& |
w
0 |
r <7 |
S |
= 7] |
o |
T |
o | /:—///
- T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120
Lambda

Slika 4.6: Trening greska, greska validacije i testna greSka. Iscrtkana linija ima je na mjestu
odabranog A sa najmanjom greskom validacije.
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Slika 4.7: LARS putanja na skupu za trening. Na x-osi uz ¢vorove stoje indeksi koji
izlaze ili ulaze u skup ekvikorelacije. Crvenim kruZi¢em je oznacen A odabran unakrsnom
validacijom.
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Sazetak

Ovaj se rad bavi analizom i konstrukcijom lasso metode. Prvi dio rada promatra procjenitelj
najmanjih kvadrata i probleme koji se javljaju kada matrica dizajna nije punog ranga, te
uvodi koncept Moore-Penrose inverza.

U drugom dijelu rada, daje se pregled pojmova rezultata konveksne analize te dokazi
teorema o projekciji te teorema o separaciji. Na kraju poglavlja pokazuje se egzistencija
lasso rjeSenja koristeéi rezultate vezane za recesivne smjerove i nivo skupove.

Treci dio rada fokusira se na subgradijente kao analogon gradijentima za nediferenci-
jabilne i konveksne funkcije. Subgradijenti su koristan alat za traZenje minimuma takvih
funkcija. Ovdje se izvodi nuZan i dovoljan uvjet koji lasso rjeSenja moraju zadovoljavati.

Cetvrti dio istraZuje svojstva lasso rjeSenja. Dokazuje se jedinstvenost uklopljenih vri-
jednosti i jednakost £! normi svih lasso rjeSenja. Uvode se kljuéni pojmovi poput skupa ek-
vikorelacije i vektora predznaka te se dokazuje njihova jedinstvenost za sva lasso rjeSenja.
Dalje se pokazuje da, za razliku od procjenitelja najmanjih kvadrata, ne mogu postojati
dva lasso rjesSenja sa razli¢itim predznacima na zajedni¢kom nosacu. Takoder se utvrduje
da je lasso rjeSenje jedinstveno ako matrica dizajna dolazi iz neke apsolutno neprekidne
razdiobe.

Nadalje, rad opisuje LARS algoritam koji konstruira po dijelovima linearnu i nepre-
kidnu lasso putanju za fiksnu matricu dizajna i vektor odziva te pokazuje korisna svojstva
takve putanje.

Takoder, u ovom poglavlju se daje algoritam za odredivanje gornjih i donjih granica
koeficijenata po svim lasso rjeSenjima te se uvodi pojam neophodnih varijabli koje su u
nosacu svakog lasso rjenja.

Konacno, posljednja to¢ka rada promatra lasso rjeSenje kao funkciju vektora odziva te
dokazuje da je uklopljena vrijednost neprekidna u tom kontekstu. Takoder se pokazuje da
je LARS lasso rjeSenje afina funkcija u okolini gotovo svih vektora odziva.

Na kraju je dan primjer primjene 1 analize LARS algoritma na skupu podataka o dija-
betesu.






Summary

This paper focuses on the analysis and construction of the lasso method. The first part
of the paper examines the least squares estimator and the issues arising when the design
matrix does not have full rank. Also it introduces the concept of the Moore-Penrose inverse
that is used throughout the paper.

The second part of the paper provides an overview of results from convex analysis along
with proofs of the projection theorem and the hyperplane separation theorems. At the end
of this section, the existence of lasso solutions is proving by using the results related to
recession directions and level sets.

The third part of the paper concentrates on subgradients as analogs of gradients for
nondifferentiable and convex functions. Subgradients are a valuable tool for finding the
minimum of such functions. At the end of this chapter, the necessary and sufficient condi-
tion that lasso solutions must satisfy are derived.

The fourth part explores the properties of lasso solutions. It proves uniqueness of fitted
values, along with the equivalence of the ¢! norms of all lasso solutions. Key concepts
such as the equicorrelation set and the sign vector are introduced, and their uniqueness
over all Lasso solutions is established. Furthermore, it is shown that, unlike least squares
estimators, two Lasso solutions with different signs on the common support cannot exist.
It is also established that the Lasso solution is unique if the design matrix comes from an
absolutely continuous distribution.

Moreover, the paper describes the LARS algorithm, which constructs a piecewise linear
and continuous Lasso path for a fixed design matrix and response vector and demonstrates
useful properties of such solution.

Furthermore, an algorithm for determining upper and lower bounds of coeflicients
across all Lasso solutions is provided. It also defines the concept of indispensable vari-
ables.

Finally, the last part of the paper observes the Lasso solution as a function of the res-
ponse vector and proves the continuity of the fitted value in this context. It is also shown
that the LARS Lasso solution is an affine function in the neighbourhood of almost every
response vector.

At the end, there is an example of applying LARS algorithm on diabetes dataset.
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