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Uvod

Stohasticki racun jedna je od najvaznijih grana matematike koja ima Siroku primjenu u raz-
nim podruc¢jima znanosti. Slucajni procesi imaju klju¢nu ulogu u modeliranju raznoraznih
pojava u financijama, fizici i biologiji, a Itov racun istice se kao jedan od najkorisnijih alata
unutar ovog podrucja matematike.

Procesi sa skokovima su slucajni procesi Cije trajektorije imaju prekide u slucajnim tre-
nucima. Za razliku od tradicionalnih slucajnih procesa poput Brownovog gibanja, procesi
sa skokovima daju precizniji uvid u dogadaje iz stvarnog svijeta, bilo to nepredvidljivo
ponasanje financijskih imovina, gibanje Cestica u kvantnoj mehanici ili modeliranje bi-
oloskih procesa.

[tdv racun razvio je japanski matematicar Kiyoshi It6 tijekom 1940-ih, ¢ime je uveo teoriju
stohastiCke integracije i stohastickih diferencijalnih jednadZbi. ProSirivanjem na procese sa
skokovima, Itdv racun pruza moc¢an matematicki okvir za modeliranje sloZzenih procesa u
stvarnom svijetu.

U diplomskom radu uvest ¢e se teorija Itdvog racuna pomocu jednostavnih procesa sa
skokovima. Za pocetak definirat éemo i navesti primjere nekih osnovnih procesa sa skoko-
vima poput Poissonovog procesa i sloZzenog Poissonovog procesa. Zatim ¢emo definirati
stohasticki integral pomocu procesa sa skokovima, a onda uvesti i Itdvu formulu sa sko-
kovima. Naposljetku ¢emo prouditi stohasticke diferencijalne jednadzbe i Girsanovljev
teorem za procese sa skokovima.



Poglavlje 1

Poissonov proces

Proces sa skokovima je slu¢ajni proces Cije trajektorije imaju prekide koje zovemo skokovi,
a koji se mogu dogoditi u slu¢ajnim vremenima. U ovom poglavlju uvest ¢emo Poissonov
proces, koji predstavlja primjer procesa sa skokovima s nezavisnim inkrementima.

1.1 Definicija Poissonovog procesa

Definicija 1.1.1. Brojeci proces je stohasticki proces N = (N, : t > 0) s vrijednostima koje
su nenegativne, cjelobrojne i neopadajuce, tj.

L4 NZ‘ZO)
e N, eZ,
e ako vrijedi s < t, onda Ny < N, .

Napomena 1.1.2. Neka je (T, : n € N) slucajni proces te neka je N, pripadajuci brojeci
proces, tj. N, broji koliko se dogadaja T, dogodilo u intervalu [0,t]. Vrijednost N; u
vremenu t dana je s:

No= ) g, 120, (1.1)
k>1
gdje
T, oo (f) = {1, t>Ty
’ 0, 0<r<Ty

za k > 1, a vremena skokova (T} : k > 1) zadovoljavaju

0<Ty<Ti, zasvekeN.



POGLAVLIJE 1. POISSONOV PROCES 3

Definicija 1.1.3. Neka je (T, : n € N) slucajni proces te neka je N, pripadajuci brojeci
proces. Tada je (N, : t > 0) Poissonov proces ako vrijede sljedece tri tvrdnje:

(1) 0< Ty <Ty<...T, <...ivrijediB(lim T, = o) = 1.

(2) (N; : t = 0) je proces s nezavisnim inkrementima, odnosno za bilo koji k > 2 i
0< 1t <t <...<t, slucajne varijable N,, — N,,,N,, = N;,,...,N,, — N,,_, su
nezavisne.

(3) (N; : t > 0) je proces sa stacionarnim inkrementima, tj. za bilo kojih > 0i0 < s <,
slucajne varijable N,,;, — Ny, i N, — N su jednako distribuirane.

Napomena 1.1.4. Proces (N, : t € R,) iz gornje definicije zovemo Poissonov proces jer
varijable N, imaju Poissonovu distribuciju, sto ¢emo pokazati u sljedecem potpoglavlju,
tocnije u Teoremu 1.2.1.

1.2 Svojstva Poissonovog procesa

U ovom potpoglavlju istrazit éemo neka osnovna svojstva Poissonovog procesa koja Ce
nam Koristiti u daljnjoj teoriji.

Sljedeci teorem daje nam odgovor na pitanje o distribuciji inkremenata N,— N, Sto moZzemo
koristiti 1 kao karakterizaciju Poissonovog procesa.

Teorem 1.2.1. Pretpostavimo da je N = (N, : t € R,) Poissonov proces. Tada za sve
0 < s <t inkrement N, — N, ima Poissonovu distribuciju s parametrom (t — s)A, tj. vrijedi

—(t—-5)A ((lL - S)/l)k

P(N,—N;=k)=¢e T

k>0, (1.2)
gdje je A > 0 konstanta definirana kao
A =1l 1IED(N—l) (1.3)
T = ’
Dokaz. Neka je g,_, funkcija izvodnica vjerojatnosti od N, — N, dana kao

gi-s(u) = E[u ] = Z P(N, - N, = kb, 0<u<l. (1.4)
k=0

Koriste¢i dekompoziciju N, = (N, — N,) + (N; — Ny) te nezavisnost i stacionarnost inkreme-
nata slijedi
g(u) = gs(w)gi—s(u), 0<s<t, 0<ucx<l, (1.5)
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iz ¢ega dobivamo da za svaki par (p, g) cijelih brojeva vrijedi

8oaW) = 8174 = (1)) = gy’ (1.6)

Pokazimo da je t — g,(u) padajuca funkcija. Neka je r € R \ Q. Uzmimo niz racionalnih
brojeva (q,)nen takav da g, | t. Dokazimo da vrijedi N, \, N; g.s. kad n — oco. Naime,
iz (1.1) i Cinjenice da je (Tj)ren Strogo rastuci niz g.s. zakljuCujemo da su trajektorije
Poissonovog procesa ¢ — N, step-funkcije, a samim time i neprekidne zdesna g.s. Tada je
i proces t — N, neprekidan zdesna g.s., pa odatle slijedi N, \, N; g.s. kad n — oco. Odatle
zaklju¢ujemo da vrijedi e u™ g.s. kad n — oo. Kona&no, po Teoremu 0 monotonoj
konvergenciji, vrijedi

8o, () = g,(u)

Sada zakljuCujemo da jednadzba (1.6) vrijedi i za iracionalne brojeve:

g(w) = giw), t>0. (1.7)

U sljedecem koraku pokazujemo da g,(u) ne iSCezava. Ukoliko je g, (1) = 0, onda iz (1.7)
slijedi da je g1(#) = 01 g,(u) = 0 za sve t > 0, Sto je kontradiktorno s ¢injenicom

@) = PN, = 0) = (T}, > 1) =5 1,

jer P(Ty > t) — P(T; > 0) kad + — 0, Sto pak slijedi iz neprekidnosti vjerojatnosti s
obzirom na rastuci niz dogadaja.
S obzirom da g,(«) ne i$¢ezava, moZemo pisati

g(u) = e, (1.8)
1z ove jednadzbe slijedi
1
Au) =In —,
g1(u)

a s obzirom da je 0 < g,(u) < 1, vrijedi da je A(u) > 0.
Preostaje nam odrediti A(u#). Prvo ¢emo dokazati da vrijedi

P(N, >2) = o(h)! kad h — 0. (1.9)
Primijetimo da za & > 0 vrijedi

| (Ve = 0, Nup = N 2 2} € {T2 < Ty + ). (1.10)

n>1

S _ 0

1 f(n) = o(g(n)) ako vrijedi lim,_,q o =
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Dogadaje A, = {Nu—1yn = 0, Nuyy — Nu—1yn, > 2} moZemo zapisati kao
Ay = {Np-iyn = 0, Ny 2 2},

Odatle zakljucujemo da vrijedi A, N A,.x = 0, Vn € N, Vk > 1, odnosno dogadaji
A, su medusobno disjunktni. S obzirom da su dogadaji B, = {Ny-1,=0}i C, =
{Nun — Nu—1yn = 2} nezavisni ($to slijedi iz Cinjenice da su sluc¢ajne varijable N,_y, i Nyy —
N1y, nezavisne, a Sto je pak posljedica nezavisnosti inkremenata Poissonovog procesa),
vrijedi
P(A,) = P(B,-1 N C,) = P(B,-1)P(Cy).

Primijetimo jo$ da iz stacionarnosti inkremenata Poissonovog procesa slijedi i P(C,) =
P(N, > 2). Sada uzimanjem vjerojatnosti s obje strane u jednadzbi (1.10), koriStenjem
monotonosti 1 o-aditivnosti vjerojatnosti te izraza (1.4) 1 (1.8), dobijemo

Zexp{—(n - DhA0)} P(N, 2 2) <P(T, < T, + h). (1.11)

n>1

Sada znamo da vrijedi A4(0) # 0. U suprotnome (1.8) implicira da vrijedi g,(0) = 1 za svaki
t pa posljedi¢no imamo 1 = P(N, = 0) = P(T| > ¢) za svaki ¢t > 0. Tada bismo imali da je
T, = oo g.s. §to je kontradikcijas 0 < Ty < Tp < ... < T, < ...1P(lim, 0 T, = o) = 1.
Nadalje, mozemo napisati jednadzbu (1.11) u sljede¢em obliku:

P(N, > 2)

m <P(T, <Ty+h).

Kada & pada u 0, vrijedi da P(T, < T; + h) padau P(T, < T}) =0, a 1 — O ~ p2(0) pa
slijedi tvrdnja (1.9).
S druge strane, vrijedi

_1: 1 —hA(u)
Au) = 1}%1%(1 —e )

paiz (1.4) i (1.8) slijedi
ol A
Aw) = lim ; ZB(N, = R)(1— i),

Koristeci ¢injenicu (1.9) dobivamo

BNy 22) _

. 1 .
OSI}}IEZZP(Nh_k)(l—u)SIﬁg p

k>2

Iz ovoga pak slijedi

1
Aw) = lim BN, = (1 =) = A1 = )
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gdjeje A= limhw P(Nh = 1)/h
Konacno dobijemo da vrijedi

gy =e ™ 0<uc<l,

pa slijedi da je g, funkcija izvodnica vjerojatnosti Poissonove distribucije P(A¢). Time je
dokaz priveden kraju. O

Napomena 1.2.2. Vrijedi i obrat gornjeg teorema, tj. ukoliko proces (N, : t € R,) ima
nezavisne inkremente te ukoliko za sve t > 0 vrijedi da N, ima Poissonovu distribuciju s
parametrom tA, onda je (N, : t € R,) Poissonov proces. Zaista, uz dane pretpostavke,
svojstvo (1) iz Definicije 1.1.3. slijedi iz Cinjenice da je niz viemena meduskokova (ty : k €
N), 7 = Ty — Ty_1, nezavisan i jednako distribuiran te vrijedi t;, ~ Exp(A), a svojstvo (2)
iz Definicije 1.1.3. slijedi direktno iz gornjih pretpostavki. Naime, za t > s iz pretpostavke
o nezavisnosti inkremenata slijedi da je

E[u"'] = E[e™ " ]E[u""].
Po pretpostavci takoder znamo da vrijedi N, ~ P(At) i Ny ~ P(As) pa iz gornje jednakosti

slijedi
e—/lt(l—u) — E[MN,—N_C]e—/lS(l—u)’

n
E[MN,—Nx] — e—/l(t—s)(l—u) )

Iz zadnje jednakosti vidimo da vrijedi N; — Nj 4 N;_y, ¢ime je i svojstvo (3) pokazano.

Parametar 4 > 0 iz gornjeg teorema zovemo infenzitet Poissonovog procesa. U sljedecoj
napomeni dajemo alternativnu definiciju Poissonovog procesa.

Napomena 1.2.3. Uz gornja svojstva, Poissonov proces moZemo analogno definirati kao
slucajni proces definiran s (1.1), uz pretpostavku da su inkrementi nezavisni i imaju danu
Poissonovu distribuciju, tj. za0 <ty < t; < ... <t,, vrijedi da je

(N, = Nyys oo .. Ny — Ny )
vektor nezavisnih Poissonovih varijabli s parametrima
((t1 = t0)A, . .., (ty = 1) A).
Posebno, varijabla N, ima Poissonovu distribuciju s parametrom tA, tj.

k
P(N, = k) = %e"”, t>0.
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Slijedi da su ocekivanje E[N,] i varijanca Var(N,) procesa N, jednaki
E[N,] = Var(N,) = At. (1.12)

Indeks disperzije Poissonovog procesa je

Var[N,]
E[M]

=1, t>0. (1.13)

Na kraju ovog potpoglavlja diskutiramo asimptotsko ponaSanje Poissonovog procesa.
Znamo da za x blizu 0 vrijedi ¢* ~ 1 + x. Odatle i iz (1.2) slijedi:

P(N,=0)=e=1-2Ah+0(h), h—0,
P(N;, = 1) = Ahe™ ~ Ah, h — 0.

Iz stacionarnosti takoder slijedi

P(Nyp—N,=0)=e=1-ah+0o(h), h— 0,
P(N;ip, — N, = 1) = Ahe™"" ~ Ah, h — 0, (1.14)
P(Niow = Ny = 2) = % = o(h), h—0

zasve t > 0. Dakle, u kratkom” intervalu [z, # + /] duljine A, inkrement N,,;, — N, ponaSa se
kao Bernoullijeva slucajna varijabla s parametrom A#h, §to je korisno kod simulacije puteva
Poissonovog procesa.
Opcenito, za k > 1 vrijedi
/11{

P(Nysp — N, = k) = h"g, h—0, t>0.
Poissonov proces koji smo do sada razmatrali je homogeni Poissonov proces, odnosno u
alternativnoj definiciji u Napomeni 1.2.3. uzeli smo da je intenzitet A konstantan.
Ovu klasu procesa mozemo prosiriti tako da u toj definiciji promatramo intenzitet kao
funkciju vremena A : [0, c0) — (0, 0). Tada moZemo zadati distribuciju inkremenata kao

t (/' Ay du)
P(N; — Ny = k) = exp (—f Au) du)s—

7 , k=0,1,2,....
Ukoliko pretpostavimo da je A(¢) i neprekidna funkcija vremena ¢ te & — 0, vrijedi
P(Nyn — Ny = k)
exp (- [ Awdu) = 1 = Ak + o), k=0

= Jexp (= [ Awdu) [ Awdu = A0k + o), k=1,
o(h), k>2.
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1.3 Vremena skokova Poissonovog procesa

U ovom potpoglavlju promotrit ¢emo distribuciju vremena skoka 7,.
Prvo promotrimo distribuciju vremena prvog skoka 7';. Primijetimo da vrijedi:

{Ty > 1} ={N, = 0},
1z Cega slijedi
P(T,>t)=P(N,=0)=¢", >0,
tj. T, ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A > 0.
Opcenitije, vrijedi ekvivalencija:
{Tw>t)={N:<n-1},

za sve n > 1. Stoga slu€ajno vrijeme skoka 7, ima gama distribuciju s cjelobrojnim para-
metrom n > 1, Sto ¢e nam biti korisno u dokazu sljedece propozicije.

Propozicija 1.3.1. Za sve n > 1 vjerojatnosna distribucija sluc¢ajnog vremena skoka T,

ima gama vjerojatnosnu funkciju gustoce

tn—l
(n—1)!

na R, tj. za sve t > 0 vjerojatnost P(T,, > t) dana je s

° S
(T, >t =" ~As d
(T2 fte -1

> /lne_/lt

n—1

Dokaz. Vrijedi
(T, >)=P(N,=0)=¢", >0,

iz ¢ega indukcijom, uz pretpostavku
© L @As)?
P(T,., >1) =2 A2 (s, >2,
(T > 1) fte(n_z)!sn
slijedi
PTw>t)=P(Tw>t2T1) + P(Th-1 > 1)
=PN,=n—-1)+P(T,_; >1)

=M —(/U)n_l +1 f ) e"“—(/ls)n_2 ds
(n—-1)! ; (n-2)!

— - —As (/Ls‘)n_l >
—/lft e —(n—l)!ds’ t>0,

gdje smo u zadnjem koraku koristili parcijalnu integraciju. |
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Posebno, zasven € Z1t € R, vrijedi

Ar)"
PN, = m) = pult) = e
n!
tj. pno1 Ry — Ry,n > 1, je vjerojatnosna funkcija gustoce slu¢ajnog vremena skoka

T,. Uz Propoziciju 20.2, moZe se pokazati i sljedeca propozicija koja se oslanja na jako
Markovljevo svojstvo.

Propozicija 1.3.2. Slucajna vremena meduskokova
Ty 1= Thar — T

provedena u stanju k > 0, uz Ty = 0, tvore niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih
varijabli koje imaju eksponencijalnu distribuciju s parametrom A > 0, tj.

P(1g > to, ..., Ty > t,) = e 04l g 1> 0.

Ocekivanje slucajne varijable 7; s parametrom A > 0 dano je s

« 1
El[r] = /lf xe Ydx = —.
0 A

Iz aditivnosti matematickog ocekivanja dobijemo da n-to slucajno vrijeme skoka ima ocekivanje

n
E[T.] = TNz L.
MoZemo zakljuditi da Sto je A veéi, odnosno §to je veca vjerojatnost skoka unutar malog

intervala, tada je manje prosjecno vrijeme koje proces provede u svakom stanju k£ > 0.

1.4 Kompenzirani Poissonov martingal

U ovom potpoglavlju promatramo kompenzirani Poissonov proces (N, — At : t > 0). Kom-
penzirani Poissonov proces je koristan u primjenama jer aproksimira Brownovo gibanje u
slu¢aju kada A raste.

1z (1.12) zaklju€ujemo da vrijedi

E[N,—At] =0

odnosno kompenzirani Poissonov proces (N, — At : t > 0) ima centrirane inkremente. Kom-
penzirani Poissonov proces ima i nezavisne inkremente pa odatle slijedi sljedeca propozi-
cija.
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Propozicija 1.4.1. Kompenzirani Poissonov proces (N, — At : t > 0) je martingal s obzirom
na filtraciju (F,)er., koja je generirana Poissonovim procesom (N, : t > 0), odnosno

F,=0(N,:s€[0,1]), t>0.

Napomena 1.4.2. Jos neki primjeri prosirenja Poissonovog procesa ukljucuju Poissonov
proces s intenzitetom koji je funkcija vremena te Poissonov proces sa slucajnim intenzite-
tom koji je funkcija vremena (tzv. Coxov proces).

Takoder valja napomenuti da Poissonov proces spada medu procese obnavljanja. To su
brojeci procesi oblika

N, = Z Lz, 00, 120

n>1

za koje je T = Tyy1 — T niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli.



Poglavlje 2

SloZeni Poissonov proces

U ovom poglavlju uvodimo slozeni Poissonov proces. Standardni Poissonov proces je
limitiran u stvarnim primjenama jer su njegovi skokovi konstantne veliine. Zato nam je u
interesu promatrati procese sa slu¢ajnim veli¢inama skokova.

2.1 Definicija slozenog Poissonovog procesa

Neka je (Z)i>1 niz nezavisnih, jednako distribuiranih, kvadratno integrabilnih slucajnih
varijabli, distribuiranih kao slucajna varijabla Z, s vjerojatnosnom distribucijom v(dy) u R,
nezavisnih od Poissonovog procesa (V, : ¢t € R, ). Tada vrijedi

b
P(Z; € [a,b]) = v([a,b]) = f v(dy), —oco<a<b<oo, k>I.

U slucaju kada postoji funkcija gustoce ¢(y) s obzirom na vjerojatnosnu distribuciju v(dy),
mozemo pisati v(dy) = ¢(y)dy. Tada vrijedi

b b
P(Z; € [a,b]) = v([a, b)) = f v(dy) = f o(y)dy, —-oco<a<b<oo, k=>I.

Definicija 2.1.1. Proces (Y, : t € R,) definiran kao slucajna suma
Ny
Yo=Zi+ Tt 42y = Y % 120 2.1)
=1

zovemo sloZeni Poissonov proces.

Napomena 2.1.2. Prema konvenciji vrijedi Y,;_, Z; = 0 kada je n = 0, pa vrijedi Y, = 0.

11
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U sljedecoj napomeni napravit ¢emo analogon jednadzbe (1.1) za sloZeni Poissonov pro-
ces.

Napomena 2.1.3. SloZeni Poissonov proces dopusta sljedecu reprezentaciju, analognu

(1.1) :
Y= Zillige(d, 120
k=0

2.2 Svojstva slozenog Poissonovog procesa

U ovom potpoglavlju razmotrit ¢emo neka osnovna svojstva slozenog Poissonovog pro-
cesa. IzraCunat ¢emo ocekivanje, varijancu i indeks disperzije sloZzenog Poissonovog pro-
cesa. Primijetit éemo da su neki rezultati analogni onima za jednostavni Poissonov proces
iz prvog poglavlja.

Neka je Y;- limes slijeva slozenog Poissonovog procesa u trenutku ¢

Y-:=limY,, ¢>0.
s/t

Tada je veli¢ina skoka AY; =Y, — Y-, t > 0, sluajnog procesa (Y; : t € R,) dana s
AY, =ZyAN,, t>0,
gdje je
ANt = Nt_Nt* 6{0,1}, tZO,

veli¢ina skoka standardnog Poissonovog procesa (N, : t > 0), a N;- je limes slijeva

N- =lmN,, >0.
s/t

Uz {Nr = n}, skokovi procesa (¥; : t+ € R,) na [0,T] su nezavisne sluajne varijable
s distribucijom v(dx). Koristeci tu Cinjenicu, sljedeca propozicija dopusSta nam izracun
funkcije izvodnice momenata inkrementa Y7 — Y,.

Propozicija 2.2.1. Za svet € [0,T] i a € R vrijedi

E "7 | = exp (T - DAE[*?] - 1)). 2.2)



POGLAVLIJE 2. SLOZENI POISSONOV PROCES 13

Dokaz. Kako N, ima Poissonovu distribuciju s parametrom ¢ > 0 i kako su (Z; : k > 1)
nezavisne, za sve « € R vrijedi

E[e“(YT’Y’)] =E|exp|a i Zk}

I Nr=N;
=Elexp|a Z Zk+N[)
: Nr=N;
=Elexp|a Z Zk]
» Nr=N;
:ZE exp[a Z Zk]

n=0 k=1

A C
= T4 Z E(T -)"E [exp [a ; Zkﬂ

n>0
Py .
— e—(T—t)/l Z _‘(T _ t)n n E[eazk]
n.
n>0 k=1

U
— e—(T—t)/l Z m(T _ t)n(E[eaZ])n

n>0

= exp ((T - HA(E[e"] - 1)).

Napomena 2.2.2. Takoder vrijedi

E[e®r1] = exp ((T -HA foo(eay - l)v(dy))

(o9 —00

= exp {(T - t)/l(foo e“v(dy) - 1)}

Jjer vjerojatnosna distribucija v(dy) od Z zadovoljava

= exp ((T -NHAa foo e?v(dy) — (T —nAa fw v(dy))

E[e"] = f ) ev(dy)

foo v(dy) = 1.
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Iz funkcije izvodnice momenata (2.2) moZe se izracunati ocekivanje od Y; za svaki ¢ kao
produkt ocekivanja broja skokova do trenutka ¢ Sto je jednako E[N,] = At te oCekivanja
veli¢ine skoka E[Z] tj.

a (o)
E[Y] = aE[eQY’]mzo = At f w(dy) = AE[Z] = E[N,]E[Z]. (2.3)

Napomena 2.2.3. Gornje jednakosti zahtijevaju promjenu poretka operanada diferencija-
cije i ocekivanja, Sto je moguce jedino ukoliko funkcija izvedenica momenata (2.2) poprima
konacne vrijednosti za sve a u proizvoljnoj okolini (—¢, €) oko 0.

Relacija (2.3) tvrdi da je srednja vrijednost Y; jednaka srednjoj vrijednosti veli¢ine skoka
E[Z] pomnoZenoj sa srednjom vrijednoScu broja skokova E[N,]. To takoder slijedi direktno
koriste¢i sumaciju redova:

n>1 k=1
'
T
e Z y E sz
nx1 k=1
. (!
= Ate "E[Z
V[ ]; T
= AfE[Z]
= E[N,]E[Z].
U nastavku raCunamo varijancu.
82
E[Y]] = @E[eo’y’]m:o
= 32 exp(A#(B[¢"7] - 1))‘020
= — (AE[Ze""] exp(A(Ele”] - 1))
60( =0

= AB[Z%] + (AfE[Z))?

0o 00 2
= At f V2 v(dy) + (1)? ( f yv(dy)) ,
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iz Cega slijedi
Var[Y,] = At f y*v(dy) = AfE[Z?] = E[N,]E[Z%]. (2.4)

Napomena 2.2.4. Posljedicno, indeks disperzije sloZenog Poissonovog procesa

Var[Y,]  E[Z’]

ay) - mz 2
Jjednak je indeksu disperzije velicine skoka Z.
Propozicija 2.2.5. SloZeni Poissonov proces
Ny
Y, = Z Zi, 120,
=1

ima nezavisne inkremente, tj. za svaki konacni niz vremena ty < t; < ... < t,, inkrementi
Yf] - YIO’ Ytz - Yf]" “ .y Ytn - Ytn—l

su medusobno nezavisne varijable. Dodatno, inkrement Y, — Y je stacionaran za 0 < s < t,
tj. distribucija od Y., — Yy ne ovisi o h > 0.

Dokaz da je slucajna varijabla Y; beskonacno djeljiva moZe se pronaci u [7, Propozicija
14.4], iz Cega slijedi' da proces (Y, : t € R,) ima nezavisne i stacionarne inkremente.

Kako slozeni Poissonov proces takoder ima nezavisne i centrirane inkremente, u nastavku
navodimo analogon Propozicije 1.4.1.

Propozicija 2.2.6. Kompenzirani sloZeni Poissonov proces
M,:=Y, - UE[Z], t=0,

Jje martingal.

IKarakteristi¢na funkcija procesa (Y; : t € R,) zadovoljava Lévy-Hinginovu reprezentaciju, tj. taj proces
pripada klasi tzv. Lévyjevih procesa, koji imaju nezavisne i stacionarne inkremente.



Poglavlje 3

Stohasticki integral i Itova formula

Kao centralni dio Itdvog raCuna, uvest ¢emo pojam stohastickog (Itovog) integrala. Glavna
motivacija za uvodenje [tovog integrala je bila integriranje s obzirom na Brownovo gibanje.
Pokazalo se da to nije moguce koriste¢i Riemann-Stieltjesov integral jer Brownovo giba-
nje ima neogranicenu varijaciju. Zbog tog razloga, Itd je konstruirao teoriju stohasticke
integracije koja ¢e imati daljnje primjene u proucavanju stohasti¢kih procesa.

U ovom poglavlju éemo dodatno razmotriti neka svojstva stohasticke integracije, poput
martingalnog svojstva i Itove izometrije, ali ne s obzirom na Brownovo gibanje, vec s
obzirom na sloZeni Poissonov proces.

3.1 Definicija i svojstva stohastickog integrala
Definicija 3.1.1. Pomocu relacije
AY, = ZyAN,,

definiramo stohasticki integral stohastickog procesa (¢, : t € [0,T]) po (Y, : t € [0,T]) s

T T Nr
f .Y, = f $ZndN, = > ¢r 4. 3.1)
0 0 k=1

Napomena 3.1.2. Primijetimo da je integral (3.1) analogno definiran s

N
2 br.Zc= ) GAY..
k=1

t<T

Naime, suma s desne strane gornje jednakosti je uistinu konacna jer proces Y ima konacno
mnogo skokova na bilo kojem omedenom intervalu.

16
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Napomena 3.1.3. Primijetimo da u izrazu (3.1) iz definicije imamo fOT ¢.dY,, koji ima
financijsku interpretaciju kao vrijednost portfelja u viemenu T koji se sastoji od ¢, kolicine
rizicne imovine u vremenu t, cijena mu je odredena slucajnim povratima Z;, a generira
profit odnosno gubitak ¢, Zy u slucajnom vremenu Ty.

Napomena 3.1.4. Posebno, sloZeni Poissonov proces (Y; : t € R,) dopusta reprezentaciju
pomocu stohastickog integrala:

N, T
Yi=Yo+ ) Zi=Yy +f Zy.dN,.
k=1 0

Napomena 3.1.5. Kao i kod Itévog intervala obzirom na Brownovog gibanje, moZe se po-
kazati da je Itov integral obzirom na sloZeni Poissonov proces (iz Definicije 3.1.1) takoder
martingal. Kljucni korak u dokazu je aproksimacija integranda (¢, : t < 0) nizom jednos-
tavnih integranada pri cemu se dokaz martingalnog svojstva dokazuje kao u [9, Teorem
2.4]. Ovu tvrdnju navodimo bez dokaza, za detalje pogledati [4, Teorem 5.3], a za dokaz
opcenitijeg rezultata pogledati [6, Teorem 11.5.20, Teorem 1.6.51].

Naredni rezultat zove se joS i lema zagladivan ja.

Propozicija 3.1.6. Neka je (¢, : t € R,) stohasticki proces koji je adaptiran s obzirom na
filtraciju generiranu s (Y; : t € R,), dopusta limes slijeva i vrijedi

T
]E[f |¢,|dt] <oo, T>0.
0

Tada ocekivanje sloZenog Poissonovog stohastickog integrala moZemo izraziti kao

T T T
E[ f gb,-dYt] = E[ f qﬁt-ZN,dN,] = AE[Z]E[ f ¢I_dr], (3.2)
0 0 0

gdje ¢~ predstavlja limes slijeva
¢ = lsi;lthﬁs, t>0.

Dokaz. Po Propoziciji 2.2.6 sloZeni Poissonov proces (Y, — AfE[Z] : t € R,) je martingal,
a onda je posljedic¢no i stohasticki integralni proces

t - f ¢ d(Y, — AE[Z]ds) = f ¢ (Zy,dN; — AE[Z]ds)
0 0
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takoder martingal prema Napomeni 3.1.5 uz Cinjenicu da adaptiranost od (¢, : t € R;) s
obzirom na filtraciju generiranu s (Y; : ¢ € R,) povlaci i adaptiranost od (¢ : t € R,) s
obzirom na filtraciju

Fr- =0, :5€][0,0)).

Koristeci Cinjenicu da je oCekivanje martingala konstantno tokom vremena, dobivamo

T
0= E[f ¢ (dY; — /lE[Z]dt)]
0

T T
= E[ f qbtdY,] —/IE[Z]]E[ f ¢,dtl.
0 0

Primjer 3.1.7. Uzmemo li ¢, = Y, := N,, dobivamo

T Nt 1
fo N,-dN, = ;(k = 1) = ZNr(Ny = 1),

Slijedi
T 1
E[ f N,-dNt] = S(EINZ] - E[N;))
0
Ty
2
T
= /lf Adt
0
T
= /lf E[N,]dz,
0
kaoiu (3.2).

Napomena 3.1.8. Primijetimo da identitet (3.2) vrijedi samo za limes slijeva ¢,-, ali ne i
za ¢,. Zaista, ukoliko stavimo ¢, = Y, := N,, imamo

T Nt
1
f N,dN, = § k= ENT(NT +1),
0 k=1
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iz ¢ega slijedi

T
E[ f NTdNt] = %(E[N%] + E[Nr])
0

= %((/IT)Z +2T)

Ty
2

T
v [ vl
0

U sljedecoj propoziciji emo pokazati kako sloZzeni Poissonov kompenzirani stohasticki
integral zadovoljava Itévu izometriju uz sli¢ne pretpostavke kao i gore.

+ AT

Propozicija 3.1.9. Neka je (¢, : t € R,) slucajni proces adaptiran s obzirom na filtraciju
generiranu s (Y, : T € R,), dopusta limes slijeva i vrijedi

T
E[ f i ds
0

Ocekivanje kvadriranog sloZenog Poissonovog kompenziranog stohastickog integrala moZe
se izracunati kao

<oo, T>0.

E[( fo ' ¢ (dY, — /UE[Z]dt))Z = /IE[ZZ]E[ fo ' ¢,2dt]. (3.3)
Dokaz. 1z Fubinijevog teorema slijedi

( fo ' ¢ (Y, — /IE[Z]dt))z

=2 fo ' b fo i ¢ (dY, — AE[Z]ds)(dY, — AE[Z]dr) (3.4)

T
+ f ¢;Zy, AN,
0

U gornjoj jednakosti ne integriramo po dijagonali s = ¢ jer unutarnji integral ima gornju
granicu ¢~ umjesto 7. Nadalje, uzimajuci oCekivanje s obje strane u (3.4), imamo

T 2 T
( f ¢z(de—/UE[Z]dt)) :E[ f ¢,2_z;v,cw,]
0 0

T
= AE[ZZ]E[ f qu_dt],
0

E
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gdje smo u prvoj jednakosti koristili ¢injenicu da je Itdv integral s obzirom na martingal i
sam martingal:

T -
E[ f ¢ f ¢,-(dY; — AE[Z]ds)(dY, — AE[Z]dn) | =
0 0

a u drugoj martingalno svojstvo kompenziranog sloZenog Poissonovog procesa

PRI (222) AME[Z%], t2>0,

kao i u dokazu Propozicije 3.1.7. O

Kako bismo iskoristili [tdv integral s obzirom na Brownovo gibanje u primjeru, prisjetimo
se definicije Brownovog gibanja.

Definicija 3.1.10. Neka je (Q, 7, P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces (B, : t > 0) je
Brownovo gibanje ako vrijedi:

1. Putevi t — B,(w) su neprekidne funkcije s R, u R za g.s. w € Q
2. BO =0
3. ZasvemeNiQ=1ty<t; <...<t,suprirasti

B B[O,B _Btl,...,B[ _B

m Im-1
nezavisni.
4. Vrijedi da su inkrementi normalno distribuirani, tj. B,., — B, ~ N(0, h), za sve h > Q.

Ako je (u; : t € R,) jednostavni slucajni proces, onda moZzemo definirati i [tOv integral
procesa (4, : t € R,) s obzirom na Brownovo gibanje. Podsjetimo se, adaptirani slucajni
proces (H, : t € [0,T]) je jednostavan ako postoji particija Il = {0 =1ty <t; <...t, =T}
intervala [0,7] i omedene sluCajne varijable ¢;, j = 0,1,...n — 1 takve da je ¢; ¥, -
izmjeriva, gdje je F = (7, : t > 0) Brownovska filtracija.

Definicija 3.1.11. It6v integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B
je slucajni proces I = (I, : t € [0, T]) dan s

¢ n—1

I, = f HdB; := Zd)j(Btj”M = Bin).
0 -
Jj=0
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2

Potom se gornja definicija Itovog integrala proSiruje na sve adaptirane procese H € L ,

gdje je L2, familija procesa (H, : t € R,) za koje vrijedi

T
]E(f H,zdl) < 00
0

Glavna ideja je aproksimirati proces H nizom jednostavnih procesa za koje znamo izracunati
Itov integral s obzirom na Brownovo gibanje iz gornje definicije. Itdv integral onda moZemo
definirati kao limes integrala tih jednostavnih integranada. Za viSe detalja pogledati [9, Po-
glavlje 2.].

Primjer 3.1.12. Neka je (B, : t € R,) standardno Brownovo gibanje neovisno od (Y, : t €
R,) te neka je (X, : t € R,) proces definiran kao

! !
X, = f udB; + f vds+Y, >0,
0 0

gdje je (u, : t € R,) slucajni proces adaptiran s obzirom na filtraciju (¥, : t € R,)
generiranu s (B, : t e R,) i (Y, : t € R,) te za koji vrijedi

T
E[f |¢t|2|ut|2dt] <00
0
T
E[f |¢p,vi|de
0

Definiramo stohasticki integral od (¢, : t € R,) po (X, : t € R}) kao

T T T T
f $dX; . = f éudB; + f ovdt + f ¢.dY;
0 0 0 0

T T Nr
= f o,u,dB, + f ov,dt + Z o2y, T >0.
0 0 k=1

<00, T >0.

Tada za martingal

!
X, = f udBs + Y, — ME[Z], >0,
0
vrijedi izometrija:

T 2 T T
( f ¢,dxt) =E[ f |¢,|2|ut|2dr]+AE[|Z|Z]E[ f |¢,|2dz], (3.5)
0 0 0

uz adaptiranost procesa (¢, : t € R,) s obzirom na filtraciju (¥, : t € R,).

E
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Napomena 3.1.13. Uz (X, : t € R,) oblika

! ! !
X, =Xy + f udB; + f veds + f ndY;, t=>0,
0 0 0

stohasticki integral od (¢, : t € R,) dan je kao

fgbdX f(ﬁdB +f ¢vds+f nspdY
f(ﬁuAdB +f ¢Avds+Z¢TknTka, T >0.

3.2 1Itova formula sa skokovima

Sljedecéa propozicija daje najjednostavniji oblik Itdve formule sa skokovima u slu¢aju stan-
dardnog Poissonovog procesa (N, : t € R,) s intenzitetom A.

Propozicija 3.2.1. Itéva formula za standardni Poissonov proces. Vrijedi

J(N) = f(0) + fo(f(Ns) + f(Ne)AN,, 120,

gdje N predstavlja limes slijeva Ny = limy~ o Ny,
Dokaz. Primijetimo da vrijedi
Ny=Ng+1lakodN;=1ik=Nr,=1+Nr, k=1

Stoga imamo teleskopirajucu sumu:
N
FN) = FO) + ) (f() = flk— 1))

k;tl

= f0)+ ) (f(Nr,) = f(N7:)
k]\:]tl

= f0)+ D (F(L + Ngp) = f(N7.)
k=1

=f0) + fo (f(1 + Ny-) = f(Ns-))dN;

=f(0)+f0(f(Ns)—f(Ns))st,
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gdje N,- predstavlja limes slijeva Ny- = limy\ o Ny_j.

Sljedecdi rezultat odnosi se na sloZeni Poissonov proces.

Propozicija 3.2.2. It6va formula za sloZeni Poissonov proces (Y, : t € R,). Vrijedi

f(Yz)=f(0)+f0(f(Ys)—f(Ys))st, 120, (3.6)

Dokaz.
N,
£ = £O) + D (F(¥r) = f(Yro)
k=1

N;
= fO)+ > (f(¥r, + Z) = f(¥1)
k=1

= f0) + fo(f(Ys +Zy,) = f(Y-))dN;

- f(0) + fo (F(Y) - (V)N 130,

Opcenito vrijedi sljedeci rezultat.

Propozicija 3.2.3. Za Itov proces oblika

! ! !
X, =X+ f veds + f u,dB; + f ndY,, >0,
0 0 0

vrijedi Itova formula

1

FX) =f(Xo) + fo b (X )ds + fo u, f'(X,)dB,

+%ff”(Xs)luslzds'i'f(f(Xs)_f(Xs‘))st’ 12 0. (3.7
0 0
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Dokaz. Kombiniraju¢i Itdvu formulu za Brownovo gibanje (za detalje pogledati [9, Te-
orem 2.21]) 1 [tdvu formulu za sloZeni Poissonov proces iz Propozicije 3.2.2 dobivamo

!

f(X) =fXo) + f usf,(Xs)st"i'% f S (XolugPds + f vof' (X,)ds
0 0 0

Nr
+ D (s + 11,20 = f(Xr,)
k=1

1

=f(Xo)+fMsf'(Xs)st+%ff"(Xs)IuslzdS+fst'(Xs)dS
0 0 0

+ f(f(Xs + nsZNS) - f(Xs’))st’ 2 O,
0

1z Cega slijedi (3.7). O

Napomena 3.2.4. Integralna Itéva formula (3.7) moZe se prikazati i u diferencijalnom
obliku kao

|ul|2 ’7

df (X)) = v, f"(X)dt + u, f'(X,)dB; + > frXpde + (f(X) — f(X-)dN,, t>0. (3.8)

3.3 1Itova tablica sa skokovima

Za slu€ajni proces (X, : t € R, ) zadan kao

! ! !
X, = f udB; + f veds + f ndN;, t>0,
0 0 0

Itova formula sa skokovima glasi
J&X) = f(0) + fo t us f'(X)dB; + % fo tluslzf”(Xs)st + fo t v (Xs)ds
+ fo [(f(Xs’ + 1) — f(X;-))dN;
= f(0) + fo t usf' (X;)dB, + % fo [|us|2 f/(X,)dB, + fo [ vof (X)ds

+L(f(Xs)—f(Xs—))st-

Ukoliko imamo dva Itdva procesa (X, : t € R,) 1 (Y; : t € R,) zapisana u diferencijalnom
obliku kao
dX, = udB, + vdt + ndN,, t>0
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dY, = adB, + bdt + ¢,dN,, t>0,
[tdvu formulu za procese za skokovima moZemo zapisati kao
d(Xth) = deYt + Ytht + dXt * dYt,

gdje produkt dX,dY, racunamo pomocu Itove tablice za procese za skokovima dane dolje.
Izraz dB,dN, jednak je O zbog Cinjenice da (N, : t € R,) ima konacnu varijaciju na bilo
kojem kona¢nom intervalu (jer se radi o rastuCem procesu). Takoder vrijedi

dN, - dN, = (dN,)? = dN,

jer je AN, € {0, 1}.
Itova tablica dana je s

- | dt | dB, | dN,
d [ 0| O 0
dB, | 0| dr | O

dN, | 0| O | dN,

Vrijedi

dX; - dY, =(v,dt + u,dB; + n,dN,)(b,dt + a,dB, + ¢, dN;)
=v,bdt - dt + u,b,dB, - dt + n,b,dN, - dt
+ va,dt - dB; + w,a,dB, - dB, + n;a,dN; - dB,
+ v,cdt - AN, + u,c,dB, - AN, + n,c,dN, - AN,
=u,a,dB, - dBy + n,c,dN, - AN,
=u,a,dt + n,c,dN;.

Posebno, vrijedi

(dX,)? = (v, dt + u,dB, + n,dN,)* = u’dt + n*dN,.

3.4 Procesi sa skokovima s beskona¢nom aktivnosc¢u

SloZeni Poissonovi procesi po konstrukciji imaju konacan broj skokova na svakom omedenom
intervalu. Pripadaju familiji tzv. Lévyjevih procesa koji mogu imati i beskonacan broj sko-
kova na bilo kojem konatnom vremenskom intervalu. Takve procese zovemo i Lévyjevi
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procesi beskonacne aktivnosti te 1ih koristimo u financijskom modeliranju, primjerice za
odredivanje cijena opcija Cije ponaSanje ukljucuje skokove s beskonacnom aktivno$cu
te ¢ija volatilnost varira u vremenu. UkljuCuju gama procese, varijantne gama procese,
inverzne gaussovske procese itd. U ovom potpoglavlju dat ¢emo heuristicki prikaz prosirenja
Itove formule (3.7) na Lévyjeve procese s beskonacnom aktivnoscu.

Uz dani n(s), s € R,, deterministicku funkciju vremena i (X; : ¢t € R, ) Itdv proces oblika

! t t
X, =Xy + f veds + f udB; + f n(s)dY,, t=0,
0 0 0

Itova formula sa skokovima (3.7) moze se prikazati kao
FX) = f(Xo) + f vif (X)ds + f usf'(X5)dB; + % f [ (X uzds
0 0 0
+ f (f(Xs- + n($)AYs) = f(X;-))dN; — A f ELf(x +n()Z) = f(x)]jx=x,-ds
0 0

+4 fo f (f(Xs +n(s)y) = f(X)v(yds, 120.

Uocimo da se u gornjem izrazu pojavljuje kompenzirani martingal
t !
[ o= raxonan. - a [ sisec n92) - fley, ds
0 0
t
= f (f (X5~ +n($)AY;) = f(X;-))dN;
0

-4 fo f (f X +n(s)y) = f(Xs))v(dy)ds,

uz relaciju dX; = n,AY;. Takoder, primijetimo da pomocu relacije

E[Z] = f yv(dy),

zadnji sumand u gornjem izrazu mozemo pisati kao
z fo f (f Xy~ +n(s)y) — f(Xs-))v(dy)ds
=4 ﬁ f (f(Xs- +n(s)y) — f(Xs-) = n(s)y [ (Xs-))v(dy)ds (3.9)

+mmfmwwmm
0
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Izraz (3.9) predstavlja proSirenje Itove formule na Lévyjeve procese s beskonacnim brojem
skokova na bilo kojem intervalu uz uvjete

f yv(dy) < oo te v([-1,1]°) < oo,
[yl<1
uz ogranicenje

lfx+y) = f@) —yf @I <CY, yel[-11],

koje slijedi iz Taylorovog teorema za f € C*(R). Konagno, dobivamo

t

fX) = f(Xo) + f vef (Xy)ds + f us f'(X,)dB, + % f ' (Xoulds

0 0 0
+ fo (f(Xs- +n(s)AY) — f(Xs-))dNg — A fo E[f(x +n(s)Z) = f(X)]jx=x,_ds
+4 fo f (f(Xs +n(s)y) = f(Xs) = n(s)yf (Xs-))v(dy)ds

+ AE[Z] f n(s)f' (X, )ds, t>0.
0

Napomena 3.4.1. Koriste¢i stohasticki integral deterministicke funkcije f(t) obzirom na

(Y; : t € R,) definiran kao
T Nt
f F0dY, = > Zf(Tp),
0 k=1

i Propoziciju 2.2.1, moZe se pokazati da je funkcija momenata od fOT f(HdY,; dana kao

T T
]E[exp( f f(t)dY,)] = exp(/l f f (e — l)v(dy)dt)
0 0 R
T
:exp(ﬂ f (E[e/V%] - l)dt).
0

Glavna ideja dokaza je aproksimacija funkcije f jednostavnim funkcijama. Takoder vrijedi

T T
logE[exp( f f(t)dY,)] =1 f f (€D — 1yw(dy)dt
0 oi) 1R .
=ﬂ;; fo fR Y (v(dy)dr

= /IZ:; —E[Z'] fo (0)dt.
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Kumulant reda n > 1 od fOT f(nHdY, dan kao

T
Ky = /I]E[Z”]f f(ndt,
0

iz ¢ega slijede (2.3) i (2.4) uz f(t) := Ljp(t) zan=1,2.

28



Poglavlje 4

StohastiCke diferencijalne jednadzbe sa
skokovima

U Black-Scholes-Mertonovom neprekidnom modelu cijena imovine, povrati procesa cijena
nerizi¢ne imovine (A, : t € R,) i procesa cijena rizicne imovine (S, : ¢ € R,) dani su
stohastickim diferencijalnim jednadZzbama

dA ds
—L=rdr te S—t:,udt+0'dB,, r>0,0>0, uekR.

t t
Gornje jednadzbe predstavljaju model trziSta koji se sastoji od dvije financijske imovine,
novca i dionica. Novac se ukamacuje po kamatnoj stopi r, koja je jednaka za ulaganje
i posudivanje, Sto vidimo u prvoj gornjoj jednadzbi. Druga financijska imovina cije po-
vrate promatramo su dionice, Ciju cijenu odredujemo pomocu geometrijskog Brownovog
gibanja, Sto vidimo iz druge jednadzbe gore. U toj jednadzbi u predstavlja srednju stopu
povrata, a o volatilnost dionice.
U ovom poglavlju Zelimo modelirati proces cijena imovine (S, : t € R;) pomocu procesa
sa skokovima. Prvo ¢emo pretpostaviti konstantne trZiSne povrate te navesti rjeSenje sto-
hasticke diferencijalne jednadzbe obzirom na standardni Poissonov proces. Zatim ¢emo
pretpostaviti povrate ovisne o vremenu te navesti rjeSenje opce stohasticke diferencijalne
jednadzbe sa skokovima. Uvest ¢emo 1 primjere s povratima modeliranima pomoc¢u kom-
penziranog Poissonovog procesa te geometrijskog Brownovog gibanja sa sloZzenim Poisso-
novim skokovima.
Prvo pretpostavljamo da imamo trZiSte s konstantnim povratima n > —1.

Napomena 4.0.1. Zapocnimo prvo s jednostavnim primjerom konstantnog povrata n oblika

S =S8
TI~— Sf ’

4.1)

29
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uz pretpostavku skoka u vremenu t > 0, tj. dN, = 1. Koriste¢idS, := §,-S -, (4.1) moZemo

zapisati kao
Sl - Sl‘_— _ dSt

dN, = iy
AN S, S,
ili

ds, = S, dN,,

Sto predstavlja stohasticku diferencijalnu jednadZbu obzirom na standardni Poissonov pro-
ces s konstantnom volatilnoscu n € R. Limes slijeva S - u (4.0.1) slijedi direktno iz defini-
cije (4.0.1) povrata ukoliko podijelimo s prethodnom indeksnom vrijednoscéu S ,-. Ukoliko
se skok dogodio u vremenu t, iz jednadZbe (4.1) takoder vidimo

S,=(1+mS,-, dN,=1.

Indukcijom po vremenima skokova T, T», . .., Ty, do vremena t dobivamo rjeSenje od (4.0.1)

kao
S, =So(1+n™, t>0.

Sada promotrimo slu€aj povrata ovisnih vremenu 7,, ¢ > 0.

Napomena 4.0.2. Pretpostavimo da n, ovisi o vremenu, tj. moZemo pisati
ds; =nS,dN,.
Za vrijeme skoka Ty, relaciju (4.0.2) moZemo zapisati kao
dSr, =S, —ST,; = nTkSTk”

t.
STk = (1 + nTk)STk‘-

Ponavljajuci gornji argument za k = 1,2, ..., N, dobivamo

N
Si=So| [ +np)

k=1
=So [ [+n)
1

AN=
0<s<t

=S, ]_[ (1 +n,AN,), t>0.

0<s<t

Koristeci sli¢an argument kao 1 gore, moZe se pokazati sljedeca propozicija.
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Propozicija 4.0.3. Rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe sa skokovima
dS[ = /JtStdt + nISt_(dNI - /ldt),

dano je s

! ! Ny
S, = Soexp(f pods — /lf nsds) [ Ja+nm. =0
0 0 k=1

Napomena 4.0.4. Primijetimo da su jednadzbe

dS[ = ll[S t*dt + nl‘Sl‘f(le‘ - /1dt)

dSt = /.ltS tdt + ntSl‘_(le‘ - /ldt)

ekvivalentne jer vrijedi S,-dt = §,dt, Sto je posljedica cinjenice da je skup {T; : k > 1}
vremena skokova mjere nula.

Napomena 4.0.5. Promotrimo jednadZbu obzirom na kompenzirani Poissonov proces (Y;—
AE[Z]t) : t € R})
dSt = /ltStdt + nISl‘f(le‘ - AE[Z]dt),

koju moZemo zapisati u obliku
dSI = /’lfS ldt + n[S l_(ZN[le‘ - /lE[Z]dt).

Rjesenje gornje jednadzbe dano je s

t ¢ N
S, =8 exp(f usds — AE[Z] f nsds) l_[(l +nr.Zy), t=0. 4.2)
0 0 k=1

U sljedecoj propoziciji dajemo rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadZbe obzirom na
geometrijsko Brownovo gibanje sa sloZzenim Poissonovim skokovima.

Napomena 4.0.6. Rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe oblika

dSt = ’thS tdt + ntSr(dYt - AE[Z]dt) + O-tStdBt,

! ! ! 1 !
S:=So exp(f ugds — AE[Z] f n.ds + f odB; — — f o'fds)
0 0 0 2 Jo

Ny
X ]_[(1 + 01,20, 12 0.
k=1

dano je s
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Kao zadnju napomenu navodimo rezultat koji daje generalizaciju modela iz Napomene
4.0.6 na procese s beskonacnom aktivno$¢u. Za detalje usporediti [8, Poglavlje 4., Poglav-
lje 8.].

Napomena 4.0.7. Ukoliko zapisemo S, kao

f A f 1
SI:SOexp( f wyds + f 1n5(dY; — AB[Z]ds) + f O'SdBS—EO'fds)
0 0 0

N:
<[ (a0 +nnzoe™®), 120,

k=1

moZemo prosiriti ovaj model na procese s beskonacnim brojem skokova na bilo kojem
konacnom vremenskom intervalu.



Poglavlje 5

Girsanovljev teorem za procese sa
skokovima

Girsanovljev teorem predstavlja jedan od najvaznijih teorema stohastickog racuna. Rezul-
tat tog teorema daje nam nacin zamjene vjerojatnosne mjere, Sto olakSava racun i analizu
sluc¢ajnih procesa. Ipak, najvaznija primjena Girsanovljevog teorema je pronalazak ekvi-
valentne martingalne mjere, odnosno mjere neutralne na rizik, Sto olakSava mnoge finan-
cijske raCune povezane s modeliranjem cijena opcija i upravljanjem rizicima. Spomenut
¢emo i pojam Radon - Nikodymove derivacije koja kvantificirana promjenu u vjerojatnos-
noj gusto¢i izmedu originalne i nove mjere. Prvo ¢emo navesti Girsanovljev teorem za
Brownovo gibanje, koji ¢emo prosiriti na standardni Poissonov proces 1 na sloZeni Poisso-
nov proces.

Napomena 5.0.1. Girsanovljev teorem za Brownovo gibanje. Pretpostavimo da je u € R,
T >0iB = (B :te€R,) Brownovo gibanje. Uz vjerojatnosnu mjeru P_, definiranu
pomocu Radon-Nikodymove gustoce

&b,

_ ,—HBr—i*T/2
= e ,
dP

sluc¢ajna varijabla By + uT ima normalnu distribuciju N(O, T).
Ova cinjenica slijedi iz

E[f(Br +uT)e " +77)

1 0 2 2
f(x+ uT)e T/2=x"1CT) qx
\V2nT I
1 0 >
= Flx + uT)e DD qx
V 27TT \f:oo

E_[f(Br +uT)]

(%Y

33
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1

" 7?1274
T I e y
= ELf(Br)], 5-D

za bilo koju izmjerivu funkciju f na R, sto pokazuje da slucajna varijabla Br + uT ima
normalnu distribuciju po P_,. Nadalje, Girsanovljev teorem tvrdi da je (B, + ut),e[o,r) stan-
dardno Brownovo gibanje obzirom na P,,J. Za detalje pogledati [9, Teorem 4.4].

5.1 Girsanovljev teorem za standardni Poissonov proces

Kada Brownovo gibanje zamijenimo sa standardnim Poissonovim procesom (N, : t €
[0, T']), prostorni pomak oblika
B, — B, + ut

ne mozemo koristiti jer NV, +ut nije Poissonov proces zbog toga Sto trajektorije Poissonovog
procesa imaju skokove veli¢ine jedan i konstantan je izmedu skokova.

Pravilan nacin za proSirenje Girsanovljevog teorema na Poissonov proces je pomocu po-
maka koji koristi intenzitet Poissonovog procesa, Sto je dokazano u Propoziciji 5.1.2.
Prvo pokazujemo svojstvo koja ¢e nam biti korisno u dokazu Propozicije 5.1.2. 1 Propozi-
cije 5.1.4

Lema 5.1.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je (X, : t € R,) integrabilni
slucajni proces Ciji su inkrementi medusobno nezavisni i za koji vrijedi da je ocekivanje
E[X;] konstantno. Tada je proces (X, : t € R) martingal obzirom na filtraciju (¥, : t € R,)
generiranu s (X, : t € R,).

Dokaz.

E[X/|[F,] = E[X: — X, + X,|F]
= E[X, - X,|F] + BIX,IF,]
= BLX, - X,] + X,
=X;,, 0<s<t (5.2)

O

Propozicija 5.1.2. Neka slucajna varijabla Ny ima Poissonovu distribuciju P(AT) obzirom
na P,. Uz vjerojatnosnu mjeru Py definiranu pomoéu Radon-Nikodymove derivacije

~ ~\Nr
@ = e-(z_m(ﬂ)

dp, 1



POGLAVLIJE 5. GIRSANOVLJEV TEOREM ZA PROCESE SA SKOKOVIMA 35

slu¢ajna varijabla Ny ima Poissonovu distribuciju s intenzitetom AT. Takoder, ukoliko je
(N, : t € [0, T]) Poissonov proces obzirom na P,, onda je kompenzirani proces (N, — At :
t € [0, T]) martingal obzirom na P;.

Dokaz. Prvo pokazujemo prvu tvrdnju, tj. da slucajna varijabla Ny ima Poissonovu distri-
buciju s parametrom A7

k
By(Nr = k) = e-@-“(—) P,(Ny = k)

~ |~

~\k
_ —(fl—/l)T(/l) AT (/lT)k
=e —|e T

&~

AT (iT)k
© T

, k=0.

Potom pokazujemo drugu tvrdnju, tj. da je kompenzirani proces martingal. Iz definicije
Poissonovog procesa znamo da (N, : ¢t € R,) ima nezavisne inkremente obzirom na P, te
1z (1.12) znamo da vrijedi E,[N;] = At.

Racunamo

P/~l(]vt - Ns = k7Ns = l)
= EalLin-ny= L= ]

/~l N7—N;+N;—Ng+Ng
—-(A-)T
= Ez[e =0 (Z) LiN,-n=ky L=y

Radi lakSeg snalaZenja uvedimo sljedece oznake:

A={N,—N; =k}
B ={N; =1}.

Iz ¢injenice da su Ny — N,, N, — Ny i N nezavisne obzirom na P, slijedi:

E,

B ;l N7—Ni+N;—Ng+Njy
e—(/l—/l)T -~
A

]l{N,—NFk}]l{Ns:l}]

& A

= E,

Nr—N;+k+l
) Pa(A)PA(B)

e—(i—/l)T(

_ Z e_(i_A)T E et (AT - t)]ie—/l(T—t) (A - S)]ke_,l([_s) (/ls)le_/ls
: A i! k! Il

(o)
i=0
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i[> LT = 0] Y[ = $)]F [As]!
:e”(; i! ] k! Il
I Y+ _ k131l
_ T AT-0) [ﬂ(tk! $)] [/1;]
~ Y+ _ k. )l
I [z - )] s [/1;]
= P3(N, — N)Py(N, = I).

Dokazali smo da su N, — N; 1 N, nezavisne obzirom na P;l. Sad se po indukciji pokaze
ekvivalentan rezultat za konacCan skup inkremenata. Dakle N, — N, — At —s)i Ny — As su
nezavisni obzirom na P jer za svaku izmjerivu funkciju g i & su g(N,—N;) i h(Ny) nezavisne.
Obzirom da vrijedi E,[N,—N,—A(t—s)] = 0, po Lemi 5.1.1. slijedi da je ((N,—At : ¢ € [0, T])
martingal obzirom na P;.

O

Napomena 5.1.3. Pretpostavimo sada da je (N, : t € 0, T]) standardni Poissonov proces
s intenzitetom A obzirom na vjerojatnosnu mjeru P,. Kako bi prosirili (5.1) na Poissonov
proces, moramo zamijeniti prostorni pomak s kontrakcijom (ili dilatacijom) vremena

N; = Nty

s faktorom 1 + ¢, gdje je

A
ci=—1+—->-1,
A
tj. A = (1 + ¢)A. Primijetimo

QA+ D) _ivor

k!
=1+ )e ™ PNy = k)
=PyNr =k), k>0,

Pa(Nasor = k) =

gdje je
dp}l Nr —AcT
—— =(+c)""e"".
aF, (1+c¢)'"e
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Analogno kao u (5.1) imamo

EALf(Nasor)] = ) FOR, (N = ) (5.3)
e 2, fU1+ BNy = k)
BN+
= Eﬁ[favr)j%]
= Balf(N)],

za bilo koju ogranicenu funkciju f na N. Drugim rije¢ima, uz f(x) := Li<n, imamo
PA(Nror <n)=Py(Ny <n), n>0

ili
Pi(Nrjse) <n) =Py(Ny <n), n2>0.

Propozicija 5.1.4. Neka su A, A > 0 te neka je

A
ci=—1+->-1.
A

Proces (Nyja+¢) : t € [0,T]) je standardni Poissonov proces s intenzitetom A obzirom na
vjerojatnosnu mjeru Py definiranu pomocu Radon-Nikodymove gustoce

A\
= e_a_}‘)T(Z) =e (1 +o).

dP;

dp,
Posebno, kompenzirani Poissonovi procesi

Nyaso—At i N,—At, 0<t<T
su martingali obzirom na P.

Dokaz. Sli¢no kao i u (5.1), vrijedi

EALf(Nr)] = E3lf (N7j1+0)],

tj. N7j(1+¢) Obzirom na P;l ima Poissonovu distribuciju s parametrom A7. Kako (N7+c) :
t € [0,T]) ima nezavisne inkremente, koriste¢i Napomenu 1.2.2 moZemo zakljuciti da se
radi o standardnom Poissonovom procesu s parametrom A obzirom na P3. Iz prethodno
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dokazane leme slijedi da je proces (Ny/:+c) — At : t € [0, T]) martingal obzirom na P;.
Sli¢no, kompenzirani proces

(N, —(1+c)At:t€[0,T]) = (N, — At : t € [0,T])
ima nezavisne inkremente i martingal je obzirom na P;. |

Napomena 5.1.5. Takoder vrijedi

Nise) = Z IL[T,,,oo)(l n c) Z Li14or,e(®), 120,

n>1

iz ¢ega vidimo da su vremena skokova (1 + ¢)T,, : n > 1) od (Ny4¢) : t € [0, T]) distribu-
irana obzirom na Py kao i vremena skokova Poissonovog procesa s intenzitetom A.

U sljedecem primjeru pokazat ¢emo da je diskontirani proces cijena (S, : t € R,) definiran
kao S, = e”’'S, martingal obzirom na vjerojatnosnu mjeru Pj.

Primjer 5.1.6. Neka je u # r. Proces povrata diskontiranog procesa cijena dan kao

% = (u — r)dt + o(dN, — Adr) (5.4)

-
nije martingal obzirom na P,. Medutim, ukoliko gornju relaciju (5.4) zapisemo kao

. _ cr(dzv, _ (/1 - 'u;r)dt)
5. -

te ukoliko uzmemo

1=a-E"" 4o,
o

gdje je
u—r

Cci=——
ol

imamo

dS .
S—‘ = o(dN, — Adp).

-
Sada je jasno da je gornji proces martingal obzirom na vjerojatnosnu mjeru Py definiranu
pomocu Radon-Nikodymove derivacije kao

dPy |

— m\Nr
S4m g (] 4 o)V = @—’W(l—“—r) .
aF, e " (1+c¢) e 7
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Ukoliko je i — r < 0, onda vjerojatnosna mjera neutralna na rizik P; postoji i jedinstvena
je, pa po Fundamentalnom teoremu odredivanja cijene financijske imovine i Teoremu o
potpunosti trziSta (za detalje vidjeti [9, Teorem 4.10, Teorem 4.13]) vrijedi da je trZiSte
potpuno i bez arbitraze. Ukoliko je 4 — r > oA onda proces cijena (S, : t € R,) raste te je
arbitraza omogucéena na nacin da se ulaze u rizinu imovinu koriste¢i Stednju.

5.2 Girsanovljev teorem za sloZeni Poissonov proces

U ovom potpoglavlju prosirit ¢emo rezultat prethodnog potpoglavlja na slozeni Poisso-
nov proces, tj. bavit éemo se generaliziranim Girsanovljevim teoreom koji ¢e obuhvatiti
varijacije vremena i veli€ine skokova. Prvo navodimo i dokazujemo taj rezultat.

Teorem 5.2.1. Neka je (Y, : t > 0) sloZeni Poissonov proces s intenzitetom A > 0 i distribu-
cijom skokova v(dx). Neka je A > 0 neki drugi intenzitet i neka je ¥(dx) druga vjerojatnosna
distribucija skokova, apsolutno neprekidna obzirom na v te neka je

_ Aw(dx)

= -1, R. 5.5
P(x) 1(d) X € (5.5)
Tada je proces
N;
Y, = Z Zi, 120
=1

obzirom na vjerojatnosnu mjeru P;w definiranu pomocu Radon-Nikodymove gustoce

dpz’f,
dP,,

Nr
=+ w@)
k=1

sloZeni Poissonov proces s intenzitetom A i distribucijom skokova #(dx).

Dokaz. Za bilo koju ograni¢enu izmjerivu funkciju f na R, proSirujemo izraz (5.3) na
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sljedeci nacin:

Nr
rap | a+w@y

i=1

k k
(ZZZ]HM + U (Z)) | Nr = ]PA(NT = )

Ei,f/ [f (YT)] = e_(;l_/l)TE/l,V

—(/1 T Z E,,

k=0 i=1 i=1
: AT :
Loy @Dy f[zzl]ﬂuw(z»
k=0 ’ i=1

/lT k
= e_H “ary f f [z +. +Zk)l_[(1 + Y (z))v(dzr)...v(dz)
4 i=1

k>
/1Tk k- di
R )f ff(zl+ +zk)[];[:Edg)v(da)...v(dzk)

k>0
k
/ITZ (/lT) f f f(Zl + . +Zk)17(dzl)...17(de)-

k=0

Gornji ratun pokazuje da obzirom na Py ;, Yr ima istu distribuciju kao i sloZeni Poissonov
proces intenziteta A i distribucije skokova ¥. Za dokaz nezavisnosti inkremenata od (Y, :
t € R,) obzirom na PP;; referiramo se na [8, Propozicija 9.6]. m|

Napomena 5.2.2. U slucajuv =~ N (a/, 0-2) iv=N (,8, n2), vrijedi

dx 1 . 1
v(dx) = — exp (—F(x @) ) (dx) = T exp (—2—)72@ - ﬂ)z),
x € R, stoga
v(dx) n 1 b
o) - o eXp(m72 (x-pB)’ (x @) )

te je Y(x) dana s

Av(dx) Ay 1
1 _Z - —_ - R.
+ Y(x) Adn) - Ao exp(2 5 (x — B)? (x ) ) XE€
Kao posljedicu Teorema 5.2.1. navodimo sljedecu propoziciju.

Propozicija 5.2.3. Kompenzirani proces

Y, — AB;[Z]
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Jje martingal obzirom na vjerojatnosnu mjeru ]151;, definiranu pomocu Radon-Nikodymove
gustoce
dPy;
dP,,

Nr
=+ wz).

k=1
Ovdje oznaka E; predstavlja ocekivanje obzirom na mjeru v, tj.

£ - f Hd2).

Na kraju proSirujemo Girsanovljev teorem na linearnu kombinaciju standardnog Browno-
vog gibanja (B, : t € R,) i sloZzenog Poissonovog procesa (Y; : t € R,) nezavisnog od
(B, : t e Ry).

Teorem 5.2.4. Neka je (Y, : t € R,) sloZeni Poissonov proces s intenzitetom A1 > 0 i
distribucijom skokova v(dx). Neka je A > O neki drugi parametar i neka je ¥(dx) druga
vjerojatnosna distribucija, apsolutno neprekidna obzirom na v te neka vrijedi
Ady
Y(x) = T

gdje je (u; : t € R,) ograniceni adaptirani proces. Tada je proces

1, xeR,

5
(B,+fusds+Y,—/~lI~E9[Z]t:t€[0,T])
0

martingal obzirom na vjerojatnosnu mjeru I?Pu,;,; definiranu pomocu Radon-Nikodymove
derivacije

dP 15 T 1 T 5 Nt
Ly - —A=-T - B — = d 1 7). 5.6
e exp( G- fo 0B, ~ 1 fo 2 s)];[< fuZ)). (5.6

Sljedeca napomena posljedica je gornjeg teorema.
Napomena 5.2.5. Ukoliko
!
B, + f vds + Y, 5.7
0

nije martingal obzirom na P,,, bit ¢e martingal obzirom na ]15”,;’;, ukoliko izaberemo v, A i
v tako da vrijedi
v = u; — AB;[Z], seR. (5.8)

Tada (5.7) dopusta martingalnu dekompoziciju

dB, + u,dt + dY, — AE;[Z]dt,
gdje su procesi (B, + fot uds : t € |0, T]) i (Y, + AfB;[Z] : t € [0, T]) martingali obzirom na
P

u,A,v*
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Napomena 5.2.6. . Kada je 1 = A = 0, Teorem 5.2.4. podudara se s Girsanovljevim
teoremom za Brownovo gibanje. U tom slucaju (5.8) dopusta samo jedno rjesenje
u=vtejeP,oo jedinstvena.

2. Kada je u = 0ikad nema Brownovog gibanja, te su Poissonovi skokovi fiksne velicine
a, tj. v(dx) = v(dx) = 8,(dx), (5.8) takoder dopusta samo jedno rjesenje A = v te je
By 1, jedinstvena.

Primjer 5.2.7. Neka je u # r. Tada diskontirani proces cijena (S, = ¢S, : t € R,)
definiran s 3
ds,
s,
nije martingal s obzirom na mjeru P,,. Ipak, raspiSemo li gornju jednadZbu u sljedecem
obliku:

= (u — r)dt + odB, + n(dY, — 4E,[Z])

dg 1~

te izaberemo u, v i A takve da vrijedi

= o(udt + dB,) + n(dY, - (E 4+ AB,[Z] - u)dt),
n n

A8z = 22 4+ ag, [z - L (5.9)
n n

dobivamo .
ds,
ds,-

Zakljucujemo da je diskontirani proces cijena (S, : t € R,) martingal s obzirom na vje-

rojatnosnu mjeru P, 3 ; te je triiste bez arbitraZe prema Prvom fundamentalnom teoremu

o odredivanju cijena imovine (pogledati [9, Teorem 4.10]) i Cinjenici da je P, ;; rizik-

neutralna.

Ipak, trZiste nije potpuno jer rjesenja jednadzbe (5.9) nisu jedinstvena pa ne mozZemo pri-

mijeniti Drugi fundamentalni teorem o odredivanju cijena imovine (pogledati [9, Teorem

4.13]).

= o(udt + dB,) + n(dY, — AE;[Z]d?).
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Sazetak

U ovom radu proucavamo Itov racun, prosirujuéi teoriju s klasi¢nog integratora, Browno-
vog gibanja, na jednostavne procese sa skokovima. U uvodnim poglavljima bavimo se jed-
nom od osnovnih klasa slucajnih procesa sa skokovima - Poissonovim procesom i sloZzenim
Poissonovim procesom, a uz to navodimo i dokazujemo neka od njihovih svojstava koja ¢e
nam biti korisna u daljnjim razmatranjima. Nakon toga uvodimo tipi¢ne pojmove teorije
Itdvog racuna, ali obzirom na sloZeni Poissonov proces. Bavimo se [tovim integralom i
njegovim svojstvima te Itbvom formulom, a na kraju tog poglavlja dajemo kratak osvrt na
procese beskonacCne aktivnosti, koji predstavljaju generalizaciju dosad uvedenih procesa
sa skokovima. U cetvrtom poglavlju izdvajamo neke od stohasti¢kih diferencijalnih jed-
nadzbi sa skokovima te njihova rjeSenja koja mogu posluZiti u modeliranju trZiSnih povrata.
Konacno, u zadnjem poglavlju bavimo se Girsanovljevim teorem za procese sa skokovima,
jednim od najvaznijih teorema stohasti¢kog racuna, koji opisuje ponasanje sluc¢ajnih pro-
cesa prilikom zamjene mjere. Podsjeamo se tog teorema za Brownovo gibanje, a zatim
ga navodimo za standardni 1 sloZeni Poissonov proces, uz neke korisne primjere vezane uz
modeliranje diskontiranog procesa cijena u financijama.



Summary

In this thesis, we take a look at It6’s calculus, expanding the theory from the classic inte-
grator, the Brownian motion, to jump processes. The introductory chapters are dedicated
to the fundamental class of stochastic processes with jumps - the Poisson process and the
compound Poisson process. We present and prove some of their basic properties, which
are useful in our further analysis. Furthermore, we introduce some basic concepts of Itd’s
calculus, with respect to the compound Poisson process. 1td’s integral and its properties
are examined, along with It6’s formula and, in the end, we give a short overview of infinity
activity processes. These processes are a generalization of the processes we have studied
up to that point. In the fourth section, we take a look at stochastic differential equations
with jumps and their solutions, which serve as a great tool to model market returns. We
conclude the thesis by introducing the Girsanov theorem for jump processes, which is one
of the most important results of stochastic calculus. It describes the behaviour of stochas-
tic processes under changes of measure. We remind ourselves of the Girsanov theorem for
Brownian motion, and then we state the theorem for standard and compound Poisson pro-
cesses. Finally, we give some useful examples regarding the modeling of discount prices
of financial instruments.
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