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Uvod

U geometriji, jedan od najjednostavnijih Cetverokuta je trapez (eng. trapezoid ili trape-
zium). Ime mu dolazi od grcke rijeci trapezia Sto znaci stol. U svakodnevnom Zivotu
prema ovom geometrijskom liku nazive su dobile razliite pojave, od kostiju u ru¢nom
zglobu, preko ideja u modnom dizajnu, pa sve do figura u sazvijezdu. Stari Rimljani su
takoder proucavali trapez i koristili njegova svojstva. Na primjer, presjeci kamenih blokova
koji su sluzili za izgradnju klasi¢nog rimskog luka za mostove i zgrade morali su biti upravo
jednakokracni trapezi. Kako u starom Rimu, tako i u modernom gradevinarstvu, trapez, a
posebno jednakokracni trapez, Cesto je primjenjivan. Povezuje se i sa stilom gradnje i ar-
hitekturom koja karakterizira gradevine sa Sirim donjim, a uZim gornjim dijelom. Iako je
u geometriji smatran jednostavnim likom, krije neka zanimljiva svojstva i karakterizacije
koje ¢emo obraditi u ovom radu.

Najprije ¢emo u prvom i drugom poglavlju ponoviti osnovne pojmove i dobro poz-
nate karakterizacije trapeza, te ih dokazati. U treCem poglavlju analizirat ¢emo razlicite
metode raCunanja povrSine trapeza. Proucavajuéi jednu od najstarijih metoda za izraCun
povrsine bilo kojeg oblika — podjelu na jednostavnije oblike, otkrit cemo nekoliko tih me-
toda, a zatim primjenom transformacijske geometrije i drugih tehnika dodatno proSiriti
razumijevanje i metode racunanja povrSina trapeza. U Cetvrtom poglavlju osvrnut ¢emo se
na trigonometrijske karakterizacije trapeza. Spomenut ¢emo trokut dijagonalnih tocaka i
druge razliCite karakterizacije trapeza koje zahtijevaju trigonometriju. Na pocetku petog
poglavlja koje sjedinjuje razliite "nesvrstane” karakterizacije, zanimljivosti i teoreme ve-
zane uz trapeze spomenut ¢emo Garfieldov trapez i re¢i neSto o Napeoleonovom teoremu
za trapez.



Poglavlje 1

Temeljni pojmovi

1.1 Cetverokuti

Cetverokut je mnogokut koji ima &etiri vrha. DuZine koje povezuju nasuprotne vrhove
nazivaju se dijagonale Cetverokuta. Razlikujemo konveksne 1 nekonveksne Cetverokute.
Osim podjele na konveksne 1 nekonveksne, sljedece vazne podjele su prema veli¢inama
unutarnjih kutova, duljinama i medusobnim odnosima stranica, te medusobnim odnosima
dijagonala.

e Paralelogram je Cetverokut koji ima dva para paralelnih stranica.
e Romb je paralelogram kojemu su dvije susjedne stranice jednakih duljina.
e Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut.

e Kvadrat je pravokutnik kojemu su dvije susjedne stranice jednakih duljina.

1.2 Trapez

Definicija i osnovni pojmovi
Sljedeca definicija je preuzeta iz [10].

Definicija 1.2.1. Trapez je Cetverokut koji ima barem jedan par paralelnih stranica. Pa-
ralelne stranice trapeza nazivaju se osnovice ili baze, a ostale dvije stranice nazivaju se
kraci.

Temelj definicije je paralelnost baza, dok neparalelni par stranica definira izgled tra-
peza i time ga izdvaja od ostalih Cetverokuta. Povezemo li definiciju trapeza s definicijom
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drugih Cetverokuta, uoavamo da definicija trapeza s naglaskom na ”barem jedan par pa-
ralelnih stranica” obuhvada i paralelograme, rombove, pravokutnike i kvadrate. Prednost
takve definicije je moguénost klasifikacije ostalih cetverokuta preko definicije trapeza, te
izgradnja hijerarhije Cetverokuta.

Visina trapeza je duZina kojoj krajevi pripadaju osnovicama trapeza i okomita je na
njih. Srednjica trapeza je duzina koja spaja polovista krakova trapeza.

Jo§ neki od elemenata trapeza su kutovi uz osnovicu, nasuprotni kutovi te dijagonale
trapeza. Na Slici 1.1 vidimo trapez ABCD. Neka je stranicaa = AB, b = BC, ¢ = CD i
d = DA. Karakteristi¢ni izgled trapeza je takav da je a > ci a|| ¢, ali primjenom simetrije,
jednostavno dolazimo 1 do trapeza kod kojih je b || d. Visina trapeza je oznacCena s v, a
srednjica sa s.

Slika 1.1: Trapez

Vrste trapeza
Jednakokracan trapez

Jednakokracni trapez je trapez Ciji su kutovi uz osnovicu jednakih veli¢ina.
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Slika 1.2: Jednakokracni trapez

Pravokutni trapez

Pravokutni trapez je trapez koji ima jedan pravi kut.

Slika 1.3: Pravokutni trapez

Raznostranicni trapez

Raznostranicni trapez je trapez kojemu su sve stranice razlicitih duljina.
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Slika 1.4: Raznostrani¢ni trapezi



Poglavlje 2

Osnovna svojstva trapeza

2.1 Osnovne karakterizacije

Dokazat ¢emo osnovna svojstva trapeza, te istaknuti nuzne i dovoljne uvjete da cetverokut
bude trapez.

Teorem 2.1.1. Unutarnji kutovi uz krakove trapeza su suplementarni.

Dokaz. Produljimo osnovicu CD preko vrhova C i D. Ozna¢imo D’ kao na slici.

Slika 2.1: Dokaz Teorema 2.1.1

Kako je pravac AD transverzala paralelnih pravaca AB i CD, prema oznakama sa slike
vrijedi
<ADD’ + <ADC = 180°, tj. (2.1)
B+vy=180°.

6
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O

Napomena 2.1.2. Ako se produZeci na suprotnim stranicama AB i CD u konveksnom
Cetverokutu sijeku pod kutom &, tada je Cetverokut trapez ako i samo ako je & = 0.

Teorem 2.1.3. Ako je Cetverokut jednakokracni trapez, onda su mu kraci jednakih duljina.

Dokaz. Neka je ABCD jednakokracni trapez. Iz definicije jednakokra¢nog trapeza znamo
da su kutovi uz osnovicu jednakih veli¢ina, tj. <BAD = <CBA. Povucimo okomice DP i
CQ na osnovicu AB iz vrhova C i D. Iz jedne tocke se moZe povuéi samo jedna okomica
na dani pravac, pa su dobivene okomice jedinstvene.

Slika 2.2: Dokaz Teorema 2.1.3

Dobiveni kutovi <DPA, <DPA su pravi kutovi. Slijedi:
<DPA = <CQB,
IDP| =|CQ].
Prema poucku o sukladnosti trokuta K-K-S, slijedi:
ADPA = ACOB = |AD| = |BC]|.
O

Teorem 2.1.4. Ako je Cetverokut jednakokracni trapez, onda su mu dijagonale jednakih
duljina.
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Dokaz. Nekaje ABCD jednakokracni trapez. Tada su kutovi uz osnovicu jednakih veli¢ina
1 osnovice trapeza su paralelne. Takoder, prema Teoremu 2.1.3, krakovi su mu jednakih
duljina. Prema poucku S-K-S o sukladnosti trokuta, slijedi

AACB = ABDA = |AC| = |BD|.
O

Teorem 2.1.5. Ako su trapezu dijagonale jednakih duljina, onda je trapez jednakokracan.

Dokaz. Neka je ABCD trapez i |AC| = |BD|. Produljimo osnovicu ABi nacrtajmo pravac
CP takav da prolazi kroz C, sijeCe AB u P 1 vrijedi CP || DB kao na Slici 2.3.

Slika 2.3: Dokaz Teorema 2.1.5

Kako vrijedi AB || CD, slijedi da je BPCD paralelogram. Zbog tranzitivnosti vrijedi
|AC| = |PC| pa je trokut AACP jednakokraCan.

Osnovica trokuta AACP je stranica AP pa slijedi <CAB = <CPB. Znamo da vrijedi
CP || DB, akako je AP transverzala paralelnim pravcima slijedi:

<CPB = <DBA = <CAB = <DBA.
Primjenom S-K-S poucka o sukladnosti trokuta, slijedi:
AACB = ABDA = <DAB = <CBA.

Dakle, trapez ABCD je jednakokracan. O

Teorem 2.1.6. Ako je Cetverokut jednakokracni trapez, onda su mu nasuprotni kutovi su-
plementarni.
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Dokaz. Neka je ABCD jednakokracni trapez. Tada su kutovi uz osnovicu jednakih veli¢ina
odnosno vrijedi: <DAB = <ABC i <CDA = <DCB. Takoder vrijedi: DC || AB, a kako su
AD i BC transverzale paralelnih pravaca, kutovi s iste strane transverzale su suplementarni,
vrijedi:

<CDA je suplementaran <DAB, <ABC je suplementaran <BCD.
Nadalje, vrijedi:
<DAB je suplementaran <BCD, <ABC je suplementaran <CDA.

O

Teorem 2.1.7. Ako su u trapezu nasuprotni kutovi suplementarni, onda je trapez jednako-
kracan.

Dokaz. Neka je ABCD trapez 1 neka vrijedi:
<DAB je suplementaran <BCD, <ABC je suplementaran <CDA.

Vrijedi i DC || AB. Kako su AD i BC transverzale paralelnih pravaca DC i AB, slijedi da
je:
<DAB + <CDA = 180°, <ABC + <BCD = 180°,

odakle slijedi
<CDA = <BCD, <DAB = <ABC.

Dakle, trapez ABCD je jednakokracan. O

2.2 Teorem o srednjici trapeza

Teorem 2.2.1. Srednjica trapeza je paralelna osnovicama trapeza i njena duljina je jed-
naka polovini zbroja duljina osnovica.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati primjenom teorema o srednjici trokuta. Neka je ABCD tra-
pez, a EF srednjica trapeza. Produljimo osnovicu AB tako da pravac AF sije¢e produZetak
osnovice u tocki B’ kao na Slici 2.4
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M
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Slika 2.4: Teorem o srednjici trapeza

Uocimo da prema poucku o sukladnosti trokuta K-S-K vrijedi:
ADCF = AB'BF.

Sada slijedi da jeE srednjica trokuta ADAB’. Primjenom teorema o srednjici trokuta
slijedi da je EF || DC i vrijedi:

AB’
|EF| = AB] (2.2)
2

Takoder vrijedi:

|AB’| = |AB| + |BB/|. (2.3)
Iz

ADCF = AB'BF

slijedi:

|BB'| = |DC|.

Uvrstimo prethodnu jednakost u (2.3) odakle dobivamo:
|AB’| = |AB| + |DC|

KoriStenjem jednakosti 2.2, zakljucujemo da je duljina srednjice jednaka polovini zbroja
duljina osnovica, odnosno:
|AB| + |DC]|

EF| =
|EF| >



POGLAVLIJE 2. OSNOVNA SVOJSTVA TRAPEZA 11

2.3 [Eulerov teorem za trapez
Prije iskaza i dokaza Eulerovog teorema za trapez, navest ¢emo i dokazati Eulerov teorem
koji vrijedi za opCeniti Cetverokut.

Teorem 2.3.1 (Eulerov teorem). Neka je ABCD cetverokut, te neka je a = |AB|, b = |BC],
¢ =|CD|, d =|DA|, e = |AC|i f = |BD|. Tada vrijedi jednakost:

AEFP =d®+b* +* +d* - & - /2.

Dokaz. Trokutima AADC, AABC i ADEB Kkonstruirajmo teZiSnice DE, BE i EF kao na
slici.

Slika 2.5: Eulerov teorem

Vrijede sljedece jednakosti:
_IDAP +|DC*  |ACI?

|DEJ?> = > 1 (2.4)
|BA? + |BC> |AC|?

|BE* = > - (2.5)
EBP + |ED* |BDJ?

2 4
Ako uvrstimo (2.4) 1 (2.5) u (2.6), dobivamo:

A|EF)* = |ABI* + |BC|* + |CD\* + |DA]* — |AC)* — |DBJ*,
odnosno, uvazimo li oznake iz teorema slijedi:

AEFP =d®+ b+ +d* - & - [~
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Teorem 2.3.2. Ako je cetverokut ABCD trapez, onda vrijedi jednakost:

e+ 2 =b*+d* + 2ac.

m
-

Slika 2.6: Eulerov teorem za trapez

Dokaz. Primjenom Eulerovog teorema za Cetverokut znamo da vrijedi:
AEFP =d*+b* + P +d* - & - f~.
Dokazimo sljedecu tvrdnju: DuZina EF se nalazi na srednjici trapeza PQ. Uotimo da je
duzina PE srednjica trokuta AACD, a duZina F Q srednjica trokuta ABCD. Slijedi:
c

PE|=|FQ| = =.

IPE| =|FQI =5
Iz Teorema 2.2.1 znamo da je duljina srednjice trapeza jednaka s = S¢. Sada moZemo
izraCunati duljinu duzine |EF|:

a+c 20_a—c
2 2 2

UvrStavanjem dobivenog u pocetnu jednakost slijedi

|EF| =

2 2., 2 2 _ 2 2 a-c\?
a+b+c+d—e+f+42 ,

odakle pojednostavljivanjem dobivamo trazenu tvrdnju:

a2+b2+cz+d2:ez+f2+(a—c)2,
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A+ +d =+ P+ a’ —2ac+ P

b’ +d* +2ac = & + f>.

13



Poglavlje 3

PovrSina trapeza

3.1 Metode racunanja povrsine trapeza

Podjela na jednostavnije likove

Odredivanje povrsina likova je od davnina jedan od Cesto rjeSavanih prakti¢nih problema.
Jedna od najcesce primjenjivanih i najjednostavnijih metoda je metoda koju je koristio
1 Euklid, metoda particioniranja. SloZene geometrijske likove dijelimo na jednostavnije
likove kojima znamo odrediti povrSinu.

JednakoKkracni trapez

Jednakokracni trapez podijelimo na dva pravokutna trokuta s duljinama kateta < i v i

pravokutnik s duljinama stranica c i v. PovrSinu dobijemo kao zbroj povrsina triju jednos-

tavnih likova:
(a-c)-v

2

P=2

14
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A ] B
E

Slika 3.1: (i) Podjela jednakokra¢nog trapeza

Napomena 3.1.1. Trokut AAED moZemo "prebaciti” na drugi krak trapeza s druge strane,
pa povrsinu trapeza moZemo dobiti kao povrsinu pravokutnika s duljinama stranica a+ 3
iv.

Slika 3.2: (ii) Podjela jednakokra¢nog trapeza

Pravokutni trapez

Pravokutni trapez moZemo podijeliti na pravokutnik s duljinama stranica c 1 d, te pravo-
kutni trokut s duljinama kateta a — c 1 d. Slijedi da je povrSina trapeza u tom slucaju zbroj
povrsina pravokutnika i pravokutnog trokuta.

(a—c)-d

P=(a-c¢)-d
(a—c)-d+ >
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Slika 3.3: Podjela pravokutnog trapeza

Opdeniti slucaj

Dekompozicijom raznostrani¢nog trapeza ABCD, sa stranicama duljina a, b, ¢, d, moZemo
na razli¢ite nacine do¢i do povrSine trapeza. Podjelom trapeza na tri trokuta, tako da je
E poloviste osnovice AB, od kojih svi imaju jednaku visinu duljine v, moZzemo uociti da
trokuti AAED i AEBC imaju jednaku povrsinu %(%), odnosno povrSina trapeza je zbroj
povrsina trokuta:

P =AAED + AEBC + ADEC,

a-vy Cc-Vv
P=—+—,
2 2
p a+c
= V.
2
D C C
d v b
A 5 B
® : T L

Slika 3.4: Podjela trapeza na tri trokuta
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Pogledajmo joS neke nacine podjele trapeza.

Slika 3.5: Podjela trapeza na dva trokuta

Slika 3.6: Podjela trapeza na pravokutne trokute i pravokutnik

Slika 3.7: Podjela trapeza na paralelogram i trokut

17
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Primjena transformacijske geometrije

Neka je P poloviste kraka AD trapeza ABCD. Produljimo osnovicu AB preko vrha A. Neka
je O presjek pravca kroz tocke C i P i produZetka osnovice AB. Kako su trokuti ADPC
1 AQAP sukladni prema poucku o sukladnosti trokuta K-S-K, slijedi |QA| = |DC|, a za
duljinu stranice |QB| trokuta AQBC vrijedi |QB| = |QA| + |AB|, tj. |QB| = |DC| + |AB].
Vidimo da je povrSina trapeza ABCD zapravo jednaka povrsini trokuta AQBC.

a+c

2

P =

s V.

Slika 3.8: Transformacija trapeza u trokut jednake povrSine

Rotacijom zadanog trapeza za 180° oko polovista kraka BC, dobivamo paralelogram
podijeljen na dva trapeza jednake povrSine. Paralelogram ima duljinu stranice a+c i visinu
duljine v. PovrSina zadanog trapeza jednaka je polovini povrSine dobivenog paralelograma.

7/
/
D C p?

<

[1

>
m
[ssk
~
9]

Slika 3.9: (1) Transformacija trapeza u paralelogram

Na sli¢ne nacine kao u prethodnim primjerima, na sljede¢im slikama vidimo kako tran-
sformacijom trapeza moZemo dobiti jo§ neke likove ¢ije povrSine znamo izraCunati. Na
Slici 3.10 vidimo da trapez moZemo transformirati u paralelogram koriste¢i srednjicu.
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[N
[N/

A B B

Slika 3.10: (i1) Transformacija trapeza u paralelogram

Slika 3.11 prikazuje kako rotacijom dijelova trapeza, oko poloviSta krakova moZemo
dobiti pravokutnik jednake povrSine kao i pocCetni trapez.

] 1
1D’ D C Ic'

o

A Ay By 8
I 1

Slika 3.11: Transformacija trapeza u pravokutnik

Nadopunjavanje trapeza
Nadopunjavanje trapeza do pravokutnika

Produljimo kraéu osnovicu CD trapeza ABCD i povu¢emo okomice na produZetak os-
novice iz toCaka A 1 B. SjeciSta okomica 1 produZetka osnovice ozna¢imo redom s P 1
Q. Dobili smo pravokutnik ¢ija je povrSina ocigledno veca od povrSine pocetnog trapeza.
No, uo¢imo da su dva trokuta, APAD i ACBQ, kojima smo nadopunili trapez, pravokutni
trokuti i da imaju jednu katetu jednake visine, koja je jednaka visini trapeza v, a zbroj du-
ljina drugih dviju kateta tih trokuta je jednak razlici dulje i krae osnovice trapeza ABCD.
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Dakle, povrSina dvaju nadodanih trokuta je

l~(a—c)-v.

2

Sada oduzimanjem zbroja povrsina trokuta APAD 1 ACBQ od povrSine pravokutnika ABQP
moZzemo dobiti povrSinu trapeza ABCD:

1
P:a-v—§~(a—c)-v,

1
P=—-(a+c)-v.

2
i |
1P D ¢c ¢ 1Q
vl d b v
A a B

Slika 3.12: Nadopuna do pravokutnika

Nadopunjavanje trapeza do trokuta

Produljimo li stranice AD i BC preko vrhova D i C tako da se produZetci sijeku u to¢ki P,
dobivamo trokut APAB, kao na Slici 3.13.
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Slika 3.13: Nadopuna do trokuta

Uocimo takoder joS jedan novonastali trokut APDC kojemu je visina |[PN,| = v,. Sada
imamo povrSinu manjeg trokuta

byv
Prppc = %
Povrsina veceg trokuta APAB jednaka je
by(v +v,)
Papap = %

Kako bismo dobili povrSinu trapeza, oduzet ¢emo povrSinu manjeg trokuta od povrSine
veceg trokuta:

b b b b b b b, —b
Poois— Parpe = 2(V2+V2)_ 12\/2:%\’+ 22V2_ 12V2:%V+(2 21)\/2' 3.1)

Kako bismo mogli nastaviti racun i pojednostavniti dobiveni izraz, uocimo sli¢ne trokute
na Slici 3.13 Primjenom K-K-K poucka o sli¢nosti trokuta uo¢avamo da su trokuti APAB
1 APDC sli¢ni, pa vrijedi:

1 %) Vo +V
b by
1z jednakosti izrazimo v;:
b1V
V2

" by - by
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te uvrstimo u (3.1):

PABCD:PAPAB_PAPDC
_ b (b=b) b
2 2 b - b
_bw b
2 2
(b + by
=2,

Nadopunjavanje trapeza do paralelograma

U tre¢em nacinu metode nadopunjavanja do oblika kojima znamo izracunati povrSinu, tra-
pez nadopunjavamo do paralelograma. Zelimo dobiti paralelogram koji ima istu duljinu
visine kao pocetni trapez. Nadopunjavamo na nacin da kroz to¢ku C konstruiramo pravac
paralelan sa stranicom AD. Takoder produljimo 1i gornju bazu b, konstruirani pravci se
sijeku u tocki S 1 sada imamo paralelogram ABS D, kojemu je povrSina b;v.

Slika 3.14: Nadopuna do paralelograma

Uocimo trokut ABS C koji je nastao nadopunjavanjem do paralelograma i izracunajmo
njegovu povrsinu
p _ (by = by)v
ABSC = T

PovrSinu pocetnog trapeza dobivamo oduzimanjem povrSine trokuta ABSC od povrSine
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paralelograma ABS D:

PABCD = PABSD - PABSC
_ bzv (b2 — bl)V

2 2

_ b b2v+b1v
ST

_ (b1t by
==

3.2 Karakterizacije vezane uz povrsine

Propozicija 3.2.1. Konveksni Cetverokut je trapez ako i samo ako ga jedna srednjica dijeli
na dva cetverokuta jednakih povrsina.

Dokaz. Kod trapeza pojam srednjica najces¢e povezujemo s duzinom koja spaja poloviSta
krakova. Druga srednjica je duZina koja spaja poloviSta baza, kao na Slici 3.2 (lijjevo).
Srednjica dijeli trapez ABCD na dva trokuta jednakih povrSina, prema formuli za povrSinu
trapeza. “Lijevi” trapez AEF D kao 1 "desni” trapez EBCF imaju jednake visine i duljine
osnovica prema definiciji srednjice.

Slika 3.15: Srednjica trapeza koja povezuje polovista baza

Obratno, neka su Ty, T, T3 1 T4 povrSine dijelova trapeza dobivenih spajanjem vrhova
C i D s poloviStem E kao na Slici 3.2 (desno). Ako vrijedi Ty + T, = T3 + T4, onda slijedi
T, =T41T, = T; jer pripadni trokuti imaju jednaku stranicu i visinu na tu stranicu. 7 i
T, takoder imaju jednake baze, pa im i visine moraju biti jednake. Slijedi da je Cetverokut
ABCD trapez. O

Sljedeci teorem preuzet je iz [13].
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Teorem 3.2.2. Dijagonale konveksnog cCetverokuta dijele Cetverokut na Cetiri trokuta koji
se ne preklapaju. Ako dva nasuprotna trokuta imaju povrsine S i T, onda cCetverokut ima
povrsinu

K:(V§+V7f

ako i samo ako je Cetverokut trapez kojemu su paralelne dvije stranice, stranice trokuta
koje ne pripadaju dijagonalama trapeza.

Prije samog dokaza, iskazat cemo propoziciju i lemu koje ¢e nam biti potrebne u do-
kazu teorema.

Propozicija 3.2.3. Ako se dijagonale konveksnog cetverokuta ABCD sijeku u tocki P, onda
je taj cetverokut trapez s paralelnim stranicama AB i CD ako i samo ako su povrsine
trokuta AAPD i ABPC jednake.

Lema 3.2.4. Dijagonale konveksnog cetverokuta dijele Cetverokut na Cetiri trokuta koji se
ne preklapaju. UmnoZak povrsina dvaju nasuprotnih trokuta je jednak umnosku povrsina
drugih dvaju trokuta.

Dokaz Teorema 3.2.2. Prvi nacin
Neka je konveksni Cetverokut podijeljen na Cetiri trokuta s povrSinama Uy, S, U, 1 T kao
na slici:

Slika 3.16: (i) Dokaz Teorema 3.2.2

Tada je povrSina Cetverokuta:

K=S+T+U +U,
=S+T+2 VST—Z\/U1U2+U1+U2

= (VS + VT) + (NU, - VT3) .
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U drugoj jednakosti koristili smo da vrijedi ST = U,;U, (prema Lemi 3.2.4). Prema
Propoziciji 3.2.3 slijedi da je Cetverokut trapez ako i samo ako vrijedi U; = U, pa pri-
mjenom tih tvrdnji u trecoj jednakosti slijedi da je Cetverokut trapez ako mu je povrSina
K= (\/§ + \/7)2.

Drugi nacin
Neka vrijede oznake kao na slici:

Slika 3.17: (ii) Dokaz Teorema 3.2.2

Uocimo da su trokuti AECD 1 AABE sli¢ni prema poucku o sli¢nosti trokuta K-K-K.

Stogaje§S : T = (‘Z’)2 ili § = 35 pa primjenom Talesovog poucka dalje imamo:

\NT
a+b_\/§+\/?
a-b "~ NS NT

Racunanjem povrsine trokuta AACE, odnosno trokuta ADBE preko a 1 b slijedi:

av bv
T =
2 2 ’
(a—Db)y
=5 -T,
2
b -b T
k=252,-¢ v-a+b:(S—T)M:(\/§+ VT
2 2 a—>b VS — T

Drugi dokaz je preuzet iz [1].



Poglavlje 4

Trigonometrijska karakterizacija

4.1 Trokut dijagonalnih tocaka

Definicija 4.1.1. Neka se dijagonale konveksnog cCetverokuta sijeku u tocki E, a produZeci
nasuprotnih stranica u tockama F i G. Tada se dobiveni trokut AEFG se naziva trokut
dijagonalnih tocaka.

Definicija je preuzeta iz [5]. Definicija je dana s pretpostavkom da niti jedan par stra-
nica Cetverokuta nije paralelan.

Slika 4.1: Trokut dijagonalnih to¢aka

26
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Prema [11], iako trokutu dijagonalnih toCaka nije posveena veéa pozornost tijekom
godina, postoji vaZan rezultat vezan uz povrSinu tako nastalog trokuta. Slijede dva zapisa
istog rezultata iz [2] i [3]. Neka je ABCD konveksan &etverokut i AC, BD pripadne dijago-
nale. Neka su T, T,, T3, T4 redom povrsine trokuta AABC, AACD, AABD, ABCD. Tada
vrijedi:

T = 2T\ T,T5T,
(Ty + To)(Ty = Ty)(T2 — T4)

_ 2TWTL 15Ty
K(T\T> = T5Ty4)’
pri ¢emu je K = T + T, povrsSina danog Cetverokuta ABCD.

4.1)

Napomena 4.1.2. Iz (4.1) vidimo da ako je T\T, = T5T4, onda je povrsina trokuta dijago-
nalnih tocaka beskonacna, odnosno dvije nasuprotne stranice cetverokuta su u tom slucaju
paralelne. Iz zakljucenog slijedi da je Cetverokut u tom slucaju trapez.

Sljedeci teorem i dokaz su preuzeti iz [11].

Teorem 4.1.3. Konveksni Cetverokut je trapez ako i samo ako je umnoZak povrsina trokuta
koji nastaju povlacenjem jedne dijagonale jednak umnosku povrsina trokuta koji nastaju
povlacenjem druge dijagonale.

Dokaz. Neka je ABCD trapez s duljinama stranica a, b, ¢, d redom i AC, BD pripadne
dijagonale. Neka su kutovi kod vrhova A, B, C, D jednaki redom «, 3, y 1 6. Neka su T,
T,, T5, T4 redom povrSine trokuta AABC, AACD, AABD, ABCD.

Slika 4.2: Dokaz Teorema 4.1.3

Krenimo od pretpostavke da je

T1T2 = T3T4.
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Jednostavno moZemo izracunati povrSine 7'y, 15, T3, T4 pa slijedi:

1 1
Ead sina - ibc siny = Eab sinf3 - ECd sin 9,

sina siny = sinfsin 6.

Primjenom transformacijske formule za umnoZzak sinusa dalje slijedi:

1 1
E(COS (@ —7y)—cos(a+7y)) = E(COS (B—0)—cos(B+9)),
cos(a —vy) =cos (B —9).
Zadnja jednakost nam daje dvije mogucnosti:
a—-y=p-0 i a-y=-(B-9),

odnosno
a+6=B+y=180" ili a+B=vy+d=180°,

Sto znaci da je
AB||DC ili AD| BC.

U dokazu smo koristili cos (@ +vy) = cos (B + 9) Sto slijedi iz zbroja veli¢ina kutova u
cetverokutu. Kako su sve tvrdnje ekvivalentne, teorem je dokazan. O

4.2 Trigonometrijska verzija karakterizacije trapeza
preko susjednih kutova

Sljedeci teoremi su preuzeti iz [13].

Teorem 4.2.1. Konveksni cetverokut ABCD je trapez s paralelnim stranicama AB i CD
ako i samo ako vrijedi
cosa + cosd = cosfB + cosy = 0.

Dokaz. Cetverokut je trapez ako vrijedi @ + 6 = 180°, odnosno AB || CD. Zato imamo:
cosa + cosd = cosa + cos (180° — a) = cosa —cosa = 0.

Obratno, pretpostavimo suprotno: ¢etverokut ABCD nije trapez i bez smanjenja opéenitosti
pretpostavimo @ > 180° — 6. Vrijedi 0 < @ < 180°, a funkcija kosinus je padajuca na
segementu [0, ] pa slijedi:

cosa < cos (180° — 9),
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cosa + cosd < cos (180° — ) + coso = 0.

Poznat je zbroj veli¢ina kutova u Cetverokutu, pa imamo:
a>180°-6=B<180° -y = cosB+cosy > 0.
Dakle, ako Cetverokut nije trapez, tada vrijedi:
cosa +cosd # cosf+ cosy # 0.
Dokazali smo tvrdnju teorema. O

Propozicija 4.2.2. Konveksni cetverokut ABCD je trapez s paralelnim stranicama AB i
CD ako i samo ako vrijedi:

ctga +ctgo =ctgB +ctgy = 0.
Dokaz. Funkcija kotangens je padajuéa na intervalu 0 < x < 7 1 vrijedi:
ctg(m—x) = —ctgx
pa je dokaz identi¢an dokazu Teorema 4.2.1. O

Teorem 4.2.3. Konveksni etverokut ABCD je trapez s paralelnim stranicama AB i CD

ako i samo ako vrijedi:

a o By
tg—tg-=tg—tg= = 1.
828278287
Dokaz. Primjenom svojstva trapeza @ + 6 = & = +y jednakost iz teorema slijedi direktno

jer vrijedi:

t 5—ct a
gz_ g27

Y B
tg — =ctg —.
g2 ng

Obratno, pretpostavimo da cetverokut nije trapez i bez smanjenja opéenitosti prepostavimo
da vrijedi @ + 6 > w15 + 7y < n. Primjenom adicijske formule za tangens slijedi:

5\ tgf+tg?
O>tg(g+_):g2—g26_
2 2 l—tg%tgz

Kutovi 7 i g su Siljasti, pa je brojnik pozitivan, stoga nazivnik mora biti negativan. Dakle,
tg S tg g > 1. Analogno vrijedi i za tg g tg £ < 1, pa zato slijedi:

’gtgZ # 1.

a o
tg—tg—?ﬁtg2 >

2 72
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4.3 Karakterizacije vezane uz stranice i udaljenosti

Teorem 4.3.1. Ako je ABCD konveksni Cetverokut sa stranicama a, b, c, d redom i dijago-
nalama p i q, onda vrijedi

P’ +q* =b* +d* +2accosé,
pri cemu je & kut izmedu produZetaka stranica a i c.

Dokaz. Neka se produzeci stranica AB i CD sijeku Lu toCki J 1 neka vrijede oznake: AC = p,
BD = q,AB = a i AE = x. Konstruirajmo duzinu GC kao na slici, tako da je AB || GC.

Slika 4.3: Dokaz Teorema 4.3.1

Tada vrijedi <DCG = <BJC. Dalje imamo:

|EF| = |GC| =ccosé, |DG|=csiné, |ED|=v—-csiné, |FBl=a—-ccosé— x.

Primjenom Pitagorinog poucka na trokute AACF, ABDE, ABCF, AAED dobivamo: 2
p> =V + (x+ccosé), (4.3)

g =(a—x)*+ (v—csiné)?, (4.4)

b* =v* + (a—ccosé — x)%, (4.5)

d* = x> + (v — csiné)>. (4.6)

Sredivanjem izraza (4.3) 1 (4.4), dobivamo

PP+ q* =2 + x*) + 2x(ccosé —a) + a®> + ¢* — 2vesiné. 4.7)
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Iz (4.5) 1 (4.6) slijedi
b +d* =200 + x5 + & + ¢ — 2vesiné — 2ac cos € + 2x(c cos € — a). (4.8)
Oduzmemo i (4.7) i (4.8) imamo
b’ +d* = p* + ¢* — 2accos €.
i

Korolar 4.3.2. Konveksni Cetverokut sa stranicama a, b, c, d redom i dijagonalama p i q
Jje trapez ako i samo ako vrijedi:

P’ +q* =0 +d* + 2ac.
Napomena 4.3.3. Ovaj korolar je izravna posljedica Teorema 4.3.1 i Napomene 2.1.2.

Sljedeci teorem iz [13] donosi zanimljivu karakterizaciju trapeza preko duljine dijago-
nala koju ¢emo koristiti i kasnije.

Teorem 4.3.4. Konveksni cetverokut ABCD sa stranicama a, b, ¢, d redom je trapez za koji
vrijedi a || c i a # ¢ ako i samo ako su duljine dijagonala AC i BD redom

b

\/ac(a —¢) + ad?* — cb?
p =

a—=c¢

\/ac(a —¢) + ab? — cd?
q= :

a—=c¢

Dokaz. Dokazimo drugu formulu, prva se dokazuje analogno. Konstruirajmo dijagonalu
BD = g.
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Primjenom teorema o kosinusu u trokutima AABD, ABCD nastalim konstruiranjem
dijagonale slijede sljedece jednakosti

2,2 1
cosg= LT 4 4.9)
2
aq
222
cos ¢ = %. (4.10)
cq

Cetverokut je trapez s paralelnim stranicama a || ¢ ako i samo ako vrijedi 8 = ¢, od-
nosno cos # = cos ¢. Dakle, lijeve strane jednakosti (4.9) 1 (4.10) su jednake, pa moZemo
izjednaciti i desne strane
@+ g - _c2+q2—b2
2aq B 2cq

Sto moZemo zapisati kao

ac(a —¢) + ab* — c¢d* = (a - c)qz.

Vrijedi a # c pa slijedi jednakost koju smo htjeli dokazati. m|
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Ostali teoremi 1 zanimljivosti o
trapezima

5.1 Garfieldov trapez

Autor zanimljivog dokaza Pitagorinog poucka preko trapeza je James Abram Garfield
(1831.—1881.), pa se trapez nastao od pravokutnih trokuta naziva Garfieldov trapez[1].

Slika 5.1: Garfieldov trapez

33
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Dokaz Pitagorinog poucka pomocu trapeza

Izracunajmo povrSinu trapeza sa Slike 5.1 pomocu formule za raCunanje povrSine trapeza,
a zatim kao zbroj povrSina triju trokuta od kojih je sastavljen trapez sa Slike 5.1. S jedne
strane je formula za povrSinu trapeza:

_(a+ b)?

P ;
2

dok s druge strane zbrojem povrSina trokuta slijedi:

ab ab c2_2ab+c2

P=—+—+
2 2 2 2

Izjednacimo dobivene povrSine:
(a+b)* =2ab + c?,

a’ + 2ab + b* = 2ab + ¢,

a’+b* =

5.2 Napoleonov teorem za trapeze

Poznato je da je Napoleon Bonaparte odrzavao kontakt s mnogim poznatim matemati¢arima
svog vremena. lako nije bio matemati€ar po struci, pokazivao je izuzetno zanimanje za
matematiku. Jedan od najpoznatijih rezultata je Napoleonov teorem. lako je dobio ime po
Napoleonu, nije sasvim sigurno da je teorem izravno povezan s njim [8], no joS su vazniji
rezultati proizisli iz Napoleonovog teorema. Napoleonov teorem za trapeze ¢emo iskazati
1 dokazati u nastavku prema [4].

Teorem 5.2.1. Ako nad stranicama proizvoljnog trokuta konstruiramo jednakostranicne
trokute, onda su sredista tako dobivenih trokuta vrhovi jednakostranicnog trokuta.

Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [6]. |

Teorem 5.2.2 (Napoleonov teorem). Ako se nad kracima trapeza konstruiraju kvadrati,
a nad bazama trapeza pravokutnici, tako da je “visina” odnosno duljina druge stranice
pravokutnika jednaka duljini suprotne stranice trapeza, onda Ce sredista Cetiri postavljena
Cetverokuta tvoriti vrhove kvadrata.
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A

=

Slika 5.2: Napoleonov teorem za trapeze

Dokaz. Nekaje ABCD trapez i AB || CD. Neka su trapezu nacrtani kvadrati i pravokutnici
kako je opisano u iskazu teorema. Neka je P sredi$te pravokutnika nad stranicom AB, Q
srediste kvadrata nad stranicom BC, R srediste pravokutnika nad stranicom CDiS srediste
kvadrata nad stranicom AD. Pravokutnici su konstruirani tako da su sukladni, pa slijedi
|AP| = |DR|. Zbog sukladnosti pravokutnika i suplementarnosti susjednih kutova u trapezu
a + 6 = 180° slijedi <RDS = <PAS. Na sli¢an nac¢in mozemo zakljuciti i da vrijedi
|AS| = |DS|, pa primjenom teorema o sukladnosti trokuta S-K-S slijedi AAPS = ADRS.

Znamo da je kut <AS D pravi. Rotacijom za 90° suprotno od kazaljke na satu oko tocke
S trokut AAPS ¢ée se preslikati u ADRS, konkretno duZina S P ée se preslikati u SR, zato
je trokut APRS jednakokracan i pravokutan. Znamo da je takav trokut “pola kvadrata”,
odnosno trokut koji nastaje kada kvadrat prepolovimo jednom dijagonalom.

Na analogan nacin dolazimo do zakljucka da je ARPQ takoder pravokutan i jednako-
kracan trokut, odnosno druga ”polovica” kvadrata. Dakle, cetverokut PORS je kvadrat.
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Slika 5.3: Skica dokaza Napoleonovog teorema

Teorem i dokaz su preuzeti iz [4].

5.3 Jednakokracéni trapez

Kao “najpravilniji” od svih trapeza jednakokracni trapez ima neka zanimljiva svojstva.
Sljedece karakterizacije su preuzete, uz manje preinake iz [9].

Teorem 5.3.1. Ako je dulja osnovica jednakokracnog trapeza veca od zbroja duljina stra-
nica krakova, onda postoji tocka na duljoj osnovici trapeza, koja kad se spoji s krajevima
krace osnovice dijeli trapez na tri slicna trokuta.
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Dokaz. Neka je ABCD jednakokralni trapez s bazama AB 3 1 ( CD, pri Cemu je . AB dulja
osnoviﬁl. Uvedimo sljede¢e oznake kao na slici: x = AD = BC,b=CD,e = AB,y = DE
iz=CE.

Slika 5.4: JednakokraCni trapez podijeljen na tri sli¢na trokuta

Neka je toc¢ka E na stranici AD takva da vrijedi:

e e\?
o5
Tada vrijedi:
JAE| a ac ¥
[EBl ¢ & &
Dalje vrijedi, ¢ = 2. Znamo da su kutovi <CAE i <DBE kutovi uz osnovicu jednako-
kracnog trokuta pa su jednakih veli¢ina. Primjenom poucka o sli¢nosti trokuta slijedi:

ACAE ~ AEBD. (5.1)

Neka je Q noziSte visine v trapeza na stranicu AB. Tada imamo:

b a+c-b

= T
c—a+b
—
Primjenom Pitagorinog poucka na trokute ADQE i ADQB slijedi:

_ b\2
RN
Z 14 5 s

e_
DO| =
DOl = —

|EQ| = |EB| - |0B| =
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2
=vi+|l— .
2o

Oduzimanjem ovih dviju jednakosti dobivamo:

—a+b\ — b\
Zz—xzz(c ‘2” )—(“2 ) — be — ac. (5.2)

Iz omjera stranica dobivenih zbog uodene sli¢nosti u (5.1) slijedi: x*> = ac. Zbrojimo

dobiveni izraz s jednakosti (5.2) te dobivamo z> = bc, §to moZzemo zapisati kao § = £

Z
odnosno kao % = %. Uocimo sada da su kutovi <EDC 1 <BED jednaki, jer su to kutovi

uz transverzalu paralelnih pravaca. 1z dvije prethodno navedene tvrdnje prema poucku o
sli¢nosti trokuta slijedi: AEDC ~ AEBD. Sli¢nost je tranzitivno svojstvo, pa slijedi da su
sva tri trokuta (AEDC, AEBD, ACAE) sli¢na i tvrdnja teorema je dokaza. m]

Teorem 5.3.2. Koristeéi oznake kao u prethodnom teoremu imamo niz jednakosti:
(i) y2 =ab, x* = ac, 72 = bc,
11 =Y =X =Xz
(ii) a = Z,b— > C= T
(iii) xyz = abc,
(lV) PABCD = lV(Cl +b+ C).
2
Dokaz. Prve tri tvrdnje slijede iz slicnosti dobivenih trokuta, a Cetvrta iz formule za povrSinu

trapeza. ]

Teorem 5.3.3. Neka je d duljina dijagonale jednakokracnog trapeza ABCD. Uz oznake
kao u prethodnim iskazima, duljinu dijagonale d moZemo iskazati sljedec¢im izrazom:

d = Vac+ab +bc = \x* +y> + 22.
Dokaz. Oznalimo a = <ABC. Primijenimo teorem o kosinusu na trokute AACD 1 ADBA:

d* = |AD| = x* + b* - 2xbcos @
= x>+ (a + ¢)* — 2x(a + ¢) cos(180° — a)
= x>+ (a+¢)* +2x(a + c)cos a.
Izrazimo cos a:
b —-d* P H+(a+o)-d
2xb —2x(a + ¢)

cosa =
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Pojednostavljivanjem i primjenom (i) iz Teorema 5.3.2 slijedi
d* = x*+ab+bc =ac+ab +bc = x* +y* + 2.
O

Sljedeci trapez vezan je uz ’preraspodjelu” dobivenih trokuta u jednakokratnom tra-
pezu, kako bismo dobili druge trapeze jednakih povrSina.

Teorem 5.3.4. Ako jednakokracni trapez razdvojimo premjestanjem slicnih trokuta, mogu
se dobiti jos dva jednakokracna trapeza. Dobiveni trapezi zadovoljavaju jednake uvjete za
razdvajanje, imaju jednake povrsine i duljine dijagonala kao pocetni trapez.

Dokaz. UoCimo da su povrSine svih trapeza dobivenih razmjeStanjem sli¢nih trokuta jed-
nake $v(a + b + ¢)

»
o
m
m
D@ —— - -
m

Slika 5.6: Trapez s razmjeStenim slicnim trokutima

Prema Teoremu 5.3.3 znamo izraz za duljinu dijagonale d = Vab + bc + ca = /x* +y? + 22,
a u jednakokracnim trapezima su dijagonale jednakih duljina, pa slijedi dokaz bez rijeci.
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Slika 5.7: Dokaz bez rijeci

O
Teorem 5.3.5. Trapez ima dijagonale jednakih duljina ako i samo ako je jednakokracan.

Dokaz. Neka su stranice trapeza ABCD oznacene s a, b, cidredomia || ¢, a # b. Prema
dokazu Teorema 4.3.4 imamo:

\/ac(a —c¢)+ad*-cbh* . \/ac(a —¢) +ab? — cd? (5.3)
pP= 1 g= . .
a-c a—-c
Dalje slijedi:
p2 = q2 & ad® - cb* = ab® — c¢d* & (a - o)(d* - b?) = 0.
Kako vrijedi a # ¢, slijedi b = d, odnosno trapez je jednakokracan. O

5.4 Cetverokuti i trapezi

U ovom poglavlju bavit éemo se pitanjem moze li se od bilo kojeg konveksnog Cetverokuta
dobiti trapez. Neka je ABCD cetverokut s paralelnim stranicama a || ¢ i a # ¢. Konstru-
irajmo trokut ABCE kao na slici tako da vrijedi CE || DA.
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a-c B

Slika 5.8: Presavijanje konveksnog Cetverokuta

Konstrukcija takvog trokuta je moguca kad god su zadovoljene nejednakosti trokuta,
odnosno s oznakama sa slikea —c <b+d,d <a—c+bib <a-c+d, pri cemu prva
od nejednakosti vrijedi kad god postoji Cetverokut. Spojimo li drugu i tre¢u nejednakost u
jednu dobivamo:

la—c| > 1|b-d|.

Ova nejednakost je nuzan uvjet za a || ¢ kad vrijedi a # ¢, ali je takoder i dovoljan uvjet,
obzirom na to da kad je ostvaren, moguce je konstruirati trokut ABCE, a zatim 1 trapez.
Analogno imamo:

la —c| > |b—d|,

Sto je nuzan i dovoljan uvjet da bi vrijedilo b || d kad vrijedi b # d. Dakle, jedini slucaj
kad konveksni Cetverokut ne mozemo “presaviti” u trapez je kad vrijedi:

la—c|=1b-d|.

Prema [13] 1 [12] ova karakterizacija vrijedi samo kad Cetverokut ima pripisanu kruznicu
(to je kruznica koja dira jednu stranicu trokuta s njegove vanjske strane i produZetke ostalih
dviju stranica).  Primijenimo 1i ”polu-faktoriziranu” Heronovu formulu za povrSinu T
trokuta

NGO D - (-2

= 1 ,

mozemo dobiti formulu za visinu trapeza. U trokutu sa stranicama x, y, z, visina v na
stranicu x ima sljedecu duljinu

T

X 2x

_ 2T _ VG +2? = )2 - (v - 2%)
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Trokut ABCE ima jednaku visinu kao i trapez ABCD. Zamijenimolixsa—c,ysbizsd,
izraz za visinu trapeza postaje

V_’W@+dy—w—cyﬂa—dkﬁb—®%

2)a — |

Sto vrijedi kad je a # c. Sad je jasno da kad vrijedi
la —cl=1b-d|

visina trapeza je jednaka nula, odnosno trapez postaje duzina. Dakle, konveksni ¢etverokut
kojemu se mozZe pripisati kruZznica ne moZze biti presavijen u trapez.

Teorem 5.4.1. Ako Cetiri duZine, duljina a, b, c i d imaju svojstvo da je bilo koja od
njih kraca od zbroja duljina ostalih triju, onda one uvijek cine uzastopne stranice ne-
degeneriranog trapeza, osim u slucaju kad vrijedi

la—cl=1b-d| #0.

U tom slucaju duZine Ce Ciniti stranice Cetverokuta kojemu se moZe pripisati kruZnica.

5.5 Steinerov teorem za trapeze

Sljedeci rezultat ([14]) vezan uz trapeze ime je dobio po Svicarskom metemati¢aru Jakobu
Steineru (1796.-1863.)

Teorem 5.5.1. Za svaki trapez ABCD vrijedi da sve Cetiri tocke: polovista osnovica, tocka
sjecista dijagonala te tocka u kojoj se sijeku produZeci krakova leZe na istom pravcu.
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Slika 5.9: Steinerov teorem

Dokaz. Neka vrijedi |AN| = [NB| i |DM| = |MC)|, odnosno N i M su poloviSta osnovica
trapeza ABCD. Neka je toCka E sjecisSte dijagonala, a tocka F sjeciSte produZetaka krakova

trapeza kao na Slici 5.9. Sada primjenom Talesovog poucka o proporcionalnim duZinama
slijedi:

AFDC ~ AFAB.
Odnosno, vrijede proporcionalnosti:
|[FA| _ |FD|
IAB| — |IDC|’

IAN| _IDM| 1

|AB| |DC| 2’

|[FA| _ |FD|
IANI — IDM]
Obzirom da vrijedi
<FDC = <FAB,

slijedi sli¢nost trokuta AFAN ~ AFDM prema poucku o sli¢nosti S-K-S. Vrijedi da su
tocke F, D i A kolinearne, a obzirom da su to¢ke M i N s iste strane pravca AD i vrijedi
AFAN ~ AFDM, slijedi FN || FM i F, M, N su kolinearne. Promotrimo sada trokute
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AEBA 1 AEDC, duzZine AC 1 BD su transverzale, pa vrijedi: AEAB ~ AECD prema S-K-S
poucku o sli¢nosti trokuta. 1z sli¢nosti slijedi:

<BEF = <DEN

Tocke N, E, M su kolinearne. Primjenom svojstva tranzitivnosti kolinearnosti slijedi tvrd-
nja teorema. O
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se karakterizacijama trapeza. Najprije smo definirali trapez, a
zatim iskazali i dokazali njegova dobro poznata svojstva. Takoder smo dokazali Eulerov
teorem za Cetverokute kao i poseban slucaj kad je Cetverokut trapez. Kroz analizu trapeza
kao geometrijskog lika sustavno smo pokazali tri metode za odredivanje povrSine. Po-
djelom na jednostavnije likove, nadopunjavanjem i transformacijskom geometrijom naveli
smo razliCite nacine za dobivanje poznate formule za izraCunavanje povrSine trapeza ako su
nam poznate duljine osnovica i duljina visine trapeza. Zatim smo uveli pojam trokuta di-
jagonalnih toCaka 1 objasnili vezu takvog trokuta s nekim karakterizacijama trapeza. Osim
karakterizacija vezanih uz duljine i odnose stranica trapeza, takoder smo uveli pojam Gar-
fieldovog trapeza i objasnili po ¢emu je on zanimljiv. Dokazali smo i iskazali poopéenje
teorema koji se pripisuje Napoleonu. Bavili smo se i najpravilnijim trapezom - jedna-
kokra¢nim. Pokazali smo kakve su dijagonale jednakokracnog trapeza te kako mozemo
izraCunati duljinu dijagonale. Na kraju, iskazali smo i dokazali Steinerov teorem za trapez
koji kaze da u svakom trapezu polovista osnovica, tocka sjeciSta dijagonala i tocka u kojoj
se sijeku produZzeci krakova, leZe na istom pravcu.



Summary

In this thesis, we have explored the characterizations of trapezoid. First, we defined what a
trapezoid is and then stated and proved its well-known properties. We also proved Euler’s
theorem for quadrilaterals and its special case when a quadrilateral is a trapezoid. Thro-
ugh the analysis of the trapezoid as a geometric figure, we systematically presented three
methods for determining its area. By dividing it into simpler shapes, complementing, and
using transformational geometry, we outlined various approaches to derive the well-known
formula for calculating the area of a trapezoid, when the lengths of the bases and the height
are known. Then, we introduced the concept of the diagonal point triangle and explained its
connection to some characterizations of trapezoids. In addition to characterizations related
to lengths and side ratios of trapezoid, we also introduced the concept of Garfield’s trape-
zoid and explained its significance. We also have proven and stated a generalization of the
theorem attributed to Napoleon. Furthermore, we explored the most regular trapezoid, the
isosceles trapezoid, demonstrating properties of its diagonals and providing methods for
calculating their lengths. Finally, we presented and proved Steiner’s theorem for trapezoid,
which asserts that the midpoints of the bases, the intersection point of the diagonals, and
the point where the extensions of the legs intersect, lie on the same line.
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