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Uvod

Leonhard Euler, znameniti Svicarski matematicar, roden je 15. travnja 1707. u Baselu.
Eulerovo zanimanje za matematiku potaknuo je njegov otac, protestantski svecenik koji je
tokom studija sluSao predavanja Jacoba Bernoullija. [ako je Leonhard Euler najprije studi-
rao teologiju, uz poticaj Johanna Bernoullija upisuje studij matematike u Baselu.

Studij zavrSava 1726. godine te se iste godine, uz pomo¢ Danielea Bernoullija, zaposljava
na matemati¢ko-fizickom odjelu akademije znanosti u St. Petersburgu. 1727. objavljuje
rad o najboljem rasporedu jarbola na brodu kojim osvaja drugo mjesto u natjecaju za Grand
Prix PariSke akademije znanosti. Kada je Daniel Bernoulli 1733. godine napustio St. Peter-
sburg, Euler je preuzeo upraznjeno mjesto glavnog profesora matematike. PoboljSanjem
financijskog stanja, 1734. godine oZenio je Katharin Gsell s kojom je imao trinaestero
djece, od kojih je samo petero doZivjelo odraslu dob. Poznata je Eulerova izjava da je neka
od svojih najve¢ih matematickih otkri¢a imao drzeéi jedno dijete u rukama, dok su se os-
tala djeca igrala oko njega. 1735. godine pocinju Eulerovi zdravstveni problemi. Najprije
je jedva preZzivio napad groznice, a nakon toga mu se poceo pogorSavati vid, da bi do 1740.
godine potpuno izgubio vid. lako loSijeg zdravstvenog stanja, Euler je i dalje ostvarivao
iznimne matematicke rezultate pa je tako 1738. i 1740. osvojio Grand Prix Pariske akade-
mije znanosti.

Uslijed politickih nemira u St. Petersburgu, pozicija stranaca u Rusiji je postajala sve teza
pa Euler 1941. godine napusta Rusiju 1, na poziv cara Friedricha velikog, odlazi u Berlin
gdje se zaposljava na Berlinskoj akademiji znanosti. U samom pocetku rada na akademiji
Euler je smatrao da je najsretniji covjek na svijetu Sto je doprinijelo tome da je tokom svog
boravka u Berlinu napisao gotovo 400 Clanaka koji su se bavili razli¢itim matematickim
temama. Takoder, u 25 godina svog boravka u Parizu izdao je i nekoliko knjiga koje su
se bavile temama matematicke analize, varijacijskog raCuna, artiljerije, balistike, gradnje
brodova, navigacije, proracunavanja orbite planeta itd. Iz tog vremena potjece i popularno
znanstveno djelo Pisma jednoj princezi.

S vremenom, uslijed carevog mijeSanja u rad akademije, Euler postaje sve nezadovoljniji
radom i zZivotom u Berlinu te se 1766. vrac¢a u St. Petersburg. Ubrzo nakon toga potpuno
je oslijepio, a 1771. njegov dom je izgorio u poZzaru te je prilikom pozara uspio spasiti
samo sebe 1 svoja djela. Unatoc sljepoci, uz pomo¢ dvojice svojih sinova i kolega te zahva-
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ljujuéi svom iznimno dobrom pamdéenju, Euler je nastavio svoj znanstveni rad te je u tom
razdoblju objavio gotovo polovinu svojih djela. Na sam dan svoje smrti, 18. rujna 1783.,
poducavao je jednog od svojih unuka matematici, raspravljao o otkri¢u planeta Urana i
bavio se proracunima kretanja dvaju balona. U 17 sati, uslijed krvarenja u mozgu, izja-
vio je "Umirem.” te ubrzo nakon toga umro. O njegovoj golemoj ostavstini matematickih
rezultata 1 otkri¢a svjedoci €injenica da je nakon njegove smrti akademija znanosti u St.
Petersburgu jos gotovo pedeset godina objavljivala njegove neobjavljene radove.



Poglavlje 1

Teorija grafova

Kao pocetak teorije grafova, jedne od najpopularnijih grana moderne matematike, smatra
se Eulerovo rjeSenje poznatog problema Setnje KonigsberSkim mostovima U ovome po-
glavlju upoznat ¢emo se sa temeljnim pojmovima vezanim uz grafove te prikazati utjecaj
Leonharda Eulera teoriju grafova, odnosno objasniti zbog ¢ega ga smatramo utemeljiteljem
topologije, poddiscipline teorije grafova. Glavni izvori ovog poglavlja su [7], [8] i [16].

1.1 Osnovni pojmovi

Kako bismo lakSe mogli shvatiti doprinose Leonharda Eulera u teoriji grafova, najprije se
moramo upoznati sa samim pojmom grafa te njegovim svojstvima.

Definicija 1.1.1. Graf G je uredena trojka (V, E, ), G=(V, E, @) gdje je V neprazan skup
Cije elemente nazivamo vrhovima, E je skup disjunktan s V Cije elemente nazivamo bri-
dovima i ¢ preslikavanje koje svakom bridu pridruZuje neuredeni par (ne nuzno razlicitih)
vrhova. Preslikavanje ¢ : E — {{u,v} : u,v € V} nazivamo incidencijska funkcija grafa
G.

Definicija 1.1.2. Kada imamo preslikavanje p(e)={u, v}, tada vrhove u i v nazivamo krajevi
brida e te kazemo da su ti bridovi medusobno susjedni. Takoder, kazemo da su vrhovi u i
v spojeni bridom e, odnosno vrhovi u i v su incidentni s bridom e i obrnuto. Dva brida su
susjedna ako su incidentni istom vrhu.

Definicija 1.1.3. Brid e kojemu su krajevi isti vrh naziva se petlja. Ako brid e nije petlja,
tada je on pravi brid ili karika.

Definicija 1.1.4. Dva ili vise razli¢itih bridova medusobno su paralelni ako imaju iste
krajeve. Skup medusobno paralelnih bridova nazivamo viSestruki brid.
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Definicija 1.1.5. Graf bez petlji i visestrukih bridova naziva se jednostavan graf. Ako graf
nema bridova te ima samo jedan vrh, tada kaZemo da je graf trivijalan.

Za graf G=(V, E, ¢) kazemo da je konacan ako su skupovi V i E konacni. Ako barem
jedan od tih skupova nije konacan, tada graf G nazivamo beskona¢nim.
Broj vrhova grafa nazivamo red i oznacavamo |V;| ili v(G). Broj bridova grafa nazivamo
velic¢ina grafa G i oznacavamo |E;| ili e(G).

Definicija 1.1.6. Potpun graf, u oznaci K, je jednostavan graf kojemu je svaki par vrhova
spojen bridom.

Ako je graf G potpun i ima n vrhova, tada vrijedi |Eg|= (;‘)

Definicija 1.1.7. Stupanj (valencija) vrha v, u oznaci deg(v), u grafu G definiramo kao
broj bridova grafa G koji su incidentni s v pri cemu se za svaku petlju broje dvije inciden-
cije.

Najmanju vrijednost medu stupnjevima grafa oznatavamo s 6(G) i nazivamo mini-
malni stupanj grafa, a najve¢u medu tim vrijednostima ozna¢avamo s A(G) i nazivamo
maksimalni stupanj grafa.

Definicija 1.1.8. Ako za vrh v u grafu G vrijedi deg(v)= 0 tada vrh v nazivamo izolirani
vrh.

Definicija 1.1.9. Ako za vrh v u grafu G vrijedi deg(v)= 1, kazemo da je vrh v krajnji vrh
ili list grafa G. Krajnjem vrhu incidentan je krajnji brid.

Definicija 1.1.10. Za graf G kaZemo da je regularan ako su mu svi vrhovi istog stupnja,
odnosno da je r-regularan ako za sve v iz Vs vrijedi deg(v) = r. Broj r nazivamo stupanj
regularnosti grafa G.

Ako iz jednog vrha grafa, preko niza bridova, moZemo do¢i do drugoga vrha smatramo
da su ta dva vrha povezana. Analogno, graf smatramo povezanim ako se iz svakog njego-
vog vrha moZemo “proSetati” do bilo kojeg drugog njegovog vrha. Na tragu ovakvih opisa
definiramo pojmove Setnje, staze, puta, ciklusa pomocu kojih analiziramo svojstva grafova.

Definicija 1.1.11. Konacan niz vrhova v; i bridova e; oblika vy, ey, v1, ..., e, v, pri Cemu su
krajevi brida e; vrhovi v;_y i v; nazivamo Setnja W u grafu G.Vrh vy nazivamo pocetni vrh
ili pocetak, dok vrh v, nazivamo zavrsni vrh ili zavrSetak. Ostale vrhove koji pripadaju
Setnji nazivamo unutarnji vrhovi. Za Setnju W s pocetkom u vrhu vy i zavrSetkom u vrhu
v, kazemo da je to (vo,v;)- Setnja. Broj bridova | naziva se duljina Setnje. KaZemo da je
Setnja zatvorena ako vrijedi vy = v, inace je Setnja otvorena.
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Definicija 1.1.12. Setnju Ciji su svi bridovi medusobno razli¢iti nazivamo staza. Stazu koja
ima medusobno razlicite vrhove nazivamo put.

Definicija 1.1.13. Semnja (staza, put) koja se sastoji od samo jednog vrha i nema bridova
se zove trivijalna Setnja (staza, put).

Definicija 1.1.14. Zatvorenu stazu koja sadrZi barem jedan brid i ima medusobno razlicite
unutarnje vrhove nazivamo ciklus.

Definicija 1.1.15. Neka su zadana dva grafa, G i H. Ako vrijedi Vy C Vi, Ey C Eg i svaki
brid grafa H ima iste krajeve u H kao Sto ih ima u G, onda kazemo da je H podgraf grafa
G i pisemo H C G. Dodatno, kazemo da je graf G nadgraf grafa H.

Uocimo da podgraf nekog grafa moZemo dobiti uklanjanjem bridova i/ili vrhova tog
istog grafa te restringiranjem funkcije incidencije.
Neka je e brid grafa, tada G — e oznaCava graf dobiven uklanjanjem brida e iz grafa G te
restringiranjem funkcije incidencije. Ukoliko je F' neprazan skup bridova od G, tada G — F
oznacava graf dobiven uklanjanjem svih bridova skupa F iz grafa G. Graf iz kojeg se uk-
lanjanjem odgovarajuceg skupa bridova dobije graf G oznatavamo s G + e ili G + F.
Analogno, neka je v brid grafa, tada G — v oznaCava graf dobiven uklanjanjem vrha v i
incidentnih bridova iz grafa G te restringiranjem funkcije incidencije. Ukoliko je S nepra-
zan pravi podskup skupa vrhova Vi, tada G — § oznacava graf dobiven uklanjanjem svih
vrhova skupa § iz grafa G.
Ukoliko iz grafa uklonimo petlje i svaki njegov viSestruki brid, tada dobivamo jednostavan
graf te takav graf nazivamo pripadajuéi jednostavni graf tog grafa.

Definicija 1.1.16. Ako su svaka dva vrha grafa G povezana putem, kaZemo da je graf
G povezan. U suprotnom kaZemo da je graf G nepovezan. Povezani podgraf koji nije
sadrZan ni u jednom vecem povezanom podgrafu nazivamo komponenta povezanosti te
broj komponenti grafa G oznacavamo s c(G).

Definicija 1.1.17. Povezani graf bez ciklusa nazivamo stablo.
Teorem 1.1.18. Stablo s n vrhova ima tocno n — 1 bridova.

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje pomocu matematicke indukcije, a dokaz tvrdnje se nalazi u
[7]. ]

Definicija 1.1.19. Neka su zadani vrh v i brid e grafa G. Ako vrijedi c(G —v) > ¢(G), tada
vrh v nazivamo rezni vrh. Ako vrijedi ¢(G — e) > ¢(G) tada brid e nazivamo rezni brid ili
most grafa G.
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Teorem 1.1.20. Neka je G jednostavni povezani graf minimalnog stupnja 6(G), onda G
sadrZi put P duljine d(P) > 6(G). Ako dodatno vrijedi 6(G) > 2, tada graf G sadrZi ciklus
duljine d(C) > 6(G) + 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je put Q = vy, vs,..., v, put maksimalne duljine grafa G. Ako je
vrh v susjedan vrhu vy, ondav € {v,,...,v;}. Usuprotnom bi put v, v{,v,,..., v, bio dulji od
Q, §to je u kontradikciji s maksimalnosti puta Q. Dakle, put Q sadrzi svih deg(v;) vrhova
susjednih vrhu v;. Put Q sadrzi barem deg(v,) + 1 > 6(G) + 1 vrhova, odnosno ima duljinu
d(Q) > 6(G). Neka je 6(G) > 2, tada je maksimalan put duljine barem 2. Neka uz to vrijedi
Vi, V2, ...,V t > 3. Zbog 6(G) > 2 postoji v, i € {3,...,t} incidentan s v 1 v; # 2. Tada je
Vi, V2, ..., Vi, V1 traZeni ciklus. O

1.2 Eulerovi grafovi

Jedan od najpoznatijih problema vezan uz Eulerove grafove je problem Konigsberskih
mostova. 1736. godine, Euler je u svom radu Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis uz odgovarajuce objaSnjenje dao negativan odgovor na pitanje "Mogu li gradani
Konigsberga obici grad tako da se svaki od njegovih sedam mostova prijede to¢no jednom i
na kraju se vratiti na pocetnu poziciju?”’. Na slici 1.1 lijevo nalazi se prikaz Konigsberskih
mostova.

C

él:::ll:ﬁ? A ;

Slika 1.1: Prikaz Konigsberskih mostova (preuzeto iz [8])

Euler je uocio da, ako povezanost grada mostovima prikazemo shematskim prikazom gdje
vrhovi predstavljaju pojedina podrucja grada, odnosno obale, a bridovi predstavljaju mos-
tove, se promatrani problem svodi na trazZenje zatvorene staze koja prolazi svakim bridom
tocno jedanput. Na slici 1.1 desno nalazi se shematski prikaz KonigsberSkih mostova.

Definicija 1.2.1. Eulerova staza je staza u grafu koja sadrZi svaki brid grafa. Zatvorenu
Eulerovu stazu nazivamo Eulerovom turom. Graf G je Eulerov ili euleorovski ako je
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graf povezan te sadrZi Eulerovu turu. KaZemo da je povezani graf skoro Eulerov ako nije
Eulerov, ali sadrZi Eulerovu stazu.

Bavedi se problemom Konigsberskih mostova, Euler nije samo dokazao da je navedena
Setnje nemoguca, vec je dao postupak za sve takve zadatke koji ¢emo iskazati kroz slijedece
teoreme i korolare.

Teorem 1.2.2. Povezani graf je Eulerov ako i samo ako je svaki njegov vrh parnog stupnja.

Da bismo dokazali navedeni teorem potrebna nam je lema koja povezuje stupanj grafa
1 postojanje ciklusa.

Lema 1.2.3. Ako je svaki vrh grafa stupnja veceg ili jednakog 2, tada graf sadrZi ciklus.

Dokaz. Ukoliko graf sadrzi petlje ili viSestruke bridove, tada oni odreduju ciklus pa tvrdnja
u tom slucaju vrijedi.

Ako je G jednostavni graf s minimalnim stupnjem vrhova 6(G) > 2, tada prema Teoremu
1.1.20 graf G sadrzi ciklus. O

Dokazimo sada Teorem 1.2.2

Dokaz. =: Pretpostavimo da je graf G Eulerov, tada graf sadrzi Eulerovu turu Q. Svaki
puta kada Eulerova tura ude u vrh v, ona mora i izaéi iz njega pa Eulerova tura definira bi-
jekciju izmedu bridova koji ulaze u v, a nisu petlje, te bridova koji izlaze iz v, a takoder nisu
petlje. Buduc¢i da Q, sadrZzi sve bridove grafa, slijedi da je stupanj svakog vrha viSekratnik
broja 2, odnosno paran broj.

«: Pretpostavimo da povezani graf G ima sve vrhove parnog stupnja. Dokaz ¢emo provo-
diti koristeéi se indukcijom po broju m bridova grafa. Pretpostavimo dajem = Qilim = 1.
Tada graf G ima jedan vrh koji je izoliran ili je u njemu petlja pa tvrdnja oCigledno vrijedi.
Neka je m > 2. KoristeCi pretpostavku da je graf G povezan te su mu svi vrhovi parnog
stupnja, slijedi da je stupanj svakog vrha najmanje 2. Prema Lemi 1.2.3 slijedi da graf G
sadrzi ciklus. Oznacimo taj ciklus s C. Ukoliko ciklus C sadrZi svaki brid grafa G tada
smo dokazali tvrdnju. Ukoliko C ne sadrZzi svaki brid grafa G, uklanjanjem svih bridova
koji pripadaju ciklusu C dobivamo novi graf H koji ne mora biti povezan. Uo¢imo da graf
H ima manje bridova nego graf G, no i dalje su svi vrhovi grafa H parnog stupnja. Ko-
riste¢i indukcijsku pretpostavku, svaka komponentnta povezanosti grafa H ima Eulerovu
turu. Eulerovu turu u grafu G dobijemo slijedeci vrhove ciklusa C krenuvsi od proizvoljno
izabranog vrha. Svaka komponenta grafa H ima zajednicki vrh s C. Kada, ciklusom C,
dodemo do komponente grafa H koja nije izolirani vrh, prodemo Eulerovom turom te kom-
ponente povezanosti te istim postupkom nastavljamo dalje po ciklusu. Na kraju ¢emo do¢i
u vrh ciklusa C iz kojeg smo krenuli, a prijedeni vrhovi i1 bridovi Cinit ¢e Eulerovu turu
grafa G. O



POGLAVLIJE 1. TEORIJA GRAFOVA 8

Koriste¢i razmiSljanje kao u dokazu prethodnog teorema, moZemo okarakterizirati Eule-
rov graf pomocu ciklusa.

Definicija 1.2.4. Ako su skupovi bridova dva ciklusa grafa G disjunktni, tada kazemo da
su ciklusi bridno disjunktni. Ukoliko postoji skup medusobno bridno disjunktnih ciklusa
takvih da oni sadrZe sve bridove grafa G onda kaZemo da graf G moZemo rastaviti na
bridno disjunktne cikluse, odnosno graf G ima ciklicki rastav.

Korolar 1.2.5. Ako je graf G povezan, sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(1) G je Eulerov graf.

(2) Svaki vrh grafa G je parnog stupnja.

(3) Graf G moZemo rastaviti na bridno disjunktne cikluse.

Dokaz. Ekvivalentnost tvrdnji (1) i (2) proizlazi iz Teorema 1.2.2

DokaZzimo sada da su tvrdnje (2) 1 (3) ekvivalentne. Koristeci se analognim postupkom,
kao kod dokazivanja drugog smjera Teorema 1.2.2, uo€avamo da povezani graf kojem su
svi vrhovi parnog stupnja ima ciklicki rastav. Ukoliko graf moZemo rastaviti na bridno
disjunktne cikluse, tada je stupanj svakog njegovog vrha jednak dvostrukom broju ciklusa
kojima taj vrh pripada, pa slijedi da su svi vrhovi parnog stupnja. Time smo dokazali da su
tvrdnje (2) 1 (3) ekvivalentne.

Iz dokazanih ekvivalencija proizlazi ekvivalentnost tvrdnji (1), (2) 1 (3). |

DokazZimo joS nekoliko ¢injenica o skoro Eulerovim grafovima.

Lema 1.2.6. (Lema o rukovanju) U svakom grafu je zbroj stupnjeva svih vrhova paran
broj. Ako je m broj bridova grafa, onda je:

Z deg(v) =2m

veV

Dokaz. Prebrojimo na dva nacina incidencije u grafu (par vrh 1 brid koji su incidentni)
racunajuci dvostruko incidencije petlji. Kada brojimo po vrhovima, ukupan broj inciden-
cija jednak je zbroju stupnjeva svih vrhova. Brojimo li po bridovima, svaki brid ima dvije
incidencije pa ih je ukupan broj 2m. Izjednacavanjem dobivenih vrijednosti, dokazali smo
tvrdnju. O

Korolar 1.2.7. Povezani graf G ima Eulerovu stazu ako i samo ako ima najvise dva vrha
neparnog stupnja.
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Dokaz. = Pretpostavimo da graf G ima Eulerovu stazu. Budu¢i da je Eulerova staza staza
koja svakim bridom grafa G prolazi to¢no jedanput, slijedi da svaki vrh tog grafa koji nije
pocetak ni kraj te staze ima paran broj incidentnih bridova.

& Pretpostavimo da povezani graf G ima najviSe dva vrha neparnog stupnja. Tada slijedi
da graf G ima 0, 1 ili 2 vrha neparnog stupnja. Ako ima O takvih vrhova, slijedi da su svi
vrhovi parnog stupnja, odnosno prema Korolaru 1.2.7. slijedi da je graf G Eulerov pa sadrzi
zatvorenu Eulerovu stazu. Iz Leme o rukovanju, znamo da je zbroj stupnjeva svih vrhova
grafa paran broj, pa graf ne moZe imati samo jedan vrh neparnog stupnja. Pretpostavimo
sada da graf G ima to¢no dva vrha neparnog stupnja te nazovimo te vrhove u i v. Ako grafu
G dodamo novi brid e = uv tada novodobiveni graf G + e ima sve vrhove parnog stupnja
pa prema Teoremu 1.2.2 je taj graf Eulerov, odnosno sadrzi Eulerovu turu 7'. Tada slijedi
da je T — e Eulerova staza grafa G. O

Iz prethodno dokazanog korolara, moZemo iznijeti zakljucak kada ¢e graf G biti skoro
Eulerov.

Korolar 1.2.8. Povezani graf G je skoro Eulerov ako i samo ako ima tocno dva vrha ne-
parnog stupnja.

Vodeci se prethodno iznesenim i dokazanim teoremima i korolarima, Eulerov postupak
za rjeSavanje problema Konigsberskih mostova i sli¢nih tipova zadataka moZemo saZeti:

(1) Ako graf sadrzi viSe od dva vrha neparnog stupnja, tada nema Eulerovu stazu.

(2) Ako graf sadrzi to¢no dva vrha neparnog stupnja, tada ima Eulerovu stazu, ali nema
Eulerovu turu.

(3) Ako su svi vrhovi grafa parnog stupnja, tada ima Eulerovu turu.

1.3 Problem kineskog postara

Jedna od najpoznatijih primjena Eulerovih grafova vezana je uz problem kineskog poStara.
Problem je, sredinom 20. stoljeca, iznio kineski matematic¢ar M. Guan proucavajuéi pitanje
pitanje optimizacije puta pri dostavi poStanskih posiljki te on glasi:

Postar krece iz postanskog ureda, dijeli postu i vraca se u ured. Cilj je svakom ulicom proci
barem jedanput i pritom prijeci najkraci moguci put.

Definicija 1.3.1. Uredeni par (G, w), gdje je G graf, a w funkcija koja svakom bridu e grafa
G pridruZuje nenegativan broj w (e), w(e) : Ec — R* naziva se teZinski graf. Vrijednost
w (e) naziva se tezina brida e. TeZina podgrafa teZinskog grafa ukupna je teZina njegovih
bridova.
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U smislu teorije grafova, traZimo zatvorenu Setnju, poStarovu turu, koja ukljucuje
svaki brid grafa barem jednom. Optimalna poStarova tura jest poStarova tura kojoj je
ukupna teZina ukljucenih bridova minimalna. TeZinski grafovi svoju primjenu nalaze u
kombinatornoj optimizaciji, kada bridu trebamo pridruziti neku broj¢anu vrijednost koja
moze oznacCavati udaljenost, kapacitet, visinu troska itd.

Slika 1.2: Problem kineskog postara (preuzeto iz [8])

Problem mozemo prikazati pomocu grafa. Svaki brid lijevog grafa na slici 1.2 predstav-
lja ulicu kojom poStar mora pro¢i, dok nam vrhovi grafa predstavljaju mjesto gdje poStar
moZe promijeniti smjer. Uoc¢imo da lijevi graf na slici 1.2 nije Eulerov (nisu mu svi vr-
hovi parnog stupnja) pa ne mozemo izbjeci viSestruki prolazak nekim ulicama. Ponovni
prolazak istom ulicom prikazujemo dodavajuéi bridove. Dodavanjem bridova postiZemo
da svaki vrh novog grafa bude parnog stupnja. Koriste¢i Teorem 1.2.2 mozemo zakljuciti
da je desni graf na slici 1.2 Eulerov pa moZemo pronaci Eulerovu turu, odnosno zatvorenu
stazu takvu da svakim bridom danog grafa prodemo to¢no jednom. U ovom slucaju traZzena
postarovaturajeabcbefgdd.

Dakle, mozemo zakljuciti da ako je graf Eulerov tada je svaka Eulerova tura optimalna
postarova tura, jer kod Eulerovog grafa postoji zatvorena Setnja koja ukljucuje sve bri-
dove grafa tocno jedanput. Ako graf nije Eulerov, tada dodajemo paralelne bridove ¢ime
graf svodimo na Eulerov. Zadatak je pronaci optimalni skup bridova teZinskog grafa Cije
umnozavanje daje Eulerov graf minimalne tezine. Ukoliko je graf G Eulerov graf, tada
problem kineskog poStara moZemo rijeSiti pomoc¢i Fleuryevog algoritma koji konstruira
zatvorenu Eulerovu stazu tako da po¢ne u nekom proizvoljnom vrhu i u svakom koraku
odabire rezni brid neprijedenog podgrafa samo ako nema druge alternative.

Protekom vremena, otkrivene su razne varijacije problema kineskog postara te razvijeni
algoritmi za rjeSavanje tih vrsta problema.



POGLAVLIJE 1. TEORIJA GRAFOVA 11

1.4 Eulerova formula

Euler je uspio povezati broj vrhova, bridova i strana ravninskog grafa pomocéu formule koju
danas poznajemo pod nazivmo Eulerova formula. Euler je tu formulu prvi puta spomenuo
1752. godine u svom pismu Goldbachu, a formula se odnosila na konveksne poliedre.

Kako bismo mogli opisati Eulerovu formulu, najprije moramo smjestiti grafove u ravninu.

Definicija 1.4.1. CrteZ grafa G = (V, E, ) u ravnini preslikavanje je o definirano na skupu
V U E tako da vrijedi:

1. Vrhovima grafa pridruzuju se medusobno razlicite tocke ravnine.

2. Svakom bridu e pridruZi se jednostavna krivulja o(e) u ravnini kojoj su krajevi ele-
menti skupa ¢(e) te o(e) ne sadrZi sliku ni jednog drugog vrha iz V.

Presijecanje bridova grafa zajednicka je unutarnja tocka krivulja o(e,) i o(e»), ey, e, € E,
1. tocka iz o(ey) N p(e,) koja nije slika nekog vrha grafa G.

Definicija 1.4.2. CrteZ grafa u ravnini koji nema presijecanja bridova naziva se smjestenje
grafa u ravninu ili ravninsko smjestenje grafa. Planarni graf ili graf smjestiv u ravninu
Jje graf koji ima ravninsko smjestenje, odnosno koji se moZe nacrtati u ravnini bez presije-
canja bridova. U protivnom kazZemo da je graf neplanaran.

Definicija 1.4.3. Ravninsko smjestenje o(G) grafa G nazivamo ravninski graf, ravninski
prikaz ili ravninski crteZ planarnog grafa G.

Bilo koji ravninski graf dijeli skup toCaka ravnine koje ne pripadaju bridovima toga
grafa na disjunktne otvorene povezane podskupove odnosno podrucja u ravnini. Svako
podrucje odredeno je skupom bridova grafa koji ¢ine njegov rub. Tocno je jedno od tih
podrucja neomedeno.

Definicija 1.4.4. Podrucja ravnine odredena ravninskim smjestenjem grafa nazivamo stra-
nama tog grafa. Neomedena strana grafa je vanjska, a ostale su unutarnje. KaZemo da
je strana incidentna nekom vrhu, odnosno bridu ako oni pripadaju njezinom rubu. Dvije
strane su susjedne ako su incidentne istom bridu. Strana incidentna reznom bridu je sebi
susjedna.

Teorem 1.4.5. Neka je G smjestenje u ravnini povezanog planarnog grafa, a e(G), v(G)
i f(G) oznacavaju redom broj bridova, broj vrhova i broj strana grafa G. Tada vrijedi
Eulerova formula.

v(G) —e(G) + f(G) = 2.
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Dokaz. Dokaz ¢emo provesti indukcijom po e(G).

Neka je e(G) = 0. Buduci da je graf G povezan, tada slijedi da je v(G) = 11 f(G) = 1 pa
tvrdnja ocito vrijedi.

Pretpostavimo sada da vrijedi e(G) > 1 i da tvrdnja vrijedi za sve grafove s manje od e(G)
bridova. Ako je G stablo, prema Teoremu 1.1.18 slijedi e(G) = v(G) — 11 f(G) = 1 pa
vrijedi v(G) — e(G) + f(G) =v(G) —v(G)+ 1 +1 =2.

Pretpostavimo da G nije stablo te uzmimo da je e brid u nekom od ciklusa grafa. Tada
je G — e povezani planarni graf s v(G) vrhova, e(G) — 1 bridova i f(G) — 1 strana. Po
indukcijskoj pretpostavci v(G)—e(G)+ 1+ f(G)—1 = 2 Sto daje v(G)—e(G)+ f(G) =2. O



Poglavlje 2

Teorija brojeva

Teorija brojeva je grana matematike koja se bavi svojstvima cijelih brojeva. Njeni zaCeci
seZzu joS u doba pitagorejaca. Uz Grke, teorijom brojeva bavili su se 1 arapski matematicari.
Kroz europski srednji vijek jedine znaCajnije rezultate vezane uz teoriju brojeva objavili su
Fibonacci i Stiefel. Za obnovu interesa za teorijom brojeva u 17. stoljeCu posebno je
zasluzan Pierre de Fermat. Fermatov doprinos teoriji brojeve se o€ituje o Citavom nizu
tvrdnji, od kojih je mnoge dao bez dokaza. Tocnost tvrdnji dokazivana je joS desecima
godina nakon Fermatove smrti, a u tome je veliku ulogu imao Leonhard Euler.

Smatra se da je Eulerov interes za tom granom matematike potaknuo Christian Goldbach,
kojeg je Euler upoznao prilikom svog dolaska u Rusiju 1727. godine. Goldbach je koristeci
se raznim izvorima pokusao na¢i odgovore na neka otvorena pitanja pa je tako 1729. godine
u svom pismu Euleru postavio pitanje: “Je [li Vam poznato Fermatovo misljenje da su
brojevi oblika 2% + 1 prosti? On to nije dokazao, a koliko znam nije niti itko drugi.”. Euler
je uocio da vrijedi 22 +1 = 6700417 - 641, odnosno dokazao je da Fermatova tvrdnja ne
vrijedi. Danas brojeve oblika F,, = 2%" + 1 nazivamo Fermatovim brojevima. Daljnjim
proucavanjem Fermatovog rada, Eulerov interes za teorijom brojeva sve je vise rastao.

2.1 Eulerova funkcija

U ovome poglavlju baviti éemo se jednom od najvaznijih funkcija u teoriji brojeva, Eulero-
vom funkcijom. Euler je spomenutu funkciju opisao kao funkciju koja broji broj prirodnih
brojeva, koji su manji od nekog prirodnog broja n, takvih da ti prirodni brojevi nemaju za-
Jjednickih djelitelja s brojem n” te ju je oznaavao oznakom nr. Danas za Eulerovu funkciju
koristimo oznaku ¢ koju je uveo Carl Friedrich Gauss 1801. godine.

Prema samom Eulerovom opisu funkcije, istu mozemo definirati kao funkciju ¢ : N — N,
¢ (n) =card(U,) gdje je U, skup prirodnih brojeva, manjih ili jednakih n, relativno prostih
sn,odnosno U, = {keN:1<k<n A (nk)=1}. Primijetimo, da se ova funkcija raz-

13
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likuje od Eulerove definicije funkcije u tome S$to u ovom slucaju vrijdi ¢(1) = 1, dok po
samoj Eulerovoj definiciji vrijedi ¢(1)=0.

Kako bismo preciznije definirali Eulerovu funkciju, moramo se prvo upoznati sa pojmom
reduciranog sustava ostataka.

Lema 2.1.1. Neka su a i b cijeli brojevi razlicCiti od nule. Tada postoje cijeli brojevi x iy
takvi da je nzd(a, b) = ax + by.

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje pomocu Euklidovog algoritma, a dokaz se nalazi u [5]. O

Lema 2.1.2. Neka su a, b, c,d cijeli brojevi. Ako jea=b (mod m)ic =d (mod m), onda
jea+c=b+d (mod m)iac=bd (mod m).

Dokaz. Nekajea—b =mkic—d =ml. Tadaje (a+c)—(b+d) =m(k+])pajea+c = b+d
(mod m).
Zbog ac — bd = a(c — d) + d(a — b) = m(al + dk) slijedi da je ac = bd (mod m). O

Korolar 2.1.3. Ako su m, n relativno prosti brojevi, tada vrijedin = 1 (mod m).

Definicija 2.1.4. Reducirani sustav ostataka modulo m je skup cijelih brojeva r; sa svoj-
stvom da je nzd(r;,m) = 1,r; # r; (mod m) za i # jte da za svaki cijeli broj x takav da je
nzd(x, m) = 1 postoji r; takav da je x = r; (mod m)

Iz same definicije jasno slijedi da svi reducirani sustavi ostataka modulo m imaju isti
broj elemenata.

Teorem 2.1.5. Ako je {rl,rg, cee, r‘p(m)} reducirani sustav ostataka modulo m te ako je
nzd(a, m) = 1, tada je {arl, ars, ..., ar¢(m)} takoder reducirani sustav ostataka modulo m.

Dokaz. Zbog nzd(a,m) = 1 slijedi ar; = 1r; = r; (mod m). Neka je p prost broj te neka
plmip|ar,. Tadap | ailip|r $to jeu kontradikciji s time da je {ri,r2, ..., Fom |
reducirani sustav ostataka modulo m i da je nzd(a,m) = 1. |

Definicija 2.1.6. Funkciju ¢ : N — N definiranu s ¢(n) = card{k e N: 1 <k <n A (n,k) = 1}

nazivamo Eulerovom funkcijom.

Svojstva Eulerove funkcije

Definicija 2.1.7. Funkciju f : N — C za koju vrijedi

@ fM=1

(2) f(mn) = f(m)f(n) za sve m,n takve da je nzd(m,n) = 1,
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nazivamo multiplikativna funkcija.
Teorem 2.1.8. Eulerova funkcija ¢ je multiplikativna.

Dokaz. 1z same Definicije 2.1.6 slijedi da vrijedi ¢(1) = 1.

Prikazimo sada brojeve 1,2, ..., mn pomocu tablice s n redaka i m stupaca.
1 2 3 eeoom
m+ 1 m+2 m+3 <o 2m
2m+ 1 2m+2 2m+3 <+~ 3m
m-1m+1 (m-1m+2 m-1m+3 --- nm
U nizu brojeva 1, 2, ..., mn, po definiciji Eulerove funkcije, postoji ¢(mn) brojeva koji su

relativno prosti s brojem mn. Uocimo da su svi brojevi u pojedinom stupcu kongruentni s
modulo m pa svih m stupaca odgovaraju m klasa ekvivalencije modulo m. Slijedi da su svi
brojevi u istom stupcu ili relativno prosti s m ili nijedan nije relativno prost s m. MoZemo
zakljuciti da se to¢no ¢(m) stupaca sastoji od brojeva koji su relativno prosti s m, dok ostali
stupci se sastoje od brojeva koji nisu relativno prosti s m.

Promotrimo sada jedan od tih ¢(m) stupaca te ga oznaCimo s k. Skup svih elemenata
koje sadrzi taj stupac oznaCimo s Sy = {k,m+ k,2m+k,...,(n— 1)m + k}. Sada Zelimo
dokazati da su svi elementi skupa S, medusobno nekongruentni modulo n. Ako bi postojali
i,j€{0,1,...,n— 1} takvi da vrijedi

im+k=jm+k (mod n)

tada oduzimanjem broja k i Cinjenice da su m i n relativno prosti slijedi daje i = j (mod n)
paslijedidajei = j.

Kako S ima n medusobno nekongruentnih elemenata modulo n zaklju€ujemo da u Sy
imamo predstavnike svih moguéih klasa modulo n, odnosno S je potpun sustav ostataka
modulo n. Oznacimo s Ry skup koji sadrzi sve elemente skupa S koji su relativno prosti s
n. Tada je R, reducirani sustav ostataka modulo n i ima ¢(n) elemenata.

Sada mozemo zakljuciti da svaki od ¢(m) stupaca sadrzi ¢(n) brojeva koji su relativno
prosti s m 1 n. Slijedi da su ti brojevi relativno prosti s mn pa vrijedi ¢(mn) = ¢(m)p(n). O

Propozicija 2.1.9. Neka je p prost broji a € N, tada vrijedi:
e(p™) = (p—1p*".

Dokaz. Jedini brojevi koji nisu relativno prosti s p® su viSekratnici broja p,atosu 1-p,2-
p,3p,...,p* - p=p? dakle ima ih p®~!. Slijedi:

e(p®) =p*—p* " =p"(p-1.
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Koriste¢i Osnovni teorem aritmetike, znamo da se svaki prirodan n broj veci od 1
moze zapisati kao umnoZzak prostih faktora, odnosno vrijedi n = p;*' p,* - -- p;* gdje su
ay, @, ...,y € N, apy, pa,...,pr prosti brojevi primjenom Teorema 2.1.8 i Propozicije

2.1.9 slijedi:
k

: 1
(,0(”) = r[pia_l(pi — 1) = I/Ln (1 - ;) (21)
i=1 i

i=1
Propozicija 2.1.10. Neka je n prirodan broj, ako d | n, onda ¢(d) | ¢(n).

Dokaz. Neka je n = p“1py® -+ p%, tada zbog d | n vrijedi d = p\#' pP2 - - - piPr gdje je
0<pBi<a,i=1,...,k Shjedi:

k
()D(l’l) a1—P1,, 2—P2 ar—Pr a;—pi
— = D1 P2 © Dk = p; -
¢(d) l:[

Zbog 0 < ; < @; slijedi a; — B; > 0 pa je broj s desne strane dobivene jednakosti prirodan.

Time je tvrdnja dokazana. O

Teorem 2.1.11. Za svaki prirodan broj n vrijedi:
D ed)=n

gdje suma prolazi skupom svih pozitivnih djelitelja od n.

Dokaz. Neka je n = p1®'py® -+ py™ gdje su ay,@,...,ar € N, a py,pa, ..., pr prosti
brojevi. Uo¢imo da svaki djelitelj d broja n mozemo prikazati kao d = p,#' - p,® .- p,f
gdje0 <B; <a;,i=1,...,k. Tada primjenom Teorema 2.1.8 slijedi:

k

Dle@y =[] (1+e)+e(pd +--e(pi™) (2.2)
din i=1
Tada, koristeci da su py, pa, ..., pr prosti brojevi, koriste¢i Propoziciju 2.1.9 slijedi:

k

k
Z ¢ld) = n(l +(pi— D+ (Pl —p)+--+(p - ph) = 1—[ pi =n.

din i=1 i=1

O

Propozicija 2.1.12. Za svaki prirodan broj m postoji konacno mnogo prirodnih brojeva n
takvih da vrijedi o(n) = m.
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Dokaz. Neka je m = p1“' p,*--- p™ gdje su ay,as,...,ar € N, a py, ps, ..., pr prosti
brojevi. Ako neka potencija prostog broja p dijeli n, odnosno p“ | n, tada prema Propoziciji
2.1.10 slijedi ¢(p®) | ¢(n), odnosno vrijedi p®~'(p — 1) | ¢(n) = m. Onda je

P <2m
p—1

P <

Kako postoji samo kona¢no mnogo brojeva p® takvih da vrijedi p* < 2m, slijedi da postoji i
kona¢no mnogo produkata takvih potencija prostih brojeva. Stoga postoji i konaéno mnogo
prirodnih brojeva s danim svojstvom. O
Ocjene Eulerove funkcije

Propozicija 2.1.13. Za svaki n sloZen prirodan broj vrijedi:

o(n) < n— n.

Dokaz. Buduc¢i da je n sloZen prirodan broj, slijedi da n sadrzi prosti faktor p; takav da
vrijedi p; < +n. Sada prema 2.1 imamo:

Sﬂ(n)=nﬁ<l—‘%>Sn(l—%)ﬁn(l—%):n—\/ﬁ

i=1

O
Propozicija 2.1.14. Za sve prirodne brojeve n # 2,6 vrijedi
@(n) > Vn.
Dokaz. Neka je n = p™, gdje je p prost broj i m > 2, tada vrijedi 7 < m — 1. Slijedi:
on)=p"(p—D 2z p"" 2 p? = \/p" =V (2.3)
Ako je p # 2 dodatno vrijedi:
em)y=p"p-D=p"t-22p"' V2> \/ﬁ = V2n. (2.4)

Neka je m = 1, tada je n = p. Promotrimo kvadratnu funkciju f(x) = x* — x — 1. Uo¢imo

da je funkcija f(x) pozitivna za x > “T\B Uvedimo supstituciju x = V7 pa slijedi da je

2
t> (“T‘B> , odnosno vrijedi V¢ <t — 1. Stoga za p > 3 vrijedi y/p < p — 1, pa slijedi:

o(n)=p-1>+p= (2.5)
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Analogno, za p > 5 slijedi:

o) =p—-12= /2p = \2n. (2.6)

Ako je nneparan ili 4 | n, iz 2.3 1 2.5 slijedi:

@) = e(p1™) - @(P™) = /P11 -+ /i = .

Ako je n = 2k, gdje je k neparan broj, tada za n # 6 slijedi da 9 dijeli £ ili k¥ ima barem
jedan prost faktor p > 5. 1z 2.3, 2.4, 2.5 slijedi:

o(n) = p(k) > V2k = .

2.2 Eulerov teorem

Jednim od najvaznijih teorema u teoriji brojeva smatra se Eulerov teorem Ciji je sastavni
dio Eulerova funkcija.

Teorem 2.2.1. Ako je nzd(a, m) = 1, tada vrijedi a*™ =1 (mod m).

Dokaz. Neka je {rl, ra, ..., r¢(m)} reducirani sustav ostataka modulo m, tada po teoremu
2.1.5 vrijedidajei {ar1 ,ary, ..., ar¢(m)} reducirani sustav ostataka modulo m. Prema tome
slijedi:
o(m) ¢(m)
H arj = rl r; (mod m),
j=1 i=1
odnosno
¢(m) ¢(m)
a?™ H rj = rl ri  (mod m)
j=1 i=1
Bududi da je nzd(r;,m) = 1,i = 1,...,m imamo r; = 1 (mod m) pa je ]_[f:(’l") rp =1

(mod m) iz Cega slijedi:
a®™ =1 (mod m)

O

Kao $to smo ve¢ spomenuli, Fermat je svojim radom iznio ¢itav niz tvrdnji. Tako je
u jednom pismu 1640. godine iznio tvrdnju: “ako je p prost broj i a prirodan broj koji
nije djeljiv s p, onda je a’~' — 1 djeljiv s p. Navedena tvrdnja danas je poznata kao Mali
Fermatov teorem.



POGLAVLIJE 2. TEORIJA BROJEVA 19

Teorem 2.2.2. (Mali Fermatov teorem u Eulerovoj formulaciji) Ako p oznacava nepa-
ran prost broj, onda je broj a’~' — 1 wvijek djeljiv s p, osim ako je sam a djeljiv s p.

Prethodan teorem jos moZemo iskazati i kao: "Neka je p prost broj. Ako p 1 a, onda je
a’™' = 1(mod p).”

Dokaz. Neka je p prost broj i p 1 a, tada ocito vrijedi nzd(a, p) = 1. Tada prema Teoremu
2.2.1 vrijedi a*” = 1(mod p). Zbog ¢(p) = p — 1 slijedi:

a”'=1 (mod p).
O

Euler je dokazom Malog Fermatovog teorema zapravo dokazao jedan smjer kineske
hipoteze stare 2000 godina koja nam govori da je broj p prost ako i samo ako je broj 27 — 2
djeljiv s p. Tek je 1819. godine dokazano da drugi smjer ne vrijedi, odnosno pronaden je
kontraprimjer: 2**' =2 (mod 341).

2.3 Kbvadratni zakon reciprociteta

Kvadratni zakon reciprociteta jedan je od najvaznijih rezultata teorije brojeva. Do prvih
zakljuCaka, vezanih uz njega, stigli su Euler 1 Lagrange, no prvi je teorem kvadratnog zakon
reciprociteta iskazao Gauss. Zanimljivo je da je Gauss dao ¢ak osam razlicitih dokaza
vezanih za taj teorem, dok je danas poznato viSe od 240 razlicitih dokaza.

Kako bismo mogli razumjeti sam kvadratni zakon reciprociteta, upoznajmo se najprije s
pojmovima koji su nam potrebni za samu njegovu izgradnju.

Definicija 2.3.1. Neka je nzd(a, m) = 1 te neka kongruencija x*> = a (mod m) ima rjesenje.
Tada kazemo da je a kvadratni ostatak modulo m. Ako kongruencija nema rjesenje, tada
Jje a kvadratni neostatak modulo m.

Primijetimo da kongruencija x*> = O(mod m) uvijek ima rjeSenja, no 0 nije ni kvadratni
ostatak ni kvadratni neostatak modulo m jer nije ispunjen uvjet nzd(a,m) = 1.

Definicija 2.3.2. Neka je p neparni prosti broj. Legendreov simbol (%) jednak je 1 ako
Jje a kvadratni ostatak modulo p, —1 ako je a kvadratni neostatak modulo p i 0 ako vrijedi

pla.

Euler je koriStenjem Malog Fermatovog teorema odredio formulu za odredivanje Le-
gendreova simbola. Danas tu relaciju poznajemo kao Eulerov kriterij. U dokazu Eulerovog
kriterija koristiti cemo slijedece teoreme.
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Teorem 2.3.3. (Lagrangeov teorem) Ako je p prost broj i P(x) polinom stupnja n s cjelo-
brojnim koeficijentima, koji nisu svi djeljivi s p, tada kongruencija P(x) = 0 (mod p) ima
najvise n rjesenja modulo p.

Dokaz. Dokaz teorema nalazi se u [13]. O

Teorem 2.3.4. (Eulerov kriterij) Ako je a cijeli broj i p neparan prost broj, tada vrijedi:
(€> = a%(mod p).
p

Dokaz. OCcito je da az = O(mod p) ako 1 samo ako p | a, odnosno ako i1 samo ako vrijedi
(7) =0.

Neka je sada a kvadratni ostatak modulo p. Tada postoji xo € Z takav da vrijedi x,> =
a (mod p). Bududéi da su a i p relativno prosti, tada suiai xy i p relativno prosti pa prema
Teoremu 2.2.2 slijedi:

=
2

aT =xl=1= <ﬂ> (mod p).
p

Preostaje nam joS provjeriti slucaj kada je a kvadratni neostatak modulo p. Uocimo da
vrijedi (a%)z = a’"! = 1(mod p). Kako kongruencija x> = 1 (mod p) prema Teoremu
2.3.3 ima to¢no dva rjeSenja, tada vrijedi x = +1 (mod p). Dakle, dovoljno je pokazati da
a'T # 1 (mod p) kada je a kvadratni neostatak modulo p, odnosno iz toga slijedi da je
am = -1 (mod p).

Prema istome teoremu slijedi da kongruencija az = 1(mod p) ima najvise pT_l rjesSenja.
U rjeSenjima se nalaze 12,22, ..., (1,7_1)2 jer se, prema ve¢ dokazanome u slu¢aju kada je
a kvadratni ostatak modulo p, u rjeSenjima nalaze svi kvadratni ostaci modulo p. Sada
Zelimo dokazati da su sva ova rjeSenja nekongruentna modulo p.

Neka su dani x i y takvi da vrijedi x # y i x> = y? (mod p). Tada zbog x> — y* = 0 (mod p)
slijedi p | x> —y*, odnosno p | x—yili p | x+y. Zbog 1 < x+y < p slijedi x = y, odnosno
sva rjeSenja kongruencije a7 =1 (mod p) su dana navedenim nizom koji ukljucuje samo
kvadratne ostatke modulo p.

Dakle, ako je a kvadratni neostatak modulo p, odnosno (;) = —1, onda vrijedi a = =
—1(mod p). |

p-1

Propozicija 2.3.5. Za svaka dva cijela broja a i b te neparan prost broj p vrijedi:

#)-()(©)
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Dokaz. Koristeéi Eulerov kriterij slijedi:
b p=l  p- P b
(3> (_) = a7 b = (ab)T (“—) (mod p).
p/ \p 2

Iako koristeci Eulerov kriterij mozemo izracunati neke Legendreove simbole, taj pos-

tupak nam nije efikasan za velike brojeve. Npr. Zelimo odrediti (%) Uocimo da su i

103 1 227 prosti brojevi te si racun ne mozemo olaksati koriste¢i Propoziciju 2.3.5. Racun
je olakSao Gauss svojim iskazom i dokazom kvadratnog reciprociteta. Za iskaz i dokaz

kvadratnog zakona reciprociteta, potreban nam je sljedeci teorem:

O

Teorem 2.3.6. Ako je p neparan prost broj i nzd(a,2p) = 1, onda je ( ) = (=1), gdje je

A

Dokaz. Dokaz teorema nalazi se u [5] O

p—1
2

~
Il

=

Teorem 2.3.7. (Gaussov kvadratni zakon reciprociteta) Ako su p i q razliciti neparni
prosti brojevi, onda vrijedi:

<p> (q)_( pgtst _ [Lakojep=1 (mod 4)ilig=1 (mod4)
q/ \p/ " |-l,akojep=g=3 (mod 4)

Drugim rije¢ima, ako su p i g oblika 4k+3 onda jedna od kongruencija x*> = p (mod q), x> =
q (mod p) ima rjesenja, a druga nema. Ako barem jedan od brojeva p i q ima oblik 4k + 1,
onda ili obje ove kongruencije imaju rjesenje, ili nijedna nema rjesenje.

Dokaz. Definirajmo skup § kao S = {(x, y):x,yeZ 1< x< pT_l,l <y< %} . Uo¢imo
da tada skup S ima % . % Clanova. Podijelimo sada taj skup na dva disjunktna podskupa
S1185, ovisno o tome je li gx > pyili gx < py. Iz £ < q(’;—;l) < 1 slijedi da je Vﬂ < %.

Analogno dobivamo i {%J <=

Sada skup S| moZemo definirati kao skup svih parova (x,y) takvihdaje 1 < x < % i
p—1
I <y< Vp—xJ Uocimo da takvih parova ima }; 2, {%J Analogno, skup S, moZemo

definirati kao skup svih parova (x,y) takvihdaje 1 < x < % 11<y< {%J Uocimo da
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g-1
takvih parova ima 3, 2, {

Bududi da su skupovi disjunktni vrijedi:

»y

p-l a1
2

ZV_CIJ+ V_PJ:P_”.Q
= -P =3

Tada prema Teoremu 2.3.6 slijedi:

2.4 Ostali Eulerovi doprinosi u teoriji brojeva

SavrsSeni brojevi

Potraga za savrSenim brojevima smatra se jednim od najstarijih problema u teoriji brojeva.
Kako bismo mogli razumjeti Eulerov doprinos savrSenim brojevima, upoznajmo se najprije
S pojmovima vezanim uz savrsene brojeve.

Definicija 2.4.1. Neka je n prirodni broj. KaZemo da je n savrSen broj je jednak zbroju
svih svojih pravih djelitelja.

Definicija 2.4.2. Za prirodni broj n definiramo funkciju
om)=>d
din
kao zbroj svih pozitivnih djelitelja broja n.
Teorem 2.4.3. Neka su m i n relativno prosti brojevi, tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) Funkcija o(n) je multiplikativna.

¢y+1_1

p

(2) Ako je n = p prost broj, tada je o(p)=p+1. U opcem slucaju vrijedi: o(p®) = o

3) Ako je n = p* p®* - -- p* rastav broja na proste faktora, onda je:

k pia+1 -1

o) = 1
i-1 Pi~
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Dokaz. Dokaz se nalazi u [10]. |

Iz prethodne definicije ocigledno slijedi da je prirodan broj n savrSen ako vrijedi o(n) =
2nilin = o(n) —n.
Pojam savrSenog broja je definirao sam Euklid u sedmoj knjizi Euklidovih elemenata, a u
devetoj knjizi je dao i metodu pomocu koje moZemo odrediti savrSene brojeve:
”Neka je dan geometrijskired 1 +2+4+8+16+.... Promotrimo niz parcijalnih suma tog
geometrijskog reda 1,3,7,15,31,... i uocimo ¢lanove tog niza koji su prosti brojevi. Ako
pomnozimo posljednji pribrojnik te parcijalne sume sa samom parcijalnom sumom, dobiti
C¢emo savrsen broj.”
Npr. S1 =1+ 2 = 3 je prost broj. Ako pomnozimo S sa njegovim zadnjim pribrojnikom,
dobijemo rezultat 3 - 2 = 6. Djelitelji broja 6 su 1,2,3,6 pa vrijedio(6) =1 +2+3+6 =
12 = 2 - 6, odnosno 6 je savrSen broj. Analogno slijedi da su savrSeni brojevi i1 28 1 496.
Euklid je uocio da vrijedi 6 = 2- (22 = 1),28 =22-(2*-1)1496 = 2* - (2° — 1) paje na
temelju toga iznio teorem:

Teorem 2.4.4. Ako je broj 2" — 1 prost, onda je broj N = 2"~'(2" — 1) savrsen broj.

Kako bismo dokazali navedeni teorem potrebna nam je slijedeca lema:
Lema 2.4.5. Neka je k prirodan broj. Tada su brojevi 2¥ — 1 i 25! relativno prosti brojevi.
Dokaz. Dokaz se nalaziu [10]. O

Dokaz. Buduci da je 2" — 1 prost, ocCito vrijedi (2" —= 1) = 1 + (2" — 1) = 2". Prema
Teoremu 2.4.3 i Teoremu 2.4.5 vrijedi:

n—1

o(N) = 02" - Do) =2" 2

=2"
2-1

Teorem 2.4.6. Ako je broj p prirodan broj i 2P — 1 prost broj, onda je i p prost broj.

Dokaz. Dokazimo ekvivalentnu tvrdnju, tj. da je 27 — 1 sloZen broj ako je p sloZen broj.
Nekaje p=rs,r> 1,5 > 1. Slijedi:

W _1=2%_1= (2r)s -1= (2r _ 1)((2r)s—1 + (2r)s—2 +oeeet 1)
pa je broj 27 — 1 slozen. O

Dvije tisuc¢e godina nakon Euklidovog otkric¢a o savrSenim brojevima, Euler je dokazao
da su svi savreni brojevi oblika 2"~1(2" — 1) gdje je 2" — 1 prost broj.
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Teorem 2.4.7. Ako je N paran savrsen broj, tada je N oblika 2"'(2" — 1) gdje je 2" — 1
prost broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je broj n savrSen broj oblika n = 2% - m, gdje su k i m prirodni
brojevi, uz dodatan uvjet da je m neparan. Buduéi da su brojevi 2¥ i m neparni, te da je
funkcija o multiplikativna slijedi:

o) =@ -om) =2 = 1) - o(m) 2.7)
Bududi da je n savrSen slijedi:
om)=2n=2-2-m=2""m (2.8)
Sada iz (2.7) i (2.8) slijedi:
(2k+1 —1)-o(m) = kL
pa vrijedi:
o(m) =281 (2.9)

m=2M —1)-1 (2.10)

za neki neparan broj [. Pretpostavimo da je [ > 1, pa iz (2.10) slijedi da m ima barem 4
djelitelja i to su 1, mil pa sigurno vrijedi o(m) > 1 + m + L.

Sadasslijedi: o(m) > 1 +m+1=1+ Q' = 1) [+1=1+21.[> 281 | = o(m) $to je
kontradikcija pa vrijedi / = 1.

Sada iz (2.9) i (2.10) slijedi o-(m) = m + 1, odnosno moZzemo zakljuciti da je m = 281 — 1
prost broj. Koriste¢i Teorem 2.4.7 slijedi da je k + 1 = p takoder prost pa vrijedi:

n=2F-m=2r"1. Q" =212 - 1)

Do danas je poznato 47 savrSenih brojeva.

Prijateljski brojevi

Osim potrage za savrSenim brojevima, kao jedan od najstarijih i najpoznatijih problema
teorije brojeva smatra se i potraga za prijateljskim brojevima. Prijateljski brojevi spominju
se joS u neohelenistickom razdoblju kod pitagorejaca te su oni poznavali prvi par prijatelj-
skih brojeva(220,284). Prvi teorem vezan uz njih nalazimo u devetom stoljecu kojeg je
iznio 1 dokazao arapski matematic¢ar Thabit ibn Kurra.
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Definicija 2.4.8. Uredeni par brojeva (m,n) gdje su m i n prirodni brojevi takvi da m < n
nazivamo prijateljski brojevima ako vrijedi c(m) = m + n = o(n), odnosno c(n) —n=mi
o(m)—m = n.

Teorem 2.4.9. (Thabitovo pravilo) Par brojeva 2"pq i 2"r je prijateljski ako su brojevi
p=3-2"1-1,¢g=3-2"-1ir=9-2°""!'— 1 neparni i prosti te n > 1.

Ovo pravilo daje tri para prijateljskih brojevaito zan = 2,4,7. Za n = 2 dobije se
ve¢ navedeni uredeni par brojeva (220, 284). Smatra se da je drugi par prijateljskih brojeva
pronasao sam Thabit, odnosno za n = 4 dobijemo uredeni par brojeva (17296, 18416)
kojeg je u 17. stoljecu ponovno otkrio de Fermat. Za n = 7 dobijemo prijateljske brojeve
9363584 1 9437056 koje je otkrio Descartes.

Thabitovo pravilo je generalizirao Leonhard Euler na pravilo koje pronalazi sve uredene
parove prijateljskih brojeva oblika (2" pg, 2"r).

Teorem 2.4.10. (Eulerovo pravilo) Brojevi 2" pq i 2"r su prijateljski brojevi ako su brojevi
p=2"1f—1,qg=2"f—1ir=2""f2—1prostigdje vrijedi f =2'+1ik>1> 1.

Dokaz. Prema definiciji prijateljskih brojeva, n, p, g i r moraju zadovoljavati slijedece jed-
nadzbe: (p+ 1)(g+1) =+ 1D)i "' = 1)(p+ (g +1) =2k(pg + r).
Iz togaslijedidajer=pg+p+qi

[p-Q2-D][¢g-Q" -] =2~ (2.11)

Zapisimo desnu stranu prethodne jednadZbe kao AB, gdje je A = 2! i B = 2% za neki
cijeli broj [ € [1,k — 1]. Tada sva rjeSenja jednadzbe (2.11) moZemo zapisati kao:

p=2k—1+4+2 g=2k—142

Ako subrojevi p=2"'2' + 1) = 1,¢=2"Q' + 1) = lir=pg+p+q =212 + 1) -1
svi prosti, tada su 2" pg 1 2"r prijateljski brojevi. O

Do Eulerovog otkri¢a bila su poznata samo tri para prijateljskih brojeva. Euler je za
svog Zivota otkrio 58 novih parova prijateljskih brojeva, a danas poznajemo vise od 7500
parova prijateljskih brojeva.
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Matematicka analiza

Glavnim podru¢jem djelovanja matematiCara 18. stoljeca smatra se matematicka analiza.
Velik doprinos razvitku matematicke analize dala je obitelj Bernoulli. Eulerova bliskost
s obitelji Bernoulli potaknula je Eulerovo zanimanje za navedenom matematickom disci-
plinom. Matematicka analiza je dugo vremena bila centar Eulerova zanimanja pa je tako
1747. godine napisao svoju poznatu knjigu Uvod u analizu beskonacnosti. Prvi dio ovog
djela bavi se beskonacnim procesima, gdje su prikazane funkcije u obliku beskonac¢nih
redova, limesi nekih beskonacnih umnozaka, razni algebarski i trigonometrijski redovi itd.

3.1 Eulerova zeta funkcija

Pietro Mengoli, talijanski matematicar, je 1650. godine u svojoj knjizi o sumi redova
Nove aritmeticke kvadrature predstavio poznati problem pronalaska zatvorenog oblika be-
skonacnog reda, danas poznatog pod nazivom baselski problem. O samoj zahtjevnosti
problema svjedocCi Cinjenica da problem nisu uspjeli rijeSiti poznati matematicari poput
Jacoba Bernoullija, Johanna Bernoullija, Daniela Bernoullija, Leibniza, de Moivrea itd.
Problem je rijeSio Leonhard Euler 1735. godine, odnosno pokazao je da vrijedi:

(o8]

1 n?

—=—,n€N.
— n? 6

Dokaz. Euler je, koristeci Cinjenicu da se svaka algebarska jednadZzba n tog stupnja moze

zapisati u obliku:

alx—x))(x—x)---(x—x,) =0,aeR

gdje su (xy, ..., x,) rjeSenja algebarske jednadzbe te Cinjenicu da se funkcija sinus moze
prikazati u obliku beskonacnog reda:
) @ X X
smx:x—§+§—ﬂ+---, (31)

26
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prikazao funkciju sinus kao beskonacan polinom. Budu¢i da jednadzba sinx = 0 ima
beskonacno mnogo rjesenja oblika (0, +m, +£2r, . ..), Euler je funkciju sinus zapisao kao:
sinx = a(x—0)(x —m)(x+m)(x—21)(x +271)---

= ax(x — 1°)(x — 4n¥)(x = 97?) - - -

x2 x2 x2
:“I’C<1‘p) (“@) (“ﬁ)'“

Dijeleci jednadZzbu (3.2) sa x dobivamo:

sin x x2>< x2 )( x2>
SALL Y L Y (ST Y (. DO .
X a1< 2 472 On? (3-3)

Koriste¢i da vrijedi lim % = 1 te djelujuci na jednadzbu (3.3) limesom gdje x teZi prema

x—0

0, slijedi da je a; = 1 pa vrijedi:

Siﬂ:<1_x_2> (1_x_2> (1_x_2>...
X 2 472 Or?

(3.2)

| | | (3.4)
:1—X2 <ﬁ+@+ﬁ+> +X4("')—X6("')+"'
Dijeleci jednadzbu (3.1) s x dobivamo:
sin x o A
P :1—54‘5—%4'"'. (35)
Sada iz jednadzbi (3.4) 1 (3.5) slijedi:
1 1 1 2 o A
2 4 6 T A
e R R O A R eI
Izjednacavajuéi koeficijente uz x> dobivamo:
1 1 1 1 5
2ttt )Ty /T
1+ ! + ! +..-= T
49 6
1 1 7.[2 (36)
I+ — 4+ — 4o = —
TRt
-1 7
—=—,neN
;rﬂ 6
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Osim dokaza da vrijedi ), nl—2 = % Euler je takoder dokazao da vrijedi:

1 at
2 90’ Z o - 945 Z ns 9450 nw - 93555

n=1

Euler je zatim promatrao red

[ee]

Z%,seR (3.7)

i=1 n

1 njegovu konvergenciju u ovisnosti o s. U tome ¢e nam pomo¢i Cauchyev integralni kriteri]
konvergencije reda.

Teorem 3.1.1. (Cauchy) Neka je f : [a, +00] — [0, +0o] neprekidna i padajuca funkcija,
gdje je a > 0. Tada:

+00
I~ n onvergira < nepravi integra X X Konvergira
d Y, 0n) komvergira & nepravi ntegral [ f(x) dx komvergi

Funkcija f : [1,00) — R, f(x) = xi je padajuca na intervalu [1, co) jer je na tom
intervalu f’(x) = x‘—fl < 0. Dakle, prema Teoremu 3.1.1 slijedi da promatrani red (3.7)

konvergira ako i samo ako nepravi integral

f “dx
I
konvergira. Dakle vrijedi:

* dx . “ dx ) xS
— = lim — = lim
1 X a—+eo Ji o X* a—+00 \ '] — §

a ] al—s 1-s
= lim < - >
1 a—+o \] — § 1—3s

Koriste¢i da je lim %< = 1 slijedi da promatrani nepravi integral konvergira k broju %1
X S

X—+00

kada je s > 1, a divergira kada je s < 1.
Koristecu dobivenu €injenicu, Euler je definirao zeta funkciju.

Definicija 3.1.2. Neka je s realan broj takav da je s > 1. Eulerova zeta funkcija definira
se kao:

1 1
{(s) = Z— +_+§+E+

U prethodnoj definiciji lako moZemo vidjeti da je Baselski problem zapravo generali-
zacija Eulerove zeta funkcije.
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Euler je dokazao da se vrijednost zeta funkcije za parne prirodne brojeve moZe izracunati

pomocu formule

_ w1 %
{(2k) = (-1) 2(2k)!BZk

pri cemu B,; oznacava Bernoullijev broj.
Teorem 3.1.3. Bernoullijevi brojevi zadovoljavaju slijedecu rekurziju:
{Bo =1,
m—1 Bi(n
Bm =1- Zk:O m—k—l(<+)l

Iako je uspio izraCunati sume s parnim eksponentima, Euler nije uspio izraCunati sume
s neparnim eksponentima. Eulerovu zeta funkciju, u 19. stoljecu, poopcio je njemacki
matemati¢ar Bernhard Riemann. Dok je Euler za svoju zeta funkciju smatrao da je to
funkcija iskljucivo realne varijable, Riemann je u svojoj zeta funkciji uzimao kompleksnu
varijablu s. Danas funkciju kompleksne varijable s definiranu kao

(=~
i=1

nazivamo Riemannova zeta funkcija.

3.2 Eulerova produktna formula

Osim otkrivanja zeta funkcije, Euler je pronasao i vezu izmedu zeta funkcije i prostih
brojeva, odnosno pokazao je da vrijedi:

(o)

1 < 1)‘1 1 1 1
— = 1-— - . ) (3.8)
2w L5 s

pri cemu je p prost broj. Promotrimo sada Eulerovu zeta funkciju:

1 1 1 1
f(s):l+5+§+5+§+---. (3.9)

Mnozeéi (3.9) s zi dobivamo

f((s):1+i+—+f+---. (3.10)
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Oduzimaju¢i (3.10) od (3.9) slijedi
1 1 1 1
<1—§)§(S)—1+§+§+%+'“. (311)

Ako (3.11) pomnozimo s 3i dobivamo

1 1 1 1 1
§<1—§)§(S)—§+a+21s+“'. (312)

Oduzimaju¢i (3.12) od (3.11) dobivamo:

(1 1)(1 1)()—1+1+1+1+1+
3s s g(s)= 55 7s 115 13

Nastavljajuci postupak analogno, dobivamo:

A 0D () (- Beon

Dakle, vrijedi

co=[]0-p)"

p

te smo time dokazali sljedeci teorem.

Teorem 3.2.1. (Eulerova produktna formula) Vrijedi

co-35=110-5)

zasve s e R, s> 1.

3.3 Razvoj funkcija sinus i kosinus

Euler je u svojim radovima Cesto koristio poznati De Moivreov teorem koji nam govori da
vrijedi jednakost:
(cos(x) + isin(x))" = cos(nx) + i sin(nx).

U svom djelu Uvod u analizu beskonacnosti, Euler je iskoristio navedeni teorem kako bi
odredio razvoj funkcija sinus 1 kosinus u redove potencija.
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Teorem 3.3.1. Za svaki x € R vrijedi:

x? x* X8

1217234 123456

3 xS

123 12345

Dokaz. Euler je znao da za svaki n > 1 vrijedi:

cos(x) =1-

sin(x) = x —

(cos@+isinf)" =cosnf +isinnd 1 (cos@—isinf)" = cosnb — isinné. (3.13)
Zbrajajuci ove dvije jednakosti i dijeleéi ih s 2, zakljucio je da vrijedi:

(cos 8 + isinf)" + (cos O — isin )"
> )

cosnf =

Zatim je Euler, koristeci se binomnim teoremom, prosirio izraz na desnoj strani i dobio:

1 . nicos"'@sind n(n—1)cos"2@sin’ g
coan:E cos" 6 + —

1 1-2
n(n — 1(n — 2)i cos" > @ sin’ 9) .\ }
1-2-3
1 nicos” ' @sind  n(n — 1) cos"2sin’ 6
+ —|cos" O+ -
1 1-2
n(n — 1(n — 2)i cos" > @ sin’ 9) .\ }
1-2-3
_ [cos”@— n(n — 1)cos™2@sin’ 0
1-2
.\ n(n — 1)(n — 2)(n — 3) cos"* #sin* 6
1-2-3-4

Nakon toga je Euler uveo supstituciju, odnosno stavio je da vrijedi x = nf, gdje je n
beskonacno velik, odnosno 0 = ﬁ beskonacno malen. Buduci da je n beskonacno velik,
Euler je smatrao da nema razlike izmedu n — 1, n — 2, n — 3 itd. pa ih je Euler zamjenio s n.
Sada je Euler dobio izraz:
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Koristeci se slicnom metodom, prvo oduzimajuci jednadzbe u (3.13), Euler je zakljucio da
vrijedi:
(cos @ +isin6)" — (cosd — isin6)"
2i

sinnf =
iz Cega je dokazao da vrijedi:

x° X x’

123 12345 1234567

3.4 Eulerov identitet

Eulerova upotreba De Moivreovog teorema ocituje se i u formuli koju mnogi smatraju
najljepSom jednakoSc€u cijele matematicke znanosti.

Teorem 3.4.1. Za svaki realan broj x vrijedi ¢ = cos x + i sin x.
Dokaz. Kao i kod razvoja funkcija sinus i kosinus u redove, Euler je i ovdje zapoceo s:

(cos 8+ isinf)" + (cos @ — i sin )"
5 )

cosnf =

Ponovno je "pustio” da n bude beskonacno velik broj pa je 6 = > beskonaCno malen i na
taj nacin dobio cos 6 = 1 isin =0 = .
Time je doSao do jednakosti:

(cos @+ isinf)" + (cos @ — isin )"
2
(1+5)"+(-2)
2

cos x = cosnf =
(3.14)

Euler je znao da vrijedi e = 1 + w kada je w beskonacno malen. Prema tome, ako je a
konacan broj 1 n beskonacno velik imamo:

a\n a\"
e’ = (en) = <1+—> )
(e) = (142
Mijenjajuci a s konacnim (iako imaginarnim) vrijednostima ix i —ix Euler je jednadzbu
(3.14) transformirao u:
eix + e—ix

cos x =
2
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Na analogan nacin, Euler je pokazao da vrijedi:

eix + e—ix
sinx = s —
2i

Zbrajajuci dobivene rezultate, Euler je dokazao da vrijedi:

. eix+e—ix eix—e’i"‘
cosx+isinx = + — =", (3.15)
2 2i

O

JednadZbu (3.15) nazivamo Eulerovim identitetom. Primijetimo, ukoliko stavimo x =
m, tada vrijedi:
e =cosm+isintr=-1+i-0=-1.

Odnosno:
" +1=0.

Prethodna jednadzba je povezala svih 5 najvaznijih matematickih konstanti (0, 1, 7, e, i) pa
zbog toga Eulerov identitet smatramo najljepSom matematickom jednadZbom.



Poglavlje 4

Geometrija

Koliko je velik bio Eulerov doprinos geometriji, moZe se iS€itati u tome Sto je ¢ak 1600
stranica Opere omnie (kompilacija znanstvenih radova Leonharda Eulera) posveceno ge-
ometriji. Od njegovih znamenitijih rezultata, u ovom poglavlju predstavit cemo Eulerov
dokaz da srediSte opisane kruZnice trokuta, srediSte trokuta i ortocentar trokuta leze na
jednom pravcu, kojeg danas nazivamo Eulerov pravac. Poznata je 1 Eulerova formula
kojom je Euler povezao udaljenost srediSta opisane 1 upisane kruznice trokuta, radijus opi-
sane kruZnice i radijus upisane kruZnice trokuta. Na kraju ovog poglavlja predstavit cemo
Eulerovu kruznicu kojom je Euler pokazao da se na jednoj kruZnici nalaze noziSta visine
trokuta i polovista stranica.

4.1 Eulerov pravac

Lema 4.1.1. Ako su X i Y tocke na duZini AB sa svojstvom % = % tada se tocke X i Y
podudaraju.

AX| _ JAYl (jiiaq: AXIZIBXI _ JABI-IBY . JAB| _ |AB _
Dokaz. 1z BX = BV shjefh Bx~ = s PaJe Bx = Bw Dakle, |BX| = |BY],
odnosno X i Y se podudaraju. O

Teorem 4.1.2. Srediste S opisane kruZnice trokuta, teZiste T i ortocentar H svakog trokuta
leZe na jednom pravcu, odnosno navedene tocke su kolinearne. Dodatno vrijedi, |TH| =
2|TS|.

Dokaz. Neka u trokutu ABC totke A, i B; oznatavaju polovista stranica BC i AC res-
pektivno. Prema tome A;B; je srednjica trokuta ABC pa slijedi da su pravci A;B; i AB
paralelni i |AB,| = 5 |AB.

34
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Budu¢i da su pravei AH 1 A;S okomiti na BC, slijedi da su pravci AH 1 A, S paralelni.
Takoder, pravci B;S i BH su okomiti na AC pa slijedi da su pravci BS 1 BH paralelni.
Dakle, odgovarajuce stranice u trokutima ABH i A;B,S su paralelne.

Budu¢i da su Siljasti kutovi ZHAB 1 £S A B, kutovi s paralelnim kracima, slijedi da su
oni medusobno sukladni, kao i kutovi ZABH 1 /A, B,S . Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti
trokuta vrijedi da su trokuti ABH 1 A B;S sli¢ni pa vrijedi Iljgll = |Ik?§|l| =2

Neka tocka T predstavlja presjek pravca HS 1 AA;. Bududi da su pravci AH 1 A|S para-
lelni, a tocke A, Ay 1 T, odnosno H, S i T, kolinearne, slijedi da su trokuti AHT; 1A ST,

AT _ JAH| _
sli¢ni prema K-K-K teoremu pa vrijedi AT = s =
Medutim, duZina AA, je teZi$nica trokuta ABC i za teZiste T tog trokuta vrijedi lK‘TTll = 2.
Sada iz % = ||/?1TT|| prema Lemi 4.1.1 slijedi da se 7} i T podudaraju, odnosno 7T leZi

na pravcu HS pa mozemo zakljuciti da su to¢ke T, H, S kolinearne. Kako je AAHT ~

AAJST, to povladi [ = 5 = 2. Dakle, vrijedi |[TH| = 2|TS|.

Dobiveni pravac nazivamo Eulerov pravac

4.2 Eulerov teorem

Teorem 4.2.1. Neka je k kruZnica, a T tocka ravnine. Neka je p bilo koji pravac koji
prolazi tockom T i sijece kruZnicu k u tockama A i B. Tada je vrijednost izraza |TA| - |T B|
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konstantna, tj. ne ovisi o izboru pravca p.

Dokaz. 1° T lezi na k.
Tada se T podudara sa jednom od tocaka A i B pa vrijedi ili |TA| = 0 ili |TB| = 0. Dakle,
vrijedi |TA|- |TB| = 0.

2°T je unutar k.
Bududi da su kutovi ZATD i £CT B vr$ni kutovi, slijedi <ATD = <CTB. Dodatno, ku-

tovi ZCBT i /T DA su obodni kutovi nad kruznim lukom AC pa vrijedi <CBT = <TDA
pa prema K-K-K poucku o sli¢nosti trokuta slijedi AATD ~ ACTB. Vrijedi 24 = <l

ITD| — ITBI”
odakle slijedi |TA| - |TB| = |TC| - |TD|.

3°T jeizvan k

Neka su dana dva pravca koja oba prolaze kroz T'. Prvi pravac sijee kruznicu k u to¢kama
A1 B, dok drugi pravac sijeCe kruznicu k u tockama C i D. Uocimo da su kutovi ZCBT i
£T DA obodni kutovi nad kruznim lukom AC pa vrijedi <CBT = <T DA. Dodatno, trokuti
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ATD 1 CT B imaju zajednicki kut kod vrha T pa su ti trokuti sli¢ni prema K-K-K teoremu.

Prema tome vrijedi {75 = 721, pa je ITA| - |TB| = |TC| - |TD]. O

Definicija 4.2.2. Za danu tocku T i kruZnicu k definira se potencija tocke T s obzirom na
kruznicu k:

e za tocku T izvan kruZnice, potencija je \TA| - |T B|,
e za tocku T unutar kruZnice, potencija je — |TA| - |T B|,
e za tocku T na kruZnici, potencija je 0.

Teorem 4.2.3. (Eulerov teorem) Neka je k(S, R) kruzZnica opisana, a k(O, r) kruzZnica upi-
sana trokutu ABC. Tada je |S O = R® — 2Rr.

Dokaz. Neka je pravac BO simetrala kuta ZABC = 3, a pravac CO simetrala kuta /BAC =
v. Oznacimo sjeciSte pravca BO 1 kruznice opisane trokutu s D. Neka su E 1 F sjeciSta
pravca S O 1 kruznice opisane trokutu ABC. Tada prema Teoremu 4.2.1 vrijedi:

IBO| - |OD| = |[EO| - |OF| = (R = |SO)) (R +1SO)) = R* = SO,

pa slijedi |S O = R?* - |BO| - |0D|, dakle Zelimo dokazati da vrijedi |[BO| - |OD| = 2Rr

Uotimo da su kutovi ZDCA i 2DBA obodni kutovi nad kruznim lukom AD te je pravac BD
simetrala kuta 8 pa vrijedi <DBA = <DBC = § Pravac CO je simetrala kuta vy pa vrijedi
<ACO = <BCO = 1.

Slijedi <DCO = <DCA + <ACO =5 + 1.

Dodatno, £DOC je vanjski kut trokuta BCO pa vrijedi <DOC = <DBC + <BCO = § + %,
odnosno <DCO = <DOC odakle slijedi |OD| = |CD|.

Neka je N noziste okomice iz O na BC te neka je G sjeciste pravca CS i kruZnice opisane
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trokutu. Prema Talesovom teoremu slijedi <CDG = 90°, odnosno <CDG = <ONB.
Kutovi £DGC i £DBC su obodni kutovi nad kruznim lukom CD pa vrijedi <DGC = <DBC.
Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta slijedi da su trokuti BNO i GDC sli¢ni.

[BO| _ INO| BO| _ _r

Sada vrijedi Gal = ipe’ odnosno Sz = Do 1z Cega konacno slijedi:

|BO| - |OD| = |BO| - |CD| = 2Rr.

4.3 Eulerova kruznica
Teorem 4.3.1. Neka su u trokutu ABC tocke A’, B’, C’ polovista stranica, tocke A”, B”,

C” polovista duZina AH, BH, CH gdje je H ortocentar, a tocke Ay, By i Cy noZista visina.
Svih devet tocaka A’, B, C', A”, B”, C", A, By, C; leZe na istoj kruZnici.

R N
.
B WK
by
y i \
y \
I
B, s )
| T [ |
1 H*~ o S 1
1 I
\ ! =~ !
\ ~ !
N ! ~ !
P i N ’
A oty
SN | S BT
! =
M . = B
A t\T“ _______ --"c

Dokaz. Uo¢imo da je A'B srednjica trokuta ABC pa vrijedi |A’B’| = %lABI 1AB || A’B.
Dodatno, A” B” je srednjica trokuta ABH pa vrijedi |A”B”| = % |AB|1AB || A”B”. Slijedi da
Je|A’B'| = |A"B"|1A’B’" || A”B"”. Dakle, Cetverokut A’B’A” B” je paralelogram pa se nje-
gove dijagonale medusobno raspolavljaju. Presjek tih dijagonala ozna¢imo sa S. Buduci
da je A”B’ srednjica trokuta AHC, slijedi da je A”B’ || CH, dakle vrijedi A”B" L AB,
odnosno A”B’ L A”B”. Sada slijedi <B’A”B” = 90°, dakle cetverokut A’B’A” B” je pra-
vokutnik pa mu moZemo opisati kruZnicu k (S, 3 |A’A”|) .

Na analogan nacin dokazujemo da je A’C’A” C” pravokutnik pa mu moZemo opisati kruznicu
k (S , % |A’A”|) . Dakle, to¢ke A’,B’,C’,A” ,B",C" leze na istoj kruZnici k.

Buduéi da je trokut A’A” A, pravokutan s hipotenuzom A’A” slijedi da je kruZnica opisana
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tom trokutu k (S 1 |A’A”|) Sto povlaci dai A; lezi na k. Na analogni na¢in dokazujemo da
1 By 1 C, pripadaju kruznici k. O

Leonhard Euler je 1765. dokazao da se noZiSta visina trokuta i polovista stranica tro-
kuta nalaze na jednoj kruZnici pa se prema tome kruZnica iz prethodnog teorema naziva
Eulerova kruznica. Charles Julien Brianchon i Jean-Victor Poncelet su 1820. godine
naveli da se na Eulerovoj kruZnici nalaze i polovista spojnica vrhova trokuta i ortocen-
tra trokuta, dok je Karl Wilhelm Feuerbach 1822. dokazao da Eulerova kruznica dira sve
Cetiri kruznice koje diraju stranice trokuta pa se prema tome Eulerova kruznica jo$ naziva
kruZznica devet tocaka ili Feuerbachova kruZnica.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu opisan je Zivot i znanstveni doprinos Leonharda Eulera.

U prvome poglavlju bavimo se Eulerovim doprinosima u teoriji grafova te prikazu-
jemo zbog Cega se Eulera naziva ocem topologije. Izmedu ostalog, spominjemo Eulerove
grafove, njihovu primjenu te Eulerovu formulu za poliedre.

U drugome poglavlju ovog rada, opisujemo Eulerov doprinos teoriji brojeva. Uz na-
daleko poznatu Eulerove funkciju te Eulerov teorem, bavimo se i kvadratnim zakonom
reciprociteta te Eulerovim otkri¢ima vezanim uz savrSene i prijateljske brojeve.

U treem poglavlju prikazujemo Eulerove rezultate u matematickoj analizi od kojih se
najvise isticu Eulerova zeta funkcija 1 njen produkt, Eulerov identitet te razvoj funkcija
sinus i kosinus.

U posljednjem poglavlju bavimo se Eulerovim doprinosom u geometriji pri ¢emu spo-
minjemu Eulerov pravac, Eulerov teorem i Eulerovu kruznicu.



Summary

This master’s thesis describes the life and scientific contribution of Leonhard Euler.

The first chapter describes his contribution in graph theory and shows why Euler is
called the father of topology. Among other things, Euler’s graphs are mentioned as is their
application. Euler’s formula for polyhedra is also discussed.

In the second chapter of this work, Euler’s contribution to number theory is described.
In addition to widely known Euler function and Euler’s theorem, the law of quadratic
reciprocity and Euler’s discoveries related to perfect and friendly numbers is mentioned.

In the third chapter Euler’s result in mathematical analysis is presented, of which I
emphasize Euler’s zeta function and its product, Euler’s identity and the development of
the sine and cosine function.

The last chapter of this paper deals with Euler’s contribution in geometry, where Euler’s
line, Euler’s theorem and Euler’s circle are mentioned.
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